Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

[.1.1 Bariérové opcie

Bariérové opcie su v podstate klasické vanilla call a put opcie, ktoré maji navyse ta
vlastnost’, Ze ak cena akcie dosiahne hodnotu X $pecifikovant vopred, tak stracaju alebo
nadobudaju platnost’. Presnejsie rozoznavame Styri typy bariér:

e up—and-in opcia expiruje ako bezcennd, ak cena akcie nedosiahne
bariéru X zdola pred expirdciou. Ak cena dosiahne bariéru, opcia je
klasicka vanilla

e  down—and-in opcia expiruje ako bezcennd, ak cena akcie nedosiahne
bariéru X zhora pred expirdciou. Ak cena dosiahne bariéru, opcia je
klasicka vanilla

e up—and-out - ak cena akcie dosiahne bariéru X zdola este pred
expiraciou, opcia sa stava bezcennou

e down—and-out - ak cena akcie dosiahne bariéru X zhora este pred

expiraciou, opcia sa stava bezcennou

Venujme sa najskor out bariére. Odvodenie ceny akcie si ukdaZzeme pre down—and—
out call opciu a pre X <E (pripad X > FE je analogicky, ale sinymi okrajovymi
podmienkami). Odvodenie ostatnych typov out—bariérovych opcii je podobné. Je zrejmé,
7e pre S>X cena opcie musi spiiiat Black—Scholesov model. Expiraéna podmienka
(payoff) je zhodna seurdpskou call opciou, avSak len pre S>X. Teda
V(S,T)> max{S—E,O} pre S>X, 0 pre S<X. Ked S — o, pravdepodobnost, Ze
klesne pod hranicu X je zanedbatel'na, preto ostava v platnosti okrajova podmienka
V(S,1)~ Se™”" ) (ak predpokladame, 7e akcia vyplaca konstantny spojity dividendovy
trok D). Ked cena dosiahne hranicu X, opcia sa stiva bezcennou a teda V(X,¢)=0.
Zaved’me teraz transforméciu premennych:

S =Fe",
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k, = ! , k2:r_D, xe(—oo,oo), re<0,lazT>.
2

1
2 2
Black—Scholesova parcidlnu diferencialnu rovnicu tym prevedieme na tvar:
u_ou
or o’
s podmienkami:
1 1
—(ky+1)x ~(ky=1)x X
u(x,0) = max{e 2 —e? ,0} = u,(x), x> lnf

%(szl )X+G(kZ 1) +k jr

u(x,t)ze pre x — «©,

u(lnz,tj =0 Vr
E

Na rozdiel od plain vanilla opcii teraz rieSime (transformovany) problém nie na priamke,
ale na polpriamke. To vo fyzike zodpoveda Sireniu tepla na polpriamke, priCom na jej
konci udrzujeme nulovu teplotu. Tento problém sa da riesit’ metédou obrazov (method of
images). Vsimnime si, e ak u(x,7) riesi transformovani PDR, potom aj u(x+x,,7) a
u(— X, r) su rieSeniami tej iste] PDR pre x, konStantné, ¢o mozno I'ahko overit’ priamym
dosadenim. Metdda pozostava ztoho, Ze problém rozsirime na vsetky redlne cisla

pomocou antisymetrickej pociato¢nej podmienky, teda:
u(x,O) =u, (x)— u, (2ln% - xj ,

po dosadeni:

u(x,O) =

pre Vx € R . Stéle plati, Ze u(ln%,t} = (. Zoberme teraz rieSenie europskej call opcie bez

eiax*ﬁercc (S’ t)

bariéry V, (S,1)= Ee™""u,(x,7), teda u,(x,7)= E

. RieSenie ceny bariérovej

opcie moZeme vyjadrit vtvare V, (S,1)= Ee™" (u,(x.7)+u,(x.7)), kde u,(x.7) je

rieSenie pre eurdpsku call opciu s antisymetrickou pociato¢nou podmienkou

Strana: 2



Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

X . . , . e . \
—u0(2lnf—xj (vyplyva to zlinearity operatora derivacie). Vyuzijuc invariantnost

transformovanej parcidlnej diferencialnej rovnice voci posunu v priestorovej suradnici a

vo¢i zmene jej znamienka moZeme vyjadrit’ u, (x,r) explicitne:

u, (x,7) = —u, (an% - X, rj

7 toho nakoniec dosadenim dostavame vztah:
—(kz—l) 2
S X
Vi\Sst)=V, (S,t)—| — V.|—.t| pre S>X.
d()L( ) ( ) ( Xj ( S J p
Je trividlne overit’ si, Zze V,, (X ,t)= 0 a Ze spiiia expiraénii podmienku aj parcidlnu
diferencidlnu rovnicu. Kedze V. (X ,t) vieme explicitne vyjadrit, vieme explicitne
vyjadrit’ aj vzorec pre V' (X ,t). Na obrazku dole je graf down—and—out bariérovej opcie

s strike price 60 a bariérou 50:
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Na rozdiel od out bariéry in—bariérové opcie sa stavaju platné az po dosiahnuti
bariéry pred expiraciou. Zasa si odvodenie ukdzeme pre down—and—in call stym, Ze pre
ostatné typy opcii je situacia analogickd. Zoberme do uvahy portfélio, ktoré pozostava
z jednej down—and—out europskej call opcie a jednej down—and—in eurdpskej call opcie.
7. ich vlastnosti je jasné, ze v dobe expiracie je len jedna z nich aktivna (podla toho, ¢i

bariéra bola dosiahnuté; predpokladame, Ze obe maji zhodné parametre E, X, 7). Teda
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portfolio ma v dobe expiracie zhodny payoff ako europska call opcia bez bariéry. Aby
nenastala moznost’ arbitraze, musi platit™:

Vie(S.0) =V (S,0) =V, (S.0).
Na obrazku je pre porovnanie priebeh ceny down-and-in call opcie srovnakymi

parametrami, ako na predchadzajicom obrazku:

40 r
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1.1.2  Azijské opcie

Azijské opcie su opcie, ktorych payoff (expiraéna podmienka) nejakym spdsobom
zavisi od priemernej ceny akcie poc¢as doby do expiracie. Vypocet priemernej ceny moze
byt spojity (ked’ zistujeme cenu akcie v ¢ase spojito), alebo diskrétny (ked’ zistujeme cenu
akcie v danych casovych bodoch). Priemer sa najCastejSie pouziva aritmeticky alebo
geometricky. Tiez payoff mdze zavisiet’ od rozdielu koncovej ceny od priemernej alebo od
rozdielu priemernej cenu a danej strike price. To dava vela moznych druhov &zijskych
opcii. V tejto kapitole su stru¢ne popisané principy oceriovania niektorych z nich.

Azijské opcie su $pecialnym pripadom tzv. path—dependent opcii (t.j. opcii, ktorych
payoff zavisi nielen na koncovej cene akcie, ale aj od jej vyvoja do expiracie).
V nasledujicom texte bude odvodeny princip ocefniovania vSeobecnych eurdpskych path—
dependent opcii, ktory bude néasledne aplikovany na azijské opcie.

Predpokladajme teda triedu europskych opcii, ktorych expiraénd podmienka zavisi

od ceny akcie S a od

T

[£(s(ehor.

0
kde fje dana funkcia S a ¢. Vidime, Ze tento integral nejakym sposobom zahriia konkrétnu

realizaciu ndhodného procesu S. Zaved’'me novi premennu
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KedZe stcasna cena akcie je nezéavisla od jej historického vyvoja do casu #, mdZeme
premenné S, ¢ a [ pokladat’ za nezavislé. Z Taylorovho rozvoja plus aplikovanim Itoovej
lemy sa da ukézat’, Ze plati:

dl = £(S.t)dt .
KedZze cena path—dependent opcie zavisi od troch premennych S, ¢ a I, pouzitim Itdove;j

lemy dostavame:

oV oV oV

o Lo ,uS— —+ (s, t)andt.

dV =0S—dW, + (
oS

2 oS? ot ol

VSimnime si, Ze v rovnici nepribudol Ziaden stochasticky ¢len a teda mdZeme pouzit
presne postup z Black—Scholesovho modelu pre vytvorenie bezrizikového portfolia, ¢im
dostaneme parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktoric musi spliat funkcia ceny path—

dependent opcie:

GBI

1,0
a [ 2

5252 or
as?

+(rS-D(1,8 t))g—rV 0.

Vratme sa spét’ k azijskym opcidm. Spojito merany aritmeticky priemer akcie od

¢asu 0 do Casu 7 je dany vzt'ahom:

% ;[S (z)dr

Ak zavedieme premennu / ako

I= ’J.S(T)df ,

0
. .1 . .
potom priemer je ;I . Z predchadzajuceho textu vyplyva, ze dI = S(t)dt a teda rovnica

pre opciu, ktorej cena je zavisla od spojitého aritmetického spriemeriiovania ma tvar:
2
6V S@_V 10-2 S? 0 Z
o ol 2 oS

+(rS—D(I,S,t))Z—Z—rV:O.

Spojito merany geometricky priemer akcie od ¢asu 0 do Casu t je dany vztahom:

1 1"

" ;J‘]nS(T)dT
hm(HS J =e? .
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{
Teda zavedenim premennej [ = I InS (r)d 7 dostdvame rovnicu pre geometricky priemer:
0

2
a—V+lnSa—V+lc72S2 0 Z
ot ol 2 oS

oV
S—D\L,S,t))——-rV=0.
+(r (, ,t))aS r

V praxi je vSak spojité zistovanie ceny akcii nerealizovatené. Priemery sa teda
spocitavaju diskrétne v stanovenych ¢asovych bodoch. V takomto pripade sa premennd /

sprava tak, Ze medzi jednotlivymi bodmi v Case, kedy priemer spocitavame (tzv. sampling

. oV
dates), je konStantna a teda E: 0 (I sa teda sprava ako dal§i parameter). Teda

v intervale (tl.,tm), kde #; su dané Gasové body, cena opcie spiiia predpoklady Black—
Scholesov ho modelu. V case #; sa v§ak premennd / zmeni — dostavame skok. Ozna¢me si

t; Cas tesne pred skokom (t.j. zmenou hodnoty premennej /) a ¢, Cas tesne po. MéZeme si
polozit’ otazku, ako sa sprava funkcia V(S,I ,t) prave v okoli bodu ¢, — ¢i je spojita alebo

nie. Odpoved’ na tuto otdzku zavisi od toho, ¢i berieme premenné [ a ¢ ako nezévislé
premenné, alebo sa na / divame ako na funkciu ¢asu. Ak by totiz platilo:

PASE 1ot ) 2 VASE V7).
kde 7; je hodnota [ zistend v Case #;. To by ale ddvalo moznost arbitraZze — napriklad ak by
hodnota opcie skokom vzrastla, potom kupou tesne pred skokom a predajom tesne po

skoku by vznikol bezrizikovy zisk vo vyske limitovane] poctom opcii (t.j. teoreticky

neobmedzeny). Teda musi platit” tzv. podmienka skoku:
V(S(t,*ll,ﬂ,t,*): V(S(t,*),l,,t,*).

Vo vSeobecnosti, ak sa da /; vyjadrit’ vztahom:

I =w,(S@).1.,),
kde w; je ndm zndma najneskor v casovom intervale (ti—l ,ti), potom podmienka skoku ma
tvar:

v(S( )17 )=V (S6 hw, (SG) 1)),
Vseobecny postup, ako spocitat’ cenu azijskej opcie s diskrétne pocitanymi priemermi je
nasledovny:
e Zacneme ,,odzadu®. Teda spocitame pomocou Black—Scholesovho

modelu cenu opcie v ¢asovom intervale (I,H T ), kde mame definovanu

koncovu podmienku.
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e 7 podmienky skoku zistime koncovu podmienku pre predchadzajuci
Casovy interval, na ktorom potom znova spocitame Black—

Scholesovym modelom cenu opcie. Takto pokracujeme az do ¢asu 0.

Podobné azijskym opciam su aj tzv. lookback opcie, kde I je definované ako

maximum dosiahnutej ceny akcie poc¢as doby od ¢asu 0 do expiracie.
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