Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

1.1.1 Blackov model

Blackov model je uritou obdobou Black—Scholesovho modelu pre derivaty
zalozené na urokovych produktoch. Black—Scholesov model ma jedno vel'ké obmedzenie
vo vztahu k arokom, a sice, ze Urok bol deterministicky (presnejSie povodny model
predpokladal konstantny). Pri derivatoch akcii to nebol vel'ky problém, pretoZe ich cena je
ovplyvnena volatilitou ceny akcii viac ako volatilitou urokov. Pri urokovych derivatoch je
vSak prave ona ten tzv. driving factor. Nasledujiice odvodenie sa nebude obracat’ priamo na
vysku uroku, ale sa budi pouzivat bezkuponové dlhopisy, ktorych cena ma v sebe
zakomponovanu ,,stochasti¢nost™ uroku. Tento model sa uspeSne v praxi pouziva na
oceriovanie jednoduchych derivatov, ako su eurdpske opcie na dlhopisy, caps, floors a
europske swaptions.

Majme opciu (ktorej cenu ozna¢ime V) na bezkupdénovy dlhopis s dobou splatnosti
T* a cenou P((),T *), ktora expiruje vcase t*<T* a jej expiratna cena je E.
Predpokladajme d’alej, ze cena opcie zdvisi od forward ceny dlhopisu FP(O,t*,T *) a
aktudlnej ceny dlhopisu ,,separovatelnym spdsobom®, teda plati:

V(FP(0,1%,T *), P(0,1*)) = £(FP(0,r*,T *))P(0,1*)
pre nejaku, v tejto chvili neznamu, funkciu f. Uvazujme portfélio zloZené z jednej opcie, a
jednotiek bezkuponovych dlhopisov s dobou splatnosti ¢* a b jednotiek long forward
kontraktov s dobou splatnosti ¢#* na dlhopisy s dobou splatnosti 7* (teda sucasna cena
kontraktu je (FP(0,*,T *)— P*)P(0,¢*); predpokladime nakup za cenu P*). Nech ceny
dlhopisov i forward ceny dlhopisov majui lognormalny vyvoj:

dp(t,T) dFP(t,T.T + AT)

= = pdt + o ,dW,
Plr) M Frordla FP(t,T,T +AT)

= Uppdt + 0 ppdW, .

Potom sucasna hodnota portfolia v Case ¢ je:
7(t)=V +aP(t,t *)+ b(FP(e.t*,T *)— P, )P(t,t *) =
= f(FP(e,e%,T *)P(t,t *)+ aP(t,t *) + b(FP(t,0%,T *)— P*)P(t,t *).
Zmena ceny portfolia pre infinitesimalny Casovy interval dr je dand vztahom (pouzijic

Itdovu lemu):
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oF 1 , . of
dr(t)=|L+=02, . FPr*,T*Y — 2 |P(t,t*)d
z(t) + O nr (t.0%,T *) P T (.1 %)dt +

o
+WP(I,[*)6]FP(Z"I*’T *)+fdP(f,t*)+

of
———dFP\t,r*, T *)dP *
+8FP(t,T) (.04, T *)dP(t,t *) +

+adP(t,t *)+ b(FP(t,t*,T *)— P*)dP(t,t *)+ bdFP(t,t*,T *)P(t,1 *) +
+bdFP(t,t*,T *)dP(t.1 *).

Ak teraz Specifikujeme pocet dlhopisov a=—f a pocet jednotiek forward kontraktu

b= —% a ak o P* predpokladame, Ze je rovné fair hodnote (to znamend, ze vzdy ked’

menime portfélio, zavrieme poziciu vo forward kontrakte a vstupime do novej pozicie
S novou cenou), zistime ze:

e pociato¢nd cena portfolia je 0

e vyvoj ceny portfolia je deterministicky.
Teda ak nema nastat’ arbitraZ, musi dz(f)=0 (pretoZe nemodzeme na nieGom, &o sme
nezaplatili, s istotou ziskat’, alebo stratit’). To ndm dava parcidlnu diferencidlnu rovnicu,

ktorti musi spifiat’ funkcia £

g+10'2 FP o f

or 2 7 oFpP?

Explicitné rieSenie tejto rovnice pre eurodpske call a put opcie na bezkupdénové dlhopisy ma

=0.

tvar:

V.= P0,: Y FP(0,r%.7 *)(d, ) - Ed(d, )]

c

V. = P(0.r*)ED(-d,) - FP(0,0*.T *)d(-d, )]

b

FP(O,Z‘*,T*)ZM,
P(0,1*)
WFPOQAT) Ly FPOT) 1,
g - E 2 4 = E 2
1 > 2

ot * o pT*

Z tychto vzt'ahov vidiet’ analogiu s Black—Scholesovym modelom. Je ddlezité v§imnut’ si,
7ze (aj vpripade swapov, FRA a forwardov) opciu ocefluyjeme pomocou ceny
bezkuponovych dlhopisov, ¢o znamena, Ze oceinovanie je relativne. Blackov model

umozinuje na zaklade znalosti kontinua cien bezkuponovych dlhopisov (tzv. diskontne;j
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funkcie) presne ocenit’ tieto derivaty '. TaktieZ si viimnime, Ze do vzorca vstupuje
volatilita forward ceny dlhopisu, nie jeho aktudlnej ceny. Pomocou trhovych cien preto
zistime iba implikovanu volatilitu forward ceny.

Dalim &asto obchodovanym derivatom je cap. Cap je kolekcia capletov

definovanych ako kontrakt, kde vypisovatel v ¢ase 7,, plati kupcovi rozdiel medzi
aktuadlnym urokom na obdobie 7, =¢,, —¢, zistenym v Case ¢, a strike K, vynasobeny

dizkou obdobia. Plati sa viak iba ak je rozdiel kladny. Teda
Caplet(t,,, )= max{R, — K.0}z,, kde R, = R(t,.t,,,). V &ase ¢, je hodnota tohto payoff:

d max{R, - K,O} ,
1+7,R

po Uprave:

Posledny vyraz je presne payoff pre eurdpsku put opciu sexpirdciou v case ¢, na
bezkupoénovy dlhopis s dobou splatnosti #,,, a nomindlnou hodnotou 1+ K7z,, pricom

expiraéna cena je 1. CiZe na cap sa da pozerat’ ako na sériu eurépskych put opcii na vhodné
dlhopisy. Analogicky floor je kolekcia eurdpskych call opcii na dlhopisy. Payoft floorletu
ma tvar: maX{K - Ri,O}Tl. .

Cap sa pouziva casto v pripade dlhu svolnym turokom, ktory sa resetuje
v stanovenych casoch. Ked’ nechceme platit vy$si trok nez zvoleny, kipime si cap
vhodnych parametrov. Floor zasa limituje plateny urok zospodu. Kombinacia long cap a
short floor sa nazyva collar. NajCastejSie sa konStruuje tak, aby sa cena capu a flooru
rovnali, teda aby ma mal nulovi cenu. Collar zaruci platenie uroku v stanovenom

rozmedzi.

[.1.2 Odhad diskontnej funkcie

Doteraz vsetky derivaty boli ocenlované pomocou cien bezkupoénovych dlhopisov,
¢ize bola implikovana znalost’ diskontnej funkcie (diskontnd funkcia je definovana:
f (t):P(O,t) VvVt >0). Otazkou je, ako zistit ceny tychto dlhopisov ak sa priamo
neobchoduju. Existuje na to niekol'ko spdsobov, pricom sa vzdy vychadza z aktudlneho

stavu trhu. Ked’Ze sa neobchoduju, je potrebné ich ceny implikovat’ z cien kupdnovych

! Samozrejme iba ak povazujeme predpoklady BS modelu za prijatelné.
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dlhopisov alebo inych derivatov (opcie, caps, floors atd’.). Je mozné pritom vyuzit' yield—
curve modely alebo to skusit ,drevorubacskejSie“ pomocou nejakej aproximadcie
(napriklad MNS). Uved’me si jednoduchy priklad linedrneho modelu. RozloZme diskontnu
funkciu P(O,t) pomocou nejakych bazovych funkeii g, (z‘):

PO.0)= Y a.s,(0).

kde a; st vtejto chvili nezndme a chceme ich odhadnut. Teda cenu dlhopisu
vyplacajuceho (pre jednoduchost ro¢ne) kupoény X s dobou splatnosti 7,, a nominalnou
hodnotou Z mézeme zapisat’ ako:

Bnd, = iXP(O,ti )+ ZP(0,t,) =

i=1

:ZXZakgk(ti)+Zzakgk(t")=
k=1 k=1

i=1 —
&
= Z a,G,,,
k=1

pricom
Gn,k = Zng (ti)+ /4 (tn)'
i=1

Vo vektorovom zapise dostavame:
Bnd = GA,

kde Bnd je vektor cien dlhopisov, A je vektor hl'adanych koeficientov a G je matica
tvorena prvkami G, ;. Pocet jej riadkov je rovny poctu dlhopisov. Ked’Ze je v praxi pocet
dlhopisov ovela vi¢si ako ,rozumna velkost™ s. Vyuzitim MNS vieme, Ze
A=(GT G)_IGT Bnd je najlepsi odhad A. Do rovnice je vhodné eSte zakomponovat
podmienku P(0,0) =1. Teraz eSte ostdva otvorena otazka vol'by bazovych premennych a
ich poctu. Skusali sa rozne alternativy ako kubické a Beziérové splajny a pod. Vo
vSeobecnosti sa ukazalo, ze vyslednd diskontnd funkcia bola spojito diferencovatelna,
avSak implikované forward rates uz nezodpovedali realite. Taktiez vykazovali prili§ vel'ku
citlivost’ na pocet bazovych funkcii, na malé zmeny vo vektore cien dlhopisov alebo na
polohu riadiacich bodov Beziérovych kriviek. Preto sa takéto priame modelovanie
diskontnej funkcie ukazalo nevyhodnym (vid’ citat z [3]: .,obtaining reliable forward rates

from fitted discount functions can be more of an art than a science”).
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