Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

[.1.  Yield—curve modely

V tejto kapitole si vel'mi stru¢ne popiseme Vasickov, CRI a Hull & White modely.

Tieto modely si ukdZzeme najmé v kontexte hl'adania diskontnej funkcie.

1.1.1  Trhova cena rizika
V kontexte modelov pre derivaty urokovej miery boli uz vroku 1977 odvodené
podmienky, ktoré musi spitiat cena dlhopisu, aby nenastala arbitraz (Vasicek).
Predpokladajme vSeobecny model vyvoja aktudlneho short rate:
dr =, (r.t)dt + o, (r,t)dW, .
Pomocou Itdove] lemy mozeme odvodit™ diferencial funkcie ceny bezkuponového dlhopisu

s dobou splatnosti 7*

2
dP(t,T)= Z—P,u, +aa—];+%af z f dt+c7rg—Pth =
r r r .

= u(t,T)dt +v(t,T)aw,
Vytvorme portfélio pozostavajice z jedného dlhopisu s dobou splatnosti 7} a @ dlhopisov
s dobou splatnosti 75:
z(t)= P(t.T,)+ 6P(t.T,).
Zmena ceny tohto portfélia za casovy usek df je:

drm = [,u(t,Tl)+9,u(t,T2)]dt+[%ar +0%0‘,}dW, =
r r

=u dt+o dw,.
Ak polozime

oP(1.T))
9 — _ 87'

oP(t, T, )’

or

potom o, =0 a vyvo] ceny portfolia je deterministicky. Vynasobenim Ccitatel'a aj
menovatel'a o, dostadvame:

0--2C0) ¢ i ap(1)-21)

v(t,Tz) v(t,Tz)

Ked'Ze portfolio je teraz deterministické, musi platit: dz = r(¢)z(¢)dt . Po dosaden:

ar(t,T,).
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v(t, T, ) v(t, Tz)
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Upravami nakoniec dostavame:

p.1)-r(O)P(.T,) _ ple.Ty)-r()P(.T:)

v(e.1;) v(.7)

Tato rovnica plati pre 'ubovol'né doby splatnosti. To znamend, Ze hodnota jednotlivych

zlomkov nezéavisi od doby splatnosti a je funkciou r a t:

Ar.t)= ﬂ(t,T)V—(Z(TI;P(t, r)

Keby sme absolutny drift a volatilitu vyjadrili percentudlne: 4 =mP, v=v'P, potom:
m(t, T ) - r(t)
Aer)="ET)=r)
v'(t,T )
Teda percentudlny vynos z dlhopisu sa od bezrizikovej short rate 1isi o funkciu ¢asu a short
rate ndsobenu volatilitou. Tato funkcia sa nazyva trhovd cena rizika (market price of risk).
Ak je investor risk—averse (t.j. jeho funkcia uzitku je konkdvna), 4 je kladné a reprezentuje
vynos navyse oproti bezrizikovému. Tento vynos navySe ,,spravne kompenzuje* riziko z

drzania dlhopisu.

[.1.2 Vasicek a CIR modely

Ako uz bolo naznacené v kapitole II.3, stochasticky proces modelujuci vyvoj short
rate by mal splfiat’ ur&ité kritéria dané historickym vyvojom short rate na trhu. Medzi tie
najdolezitejSie poziadavky partia:

e  Rozsah hodnot by mal byt konzistentny s ,,pravdepodobnymi*
hodnotami arokov. Specialne by Grok nemal byt’ zaporny a tiez
,nehordzne* vysoky.

o Ukézalo sa, Ze vysoké hodnoty uroku boli nasledované poklesom
CastejSie ako d’al§im rastom, pre extrémne nizke uroky to bolo naopak.
Urok vykazuje tzv. mean—reverting.

e Volatilita arokov na r6zne obdobia je rdzna, na kratSie obdobia
spravidla vysSia ako na dlhsie.

e Hodnota volatility pre short rate sa meni s hodnotou short rate. Ukazalo

sa, 7e pre volatilitu v tvare or” je najvhodnejsie beta okolo 1,5.
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Samozrejme tieto Specifikacie su dost’ vagne a pouzivaju sa vel'mi benevolentne. Napriklad
jasna poziadavka nezapornosti urokovych mier bola porusena vo Svajéiarsku v roku 1960,
aj ked’ len na kratku dobu. Ziaden zo znamych jedno a dvojfaktorovych modelov nedokéaze
dodrzat’ vSetky poziadavky naraz. Preto je pri konkrétnej aplikdcii nejakého modelu
potrebné brat’ do Gvahy tie, ktoré najviac ovplyviiuji dany derivat.

Oba modely — Vasicek a Cox, Ingersoll, Ros — si v podstate rovnaké. LiSia sa
konkrétnou vol'bou urcitych parametrov. Oznacenie bude pouzité podl'a CIR modelu.

Stochasticky proces pre short rate ma v tomto kontexte tvar:
dr=k(@—r)dt +or’dW, = u dt + o .dW,.
Dalej cena bezkupoénového dlhopisu zavisi od r, ¢, T a vo vieobecnosti spiiia:

d?P = u(r,t,T)dt +v(r,t.T)dW,.

Aplikovanim Itéovej lemy dostaneme:
dP 1|0P oP 10°P , 1[opP
—=—|—u, +—+—-—o0o, |di+—|—o0,
P P|or o 2 or

or

2

= la—Pk(é?—r)+la—P+La 1;(07/;)2 dt + la—PO'rﬂ dw,.
P or P o 2P or P or

dw, =

t

Porovnanim s prechadzajucim vztahom zistime, Ze

v(r.t.T)= la—Pmﬂ ,
P or
Z podmienok arbitradZe z predchadzajucej sekcie plati:
T e A3 ble.1) = )= 2% ) S
r

Aplikovanim Itdéovej lemy na dP sme dostali jedno vyjadrenie pre drift, z trhovej ceny

rizika druhé. Ked’ ich dame do rovnosti, dostaneme PDR, ktorti musi spiiat’ cena dlhopisu:

oP oP 10°*P ) oP
Ek(e—l’)'i'gﬁ'garz (O'i"ﬂ) :VP+Z*(V,t)§O7”ﬂ.

Na tomto mieste mozeme rozliSit’ oba modely:

e Vasickovmodel: f=0,4% (r,t) =4,

| —

e CIR model: ,B:l,l*(r,t)ZZOr )
2 o

pricom Ay je konStanta odlisna pre kazdy z modelov. Teda mo6Zeme zapisat’ PDR Specialne

pre jednotlivé modely:
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2
e Vasicek: rP=a—P[k(9—V)—/100']+a_P+la fo-z’
or ot 2 or
2
e CIR: rP+a—P(ﬂuO +k)r=a—Pkl9+a—PJrla fazr
or or ot 2 or

Dalej sa budeme venovat’ len CIR modelu. Vasickov model je kritizovany najmi pre dva
nedostatky: umoziiuje zaporné urokové miery a mozné dosiahnutel'né tvary yield—curve su
dost’ limitované.

Koncova podmienka pre PRD je P(r,T T ) =1 pre lubovolné 7, okrajové
podmienky su: P(r,t,T ) >0 pre r > a P(O, t,T ) je konec¢nd. Pre tieto podmienky ma
model explicitné rieSenie v tvare:

P(r.t,T)= A(t,T)e """,
kde:

_ ¢1e¢zr ’
A(t,T)_[%(eW_I)HJ :

B.T)=— 2
e 1)+ g
b =J(k+4,) +20° ., 4, = k+’120+¢1 =2k 1y
(o2

VSimnime si, Ze parametre k, Ay a 6 sa nevyskytuju vrieSeni separovane, ale len
v kombinaciach k60 a k + 4. Teda priamo hodnoty tychto parametrov sa nedaji odhadnat’
z produktov obchodovanych ba trhu.

Pozrime sa teraz na spravanie tejto diskontnej funkcie pre 7 vel'mi malé, pri¢om

0 n
. b A x k) : 4 A
vyuzime vztah e’ = Z , teda pre velmi malé x: e* ~ 1+ x:

n=0 n'

A@;)z{ 8.1+ 4,7) }%:{¢+¢¢ﬂ1%:L

(1 + gz 1)+, b7+,
N 1+¢ -1 T
B(t’T)N ¢2(1+¢|T_1)+¢| - 1+¢,7 ~t

r(T—I)

TakZze mame pre 7 velmi malé: P(r,t,T )ze" , ¢o zodpoveda cene dlhopisu pre

deterministicky urok, alebo tiez hodnote koruny diskontovanej kratkodobym trokom na

kratky cas. Je treba spomenut’, Ze odvodenie trhovej ceny rizika i tychto modelov je platné
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nielen pre ceny dlhopisov, ale aj pre ceny 'ubovol'nych urokovych derivatov, ktoré potom

mozu byt’ ocenené pomocou tychto modelov.

[.1.3 Hull & White model

Tento model obsahuje Vasickov aj CIR ako svoje Specidlne pripady a nazyva sa
tiez Extended Vasicek Model. V tomto modeli si parametre riadiace vyvoj short rate
zé4vislé od casu:

dr =6(t)+ ale\b()-r)lde + o (e )’ dw, .

Moo . . . . 4 .
Cize ide tiez o mean—reverting proces (s reversion level %). Nech £z, r) je hodnota
a

nejakého derivatu drokovej miery v ¢ase ¢. Tym istym postupom, ako pre CIR model,

dostaneme PDR, ktort musi spifiat’ cena derivatu:

L fp)-alr )L+ 2o f S4-if 0.

pricom ¢(t) = 0(¢)+ alt)b(t) - A(r )’ (). Pre ceny bezkupénovych dlhopisov ma model
rieSenie v tvare P(r,t,T)= A@.T)e ™", aviak 4 aj B st uréené obycajnymi
diferencidlnymi rovnicami. Pre tento model existuje metdoda numerického rieSenia

pomocou stromov.
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