Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

VI. NUMERICKE IMPLEMENTACIE

Sucastou tejto prace je aj numerickd implementacia niektorych modelov na
pocitaci. Cielom bolo vytvorit’ nielen demonstra¢né algoritmy, ale aj prakticky pouziteI'ny
software. Algoritmy boli naprogramované v jazyku C++ v prostredi Microsoft Visual C++
6 s pouzitim ActiveX Template Library ako tzv. COM objekty. COM (Component Object
Model) je norma vyvinuta firmou Microsoft pre Standardizovanu komunikaciu medzi
objektmi a aplikaciami. Obrovskou vyhodou je, ze COM objekty su nezavislé na pouzitom
programovacom jazyku. To znamend, Ze modzu byt napisané v Iubovolnom jazyku
podporujuicom COM a pouzité v I'ubovolnom inom jazyku tiez podporujicom COM.
Objekty, ktoré su sucastou tejto prace, je mozné pouzit’ napriklad v aplikdcidch Microsoft
Excel, Microsoft Word, z Visual Basicu, Delphi a inych. Taktiez bol vytvoreny stubor pre
Excel demonstrujuci pouzitie algoritmov.

COM objekty komunikuji medzi sebou pomocou interfacov, ktoré definuje
programator. Cubovol'ny objekt moze implementovat’ 'ubovolny pocet roznych interfacov.
Z toho vyplyva dalSia vyhoda COM, ktoru je mozné demonstrovat na okrajovych
podmienkach. Napriklad vypocet ceny eurdpskych opcii sa pre jednotlivé typy derivatov
lisi iba pouzitim adekvatnych okrajovych podmienok (medzi ktoré, samozrejme, patri aj
expirand podmienka). Vramci software je napisanych niekol’ko objektov
reprezentujucich rozne okrajové podmienky (a tym aj rozne derivaty; pre ich popis vid’
prilohu C), pricom vsetky implementuju ten isty interface. Algoritmus vypoctu ceny je tiez
implementovany ako objekt (s inym interface). Ak potrebuje hodnotu okrajovej podmienky
v nejakom bode, obrati sa na konkrétny objekt podmienky pomocou tohto spolo¢ného
interface. Algoritmus vypoctu je takto izolovany od objektu okrajovych podmienok, pozna
len jeho interface. Teda vlastne ani ,,nevie™ s ktorym konkrétnym objektom okrajovych
podmienok pracuje a aky typ derivatu pocita (to urci programator pri zavolani algoritmu),
pozna len ten interface. Jednotlivé objekty okrajovych podmienok st tzv. plug—in objekty.
Je tiez mozné kedykol'vek v buduicnosti dopisat’ nové objekty reprezentujuce okrajové
podmienky novych typov derivatov a existujuce algoritmy ich budu schopné okamzite
vyuzit. Taktiez algoritmus pre vypocet cien americkych opcii pouziva tieto objekty
okrajovych podmienok, ¢o Setri mnozstvo nutného kodu. COM umoziiuje i distribuované

spracovanie, kedy aplikacia pouzivajica COM objekty bezi na jednom pocitaci v sieti a

Strana: 67



Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

samotné¢ COM objekty na uplne inom. Laicky sa da povedat, Ze tento software je urcita
skladacka — zlozenim algoritmu s okrajovou podmienkou ur¢ime typ opcie, ktort chceme
ocenit. Nevyhoda COM je jeho vidzba na platformu Win32, aj ked’ firma DEC v sticasne;j
dobe portuje COM na Unix.

V nasledujucich kapitolach su matematicky rozobrané jednotlivé algoritmy.

Programatorsky popis COM objektov a ich zdrojovy text je v prilohe C.

VI1.1. Black—Scholesov model — implicitna schéma

Napriek tomu, ze Black—Scholesov model ma pre eurdpsku put a call opciu
explicitné rieSenie, pomocou ktorého je mozné presne ur€it cenu tychto opcii (za
predpokladu znalosti distribucne; funkcie normélneho rozdelenia s dostatocnou
presnostou), je vyhodné implementovat’ rieSenie BS PDR numericky. Vyhoda vyplyva
z toho, ze PDR je nezavisla od okrajovych podmienok a teda platnd pre rézne typy
derivatov, ktorych cenu mdzeme potom l'ahko zistit’.

Vo vSeobecnosti ide o problém ndajdenia rieSenia parcialnej diferencidlnej rovnice
pre dané okrajové podmienky. Tento problém sa riesi tzv. diskretizaciou PDR, kedy sa
derivéacie tvoriace rovnicu nahradia ich linedrnymi aproximéciami. Aby toto bolo mozné,
je nutné obmedzit’ nekonecné intervaly, na ktorych pocitame rieSenie, na dostatocne vel'ké
konecné a tieto potom rozdelit na malé dieliky. Tym dostaneme siet’” bodov, v ktorych
spocitame hodnoty neznamej funkcie. Pokial' je potrebnd hodnota medzi bodmi siete,
mozeme pouzit’ interpolaciu. Tato metdda sa nazyva metoda konecnych diferencii.

Zavedenim znamej substitucie premennych:

S =Ee",
(=T-——.
2
LIPS P (LTS
V =FEe (4 j u(x,7),
k, = U k, :r—D’ xe(-w,»), 7e(0,=c°T),
1, I,
—o —o
2
Zjednodusime BS PRD na tvar:
o
or  ox’
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s patriénymi okrajovymi podmienkami. Je vyhodné numericky implementovat radsej
transformovany problém nez povodny, pretoze vysledny algoritmus bude jednoduchsi a
efektivnejsi. Z definicie parcialnej derivacie u podla ¢

ou u(x,7+A7)—u(x,7)
ot At

b

kde Az je maly interval. Tato aproximacia sa nazyva doprednd a vedie k explicitnej
metode konecnych diferencii. Explicitnd metéda ma vsak urcité problémy s konvergenciou
a stabilitou pri nevhodne zvolenych deleniach intervalov. Naopak jej vyhodou je to, Ze
hodnoty hl'adanej funkcie v danom ¢asovom okamihu sa daju vyjadrit” ako funkcia hodnot
tej istej funkcie z predchadzajuceho casového okamihu. Ak derivaciu aproximujeme
vyrazom

ou ulx,7)—u(x,z — A7)
or At

(dozadna aproximaécia), dojdeme k implicitnej metdéde konecnych diferencii, ktord je
bezpodmienec¢ne stabilnd, ale vyzaduje pre kazdy ¢asovy bod rieSenie sustavy linearnych
rovnic. V naSom pripade sa ukaZe, Ze dana sustava sa d4 velmi efektivne rieSit LU
rozkladom a kedZe implicitnd metéda nevyZaduje tolko casovych krokov, kolko
explicitnd, v kone¢nom dosledku moze byt este efektivnejsia.
Preferovanym sposobom aproximécie druhej derivacie podla priestorovej

premenne;j je centralna diferencia:

o’u u(x+Ax,r)—2u(x,r)+u(x—Ax,r)

o (&) |

Pomocou Taylorovho rozvoja sa d4 ukazat, ze aproximécia prvej derivacie ma presnost’
. Co o .. 1
o(A7), aproximacia druhej derivacie 0((Ax)2). Rozdel'me ¢asovy interval <0,50'2T > na

dieliky vel'kosti Az a nech ich pocet je M. Ked'ze x e (— oo,oo), musime tento interval
obmedzit’ na (x’,x’) pre ‘xl ‘ a ‘x" dost’ vel'ké. Tento interval rozdeme na N dielikov

velkosti Ax. Tym dostdvame casopriestorova siet, v bodoch ktorej potom vypocitame
priblizne hodnoty funkcie u(x,7). Ozna¢me jednotlivé body u” = u(n-Ax,m-At).
Aproximovanim derivacii diferenciami (priCom pouzijeme dozadnu aproximaciu)

dostavame:

Z/lm _um—l um _

n n _ n+l

2u’ +u,
A )
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po Uprave:

m

u, — a(u

m
n+l

m m m—1
2u, +u ):u .

n-1 n

At . s v . .,
kde a=——, u, vieme ur¢it zpociatotnej podmienky a u”,,u} zokrajovych

(axy ™
podmienok. V kompaktnejSom maticovom tvare mézeme problém zapisat’ takto:

Mu™ =u™"' +b",

kde:
1+2a¢ —a 0 - 0 Uy, uy,
-a - : 3 0
M=| 0 e 0 |,u™=| u |,b"=
' - : 0
0 o 0 —a 14+2a u” u”

Kedze plati [I+20|>2a

, matica M je striktne regularna (aj striktne diagonalne

dominantnd) a teda moZeme rieSenie sustavy linedrnych rovnic vyjadrit priamo:
v =M" (v'“*' +b'“). Prakticky je vyhodnejsie danu sustavu linedrnych rovnic rieit
pomocou LU rozkladu. Matica M je trojdiagonalna matica rozmerov (2N —2)x (2N -2),
preto na jej reprezentaciu v pamaéti potrebujeme 6 N —8 cisel (napriklad ak N = 1000, ¢islo
je typu double, ¢o znamena 8 bajtov pamite, potrebujeme radovo 48kB). Inverznd matica
vo vSeobecnosti nie je trojdiagonalna a na jej reprezentdciu v pamiti potrebujeme
(2N —2)2 ¢isel (teda pre N = 1000 je to rddovo 32MB, ¢o je podstatny rozdiel). Okrem
toho pre trojdiagondlnu maticu existuje vel'mi efektivny sposob nédjdenia LU rozkladu, ¢o
urychl'uje vypocet.

Metéda LU rozkladu spociva vtom, ze maticu M rozlozime na sucin dvoch
trojuholnikovych matic. Sudstavu linedrnych rovnic s trojuholnikovou maticou vieme

vyriesit’ priamym dosadenim. Nech teda matica M ma vo vSeobecnosti tvar:

a ¢ 0 - 0

b, a, ;

M= 0 - - - 0
: Cna

0O - 0 b, a,

a nech je silne regularna. Potom pre takuto maticu existuje jednoznacny LU rozklad

s maticami L a U v tvare:
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1 0 O 0 u, z, 0 0

[, 1 : 0

: 0 Z,

o - 017, 1 0 0 0 .,

Jednotlivé prvky tychto matic st dané vztahmi:
b, b,
ulzal;u,:a,—c”l—”' 2<i<n;z =c¢,l,=— 1<i<n-1.

U4 u;

4

RieSenie sustavy rovnic Mx=q je ekvivalentné rieSeniu sustavy LUx=q. Ak si
oznac¢ime y = Ux, rieSime nasledne dve sustavy lin. rovnic: Ly =q a Ux =y, pricom obe
maju trojuholnikové matice a vieme ich vyriesit’ dosadenim:

by, y Y, =X
L 2<i<n; x, =0 x, = p-12>i>1,
u._, u u

n n

Nh=4:Y =9, —

Implicitna schéma je stabilnd pre a >0 a konverguje k presnému rieSeniu, ak Az >0 a

Ax — 0.

VI.2. Americké opcie — PSOR

Problém rieSenia ceny americkych opcii bol implementovany pre zapis v tvare
linearnej komplementarity pomocou projektovaného SOR algoritmu. Zasa nie je rieSeny
origindlny problém, ale jeho transformovana verzia s pouzitim zhodnej transformacie, ako
v predchadzajucej kapitole. Mame teda transformovany problém zapisany v tvare linearne;j

komplementarity (vid’ tiez kapitolu II1.3):

. (%—a—zuj(u(x,r)—g(x,r)): 0 Vxe(-x'.x")Vre <O,%O'2T>

or ox?
2
° %_8_1; >0 Vxe<—x],xp>VZ'E O,lﬁzT
or Ox 2

e (ur.0)-gxr)>0 Vxe<—x/,x”>Vre<O,%O'2T>.

Vidime, Ze v tejto formulacii priamo nevystupuje vol'n4 hranica a tito je mozné zistit” a
posteriori z rieSenia. Problém najskor diskretizujeme:

au u m+l _ om

n n

5 AT

b
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2 m+1 m+1 m+1 m
ou <0 u, ., —2u, +u,, +(1_9 u', =2u’ +u
(Ax) ’

o ()’
pricom 6 € <O,l>. Pre vol'bu 8 =1 dostavame implicitnii schému, pre 8 =0 explicitnu a

pre € =0.5 Crank—Nicolsonovu. Podmienku # > g aproximujeme nerovnicou u, > g
pre m=>1, zo zaciatocnej podmienky a okrajovych podmienok mame krajné hodnoty.

Podmienke Qu _ 6_u > (0 zodpoveda nerovnica:

or ox’

ol -2 )2l vl O)o

n+1

m m
=2u, +u, )

+1

Definujme:

" =u" +afl- 9)( o2 +u,’1”_1).

+1

Nerovnica sa tym zjednodusi na tvar:

m+1 ae( m+l 2um+1 +um+l)2 b:,

n+1
pricom hodnotu pravej strany nerovnosti b vcase m + 1 vieme urcit. Nakoniec

z podmienky linearnej komplementarity dostavame rovnicu:

( m+1 ae( m+1 2um+l + um+l) bm xum+1 _ m+l)= O

n+l

Zaved’'me vektorové oznacenie:

m m m
Uy, by, Ena

R 0 0

m m . m
u = u(’)ﬂ . b = : . g = .
0 0
m m m

U_yu b\ 8_na

kde b, st dané predchadzajucim vzt'ahom okrem:

me_*—l _MmN_*—l _I_a(l_ )( m _2umN+I +u171N+2)+a9gm+l
bl =ul  +all- 9)( N2y 2)+ aben.
Definujme maticu C:
14240 —af 0 - 0
—af
-al
0 o 0 —ab 14200
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rozmerov (2N —2)x (2N —-2). Potom cely problém v maticovom zapise vyzera
nasledovne:
(CV'”+1 —b'”)z 0, (V'”+1 - g”’“)z 0, (V”’+1 —g"! )T (CV'”+1 —b'”)= 0.

Oznacenie v >0 znamend, ze kazda polozka vektora v je nezdpornd. VSimnime si, Ze
rovnicu komplementarity sme zapisali v tvare skalarneho sucinu, t.j. sucet jednotlivych
rovnic ma byt nulovy, nie kazda. Ked’ze mame podmienku nezépornosti pre kazdy cinitel
a teda aj pre kazdy scitanec v skalarnom sucine, ich sucet je nulovy prave vtedy, ked” su
vsetky nulové.

Na rieSenie problémov typu ndjst vektor x, pre ktory plati: Ax>b, x>c,
(x—c)T (Ax—b)= 0 sa pouziva projektovany SOR (Successive Over Relaxation)
algoritmus. Ak je matica A kladne definitnd, d4 sa ukézat, ze problém ma prave jedno
rieSenie, ktoré existuje. Algoritmus je iteraény. Ako x° sa zvoli nejaky ,,odhad* x° >¢
(pre x° < ¢ nemusi algoritmus konvergovat). Po¢as kazdej iteracie sa vytvara novy vektor

x“*' z aktualneho vektora x* v dvoch krokoch pre kazdé i:

a) sekvencne vytvorime pomocnu premennu
1 i—1 n
k+1 _ k+1 k
Vi _A_ b, - Af/x/ - ZA(/xJ >
i J=1 J=i+l

b) x' = max{c,,x," +a)(y"+1 —x! )}

Kon$tanta @ sa nazyva relaxacny parameter a pre @ € (0,2) algoritmus konverguje.

k+l k
+_x‘

Iteracny proces sa zastavi, ak Hx ‘ <& (zvolena presnost). Potom x**' reprezentuje

aproximaciu rieSenia.

V tomto konkrétnom pripade vidiet, Ze C je zasa trojdiagondlna, je kladne definitna
(Tahko sa da overit’ napriklad metdédou rohovych determinantov), teda jednak zasa klesa
pamétova narocnost” a zaroveni sa PSOR zjednodusi. Pre konkrétnu implementaciu vid’

prilohu C.
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