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Umrtnostné tabul’ky mézeme povaZovat za najstar$ie demografické modely
vobec. Pocet rokov zivota, ktoré jedinec daného veku moze este v priemere ocakavat’,
alebo najdenie odpovedajuceho radu vymierania danej populacie su problémy, ktoré
zaujimali Tudstvo u? v minulosti. Umrtnostné tabulky v podstate predstavuiju
prostriedok ako oznamit informéciu ziskani pozorovanim prislusnej populacie a
nasledovnymi vypoctami, aby sme mohli tieto hodnoty odtial okamzite podla

jednotlivych vekovych skupin vycitat’.

K samotnej myslienke radu vymierania sa pravdepodobne priblizili uz
v stredoveku, hlavne v Rime a v Babylonii.trtétom storo¢i nasho letopoétu bola
v Rime pouZivana na vypocet rent tabul'ka, ktora ukazuje strednt dizku Zivota pri

narodeni. Je pripisovana Ulpianovi.

Prvé pozorovanie zodpovedajuce konStrukcii dneSnych umrtnostnych tabuliek
urobil vdruhej polovici  17. storo¢ia John Graunt na zéklade tdajov z krstnych a
umrtnych listov obyvatel'ov Londyna. O tridsat’ rokov neskor publikoval znamy britsky
astronom Halley umrtnostnu tabul'ku zostavenu na zaklade matri¢nych zaznamov mesta
Vratislav. Tato tabul'ka sa prakticky neodliSuje od tvaru dnesnych umrtnostnych

tabuliek.

Umrtnostné tabulky mézeme klasifikovat’ z roznych hl'adisk. Zakladné delenie

je na generacné a prierezové umrtnostné tabul’ky.

Generacné umrtnostné tabulky predstavuji zaznam priebehu Zivota konkrétnej

populacie sucasne narodenych jedincov, pocinajic narodenim vSetkych jedincov tejto
populacie a koné¢iac smrtou posledného znich. Casto sa nazyvaju ajkohortné
umrtnostné tabulky, lebo pre generaciu sucasne narodenych jedincov sa v demogréafii

pouziva nazov kohorta

Prierezové umrtnostné tabulky vychadzaju z dekrementnych skisenosti danej

populacie behom kratkeho ¢asového prierezu. Niekedy sa prierezové tabul’ky nazyvaja

aj bezné umrtnostné tabulky.



Inym typom klasifikacie je delenie na uplné a skratené imrtnostné tabul’ky.

Uplné _dimrtnostné__tabulky pracuji svekovymi intervalmi dizky 1 roka

(tj. 0-1, 1-2, ...), zatial' o pri skrdtenych timrtnostnych tabulkdch je dizka vekového

intervalu svynimkou najnizSej vekovej kategorie vdcSia ako 1 (Casto sa tu volia

intervaly 0-1, 1-5, 5-10, ...).

Co sa tyka pouzitia umrtnostnych tabuliek, hodnoty ztychto tabuliek sa
pouzivaju pri vicsine demografickych vyskumov. Okrem demografie sa pouzivaja
predovSetkym wblasti poistenia o0s6b. Niektoré ich modifikdcie sa pouzivaja
Vv lekarskych vyskumoch (pri spracovani vysledkov urcitej terapie, ktord bola
aplikovana na skupinu pacientov), ale aj v zoologii alebo pri planovani vyroby a

obnovy, pri skimani Zivotnosti materialov atd’.

Na skonstruovant umrtnostnu tabul’ku sa moézeme pozerat’ troma spdsobmi:

1. Tabul'ka poskytuje zékladné informécie, ktoré vo forme pravdepodobnosti umrtia
alebo strednej dizky Zivota popisuju dekrementné chovanie priemerného jedinca

danej vekovej kategdrie.

2. Na umrtnostnu tabul'ku sa mézeme pozerat’ ako na zdznam vymierania hypoteticke;j
generacie sucasne narodenych jedincov s pociatoénym rozsahom lo . Tato

hypoteticka generécia sa niekedy nazyva akostaveticka kohorta

3. Umrtnostné tabulky mézeme povazovat aj za zapis Struktury stacionarnej
populécie ktora je uzavreta, nemeni sa tmrtnost’ v ¢ase pre jednotlivé veky a pocet

narodenych sa rovna poc¢tu zomretych.

V naSej pré sme sa zamerali na Uplné umrtnostné tabulky a venujeme sa

metddam ich konstrukcie.

Obsahom prvej kapitoly je struény popis umrtnostnej tabul’ky a jej konstrukcie.



Zvlastnu problematiku pri zostavovani umrtnostnej tabul'ky tvori vyrovnavanie
vstupnej funkcie pravdepodobnosti umrtia, nakol'’ko vplyvom nédhodnych faktorov mézu
tieto po sebe nasledujice hodnoty kolisat’. Takymito faktormi mozu byt nepresnosti pri
udavani veku wkamihu umrtia alebo pri séitani I'udu, rovnako ako aj nahodné
kolisania poc¢tu zomrelych v rokoch, ked’ st pocty zomrelych malé. Tymto problémom
sa zaobera druh& kapitola, v ktorej s podrobnejSie popisané metody vyrovnavania

uamrtnostnych tabuliek.

Nie vzdy je vSak potrebné konsStruovat’ novu umrtnostnu tabulku. Za zaklad pre
demografické vypocty mozeme niekedy prevziat uz existujucu tabul'ku, ktord vsak
musime otestovat’, ¢i je vhodna pre nase pouzitie. Niekol'ko takychto testov pontka

tretia kapitola.

Stvrta kapitolu tvori niekol’ko prikladov, kde sme na konkrétne data (za rok

1997 SR pre muzov) aplikovali popisanu teoriu.



1. UMRTNOSTNE TABULKY

1.1. Popis umrtnostnej tabulky

V jednotlivych stipcoch tplnej umrtnostnej tabul’ky sa nachadzaji nasledujuce udaje:

1) Vekovy interval <x, x+1), vek x

Tento interval vymedzuje vekové rozpitie, ku ktorému sa potom vztahuju vsetky
hodnoty v prislusnom riadku tabul'ky. Hodnoty z tohoto riadku tabul'ky sa tykaju
jedincov, ktori maja prave rokov (x = 0,1, ... w-1). Posledny vekovy interval je
nekone¢ny s dolnou hranicou w (napr. prew = 95 sa interpretuje ako 95 rokov a

viac).

2) Pravdepodobnost’ umrtia vo veku x (0)

Jedna sa o pravdepodobnost’ toho, Ze jedinec, ktory je nazive vo veku X, zomrie pred

dosiahnutim veku+ 1. Stcasne s g« sa definuje apravdepodobnost’ doZitia sa veku

X (px) ako pravdepodobnost’ toho, Ze jedinec, ktory je nazive vo veku X rokov, sa

dozije veku x+ 1.
P =1-q, 1.1)

0,40
0,35
0,30 ~
0,25 ~
qx 0,20
0,15 ~
0,10 ~
0,05 ~
0,00 T : \ \
0 25 50 75 100

vek x

Obr. 1.1. Pravdepodobnost’ timrtia ¢, pre muzov v SR z roku 1997



3) Pocet doZivajucich sa veku x (ly)

Prva hodnota je vhodne zvoleny koreni umrtnostnej tabulky. V demografii sa
obycajne voli lp = 100 000. Hodnotk predstavuje pocet jedincov z koretia lg , Ktori

sa doziju veku X.

Postupnost lo ,l1, ... ,lwje nerastaca.l, 21, 21, 2...21,
|x+l
P =7 (1.2)

X
100000
80000
60000

I1x
40000
20000
0 T T T T
0 25 50 75 100
vek x

Obr. 1.2. Poéty dozivajucich I, pre muzov v SR z roku 1997

4) Pocet zomrelych vo veku x (d)

Je to pocet jedincov z koreria lg , ktori zomru vo vekix, x+1).

Obr. 1.3. Poéty zomrelych dy pre muzov v SR z roku 1997
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5) Ditka asti posledného roka fivota zomreljch vo veku x (ay)

Jedna sa o priemerny pocet rokov prezitych vo vekovom intervale <x, x+1) osobami,
ktoré zomreli vo veku<x, x+1). Priblizne plati, ze ax = 0,5 prex = 5,6,7,8,... .
Hodnotyap , a; ,... , a4 zavisia od miestnych podmienok a mézeme ich odhadnut’

z prislusnych Statistigkh prehl'adov. Pritom plati

a, 01 040<a<a,<ag;<a, <050

SU SR kladie a,=008 a=a,=..=a,=05

6) Celkovy pocet rokov preZitych osobami vo vekovom intervale <x, x+1) (Ly)

Pre tuto hodnotu plati

L = Ix+l + axdx (15)

X

Kazdy z lx+1 dozivajucich prispeje do hodnoty Ly jednym rokom, zatial' ¢o kazdy z dy
zomrelych sem prispeje v priemere hodnotQuV suvislosti s touto interpretaciou
jednotky, v ktorych sa hodnoty meraja, chapeme ako ,,0soboroky” (person years).
Zarovenn mézeme hodnotu Ly povaZovat za stredny stav jedincov vo vekovom
intervale (X, x+1) vramci stacionarnej populécie, ktori dana umrtnostna tabulka

modeluje.

7) Pocet zostdvajucich rokov Zivota 0séb vo veku x (Ty)

Tato hodnota je su¢tom hodnot Ly,Lys1 , ... ,Lw 1.

T =L +L, +..+L (1.6)

W

Hodnotu Tx moZeme tiez interpretovat’ ako stredny stav jedincov vo veku X a viac

v ramci tabul'’kovej stacionarnej populacie.

8) Strednd ditka Zivota 0sob vo veku x (&)

Jedna sa o priemerny pocet rokov, ktoré prezije jedinec vo veku X.
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(1.7

_TX
«

Osoby vo veku x rokov preziju spolu Ty rokov, jedna taka osoba prezije eSte

priemerne e, rokov. S rastdcim vekom hodnoty e, klesaji. Vyzna¢né postavenie

medzi hodnotamie, ma& hodnotae, . Pre strednu diZku Zivota mozeme dokazat

dosadenim do (1.7) nasledujuci vztah €, = Z(X + ax)%, ktory hovori, Ze stredna

dizka narodeného

0

dietata je rovna priemernému veku umrtia v populacii, a teda

potvrdzuje skutoCnost, Ze umrtnostnd tabulka naozaj modeluje staciondrnu

populaciu.

80
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60
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ex 40
30
20
10

Obr. 1.4.

Stredna dizka Zivota €, pre muzov v SR z roku 1997
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1.2. Konstrukcia umrtnostnej tabulky

Teraz si popiSeme konsStrukciu uplnej umrtnostnej tabul'ky, na zaciatku ktorej

mame k dispozicii miery imrtnosti a hodnotya.

=_X = 0,1’
m, P X
a = m, x=0,1,
1+(1-a)m,
q, =1

w1

(1.8)

Dx - pocet jedincov podla vekovych intervalov, ktori zomreli v priebehu

uvazovaného roka

Px — stredny stav populacie v jednotlivych vekovych intervaloch

Umrtnostnii tabul’ku moéZeme teraz skondtruovat podl'a nasledujicich krokov,

ktoré priamo vyplyvaju popisu tabul’ky:

1. Vypocitame gy podl'a predchadzajucich vzorcov (1.8)

2. Polozime lo =100 000. Vypocitame dy a I« rekurentne podl'a vzorcov

d =10,
L., =l —d x= 0,1,
d, =1,

3.  Vypocitame Ly pomocou vzorcov

X

=l
~m,

L, =1, +tad, x=01,..

(1.9)

(1.10)
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4.  Vypocitame Tx pomocou vzorca

T =L +L,+.+L, x=01,..w
5. Vypocitame €, pomocou vzorca

o _ T
L

Poznamka: Posledny vztah v (1.10) mézeme odovodnit® takto:

Vzt'ah vychadza z aproximacie (vid’ [4] VI.1.16 aV1..18)

D, x=01, ... ,w-1
P

d.
LX

Ak vzt'ah (1.13) rozsirime aj pre pripad X = w, tak dostaneme

¢o je podl'a (1.9) naozaj overovany vztah.

(1.12)

(1.12)

(1.13)
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2. GRADUACIA UMRTNOSTNYCH TABULIEK

Pretoze umrtnostné tabul'ky su skonstruované Statisticky na zaklade dat o
populacii, kolisaju vypocitané odhady okolo skutoénych hodndt. Pritom niekedy
napriklad vzhl'adom k nest'astnej zhode okolnosti pri vybere dat moézu byt odchylky
vypocitanych hodnot od skutoénych nezanedbatelné. Tomuto negativhemu javu
mozeme Celit' predovsetkym tzv. graduaciou umrtnostnych tabuligk anglictiny
graduécia = odstupriovanie). Zjednodusene povedané, takyto postup sa riadi snahou, aby
jeho realizéciou sa v grafe pravdepodobngstidstranili nehladké Useky s ,hromi“ bez
racionalneho vysvetlenia, ktoré pravdepodobne vznikli vzhl'adom k nevhodnej

konfiguracii pouzitych dat.

Skuseny demograf ¢i zivotny aktudr ma obvykle predstavu, ako by mal vyzerat
priebeh vyslednej postupnosti pre populaciu danom regione a ¢ase. Vo vicsine
vyspelych krajin mozeme dnes hovorit’ o nasledujucom typickom priebehu tejto
postupnosti ( porovnaj s [5] obr.4.2.3)aprick zdokonalujucej sa prenatalnej
starostlivostizacina postupnost’ gx vys$§imi hodnotami, ktoré si mnohonasobne vicsie
ako neskorsia detskd imrtnost’. Absolitne minimum dosahuje uvazovana postupnost’ pri
vstupe do puberty, a potom rychlo rastiec az do zaciatku tretej desiatky, kde obvykle
vykazuje mierne lokalne maximum, lebo potom urcitu dobu slabo klesa. Ako dovod
spominaného lokdlneho minima sa uvadzaju smrtelné tUrazy pri automobilovych
nehodéch a zna¢nd kumulécia samovrazd v tomto veku. Po prekroceni veku 30 rokov uz

postupnost’ gx viac menej rastie exponencialne.

Ale vratme sa teraz naspit’ k uz spominanej graduécii imrtnostnych tabuliek,

ktora bude predmetom naseho d’alSieho pozorovania.

V nasledujucich ¢astiach si podrobne popiSeme principy troch spdsobov

graduacie: 1. Neparametricka graduéacia
2. Graduécia pomocou matematického vzorca (parametricka)

3. Graficka graduacia
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2.1. Neparametrické metody graduécie

Vyrovnavanie neparametrickymi metddami patri vzh'adom na svoju numericku
jednoduchost” k najpouzivanej$im vyrovnavajicim postupom. Graduovanu hodnotu pre
dany vekx ziskame urobenim priemeru hodnét z vhodne zvoleného okolia xeku
Pritom sa vi&sinou jedna o kizavy priemer, ktory priklad4 spriemerovanym hodnotam

tym mensSiu vahu, ¢im su vzdialenejsie od veku X, tj. od stredu prislusného okolia.

Metédu kizavych priemerov zarad'ujeme medzi adaptivne pristupy k trendove;
zlozke. Adaptivne pristupy mozeme vSeobecne charakterizovat tak, Ze su schopné
pracovat’ s trendovymi zlozkami, ktoré v ¢ase globdlne menia svoj charakter, takze na
ich popisanie nemézeme pouzit' ziadnu matematickt krivku s nemennymi parametrami.
Na druhej strane sa vSak predpoklada, Ze v kratkych Usekoch radu je takéto vyrovnanie
pomocou matematickej krivky mozné, aj ked’ tieto krivky maju v réznych usekoch
odlisné parametre. CiZe, ak je mozné iba lokalne vyrovnanie trendu, hovorime o tzv.

koncepcii postupného trendu.
Co sa tyka kizavych priemerov, tymto nazvom oznadujeme linearnu kombinaciu
1
¢lenov povodného radu, napr. 2 (Or1+ 20+ Q1)

Vytvéranie takychto koneénych kombinacii ¢lenov radu je ekvivalentné

s vyrovnavanim kratkych usekov radu ur¢itymi matematickymi krivkami.

Uvazujme o negraduovanych hodnotach gx ako o hodnotach pozostavajucich
Z dvoch casti, a to skuto¢nej hodnoty Uy a prislusnej chybwg (tj. gqx= u + €). Hlavnym

cielom graduécie je samozrejme eliminovat’ ndhodné chyby najviac ako sa len da a

ziskat” hladku postupnost’ hodnot.

V snahe eliminovat nahodné chyby by sme mali zabranit' tzv. skresleniu
(distortion), tj. zabezpecit’ aby sa neeliminovali aj systematické chyby, inak povedané,

aby sa hladka krivka uz nevyhladzovala. Mozeme to dosiahnut’ dvoma spdsobmi:
1) pouzitim polynomického kizavého priemeru

2) postupnou aplikaciou jednoduchych kizavych priemerov
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2.1.1. Konstrukcia kizavych priemerov vyrovnavanim useku radu
polynomickymi krivkami.

Vychadzame zoho, Ze kazda ,,rozumna“ funkcia moze byt aproximovana
polynémom. Budeme postupovat’ tak, Ze najprv vyrovname vhodnym polynémom
prvych2m+ 1 ¢lenov radu a pouzijeme hodnotu tohoto polynému v bodet = m+ 1 (tj.

v strede uvazovaného tseku) ako vyrovnanu hodnotu q,, daného radu v tomto bode.

Potom pre ziskanie vyrovnanej hodnoty v bodee m + 2 urobime to isté

S pozorovaniam, ... ,Goms2 atd’.

Tento postup je ekvivalentnytsm, Ze pre vypocet vyrovnanych hodnot
vytvarame linearne kombindcie ¢lenov pdvodného radu s pevne ur¢enymi koeficientmi

alebo vytvarame klzavé priemery.

Vseobecne mdZeme vyrovnavat tsek dizky 2m+ 1 polynémomr-tého stupiia, a
tak ziskat' kizavé priemery dizky 2m + 1 a stupiia r. Vyrovnana hodnotay”’ v bodet je

m

linearna kombinéacia vyrazov z r th+r s parnym, lebo po algebraickej tprave je

r=—m

to linearna kombinacia hodnot;..g ... ,qw+m Spevne uréenymi koeficientmi K;, ktoré sa

nazyvajlvdhy kizavého priemeru.

VLASTNOSTI KI.ZAVYCH PRIEMEROV:

1)  Saget vah kizavého priemeru je rovny jednej, tj. z K =1
1

(aplikujeme kizavy priemer na rad konstantnych hodnét, a potom vyrovnanou

hodnotou musi byt opét” pdvodna konstanta)

2) Vahy su symetrické okolo prostrednej hodnotyKig - K

m .
(lebo vo vyrazoch typu Z 70y, maju pre parnej ¢leny q_, a ¢,

r=—m

symetrické koeficienty)

3) Ak jer parne &islo, tak kizavé priemery stuptia r ar+1 s rovnakowizkou 2m+1

su totozné.
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2.1.2. Postupna aplikacia jednoduchych kizavych priemerov

Definicia 2.1: Nech n je prirodzené ¢islo, gx - funkcia celo¢iselného argumentu X.

Operatorsumacia[n] je definovany vztahom:

[, =0 u*d ,atetd

2 2 2
Definicia 2.2: Centrélna diferencia prvého radu je definované nasledovne

¢0,=0 ;-9

— X—f
2
VSeobecne diferenciateho radu je definovana ako

5kqx =5( k-1 )

Klzavy priemer n hodnét (Pozri [2]) moZzeme zapisat ako

q; =%qx :gﬁ (n22_; )52 + (n _12)4(; = )54+---§% (2.1)

kde podl'a definicie 2.2 pre 2. a 4. centralnu diferencig, plati

52qx = qx+l - 2qx + qx—l

54Qx = qx+2 _4Qx+1 + 6Qx _4qx—1 +qx—2

Na odvodenie sumaéného graduaéného vzorca bola vyuzita hladkost’ kizavého
priemeru. Vacsina znamych vzorcov obsahuje tri sumacné operatory [n1 ], [n2], [ N3] a
Stvrty operator, ktory je linearnou kombinaciou dvoch alebo viacerych sumacnych

operatorov.

Sumacny graduacny vzorec zlozeny z postupne aplikovanych jednoduchych
kizavych priemerov dizky n; resp. ich linearnej kombinacie max. dizky m ma podla

[10] tvar:

[Jir]...[n]

k
{InHEe
1= |=

r

éiaj[j]gqx ajedizky  m+ Z(ni -D=2r +1
E = 0

0, =
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Benjamin a Pollard [2] uvadzaju 12 takychto vzorcov, niektoré z nich a eSte aj
d’alsie mozno ndjst’ v [5] a [9]. Na ilustrdciu uvddzame niektoré najpouzivanejsie

sumacéné graduac¢né vzorce.

SPENCER 21 gl = %{[1] +[3]+[51-[71}q.
SPENCER 15 o0 = PB4 61 stsih.

WOOLHOUSE 15 o - %{10[1] ~3i30k.

KARUP 19 q’ :%{3[3} 2[5]-2[7]}a,
LARUS 19 o= [3]9[213[7]{— 6[i]+ 5[3]+ 7[5]- 5[7]}q,

X X

WITTSTEING oo = 515l
25
Posledny vzorec je vlastne dvakrat po sebe aplikovany jednoduchy kizavy priemer, a
preto obsahuje skreslenie druhej diferencie.

Na to, aby sme vedeli vybrat najvhodnejsi vzorec pre nase potreby, musime
urobit’ komplexnu analyzu vzorca, ktora pozostava z posudenia nasledujucich

charakteristik:

a) Skredenie 2. a4.diferencie (the second and the fourth-difference distortion)
b) Rozsahvzorca (the range)

c) Chyby redukujuca sila vzordarror-reducing power)

d) Vyhladzovacia sila vzorag@moothing power)

€) VIny odrezavajlce vlastnogtiiave-cutting properties)
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Rozoberme si kazdy zo spomenutych bodov podrobnejsie.

a) Skredenie?2. a4.diferencie

Ako sme uZ spomenuli, postupna aplikécia jednoduchych kizavych priemerov je
jeden zo spdsobov ako zabranit skresleniu, tj. neeliminovat systematické chyby.
Vé¢sina sumacnych graduaénych vzorcov sa sklada z troch operatorov [1], [ n2],[ hs ]

a Stvrty operator je linedrnou kombindciou dvoch alebo viacerych operatorov. Pokial’ uz
mame vybraté operatory [, [ n2 ], [ n3 ], posledny linearne zostaveny operator

mozeme zvolit’ tak, aby eliminoval skreslenie 2.diferencie.

Priklad 2.1:  Vypocitajme aké vel'ké skreslenie vznikne pouzitim gradua¢nej metody
SPENCER 15 a overme, Ze tato formula bola skonstruovana tak, aby

neobsahovala skreslenie sposobené 2.diferenciou.

B s oLy fo Gy

|

|
S
+

|
il

A0+ el31 - 35T}

[}
N
.
+
LLI]
+
<
|
a
LLI]
+
<
+
S
[
]

Takze

[5]3[2]0[4]{[1] +6[3]- 3[5T}q. -

9, 39 9 3
(4S8 ) (1= 78 =0 ) - (1+—1889 54+ ) q,
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b) Rozsah vzorca

Rozsah gradua¢ného vzorca mozeme definovat' ako pocet negraduovanych
hodndtq, potrebnych na vypocet jednotlivej graduovanej hodnoty. Avsak pokial ma

niektoréq nulovy koeficient, tak samozrejme moze byt rozsah vzorca va¢si.

Na to, aby sme mohli presne ur€it rozsah vzorca, nam pomdze nasledujuce pravidlo:

() Zo sumacnych operatorov obsiahnutych v linearne zostavenom operéatore

vyberieme najvacsie

(i) K tomuto n; pripocitame cislo, ktoré ziskame ako sucet hodnot n; -1 z kazdého

operatora [ n], nachadzajuceho sa mimo linearne zostaveny operator

Priklad 2.2: Vypocitajme rozsah vzorca SPENCER 15.

(1) najvacsie n=5
(i) hodnoty n-1 z kazdého operatora [ n | su nasledovné: 4, 3, 3

Sucet vsetkych tychto hodndt je 15.

Kazdy sumacény vzorec rozsahu 2r+1 mdzeme zapisat’ v tvare jednoduche explicitng

formy: KoOx + K1(Ox+1+0x-1) + ... + Ki(Ox+r+0Ox-r)

Aby sme ziskali rozvoj (expanziu) sumacného vzorca, aplikujeme dany vzorec

na stipec pozostavajuci z nul a jednej jednotky v strede.

Priklad 2.3:  Odvod’'me explicitny tvar daného graduaéného vzorca

Postup pri odvodzovani explicitného vzorca pre metédu Spencer 15 je

znazorneny wasledujucej tabul’ke:
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[31A 6B [51A 3D A+C-E [4]F [41G [5]H
A B C D E F G H |
-3
-6
-5
3
21
46
67
74
67
46
21
3
-5
-6
-3
Tabulka 2.1

[
[
(o]
PR PP
W wwww
G W W
DO RAN~NROG
boroERE®r o

Z posledného stipca tabulky mézeme vyvodit' explicitny tvar uvazovaného

sumacéného gradua¢ného vzorca:

1
qu - %{74(:& + 67 (Qxer + Ox1) + 46 (Oxs2 + Ox2) + 21 (s + Oa) +3(Oes + Oxea) -

5(q><+5 + qx-5) - 6(q><+6 + qx-G) - 3(qx+7 + Ox7 ) }
Sucet koeficientov musi byt 1. Sucet &isel v poslednom stipci tabul'ky je vSak 320, lebo

sme vynechali delenie ¢islom 320 aby sa nam I'ahSie pocitalo.

Poznamka: Ked'Ze tento spdsob zapisu explicitného tvaru vzorca je dost’ zdihavy, bol
zavedeny jednoduchs$i zapis, pri ktorom pouzivame len koeficienty K;

(vid’. [3]). Potom
qu = Kqu + Z Kj (qx+j +qx—j ):(Kr ’Kr—l’"" Kl’KO1"')qx '
J:
Cize zapis vzorca SPENCER15 ma tvar

1
9. = 355 (:3-6-5321,4667,74,. )0, kde 74 je koeficient pri o a

ostatné ¢leny sa opakuju.
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Ostatné vyssie uvedené sumacné graduacné vzorce v explicitnom tvare:

D 1

SPENCER 21 q. =%(—L—3,—5,—5,—2,6,18,33,47,57,60,...)qx

WOOL HOUSE 15 q- =515(— 3-2,0,37,21,24,25,...)q,

WITTSTEIN 9 q” :2—15(],2,3,4,5,...)qx

KARUP 19 q- =é (-2,-6,-9,-8,0,21,5387,114,125,...)q,

LARUS 19 q! :i (-5-13-17,-11,10,46,89,130,159,169,....)q,

Poznamka: Analogicky pouzitim opa¢ného postupu médzeme ziskat z explicitného
tvaru vzorca jeho zapistvare suma¢nych operatorov.

Poznamka: (Pozri [5]) Nemecka umrtnostna tabulka na roky 1960-1962 (ADSt

60/62), ktort pouzivali nemecké Zzivotné poistovne, bola vyrovnana

nasledujucim spésobom:

()prex=0al O =0 =0

(i) pre 2< x< 25
q.=exp (-6,3845 - 0,043323u - 1,596G8u0,64283d - 12,455( -
14,789u-6,38294 -0,945600)

Xx—25
u:
10

kde

(iii) pre 25 x <90 Q. =q,°
kde q,° je hodnota vypocitana pomocou metédy SPENCER 15
(iv) pre 90 < x<100

g, =1-exp[-exp(-1,1166 + 0,80164u - 0,2753Bu

kde u= x=90
10
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c) Chyby redukujuca sila vzorca

Az doteraz sme uvazovali iba o tom, ako sumacény vzorec pdsobi na zakladné

skutocné hodnoty bez skresleni. Jednou z najdolezitejSich uloh sumaéného graduaéného

vztahu je redukovat’ chyby {€x}.

Ak vzorec v explicitnej forme aplikujeme na pozorované data, nevyrovhané

chyby {& } sa vyhladia a poskytni nAm vyrovnané chyisy} .
8xy =Ko& + Ky (8x+1 + Ex-l) +..+K, (8x+r + 8x-r)

Graduadny vzorec bude vhodny ako ,,odstratiova¢ chyb* vtedy, ak {€} buda blizsie
k nule ako hodnoty {&,}. Aby to bolo splnené, musi byt variancia € mensia ako

varianciagy . Uvazujme, Ze {€, } su nezavislé a maju spolo¢ni varianciu 6%

Potom plati: vag,) = 0°
vay() = ( K2 +2K2 +..+2K> ) 0°

Definicia 2.2: Mieru sily, akou vzorec redukuje chyby, nam udagh index

(error-reducing index), ktory je definovany ako podiel Standardnej

odchylky €, a Standardnej odchylkg .
@=. (K +2K +..+2K*) (2.2)

Cim je @& index mensi, tym ma vzorec vac¢siu schopnost’ chyby redukovat’.

Priklad 2.4  Vypocitajme @& indexpre vzorec SPENCER 15

T4 +2.677 +2.46" +2.217 4 2.(=3)> + 2.(=5)* + 2.(-6)> + 2.(-3)’
%= 3007

2 = 0,439
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d) Vyhladzovacia sila vzorca

Na prvy pohl'ad by sa nam mohlo zdat’, Ze je to isté ako sila odstrainiujica chyby,
lebo ¢im chyby blizSie k nule, tym je postupnost’ graduovanych hodnét hladsia.

Presved¢me sa vSak o tom, Ze je medzi nimi rozdiel.

Ak si zobrazime koeficienty K... Ko ... K- @ postupne ich pospgjame, ziskame
tzv. krivku koeficientov. Pokial' je tato krivka hladka, tj. koeficienty K; sa menia
postupne, tak vyrovnané chyby sa tiez budu menit’ postupne. Pretoze skutoéné hodnoty
{uy} maju predpoklad byt hladké, vzorec, ktorého explicitny tvar ma hladku postupnost’

koeficientov, bude produkovat” hladku postupnost” graduovanych hodnot.
(& index zavisi iba od velkosti koeficientov K;. Vyhladzovacia sila suma¢ného
vzorca okrem velkosti koeficientov Kj zavisi aj od ich poradia.

Zvycajny spdsob vySetrovania hladkosti je uvazovat’ rdézne stupne diferencii a

zamerat' sa obzvlast na 3.diferenciu. Graduacny vzorec ma dobri vyhladzovaciu

vlastnost, ak 3.diferencia vyrovnanych hodnét {€,} je blizsie k nule ako 3.diferencia

hodn6t {4 }.Aby to bolo splnené, musi platitt var (A3£ « ')< var (A?’EX )

Definicia 2.3: Mieru vyhladzovacej sily vzorca nam uda¢d index (smoothing

index), ktory je definovany ako podiel Standardnej odchx(lkiﬁ‘x') a
Standardnej odchylky(Assx) za predpokladu, Zze {€« } sU nezavislé a

maju spolo¢nu varianciu o
Vieme, 26 A3 8)( = 8x+3 = $x+2 + $x+1 = 8)(
var &) = 0%+ 90+ 902 + 0% = 2007

Na to, aby sme zistili vz{A3£X'), si podl'a nasledujacich pravidiel skonstruujeme

tabul’ku:

. prvy stipec tabul’ky bude obsahovat’ koeficienty K; z explicitného tvaru

gradua¢ného vzorca
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. druhy stipec ziskame vynasobenim prvého stipca ¢islom -3 a zapisanim

tejto hodnoty o jednu poziciu nizsie (o jeden riadok)

¢ treti stipec je taky isty ako druhy, ibaZe s opaénymi znamienkami a znova

posunutymi hodnotami o jednu poziciu nizsie

. stvrty stipec sa zhoduje s prvym, ale ma opaéné znamienka a hodnoty

zapiSeme o tri pozicie nizsie

¢  hodnoty do piateho stipca ziskame spo&itanim hodnét v danom riadku

z predoslych stipcov

¢ Siesty stipec dostaneme ak hodnoty v piatom stipci umocnime na druht

Variancia (A3 e, ') je rovna suctu hodnot Siesteho stipca vynasobenému o2,

Lsucet 6.stlpca [
Takz | e a— 2.3
akze = \/D 20 E (2.3)

Tieto vypocty si vSak mézeme zjednodusit’:

a) Nakolko je graduaény vzorec symetricky, aj hodnoty v poslednom stipci tabulky
buda symetrické. Cize nam stadi zostrojit' prva polovicu tabulky a zdvojnasobit

suget posledného stipca.

b) Koeficienty K; su zlomky tj. prirodzené cisla delené rovnakym prirodzenym
menovate'om. Je jednoduchsie pocitat’ s koeficientmi v tvare prirodzenych ¢isel a
nakoniec vydelit siget posledného stipca tabulky druhou mocninou daného

menovatela.

Priklad 2.5:  Vypocitajme ¢& indexpre vzorec SPENCER 15:

A B C D E F
-3 -3 9
-6 9 3 9
-5 18 -9 4 16
3 15 -18 3 3 9
21 -9 15 6 3 9 , 2
46 -63 9 5 -3 9 @ — 564/ (320 ) - O 0167
67 -138 63 -3 -11 121 20 '
74 -201 138 -21 -10 100
67 -222 201 -46 0 0
564

Tabulka 2.2
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€) Viny odrezavajuce vlastnosti vzorca

Uvazujme tieto dve krivky koeficientov:

a) b)

/N

Prva krivka stipa strmo dstrému vrcholu, druha vsak stupa vel'mi postupne

k Sirokému plochému vrcholu.

Pouzitie gradua¢ného vzorca reprezentovaného prvou krivkou bude znamenat,
7e l'ubovolnd negraduovana chyba bude mat" znacny vplyv na graduované hodnoty
nachadzajice sa blizko nej, ale vel'mi maly efekt na ostatné. Takyto vzorec bude mat’
sklon lokalizovat’ vplyv na chyby a vlnovky v negraduovanych chybach sa budu

opakovat’, hoci v menSom rozsahu ako pri graduovanych hodnotach.

Pouzitie vzorca reprezentovaného druhou krivkou rozsiri efekt na negraduované
chyby na SirSiu plochu, a potom budeme moct” povedat, ze ma dobré ‘wave cutting’

vlastnosti.

Definicia 2.4: @ index (wave cutting index) gradua¢ného vzorca je definovany ako

sucet piatich strednych koeficientov Kj. Ak mame parny pocet ¢lenov,
tak zoberieme sucet Styroch prostrednych koeficientov plus nasledujuci

z jedng aebo druhg strany
Cim je @Qyindex mensi, tym ma dany vzorec lepsie ‘wave cutting’ vlastnosti.
Priklad 2.6 Vypocitajme @ indexpre vzorec SPENCER 15

+67+74+67+
@y = 46 + 67 37240 67 +46 = 0,9375
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Graduacné vzorce s optimalnou silou redukcie chyb

Ako sme uz spomenuli, existuje nekonecne vel'a graduaénych vzorcov v explicitnom

tvare, ktoré nemozu byt” odvodené zo sumacéného vzt'ahu.

Uvazujme graduaény vzorec v explicitnom tvare rozsahu (2r+1):

Kqu + Kl(Qx+1+QX-1) +...+ Kr(Qx+r+qx-r) (2-4)
kde K,+2) K. =1 2.5
o*22 K, (25)

Vzorec (2.1) mézeme pouzit na odvodenie vzt'ahu pre gy ag.x pPOMOCOU Jp :

0

Ox + Ox = {[ 2x+1] - [2x-1]} qo :@HW +%(x4 —x2)54+...@

Tento vztah obsahuje skreslenie 2.diferencie X*Fqo. To znamend, Ze na to, aby

mal sumacny graduacny vzorec nulové skreslenie 2.diferencie musi platit’:
> i’K, =0 (2.6)
J=1

Aby sme zoptimalizovali silu redukcie chyb, podla [2] potrebujeme minimalizovat

@ zapodmienok (2.5), (2.6).

Tvrdenie: Minimalizacia druhej mocniny indexu redukcie chyb
@E=KZ+2K7+..+2K? za podmienok (2.5) a (2.6) vedie ku kizavym

332 +3r -1) 15

priemerom s vahami ;= (2r —1)r +1)2r +3) B (2r —1)(2r +1)(2r +3)

Dokaz: L= KZ+2KZ+..+2K? +A (KO+ZZKj -1) +y (ijKj)
J= I=

Podmienky prvého radu maju tvar:

a—L:2K0+/1:0 oL 4K, +2A+yj*=0
9K, oK,
oL [

i oL .
—=K,+2V K,-1=0 —=Y5 j?’K.=0
o 2k TR
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Z toho vyplyw, ze A = - 2K, .

4Ki_4K0+yj2:O *)

42 K, —4rK,+y$ j?=0
]:

1=l

2JZKj =1-K,

20-Ko)-arky+yy =0 = 2K (2r+D )
1= Z j2
J
Do (*) dosadimey
4KJ _4K0+ 2(|<O(r2r +l)_1) J'Z: O

20

2(Ko(2r+1)-1)

2y "

K, =Ko+

K, e e (2D S
ZJK K,=J+ ZZJ ,le

(2r +1) EZJ/ZJ%ZZJ

Z podmienky (2.6) dostavamk, =

Dosadenim Kdo vztahu (2.7) a pouzitim nasledujtcich vzorcov (pozri [1], str.169)

©,_r(r+1)(2r+1)

21T

o (r+1)(2r +2) (32 +3r-1)

,ZJ ) 30
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dostaneme pre K; vztah

_ o 3Erresr-1) 15}
" (2r —1)2r +1)2r +3) (2r —1)2r +1)2r +3)

1
@ +3r-1) O
Dosl k: =0 g =k
Osledo @ 12r - 1)2r +1)(2r +3)0 \/—0

_3yJ(12r* + 241 43977 +27r +23)
(@ -1)@r+1)2r+3)45

1532 +3r-11)
B = 2r-12r+1)(2r+3)

= 100K, - 5K,

Také st polynomické kizavé priemery dizky 2r + 1 a stuptia 2 a 3, ktoré popisuje Cipra

[3] v kap. 6. Ako priklad vidzame formulu dizky 5

q’= 3—15 (-3,12,17,12, -3)q,

Polynomické klzavé priemery maju tu vyhodu, Ze ich mozno doplnit' o vzorce na

vyhladenie celého radu, resp. aj na predpovede dizky 1.

Schopnost” graduacného vzorca redukovat’ chyby mozeme vypocitat” ako podiel

optimalnehogZ indexu pre dany rozsah @ indexu pre dany vzorec.

Tabul'’ka 2.3 uvadza vlastnosti vzorcov s optimalnou silou redukcie chyb:

r (03 s Dw Ko

5 0,6969 0,3174 1 0,4857 .

7 0,5773 0,194 1,1905 0,3333 Napriklad SPENCER15
9 0,5054 0,1418 1,0606 0,2554
11 0,4555 0,1124 0,9207 0,2075 0.3888
13 0,4181 0,0935 0,8042 0,1748 > = 899,
15 0,3888 0,0801 0,7014 0,1511 0’43 0

17 0,3649 0,0702 0,6347 0,1331
19 0,3449 00624 05728 0,119
21 0,328 0,0563 05214  0,1076
23 0,3133 0,0512 0,4783  0,0981
25 0,3004 0,047 0,4258 0,902
27 0,289 0,0435 0,41 0,0835

Tabul'ka 2.3
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Graduacné vzorce s optimalnou vyhladzovacou silou

Na to, aby sme zoptimalizovai vyhladzovaciu silu vzorca, potrebujeme

minimalizovat’ %2 za podmienok (2.5), (2.6). Podla [2] krivka koeficientov bude

polyndm 8. stupiia a pre graduacny vzorec rozsahu (2r-3) plati:

dany rozsah #%indexu pre dany vzorec.

.- 315{(- - 1)’

-2 Hr =2 (1) - 232 - 16) 1007}

i

8r(r? = 1)(4r? —1)(4r% - 9)(4r* - 25)

Efektivnost’ vyhladzovacej sily vzorca vypocitame ako podiel ¢& indexu pre

V tabul'ke4 st uvedené vlastnosti vzorcov s optimalnou vyhladzovacou silou:

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
Ko 0,559441 0,412587 0,33114 0,277945 0,240057 0,211541 0,189231 0,171127 0,156469 0,14406
K1 0,293706 0,293706 0,266557 0,238693 0,214337 0,193742 0,17639 0,161691 0,149136 0,138318
Kz -0,07343 0,058741 0,11847 0,141267 0,147356 0,145904 0,141112 0,134965 0,128423 0,121949
Ks -0,05874 -0,00987 0,035723 0,065492 0,082918 0,092293 0,096658 0,097956 0,097395
Ka -0,04072 -0,02679 0 0,024027 0,042093 0,54685 0,063038 0,068303
Ks -0,02786 -0,02786 -0,14134 0,002467 0,017475 0,029628 0,38933
Ke -0,01935 -0,0245 -0,01864 -0,00816 0,003119 0,01343
Kz -0,01373 -0,02037 -0,01897 -0,0129  -0,00495
Ks -0,00996 -0,0166 -0,01761 -0,01453
Ko -0,00738 -0,01346 -0,01569
K1o -0,00557 -0,01092
K11 -0,00428
e 0,704474 0,597124 0,532297 0,486473 0,45146 0,423415 0,400219 0,38058 0,36365 0,348845
Ps 0,263542 0,11466 0,058078 0,033066 0,020415 0,013384 0,009192 0,006551 0,004812 0,003626
Dw 1 1,117481 1,101194 1,037865 0,963443 0,890833 0,824235 0,764578 0,711587 0,664594
Tabulka 2.4
Napriklad: SPENCER 15
0,013384
— =80%

0,0167
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2.1.3.  Vyhody a nevyhody neparametrickych metod graduécie
a ich pouzitie v programe STATGRAPHICS

Graduacné vzorce sa rozvijali naymé v 19. Storo¢i (Spencerova formula bola
publikovana w. 1904 v [13]) a dodnes sa pouziva pri vyhladzovani (graduovani)
umrtnostnych tabuliek. Ich hlavna vyhoda - jednoduchost” vypoctov (sumaéné vzorce
obsahuju \podstate iba s¢itanie) - sa dnes uz straca, maja vSak dobré vyhladzovacie

schopnosti a okrem toho gradua¢né formuly su linearnymi operatormi.

Nevyhodou vsak je, ze krajné hodnoty zostdvaju nevyrovnané (mozno vSak
odvodit’ formuly aj pre krajné hodnoty, vid’. [3]) a isté problémy s testovanim vhodnosti
vyrovnania, ml¢ky totiz predpokladaju rovnaky rozptyl pre vsetky €. Akymsi

zovseobecnenim klzavych priemerov su jadrové odhady.

Nasledujuca tabulka ukazuje ako mozno poéitat’ kizavé priemery v programe

STATGRAPHICS .

V procedure MOVAVG - jednoduché kizavé priemery
WMOV - (1) jednoduché kizavé priemery
- (2) SPENCER 15
- (3) SPENCER 21
- (4) HENDERSON

- (5) vahy zadané uzivatelom

SEASON - jednoduché kizavé priemery
Zadava sa Obmedzenie
MOVAVG - poc¢et bodov na kazdu stranu r r<n/4
WMOV - (1) dizka kizavého priemeru 2r + 1 2r+1<n/4
-(2) 2r+1=15 15<n
-B) 2r+1=21 21<n
- (4) dizka kizavého priemeru 2r + 1 2r+1<n/4
- (5) dizka kizavého priemeru (2r + 1) + vahy 2r+1<n/4
SEASON - pocet sezén (2r alebo 2r + 1)
dizka kizavého priemeru je 2r + 1 22r+1)<n

POZNAMKA: Krajné hodnoty vyrovnava iba MOVAVG.
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2.2. Graduacia pomocou matematického vzorca

V tejto Casti sa budeme venovat metode fitovania pomocou matematickej
krivky*. Matematicka krivka modze mat’ niekedy sklon, ktory predstavuje vSeobecny
vzorec funkcie, ktord chceme graduovat’. Takato krivka bude spojitd a hladka, takze
otazka nie je ¢i dosiahneme dokonalu hladkost’, ale ¢i zvoleny sklon krivky vyhovuje
pre dané data. Uspe$né pouzivanie tejto metddy vyzaduje znaéné znalosti alebo
zostavenie rozumnych hypotéz o vSeobecnom sklone a tvare mnoziny pozorovanych

hodnét, ktoré maju byt graduované.

Benjamin Gompertz (1825) ukazal na fyziologickych zakladoch, ze intenzita
uamrtnosti mé rovnaky podiel v rovnakych vekovych intervaloch. Pre intenzitu imrtnosti

navrhol vzorec
u, = Bc” (2.8)
Gompertzov vzorec pouzil Makeham (1860), ktory ho upravil na nasledujuci tvar

u, = A+Bc” (2.9)
Zaviedol konStanté a exponencialne rasticu zlozku intenzity umrtnosti na zdoraznenie

dvoch rozdielnych spdsobov Umrtia - ndhodného a prirodzeného.

V roku 1932Perks navrhol nové vzorce, ktory znazoriuje najlepsi pokus fitovat® krivku
pre cely rozsah tabulky.

A+ Bc" A+ Bc*

leb = = .
H.(aleboq, ) 1+ Dc¢* a K Ke™ +1+ Dc*

(2.10)
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2.2.1. Metody odhadu parametrov vo vzorcoch pouzivanych na
graduaciu

Metdéda maximalnej vierohodnosti

Odhady metéodou maximalnej vierohodnosti maji vela vyhod, a preto su
Statistikmi Siroko pouzivané. Hlavny princip tejto metddy nam hovori, Ze pre nas odhad
parametrov by sme mali pouzit tu hodnotu, ktorda maximalizuje vierohodnost

pozorovane) udalosti.

Ak Ey je vystavenie sariziku vo veku X a gy je pravdepodobnost’ timrtia vo veku
X, potom pozorovany pocet umrti Dy m& binomické rozdelenie s parametrdtpia Ox.
AvS8ak Umrtia wozlicnych vekovych kategoriach v pozorovaniach su vzgjomne

nezavislé.

Vierohodnost” konkrétneho vystupu je podl'a [2]dana vzt'ahom

L=T] % Eq?* pE:® (2.11)

kde Ex a Dy st zname. Ak predpokladame, ze pravdepodobnost’ imrtia vo veku x Qx a
pravdepodobnost’ dozitia sa veku x px sa budu riadit konkrétnym matematickym
vzorcom, takgx a px budu funkcie nezndmych parametrov v danom vzorci (B a ¢

v Gompertzovom).

Odhady neznamych parametrov pomocou metddy maximalnej vierohodnosti su
hodnoty, ktoré maximalizuju (2.11). Tieto hodnoty tiez maximalizuju logaritmus tohoto

vyrazu t.j.
O [E, 0
InL:Zmng %Dxlnqﬁ(Ex—Dx)ln P, [ (2.12)
x [] X O

a pretoze prvy Clen pravej strany je znamy a fixny, mozeme predpokladat’, Ze odhady

parametrov su tie hodnoty, ktoré maximalizuja vyraz

A=Y [DIng +(E-D,)inp] (2.13)

Systém rovnic pre odhady neznamych parametrov ziskame poloZenim prvych

parcialnych derivacii vyrazu\ (podl'a parametrov) rovnych nule. Vysledné rovnice st
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vsak dost” komplikované pre praktické pouZitie, a preto sa na optimalizaciu A pouzivaju

iné metody.

Metéda najmenSich Stvorcov

Predstavme si, Ze chceme graduovat' data pomocou nasledujuceho vzorca
ok = F(X), (2.14)
kde F(x) je dana funkcia obsahujica nezname parametre a, b, c,... Pravdepodobnost’
tmrtia ziskan pozorovanim ozna¢ime ¢, . Hodnota, ktori budeme ,.fitovat™ pre dany
vek je F(x) a parametre a, b, c, ... musime vybrat tak, aby ,.fitovanad™ krivka bola ¢o
najblizsie k pozorovanym hodnotarfy:} .
Dobry fit* sme ziskali vtedy, ak su vSetky vzdialenosti medzi pozorovanymi a

prislusnymi ,,fitovanymi‘ hodnotami ¢o najmensie. Krivka ziskana nevaZenou metédou

najmensich §tvorcov minimalizuje sucet §tvorcov tychto vzdialenosti:
. 2
> [a: - F )] (2.15)

Tato metdda pracuje spravne, ak maju pozorované hodgdtyrovnaku

varianciu, ¢o je vSak v praxi dost’ neobvyklé. Pozorovanie vo veku X modze mat’ mala
varianciu a pozorovanie vo vekumoéze mat’ pomerne vel'ka varianciu. Tento jav sa

nazyva heteroscedasticita.takejto situacii sa vyzaduje, aby ,.fitovana“ krivka bola ¢o
najblizsie k bodu &, ¢;) a mozno nie az tak blizko bodu (Y, qy) Na splnenie tejto

poziadavky potrebujeme metodu, ktord dédva vacsi doraz na pozorovanie ¢g; ako nag; .

Za tymto ucelom modzeme nasledovne modifikovat’ nevazeni metodu najmensich

Stvorcov.

Ak variancia pozorovanig; je proporcionalna k hodnote_', potom prislusna

krivka ziskan&dzenou metédou najmensich stvorcov minimalizuje vyraz

S w [o; - Fof (2.16)
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{wx} st tzv. vahy. Velka vaha v konkrétnom bode (zodpovedajuca malej variancii)

vyusti do fitovanej krivky, ktora bude vel'mi blizko k tomuto bodu.

Zé&kladna pravdepodobnost’ timrtia Qx je neznama, a preto ju vo vzorci

nahradime nejakou znamou Standardizovanou hodngtou(alebo hodnotoug;).

Ked'ze Var(q.)= %, tak vazena metdda najmensich Stvorcov minimalizuje vyraz

X

0E )
S Bqufﬁq; - F()] (2.17)
alebo > E%ﬁq; - F(x)| (2.18)

Systém rovnic pre odhady nezndmych parametrov pomocou véazenej metddy
najmensich Stvorcov ziskame tak, ako pri metéde maximalnej vierohodnosti, a to
polozenim prvych parcidlnych derivacii vyrazov (2.17) alebo (2.18) (podl'a parametrov)
rovnych nule. Ak F(x) je linearna v neznamych parametroch, potom ziskame linearne
rovnice. Na ich vyrieSenie pouzijeme Standardné metody. Ak je vSak tato funkcia
v neznamych parametroch nelinearna, dostaneme systém nelinearnych rovnic, ktoré su

dost’ zlozité pre praktické vypocty.

Avsak vSetky rozsiahlejSie pocitatové systémy maju softwarové baliky na
Lfitovanie“ kriviek pomocou vazenej metdody najmensich Stvorcov. Problémy
nelinearnej metddy sa rieSia iteratne a pocitaCovy program obycajne vyzaduje
pociato¢né hodnoty pre parametre. V pripade Makehamovho vzorca obvyldelezi
medzi 1,05 a 1,137 a B st obidve malé a kladné. Obycajne je vhodné pociatocné
hodnoty volit’ nasledovne: A=0,0003, B=0,0003, ¢=1,08.

Minimalny y-kvadrat

Ako naznaCuje ndzov, tato metdoda pri vhodnom vybere parametrov
minimalizuje testovaciu charakteristiku x-kvadrat zhody medzi vyrovnanymi hodnotami
a hodnotami ziskanymi z pozorovani. Na odhad parametrov pomocou tejto metédy sa

taktiez pouzivaju pocitacové algoritmy.
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KTORA Z TROCH HORE UVEDENYCH METOD JE NAJVHODNEJSIA?

Nakol'ko vsetky tri metody davaju priblizne rovnaky vysledok, je vecou osobnej

preferencie, ktort metddu si zvolime pre nase vypocty.

Ak sU hodnoty {Ex} vysoké pri kazdom veku, tak pouzijeme normalnu

aproximaciu binomickym rozdelenim a funkcia vierohodnosti bude mat” tvar

010, -Eaf0 (2.19)

L=
H@\/(E pa) 02 Epg 0

Priblizné rieSenie metdodou maximdalne] vierohodnosti moéZzeme ziskat

nahradenim variancie poctu zomrelych vyrazom Ex g; . Potom maximalizujeme vyraz

o5 1MS (2.20)
g

L =
|_| \/?TﬂiE qxj Equ

. - 7 .. 7 % . - 7 . - . 7 - 7 * 7 7
Maximalizacii vyrazul je to ekvivalentna minimalizacia vyrazly , ktord ndm
poskytne rieSenie vazenou metdédou najmensich Stvorcov.

N=>E M (2.21)

X s

X qx

Eventudlne mdZeme Standardnti odchylku 4/E _p g, nahradit’ hodnotou /D, , a

potom budeme maximalizovat’

0 1(0, -E,a 0 (222)

s
_U\/?T\/EeXpQZ Epd [

&%
Maximalizacia tohoto vyrazu je ekvivalentna minimalizacii vyrabu , ktora

nam poskytne rieSenie metdédou minimalngHoadratu.

o (DX - E, qx)2
A= Z E, P, 229)
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2.3. Grafické metody graduécie

Graficka metdda graduécie je najrozsirenejSie pouzivana technika gradudcie. Jej
vel'kou prednost’'ou je to, Ze je jednoduchd na realizaciu $pecidlnych uloh a poskytuje

nam dobré vysledky aj vtedy, ak mame nedostato¢né udaje.

Dekrementné miery pocitame z pristupnych udajov a graficky znédzoriiujeme
pomocou bodov. Nacrtneme hladku krivku, ktorej sklon naznacuje poloha bodov, ¢o
najblizsie k danym bodom tak, aby sa pritom zachovala postupnost’ danych mier. Potom
modzeme z danej krivky vycitat’ ,,vyhladené* dekrementné miery. Postupnost’ tychto
mier mézeme vylepsit' preskimanim a upravou niekolkych diferencii, ¢im ziskame
hladkost” a dobru prilichavost k datam. Tento proces je znamy ako HAND-
POLISHING.

Na graduaciu moézeme pouzit Standardné tabulky, ktoré nam naznacia
vSeobecny sklon dekrementnych mier (pomo6zu nam vybrat’ tvar krivky). Dolezité su
hlavne tdaje na konci tabul’ky, ktoré byvaju Casto tak nedostatocné, ze ziskané miery st

obzvlast nespol'ahlivé a krivku musime nacrtnut’ podl'a predchadzajuceho pozorovania.

Pri grafickej gradudcii timrtnostnych dat je vhodné zaznacit’ do grafu aj 95% -ny
interval spolahlivosti pre pozorované hodnoty pri kazdom veku. Pri pocitani tychto
hranic obycajne nepotrebujeme tplnu presnost’, pretoze ich pouzijeme len ako priblizné
,voditko®. Za predpokladu, Ze pocet imrti v kazdom veku nie je mensi ako 10, 95% -ny

interval spol'ahlivosti ziskame podl'a vzorca

2 A0 (2.24)

Spojnice pozorovanych hodnét s prislusnou hornou a dolnou hranicou nam
posluzia ako pomodcka pri kresleni hladkej krivky pre gradudciu. Hladka krivka by
nemala prec¢nievat’ hranice intervalu spol'ahlivosti viackrat ako raz za 20 pozorovani

(ti. 5% hodno).
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3. TESTOVANIE VHODNOSTI POUZITIA UZ EXISTUJUCEJ
TABULKY

Na vyber zékladu pre demografické vypocty mame dve moznosti:
1. prevziat prislu$nu Standardnt tabul'ku za zéklad
2. skonstruovat’ novu Specialnu tabul'ku

Pri pouziti uz existujicej tabulky musime vSak overit, ¢i udaje ziskané
z jednotlivych umrtnostnych pozorovani moézeme pokladat za pochadzajtce
z populécie, ktorej pravdepodobnosti imrtia uz boli spravne urcené. Na overenie tejto
skuto¢nosti bolo navrhnutych niekol'’ko testov, z ktorych najpouzivanejsi je x-kvadrat

test.

¥-KVADRAT TEST

Tento test sa pouziva na testovanie nulovej hypotézy

Ho: pozorované hodnoty moézeme pokladat za hodnoty pochadzajuce z populacie

s danymi pravdepodobnost'ami umrtia { g}
Za platnosti nulovej hypotézy plati: «Bbin (K, o)

Za predpokladu, Ze stredna hodnota po¢tu zomrelych ExQx nie je vel'mi mala,
rozdelenie R je priblizne normalne so strednou hodnotou E(Dx) = E«Qx a varianciou
Var (Dy) = Exgxpx . Potom

‘=y HHDXV ;r Elgfjx)g 3.1)

max-kvadrat rozdelenie 18 stuptiami vol'nosti, kde n je pocet jednotlivych vekov alebo
vekovych skupin. b zamietame, ak hodnota padne nad 95%-ny kvankiadrat

rozdelenia.

Vyraz DXV_—EE)Dx) nazyvame STANDARDIZOVANA ODCHYLKA.
ar

X
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Nedostatky x-kvadréat testu

Aj vtedy, ked x-kvadrat test poukazuje na dobru priliehavost k Standardnej
tabul’ke, podrobné vysetrovanie jednotlivych odchyliek niekedy odhali vazne rozdiely
medzi ziskanymi hodnotami a hodnotami zo Standardnej tabul'ky. Ked’ze Statisticky test
(3.1) obsahuje sucet Stvorcov Standardizovanych odchyliek pre jednotlivé vekové

kategorie, niekedy zlyhdva pri odhal'ovani :

A) existencie niekol’kych vel'mi velkych odchyliek vyvazenych vel'kym poctom

malych odchyliek
B) vel’kych kumulativnych odchyliek v ¢asti alebo v celom vekovom interval

C) vel’kych kladnych alebo zapornych odchyliek v ¢asti alebo v celom vekovom

intervale
D) nadmerného zoskupovania odchyliek rovhakého znamienka

Preto mozeme povedat, ze aj ked tento test poskytuje vhodné porovnanie
ziskanych hodnot a hodnot Standardnej tabul'ky, d’alSie testy su nevyhnutné. My sa

postupne zameriame na Sest’ takychto testov.

Test individualnych Standardizovanych odchyliek

Tento test sa pouziva na odstraiiovanie nedostatkov typu A. Nasou ulohou je
pozorovat’, ¢i viac ako 5% Standardizovanych odchyliek nepresahuje 2 v absolttnej

hodnote.

Podla normalneho rozdelenia ocakdvame, Ze percentd Standardizovanych
odchyliek lezia v intervaloch (-0,-3), (-3,-2), (-2,-1), (-1,0), (0,1), (1,2), (2,3), (3,) a
majua hodnotu 0%, 2%, 14%, 34%, 14%, 2%, 0%. Hodnoty Standardizovanych
odchyliek, ktoré padni do tychto intervalov, musime porovnat s ocakavanymi

hodnotami, napriklad pomocou uZ spominaného x*-kvadrat testu.

Pochybnosti o vhodnosti Standardnej umrtnostnej tabul’ky budeme mat’ vtedy, ak
rozsah §tandardizovanych odchyliek bude vel'mi vel'ky, alebo ich rozdelenie bude mat’

nenulovy strednd hodnotu.
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Test absolutnych odchyliek

Pravdepodobnost’, Ze normalne rozdelena ndhodna premenna lezi medzi -2/3 a
2/3 je skoro presne 0,5. Z toho vyplyva, Ze priblizne polovica absolutnych hodnot

Standardizovanych odchyliek by mala byt mensia ako 2/3 a polovica vicsia.

Ak méme n vekovych kategorii, tak pocet hodnét N absolitnych hodnét
Standardizovanych odchyliek presahujuci 2/3, bude binomickd nahodna premenna s

parametramn a 1/2.

Na nevhodnost” pouzitia Standardnej tabulky nam poukaze fakt, ak N padne do

oblasti vrchnych 5% binomickéha,(1/2) rozdelenia.

Pre n>20 moézeme pouzit aproximaciu binomického rozdelenia normalnym.

-Nn

N
Jn

Primeranost’ Standardnej tabul’ky bude spochybnend, ak hodnotaT =

padne

nad 95%-ny kvantil norméalneho rozdelenia (tj. ak T > 1,64) .

Tento test podobne ako predchadzajuci odhali nedostatky typu A.

Test kumulativnych odchyliek

Kumulativna odchylka pre veka a xo ma tvar Y =3 (D, -Edq,).

Je to normalne rozdelena nahodna veli¢ina so strednou hodnotou E(Y) = 0 a varianciou

Var (Y) = Z E.q,p, . Pouzitie Standardnej tabul'ky mdzeme povazovat’ za nevhodné, ak

absoltitna hodnota kumulativnej odchylky celej tabul'ky je vicSia ako dvojnasobok
druhej odmocniny variancie, alebo kumulativne odchylky z roznych casti tabul’ky maju

vysoku absolutnu hodnotu.

Test odhal'uje nedostatky typu B.
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Znamienkovy test

Vzhl'adom na Hp st odchylky pozorovanych a ofakavanych tmrti nezavislé,
normalne rozdelené nahodné premenné. Znamienka jednotlivych odchyliek st preto

nezavislé a rovnako pravdepodobné je + aj -.

Ak mamen vekovych intervalov a overovanie ziskanej hodnoty odhali vel'mi
pozitivnu alebo velmi negativnu odchylku, nulovi hypotézu zamietneme, ak pocet
pozitivnych odchyliek padne nad 97,5%-ny alebo pod 2,5%-ny kvantil binomického

(n,1/2) rozdelenia.

Pre n > 20 moZeme opdt’ pouzit aproximaciu normalnym rozdelenim. Ak

hodnotaT:M padne nad 97,5%-ny alebo pod 2,5%-ny kvantil normalneho

Jn

rozdelenia

(ti. | T| > 1,96), tak nulovii hypotézu zamietneme.

Test odhal'uje nedostatky typu C.

Stevensov test pre zoskupovanie znamienok

Pocet kladnych a zapornych odchyliek mozeme ohodnotit podla
znamienkového testu, ale predsa len by sme mali pochybovat’ o vhodnost pouZita
Standardnej tabul'ky, ak pocet skupin s kladnymi znamienkami (a teda aj so zapornymi)

je maly, ¢ize dI'Zka ,.behov* kladnych a zapornych znamienok je velka.
Moézeme rozdelit” pocet n; kladnych znamienok dbneprazdnych skupin. Pocet

i -10 . . . :
moznosti ako sa to da urobit’ je Ht ]E. Ak mamen, zapornych znamienok, potoms-

1 je pocet moznych pozicii pre t kladnych skupin a pocet moznosti ako rozdelit’ t pozicii

. [, +10 s . . .
JeHZt H Celkovy pocet moznosti ako usporiadat’ n; kladnych an, zapornych

h, +n,0

znamienok je% E, z ¢oho modzeme vyvodit, Ze pravdepodobnost’ ziskania t

kladnych zoskupeni je
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Ch, — 10, +10
dr-1H + B
h, +n,0

O,

Ch, -1 n, +1
Ht—lEEnﬁl—t
h, +n,0

O,

[
[]
A - U
¢o mdzeme zapisat’ ako

(3.2)

DATBO
TaThi

DA+ BO

Ha+bH

Predpokladajme, Ze naSe pozorovanic ma ¢ Kkladnych zoskupeni.

Je to hypergeometricka pravdepodobnost’ vo forme

Pravdepodobnost, 7Ze ziskame g kladnych zoskupeni, dostaneme spocitanim
vyrazu (3.2) pre £g. Ak tato pravdepodobnost’ bude mensia ako 0,05 , budeme mat’

zna¢né¢ pochybnosti o vhodnosti pouzitia Standardnej tabulky, pre nadmerné

zoskupovanie znamienok.

Okrem pripadov, ak; a n; st vel'mi malé, pocitanie podl'a (3.2) je velmi
zdlhavé MoZeme pouzit hypergeometrické tabulky. Strednd hodnota a variancia
hypergeometrického rozdelenia su zname a je mozné odvodit, Ze strednd hodnota a
variancia poctu pozitivnych zoskupeni je:

£()= "+ var()= ()

n +n, (nl+n2)3

()

Stevensov test potom moZeme urobit’ pribliZznym porovnanim hodnoty G =

s dolnym 5% intervalom normalneho rozdelenia.

Test odhal'uje nedostatky typu D.
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Binomicky test zmeny znamienka

Pocet znamienkovych zmien v postupnosti n odchyliek ma binomické rozdelenie
s parametrami (n-1,1/2). Sklon odmietnut’ Standardnt tabul'ku budeme mat’ vtedy, ak
pocet znamienkovych zmien padne pod 5%-ny kvantil binomického (n-1,1/2)

rozdelenia.

Pre n-£20 pouZijeme aproximaciu norméalnym rozdelenim. Standardnt tabul'ku

, 2N-n+1 , . .
zamietneme, ak hodnotaS:—rl padne pod 5%-ny kvantil normalneho
Vn-1

rozdelenia (tj. ak S < -1,64).

KedZe aj tento test odhal'uje nedostatky typu D, objasnime si rozdiel medzi
Stevensovym testom pre zoskupovanie znamienok a binomickym znamienkovym
testom. Stevensov test je navrhnuty na odhalenie zoskupeni. Tento test nedava
doéveryhodny vysledok napriklad s 39-timi zapornymi a jednym kladnym znamienkom.
Binomicky znamienkovy test dava vel'mi dobré vysledky aj z takychto dat. Skupina 20-
ich pozitivnych znamienok medzi 20-mi zapornymi a 20-mi kladnymi znamienkami

bude na druhej strane davat’ vyznamné vysledky pre Stevensov a nie pre binomicky test.



4. PRIKLADY

V praci [12] je opisany postup konStrukcie umrtnostnych tabuliek, ktory
pouzival FSU a v sti¢asnosti pouziva SU SR. Podl'a tohoto postupu sa najprv odporuca
Kk odstraneniu nahodnych vykyvov urobit v rozmedzi od 4 do 83 rokov vyrovnanie

klzavymi priemermi podl'a vzorca

1
qE = E (]'Oqu + go(qx—l + qx+1) + 45(qx—2 + qx+2) - 30(qx—3 + qx+3)) (41)

a dvojnasobnym opakovanim postupnych interpolacii 2.stupnia. Vo veku zhruba nad 80
rokov sa vplyvom rychle rastiucej imrtnosti zna¢ne zmensuju subory zijucich a tak
dochédza kel'kym nepravidelnostiam. Preto pre vyssie ro¢niky pouZijeme extrapolaciu
hodnot pravdepodobnosti dozitia px Gompertz-Makehamovou formulou. Metodou
King-Hardyho su stanovené hodndayb, ¢ z intervalov 60-67, 68-75, 76-83 rokov a

pouzité pre interval do 103 rokov aZ od veku s najmensSou diferenciou.

Ozname si extrapolované hodnoty ri. Vypocitame ich podla nasledujucich

vztahov:
+ (i _1)
[ = oh+BC .2)
c=:/cs (4.3)
_c —601) (R2 - R1) (4.4
c® (cs -1y
A=R- 2T Rbg (4.5)
C8-1
C8= R3-R2 (4.6)
R2 - Rl
3
Rl=VInp (4.7)

R2 = ‘iln P, (4.8)
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83
R3= i;In p

(4.9)

Potom od veku 76 az 85 rokov vypocitame diferencie medzi hodnotami p; ar; a

extrapolované hodnoty potom pouzijeme od veku s najmensSou diferenciou.

Tymto postupom vypocitame umrtnostna tabul’ku pre SR za rok 1997 pre muzov

a porovname s tdajmi SU SR.

Priklad 4.1.: KonStrukcia umrtnostnej tabulky a jej gradudcia pomocou graduacnej

met6dy SU SR

Ako vstupné informdacie na skonStruovanie umrtnostnej tabul'ky potrebujeme

udaje o strednom stave obyvatel'stva a poéte zomrelych v danych vekovych skupinach.

Pouzijeme tGdaje za SR za rok 1997, ktoré nam poskytol SU SR a skontruujeme

tabul'ku postupom opisanym v ¢asti 1.2.
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Obr. 4.1. Nevyrovnané hodnaty
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Obr. 4.2. Vyrovnané hodnady
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vek x Px Dx ox Ix dx Lx TX ex
0 30192 285  0,009358 100000 936 99139 6875266 68,75
1 30695 24 0,000782 99064 77 99025 6776127 68,40
2 32258 13 0,000403 98987 40 98967 6677101 67,45
3 35364 15 0,000424 98947 42 98926 6578134 66,48
4 37484 16 0,000394 98905 39 98885 6479209 65,51
5 38642 16 0,000362 98866 36 98848 6380323 64,54
6 39669 12 0,000300 98830 30 98815 6281475 63,56
7 39673 6 0,000265 98801 26 98787 6182660 62,58
8 40368 12 0,000212 98774 21 98764 6083872 61,59
9 41254 11 0,000227 98753 22 98742 5985108 60,61
10 42228 6 0,000249 98731 25 98719 5886366 59,62
11 43872 14 0,000235 98706 23 98695 5787648 58,64
12 44810 12 0,000295 98683 29 98669 5688953 57,65
13 45270 15 0,000373 98654 37 98636 5590284 56,67
14 45720 22 0,000390 98617 39 98598 5491649 55,69
15 45773 21 0,000483 98579 48 98555 5393051 54,71
16 46268 24 0,000617 98531 61 98501 5294496 53,73
17 47808 39 0,000747 98470 74 98434 5195995 52,77
18 48739 48 0,000957 98397 94 98350 5097561 51,81
19 48778 50 0,001084 98303 107 98249 4999212 50,86
20 48762 62 0,001202 98196 118 98137 4900962 49,91
21 48047 55 0,001245 98078 122 98017 4802825 48,97
22 47401 66 0,001225 97956 120 97896 4704808 48,03
23 46061 50 0,001237 97836 121 97775 4606913 47,09
24 43480 48 0,001092 97715 107 97661 4509137 46,15
25 41145 51 0,000993 97608 97 97560 4411476 45,20
26 69475 42 0,000964 97511 94 97464 4313916 44,24
27 38299 47 0,001039 97417 101 97367 4216452 43,28
28 36880 41 0,001210 97316 118 97257 4119085 42,33
29 36201 59 0,001617 97198 157 97120 4021828 41,38
30 37011 64 0,001711 97041 166 96958 3924709 40,44
31 28245 57 0,001782 96875 173 96789 3827751 39,51
32 39585 60 0,001772 96702 171 96617 3730962 38,58
33 40194 70 0,001765 96531 170 96446 3634346 37,65
34 39335 80 0,001843 96361 178 96272 3537900 36,72
35 39151 78 0,002212 96183 213 96077 3441628 35,78
36 39995 100  0,002490 95970 239 95851 3345551 34,86
37 40076 119  0,002707 95731 259 95602 3249701 33,95
38 40761 118  0,003046 95472 291 95327 3154099 33,04
39 42383 133  0,003274 95181 312 95025 3058772 32,14
40 43228 165 0,003644 94870 346 94697 2963747 31,24
41 43202 171  0,004023 94524 380 94334 2869050 30,35
42 42744 198  0,004603 94144 433 93927 2774716 29,47
43 42266 199  0,004804 93710 450 93485 2680789 28,61
44 41984 245  0,005433 93260 507 93007 2587304 27,74
45 41402 216  0,006019 92753 558 92474 2494298 26,89
46 39944 295  0,006637 92195 612 91889 2401823 26,05
47 37117 268  0,007327 91583 671 91248 2309934 25,22
48 34966 279  0,008473 90912 770 90527 2218687 24,40
49 33746 320 0,009163 90142 826 89729 2128160 23,61
50 30428 324  0,010307 89316 921 88856 2038431 22,82
51 26607 290 0,011425 88395 1010 87890 1949575 22,06
52 25686 325 0,012519 87385 1094 86838 1861685 21,30
53 25366 353 0,013934 86291 1202 85690 1774847 20,57
54 24197 368 0,015251 85089 1298 84440 1689157 19,85
55 23759 394  0,015987 83791 1340 83122 1604716 19,15
56 23546 390 0,016872 82452 1391 81756 1521595 18,45
57 22545 395 0,018019 81061 1461 80330 1439839 17,76
58 21105 422 0,020067 79600 1597 78801 1359508 17,08
59 20216 445  0,021659 78003 1689 77158 1280707 16,42
60 19528 478  0.022928 76313 1750 75438 1203549 15.77
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vek x Px Dx gx Ix dx Lx Tx ex
61 19384 443  0,025343 74563 1890 73619 1128111 15,13
62 19380 524  0,027060 72674 1967 71690 1054493 14,51
63 18985 618  0,029708 70707 2101 69657 982802 13,90
64 19148 580 0,033499 68607 2298 67458 913145 13,31
65 19154 706  0,035644 66308 2364 65127 845688 12,75
66 18552 725 0,037373 63945 2390 62750 780561 12,21
67 17792 691 0,040512 61555 2494 60308 717811 11,66
68 16854 723 0,043419 59061 2564 57779 657503 11,13
69 16002 779  0,048521 56497 2741 55126 599724 10,62
70 15300 834  0,053998 53756 2903 52304 544598 10,13
71 14488 874  0,059939 50853 3048 49329 492293 9,68
72 13774 865 0,063777 47805 3049 46280 442964 9,27
73 13526 954  0,068317 44756 3058 43227 396684 8,86
74 12868 896 0,072682 41698 3031 40183 353457 8,48
75 11865 952  0,079456 38668 3072 37132 313274 8,10
76 10222 850 0,082325 35595 2930 34130 276142 7,76
77 8628 789  0,087062 32665 2844 31243 242012 7,41
78 5796 493 0,094832 29821 2828 28407 210769 7,07
79 3460 357  0,098540 26993 2660 25663 182362 6,76
80 3309 384  0,108619 24333 2643 23012 156699 6,44
81 3630 379  0,119927 21690 2601 20390 133687 6,16
82 4544 638 0,128306 19089 2449 17864 113297 5,94
83 4668 631  0,136300 16640 2268 15506 95433 5,74
84 3952 585 0,126649 14372 1820 13462 79927 5,56
85 3214 501  0,134425 12552 1687 11708 66466 5,30
86 2560 465 0,142569 10864 1549 10090 54758 5,04
87 2152 441  0,151092 9315 1407 8612 44668 4,80
88 1738 375 0,160007 7908 1265 7275 36056 4,56
89 1273 306 0,169327 6643 1125 6080 28781 4,33
90 914 204  0,179065 5518 988 5024 22701 4,11
91 677 166  0,189232 4530 857 4101 17677 3,90
92 502 154  0,199841 3673 734 3306 13576 3,70
93 363 104  0,210901 2939 620 2629 10270 3,49
94 268 77 0,222424 2319 516 2061 7642 3,30
95 188 51 0,234419 1803 423 1592 5581 3,09
96 122 30 0,246895 1380 341 1210 3989 2,89
97 72 24 0,259859 1040 270 905 2779 2,67
98 46 5 0,273318 769 210 664 1874 2,44
99 28 7 0,287275 559 161 479 1210 2,16
100 36 7 0,301735 399 120 338 731 1,83
101 0 0 0,316698 278 88 234 393 1,41
102 0 0 0,332163 190 63 159 159 0,83
103 0 0 0,348127 127 44 0 0 0,00

Tabul’ka 4.1. Umrtnostnd tabul’ka vypo¢itana v Priklade 4.1

Nakol'ko sme pri konstrukcii tejto tabulky nepouzili dvojnasobné opakovanie

postupnych interpolécii 2.stupria (ako odportuca Pecka v [12]), hodnoty v naSej tabul'ke
sa Uplne nezhoduji s hodnotami wvuizke SU SR.
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Priklad 4.2.: Vypocet intervalu spolahlivosti pre vmritnostnu tabulku vypocitani

v predchédzajicom priklade.

Podl'a [11] plati pre vypocet intervalu spol'ahlivosti nasledujica veta:
Veta: Nevychylenym odhadom pravdepodobnagiie podiel

D
g, = *= N(a,. a,@-a.)/1,).

X

Za odhad rozptylu tohoto odhadu mozno vziat
S(0.)=a.0-a)), =a,°0-0) 0,

Potom pre dost’ velké I (1-0) . 100% interval spolahlivosti pre gx ma tvar

P (02— v, Ja2l-aT)D, <q, <o +u,,,, Ja2l-q7)D,) =1-a

0,40 -
0,35 -
0,30 ~
0,25 -
qx 0,20 -
0,15 ~
0,10 -
0,05

0,00 -~
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105

Obr. 4.3. Interval spolahlivosti pre qx ahodnoty qu vyrovnané metédou z Prikladu 4.1.



Priklad 4.3.: Gradudcia umrtnostnej tabulky metéddou SPENCER 15

Budeme vyrovnavat” hodnoty gy vypocitané pri konstrukcii imrtnostnej tabulky
v Priklade 4.1. Ked’Ze metéda SPENCER 15 sluzi iba na gradudciu strednej casti

tabul’ky, na vyrovnanie hodndt na konci tabul’ky pouzijeme extrapolaciu popisanu tiez

v Priklade 4.1.

gx

0,40 -
0,35 -
0,30 -
0,25 -
0,20 -
0,15
0,10 -
0,05 -
0,00

Obr. 4.4. Vyrovnané hodnaty

Ako mozeme vidiet' na obrazku 4.4. krivka vyrovnanych hodnot nie je spojita.

Na odstranenie tohto ,,defektu” pouZijeme nasledovny postup (pozri [2]):

Ozna¢me graduované hodnoty  ug, ..., u?, u?,, .., U,
b b b
Ulyps oo Uoy,  US,
— a b —
U, =K Uy Ar+t U s t=1,..,sr-1
kde Ky tA, =1 k. =1 A =0 k,=0 A =
g At g s—r
H].—Z ts——
Napr.: — Os—tQ 2
K =0
gt g s—r
%D s-rg 2
0,40
0,835 ooy
0,830 f -
0,25 f--mmmmm
QX 0,20 -
015 oo g
0,10 dmmmmmmm e
0,05 oo
0,00 - T T 8 T T T T 1
0 15 30 45 60 75 90 105
vek x
Obr. 4.5. Vyrovnané hodnafypo pouziti vyssie popisanej metody
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Priklad 4.4.: Vypocitajme ¢, ¢, ¢,-indexy (popisané &usti 2.1.2) pre graduacny

vzorec (4.1).

@ =, (K +2K}+..+2K*)=0577

1.
2.
A B C D E F
-30 -30 900
45 90 135 18225
90 -135 -90 -135 18225
105 -270 135 30 0 0
90 -315 270 -45 0 0
74%00
Tabulka 4.2
2
@ = M =0,194
\ 20
+ + + +
3 g = 45+ 90 ;?_Z N0 +45_ 01905

Ak porovname indexy vypocitané v Priklade 4.1 $ndexmi pre graduaény vzorec
soptimalnou silou redukcie chyb podla Tabulky 2.3 zistime, Ze ich hodnoty su
identické. Na zdklade tohoto poznatku mozeme tvrdit, Ze graduaény vzorec (4.1) bol

zrejme skonstruovany tak, aby jeho sila redukcie chyb bola stopercentna.
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Priklad 4.5: Aplikacia niektorych testov popisanychratej kapitole na tabulku

skonsStruovanu v Priklade 4.1

Ho: pozorované hodnoty moéZeme pokladat za hodnoty pochadzajice z populacie

s danymi pravdepodobnost'ami umrtia { gy}

¢ X-kvadrét test
Testovacia Statistika: X = ZH x

Ho zamietame, ak hodnota® padne nad 95%-ny kvangtkvadrat rozdelenia.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X Px Dx gx pXx E(Dx) Var(Dx) (3-6)/sqrt(8) 8*8
35 39151 78 0,002210  0,997790 86,52 86,33 -0,9174 0,8416
36 39995 100 0,002487  0,997513 99,48 99,23 0,0523 0,0027
37 40076 119 0,002703  0,997297 108,34 108,05 1,0257 1,0521
38 40761 118 0,003041  0,996959 123,96 123,58 -0,5360 0,2873
39 42383 133 0,003268  0,996732 138,50 138,04 -0,4677 0,2188
40 43228 165 0,003639  0,996361 157,29 156,72 0,6156 0,3790
41 43202 171 0,004018  0,995982 173,58 172,88 -0,1962 0,0385
42 42744 198 0,004596  0,995404 196,46 195,56 0,1100 0,0121
43 42266 199 0,004796  0,995204 202,70 201,72 -0,2602 0,0677
44 41984 245 0,005420 0,994580 227,54 226,31 1,1603 1,3463
45 41402 216 0,006000 0,994000 248,41 246,92 -2,0628 4,2552
46 39944 295 0,006615 0,993385 264,25 262,50 1,8982 3,6033
47 37117 268 0,007300 0,992700 270,95 268,97 -0,1800 0,0324
48 34966 279 0,008438 0,991562 295,03 292,54 -0,9370 0,8780
49 33746 320 0,009121  0,990879 307,80 304,99 0,6987 0,4882
50 30428 324 0,010254 0,989746 312,02 308,82 0,6815 0,4645
51 26607 290 0,011360 0,988640 302,26 298,83 -0,7092 0,5030
52 25686 325 0,012441  0,987559 319,56 315,59 0,3062 0,0937
53 25366 353 0,013836  0,986164 350,98 346,12 0,1088 0,0118
54 24197 368 0,015135 0,984865 366,23 360,69 0,0932 0,0087
55 23759 394 0,015861 0,984139 376,84 370,86 0,8912 0,7942
56 23546 390 0,016732  0,983268 393,97 387,38 -0,2017 0,0407
57 22545 395 0,017859  0,982141 402,63 395,44 -0,3835 0,1470
58 21105 422 0,019865 0,980135 419,26 410,93 0,1354 0,0183
59 20216 445 0,021427 0,978573 433,17 423,89 0,5748 0,3303
60 19528 478 0,022672 0,977328 442,74 432,70 1,6953 2,8740
61 19384 443 0,025022  0,974978 485,03 472,89 -1,9327 3,7352
62 19380 524 0,026697 0,973303 517,38 503,57 0,2949 0,0869
63 18985 618 0,029269 0,970731 555,67 539,41 2,6836 7,2017
64 19148 580 0,032945 0,967055 630,83 610,05 -2,0579 4,2350
65 19154 706 0,035019 0,964981 670,75 647,26 1,3855 1,9197
66 18552 725 0,036688 0,963312 680,64 655,67 1,7326 3,0017
67 17792 691 0,039714 0,960286 706,59 678,53 -0,5986 0,3583
68 16854 723 0,042495 0,957505 716,21 685,77 0,2593 0,0672
69 16002 779 0,047361 0,952639 757,86 721,97 0,7866 0,6188
70 15300 834 0,052579  0,947421 804,45 762,16 1,0703 1,1455
41,160

Hodnotayx- kvadrat testu s 36 stupfiami vol'nosti nam vysla 41,16. PretoZze 95%-ny
kvantil x-kvadrat rozdelenia s 36 stuptiami volnosti je 51,0 nemame dovod na

zamietnutie hypotézy
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¢ Test absolutnych odchyliek

N — pocet absolutnych hodndt Standardizovanych odchyliek presahujtci 2/3

n — pocet stupriov vol'nosti

2N —n

n

Ho zamietame, ak hodnota T padne nad 95%-ny kvantil normalneho rozdelenia
(tj. T > 1,645).

V naSom pripade N=18,n=36, T=0Q Hy prijimame

Testovacia Statistika: T =

¢ Test kumulativnych odchyliek

Skonstruujeme si tabul'ku, ktora bude obsahovat’ kumulativne odchylky a prislusné

variancie.

Kumulativna odchylka a variancia:Y = XZZ (D, -Egq,) Var(Y) = > E0.p,

X1 X1
Ho zamietame, akY | > 2,/Var (Y

X 1 2 X 1 2

35 -8,52 86,33 53 10,38 4153,71
36 -8,00 185,56 54 12,15 4514,39
37 2,66 293,61 55 29,31 4885,26
38 -3,30 417,19 56 25,34 5272,63
39 -8,79 555,23 57 17,72 5668,07
40 -1,08 711,96 58 20,46 6078,99
41 -3,66 884,84 59 32,29 6502,88
42 -2,13 1080,40 60 67,56 6935,58
43 -5,82 1282,12 61 25,53 7408,47
44 11,63 1508,43 62 32,15 7912,04
45 -20,78 1755,35 63 94,47 8451,45
46 9,97 2017,85 64 43,65 9061,49
47 7,02 2286,83 65 78,90 9708,76
48 -9,00 2579,36 66 123,26 10364,42
49 3,20 2884,35 67 107,67 11042,95
50 15,18 3193,18 68 114,46 11728,73
51 2,92 3492,00 69 135,59 12450,70
52 8,35 3807,59 70 165,14 13212,85

Kumulativne odchylky (stipec 1) a variancie (stipec 2) sme ziskali z predchadzajicej
tabul’ky.

Y =165,14 Var (Y) =13212,85 ar(Y) = 229,89
Pretoze 165,14 < 229,89 0 Ho prijimame
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¢ Znamienkovy test

Testovacia Statistika: T=

Ho zamietame, ak hodnota T padne nad 97,5%-ny alebo pod 2,5%-ny kvantil

normalneho rozdelenia (tj. 4K | > 1,96).

V naSom priklade T=0< 1,960 Ho prijimame

¢ Binomicky test zmeny znamienka

T 2N-n+1
Testovacia Statistika; S= ————
Jn-1

Ho zamietame, ak hodnota S padne pod 5%-ny kvantil normélneho normovaného
rozdelenia (fj. ak S < -1,645).

Pre nas priklad plati S = 0,169 > -1,645 Hy prijimame

Uvedené testy potvrdzuju, Ze tabulka vypocitana v Priklade 4.1 dobre vystihuje

pozorovanu umrtnost’ v SR za rok 1997.






