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            ÚVOD

ÒPUWQRVWQp� WDEX N\� P{åHPH� SRYDåRYD � ]D� QDMVWDUãLH� GHPRJUDILFNp� PRGHO\

Y{EHF��3RþHW�URNRY�åLYRWD��NWRUp�MHGLQHF�GDQpKR�YHNX�P{åH�HãWH�Y�SULHPHUH�RþDNiYD �

alebo nájdenie odpovedajúceho radu vymierania danej populácie sú problémy, ktoré

]DXMtPDOL� XGVWYR� Xå� Y�� PLQXORVWL�� ÒPUWQRVWQp� WDEX N\� Y podstate predstavujú

SURVWULHGRN� DNR� R]QiPL � LQIRUPiFLX� ]tVNDQ~� SR]RURYDQtP� SUtVOXãQHM� SRSXOiFLH� D

QDVOHGRYQêPL� YêSRþWDPL�� DE\� VPH� PRKOL� WLHWR� KRGQRW\� RGWLD � RNDPåLWH� SRG D

MHGQRWOLYêFK�YHNRYêFK�VNXStQ�Y\þtWD �

K�VDPRWQHM� P\ãOLHQNH� UDGX� Y\PLHUDQLD� VD� SUDYGHSRGREQH� SULEOtåLOL� Xå

v stredoveku, hlavne v Ríme a v Babylónii. V�WUH RP� VWRURþt� QiãKR� OHWRSRþWX� EROD

v�5tPH� SRXåtYDQi� QD� YêSRþHW� UHQW� WDEX ND�� NWRUi� XND]XMH� VWUHGQ~� G åNX� åLYRWD� SUL

narodení. Je pripisovaná Ulpianovi.

Prvé pozorovanie zodpovedajúce konštrukcii  dnešných úmrtnostných  tabuliek

urobil v�GUXKHM� SRORYLFL� � � ���� VWRURþLD� -RKQ� *UDXQW� QD� ]iNODGH� ~GDMRY� ] krstných a

~PUWQêFK�OLVWRY�RE\YDWH RY�/RQGêQD��2�WULGVD �URNRY�QHVN{U�SXEOLNRYDO�]QiP\�EULWVNê

DVWURQyP�+DOOH\�~PUWQRVWQ~�WDEX NX�]RVWDYHQ~�QD�]iNODGH�PDWULþQêFK�]i]QDPRY�PHVWD

9UDWLVODY�� 7iWR� WDEX ND� VD� SUDNWLFN\� QHRGOLãXMH� RG� WYDUX� GQHãQêFK� ~PUWQRVWQêFK

tabuliek.

ÒPUWQRVWQp� WDEX N\�P{åHPH�NODVLILNRYD �]�U{]Q\FK�K DGtVN��=iNODGQp�GHOHQLH

MH�QD�JHQHUDþQp�D�SULHUH]RYp�~PUWQRVWQp�WDEX N\�

*HQHUDþQp�~PUWQRVWQp� WDEX N\� SUHGVWDYXM~� ]i]QDP�SULHEHKX� åLYRWD� NRQNUpWQHM

SRSXOiFLH� V~þDVQH� QDURGHQêFK� MHGLQFRY�� SRþtQDM~F� QDURGHQtP� YãHWNêFK� MHGLQFRY� WHMWR

SRSXOiFLH� D� NRQþLDF� VPU RX� SRVOHGQpKR� ]�QLFK�� ýDVWR� VD nazývajú aj kohortné

~PUWQRVWQp� WDEX N\�� OHER� SUH� JHQHUiFLX� V~þDVQH� QDURGHQêFK� MHGLQFRY� VD� Y demografii

SRXåtYD�Qi]RY�kohorta.

3ULHUH]RYp� ~PUWQRVWQp� WDEX N\ vychádzajú z dekrementných skúseností danej

SRSXOiFLH�EHKRP�NUiWNHKR�þDVRYpKR�SULHUH]X��1LHNHG\�VD�SULHUH]RYp�WDEX N\�QD]êYDM~

aj EHåQp�~PUWQRVWQp�WDEX N\.
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,QêP�W\SRP�NODVLILNiFLH�MH�GHOHQLH�QD�~SOQp�D�VNUiWHQp�~PUWQRVWQp�WDEX N\�

ÒSOQp� ~PUWQRVWQp� WDEX N\ pracujú s�YHNRYêPL� LQWHUYDOPL� G åN\� �� URND

�WM�� ����� ����� ������ ]DWLD � þR� SUL� VNUiWHQêFK� ~PUWQRVWQêFK� WDEX NiFK� MH� G åND� YHNRYpKR

intervalu s�YêQLPNRX� QDMQLåãHM� � YHNRYHM� NDWHJyULH� YlþãLD� DNR� �� �þDVWR� VD� WX� YROLD

intervaly 0-1, 1-5, 5-10, ...).

ýR� VD� WêND� SRXåLWLD� ~PUWQRVWQêFK� WDEXOLHN�� KRGQRW\� ] týchto tabuliek sa

SRXåtYDM~� SUL� YlþãLQH� GHPRJUDILFNêFK� YêVNXPRY�� 2NUHP� � GHPRJUDILH� VD� SRXåtYDM~

predovšetkým v�REODVWL� SRLVWHQLD� RV{E�� 1LHNWRUp� LFK� PRGLILNiFLH� VD� SRXåtYDM~

v�OHNiUVN\FK� YêVNXPRFK� �SUL� VSUDFRYDQt� YêVOHGNRY� XUþLWHM� WHUDSLH�� NWRUi� EROD

aplikovaná  na skupinu pacientov), ale aj v zoológii alebo pri plánovaní výroby a

REQRY\��SUL�VN~PDQt�åLYRWQRVWL�PDWHULiORY�DW �

1D�VNRQãWUXRYDQ~�~PUWQRVWQ~�WDEX NX��VD�P{åHPH�SR]HUD �WURPD�VS{VREPL�

1. 7DEX ND�SRVN\WXMH� ]iNODGQp� LQIRUPiFLH�� NWRUp� YR� IRUPH�SUDYGHSRGREQRVWL� ~PUWLD

DOHER� VWUHGQHM� G åN\� åLYRWD� SRSLVXM~� GHNUHPHQWQp� FKRYDQLH� SULHPHUQpKR� MHGLQFD

danej vekovej kategórie.

2. 1D�~PUWQRVWQ~�WDEX NX�VD�P{åHPH�SR]HUD �DNR�QD�]i]QDP�Y\PLHUDQLD�K\SRWHWLFNHM

JHQHUiFLH� V~þDVQH� QDURGHQêFK� MHGLQFRY� V�SRþLDWRþQêP� UR]VDKRP� l0 . Táto

hypotetická generácia sa niekedy nazýva ako tzv. syntetická kohorta.

3. ÒPUWQRVWQp� WDEX N\� P{åHPH� SRYDåRYD � DM� ]D� ]iSLV� ãWUXNW~U\� stacionárnej

populácie,�NWRUi�MH�X]DYUHWi��QHPHQt�VD�~PUWQRV �Y�þDVH�SUH�MHGQRWOLYp�YHN\�D�SRþHW

QDURGHQêFK�VD�URYQi�SRþWX�]RPUHWêFK�

V našej práFL� VPH� VD� ]DPHUDOL� QD� ~SOQp� ~PUWQRVWQp� WDEX N\� D� YHQXMHPH� VD

metódam ich konštrukcie.

2EVDKRP�SUYHM�NDSLWRO\�MH�VWUXþQê�SRSLV�~PUWQRVWQHM�WDEX N\�D�MHM�NRQãWUXNFLH�
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=YOiãWQX�SUREOHPDWLNX�SUL�]RVWDYRYDQt�~PUWQRVWQHM� WDEX N\� WYRUt� Y\URYQiYDQLH

YVWXSQHM�IXQNFLH�SUDYGHSRGREQRVWL�~PUWLD��QDNR NR�YSO\YRP�QiKRGQêFK�IDNWRURY�P{åX

WLHWR�SR�VHEH�QDVOHGXM~FH�KRGQRW\�NROtVD ��7DNêPLWR�IDNWRUPL�P{åX�E\ �QHSUHVQRVWL�SUL

udávaní veku v�RNDPLKX� ~PUWLD� DOHER� SUL� VþtWDQt� XGX�� URYQDNR� DNR� DM� QiKRGQp

NROtVDQLD�SRþWX�]RPUHOêFK�Y�URNRFK��NH �V~�SRþW\�]RPUHOêFK�PDOp��7êPWR�SUREOpPRP

sa zaoberá druhá kapitola, v ktorej sú podrobnejšie popísané metódy vyrovnávania

úmrtnostných tabuliek.

1LH�YåG\�MH�YãDN�SRWUHEQp�NRQãWUXRYD �QRY~�~PUWQRVWQ~�WDEX NX��=D�]iNODG�SUH

GHPRJUDILFNp� YêSRþW\� P{åHPH� QLHNHG\� SUHY]LD � Xå� H[LVWXM~FX� WDEX NX�� NWRU~� YãDN

PXVtPH� RWHVWRYD �� þL� MH� YKRGQi� SUH� QDãH� SRXåLWLH�� 1LHNR NR� WDNêFKWR� WHVWRY� SRQ~ND

tretia kapitola.

âWYUW~� NDSLWROX� WYRUt� QLHNR NR� SUtNODGRY�� NGH� VPH� QD� NRQNUpWQH� GiWD� �]D� URN

�����65�SUH�PXåRY��DSOLNRYDOL��SRStVDQ~�WHyULX�
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1. Ò05712671e�7$%8 .<

1.1. 3RSLV�~PUWQRVWQHM�WDEX N\

V�MHGQRWOLYêFK�VW SFRFK�~SOQHM�~PUWQRVWQHM�WDEX N\�VD�QDFKiG]DM~�QDVOHGXM~FH�~GDMH�

1) Vekový interval  <x, x+1), vek x

7HQWR� LQWHUYDO� Y\PHG]XMH� YHNRYp� UR]SlWLH�� NX� NWRUpPX� VD� SRWRP� Y] DKXM~� YãHWN\

hodnoty v�SUtVOXãQRP� ULDGNX� WDEX N\�� +RGQRW\� ]�WRKRWR� ULDGNX� WDEX N\� VD� WêNDM~

jedincov, ktorí majú práve x rokov (x = 0,1, ... w-1). Posledný vekový interval je

QHNRQHþQê� V� GROQRX� KUDQLFRX�w (napr. pre w = 95 sa interpretuje ako 95 rokov a

viac).

2) 3UDYGHSRGREQRV �~PUWLD�YR�YHNX�[  (qx)

-HGQi�VD�R�SUDYGHSRGREQRV �WRKR��åH�MHGLQHF��NWRUê�MH�QDåLYH�YR�YHNX�x, zomrie pred

dosiahnutím veku x+1��6~þDVQH�V qx sa definuje aj SUDYGHSRGREQRV �GRåLWLD�VD�YHNX

x (px)� DNR� SUDYGHSRGREQRV � WRKR�� åH� MHGLQHF�� NWRUê� MH� QDåLYH� YR� YHNX�x rokov, sa

GRåLMH�YHNX�x+1.

     xx qp −= 1                        (1.1)

��������������������������������������2EU��������3UDYGHSRGREQRV �~PUWLD�qx��SUH�PXåRY��Y SR z roku 1997
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YHN�[
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3) 3RþHW�GRåtYDM~FLFK�VD�YHNX�[  (lx)

Prvá hodnota l0� MH� YKRGQH� ]YROHQê� NRUH � ~PUWQRVWQHM� WDEX N\�� 9 demografii sa

RE\þDMQH�YROt��l0 = 100 000.  Hodnota lx�SUHGVWDYXMH�SRþHW�MHGLQFRY�]�NRUH D�l0 , ktorí

VD�GRåLM~�YHNX�x.

3RVWXSQRV �l0 ,l1 , ... ,lw je nerastúca.   wllll ≥≥≥≥ ...210

  
x

x
x l

l
p 1+=             (1.2)

����������2EU��������3RþW\�GRåtYDM~FLFK�lx�SUH�PXåRY�Y SR z roku 1997

4)  3RþHW�]RPUHOêFK�YR�YHNX�[ (dx)

-H�WR�SRþHW�MHGLQFRY�]�NRUH D�l0 , ktorí zomrú vo veku <x, x+1).

1+−= xxx lld             (1.3)

x

x
x l

d
q =             (1.4)

     2EU��������3RþW\�]RPUHOêFK�dx�SUH�PXåRY�Y SR z roku 1997
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� � � � � � � �� �
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5)  ' åND�þDVWL�SRVOHGQpKR�URND�åLYRWD�]RPUHOêFK�YR�YHNX�[  (ax)

-HGQi�VD�R�SULHPHUQê�SRþHW�URNRY�SUHåLWêFK�YR�YHNRYRP�LQWHUYDOH�<x, x+1) osobami,

ktoré zomreli vo veku <[�� [����� 3ULEOLåQH� SODWt�� åH� ax = 0,5 pre x = 5,6,7,8,... .

Hodnoty a0 , a1 ,... , a4 ]iYLVLD� RG�PLHVWQ\FK� SRGPLHQRN� D�P{åHPH� LFK� RGKDGQ~

z príslušných štatistickêFK�SUHK DGRY��3ULWRP�SODWt

50.040,01,0 43210 ≤<<<<≅ aaaaa

ŠÚ SR kladie        5,0...08,0 210 ===== waaaa

6) &HONRYê�SRþHW�URNRY�SUHåLWêFK�RVREDPL�YR�YHNRYRP�LQWHUYDOH�<x, x+1) (Lx)

Pre túto hodnotu platí

xxxx dalL += +1 (1.5)

.DåGê�] lx+1 GRåtYDM~FLFK�SULVSHMH�GR�KRGQRW\�Lx�MHGQêP�URNRP��]DWLD �þR�NDåGê�] dx

zomrelých sem prispeje v priemere hodnotou ax. V súvislosti s touto interpretáciou

jednotky, v ktorých sa hodnoty Lx merajú, chápeme ako „osoboroky“ (person years).

=iURYH � P{åHPH� KRGQRWX� Lx� SRYDåRYD � ]D� VWUHGQê� VWDY� MHGLQFRY� YR� YHNRYRP

intervale (x, x+1) v�UiPFL� VWDFLRQiUQHM� SRSXOiFLH�� NWRU~� GDQi� ~PUWQRVWQi� WDEX ND

modeluje.

7) 3RþHW�]RVWiYDM~FLFK�URNRY�åLYRWD�RV{E�YR�YHNX�[  (Tx)

7iWR�KRGQRWD�MH�V~þWRP�KRGQ{W�Lx ,Lx+1 , ... ,Lw   tj.

wxxx LLLT +++= + ...1 (1.6)

Hodnotu Tx�P{åHPH� WLHå� LQWHUSUHWRYD � DNR� VWUHGQê� VWDY� MHGLQFRY�YR� YHNX�x a viac

v�UiPFL�WDEX NRYHM�VWDFLRQiUQHM�SRSXOiFLH�

8) 6WUHGQi�G åND�åLYRWD�RV{E�YR��YHNX�[  ( xe )

-HGQi�VD�R�SULHPHUQê�SRþHW�URNRY��NWRUp�SUHåLMH�MHGLQHF�YR�YHNX�x.
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xe  = 
x

x

l

T
(1.7)

Osoby vo veku x� URNRY� SUHåLM~� VSROX� Tx� URNRY�� MHGQD� WDNi� RVRED� SUHåLMH� HãWH

priemerne xe  rokov. S rastúcim vekom x hodnoty xe  NOHVDM~��9ê]QDþQp�SRVWDYHQLH

medzi hodnotami xe  má hodnota 0e �� 3UH� VWUHGQ~� G åNX� åLYRWD� P{åHPH� GRNi]D

GRVDGHQtP�GR�������QDVOHGXM~FL�Y] DK��� ( )∑
=

+=
w

x

x
x l

d
axe

0 0
0 ���NWRUê�KRYRUt��åH�VWUHGQi

G åND� QDURGHQpKR� GLH D D� MH� URYQi� SULHPHUQpPX� YHNX� ~PUWLD� Y populácii, a teda

SRWYUG]XMH� VNXWRþQRV �� åH� ~PUWQRVWQi� WDEX ND� QDR]DM� PRGHOXMH� VWDFLRQiUQX

populáciu.

        2EU��������6WUHGQi�G åND�åLYRWD� xe �SUH�PXåRY�Y SR z roku 1997
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YHN�[

H[
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1.2. .RQãWUXNFLD�~PUWQRVWQHM�WDEX N\

7HUD]� VL� SRStãHPH�NRQãWUXNFLX� � ~SOQHM�~PUWQRVWQHM� WDEX N\�� QD� ]DþLDWNX� NWRUHM

máme k dispozícii miery úmrtnosti mx a hodnoty ax.

x

x
x P

D
m = x = 0,1, ... ,w

xx

x
x ma

m
q

)1(1 −+
= x = 0,1, ... ,w-1  (1.8)

1=wq

Dx� �� SRþHW� MHGLQFRY� SRG D� YHNRYêFK� LQWHUYDORY�� NWRUt� ]RPUHOL� Y priebehu

XYDåRYDQpKR�URND

Px – stredný stav populácie v jednotlivých vekových intervaloch

ÒPUWQRVWQ~� WDEX NX� P{åHPH� WHUD]� VNRQãWUXRYD � SRG D� QDVOHGXM~FLFK� NURNRY�

ktoré priamo vyplývajú z�SRSLVX�WDEX N\�

1. 9\SRþtWDPH�qx�SRG D�SUHGFKiG]DM~FLFK�Y]RUFRY������

2. 3RORåtPH�l0� ����������9\SRþtWDPH�dx a  lx�UHNXUHQWQH�SRG D�Y]RUFRY

xxx qld =                         (1.9)

xxx dll −=+1             x = 0,1, ... ,w-1

ww ld =

3. 9\SRþtWDPH�Lx pomocou vzorcov

xxxx dalL += +1             x = 0,1, ... ,w-1         (1.10)

w

w
w m

l
L =
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4. 9\SRþtWDPH�Tx pomocou vzorca

wxxx LLLT +++= + ...1          x = 0,1, ... ,w           (1.11)

5. 9\SRþtWDPH� o

xe  pomocou vzorca

o

xe  = 
x

x

l

T
x = 0,1, ... ,w           (1.12)

Poznámka:���3RVOHGQê�Y] DK�Y��������P{åHPH�RG{YRGQL �WDNWR�

9] DK�Y\FKiG]D�] aSUR[LPiFLH��YL �[4 ] VI.1.16 a VI..18)

x

x

x

x

P

D

L

d =           x = 0,1, ... ,w-1           (1.13)

$N�Y] DK��������UR]ãtULPH�DM�SUH�SUtSDG�x = w, tak dostaneme

w

ww
w D

Pd
L =

þR�MH�SRG D�������QDR]DM�RYHURYDQê�Y] DK�
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2. GRADUÁCIA ÚMRTNOSTNÝCH TABULIEK

3UHWRåH� ~PUWQRVWQp� WDEX N\� V~� VNRQãWUXRYDQp� ãWDWLVWLFN\� QD� ]iNODGH� GiW� R

SRSXOiFLL�� NROtVDM~� Y\SRþtWDQp� RGKDG\� RNROR� VNXWRþQêFK� KRGQ{W�� 3ULWRP� QLHNHG\

QDSUtNODG� Y]K DGRP� N�QHã DVWQHM� ]KRGH� RNROQRVWt� SUL� YêEHUH� GiW� P{åX� E\ � RGFKêOky

Y\SRþtWDQêFK� KRGQ{W� RG� VNXWRþQêFK� � QH]DQHGEDWH Qp�� 7RPXWR� QHJDWtYQHPX� MDYX

P{åHPH� þHOL � SUHGRYãHWNêP� tzv. graduáciou úmrtnostných tabuliek� �]� DQJOLþWLQ\

JUDGXiFLD� �RGVWXS RYDQLH���=MHGQRGXãHQH�SRYHGDQp��WDNêWR�SRVWXS�VD�ULDGL�VQDKRX��DE\

jeho realizáciou sa v grafe pravdepodobnosti qx odstránili nehladké úseky s „hrbmi“ bez

UDFLRQiOQHKR� Y\VYHWOHQLD�� NWRUp� SUDYGHSRGREQH� Y]QLNOL� Y]K DGRP� N nevhodnej

NRQILJXUiFLL�SRXåLWêFK�GiW�

6N~VHQê�GHPRJUDI�þL�åLYRWQê�DNWXiU�Pi�REY\NOH�SUHGVWDYX��DNR�E\�PDO�Y\]HUD

priebeh výslednej postupnosti qx pre populáciu v�GDQRP� UHJLyQH� D� þDVH�� 9R� YlþãLQH

Y\VSHOêFK� NUDMtQ� P{åHPH� GQHV� KRYRUL � R� QDVOHGXM~FRP� W\SLFNRP� SULHEHKX� WHMWR

postupnosti ( porovnaj s [5] obr.4.2.3): QDSULHN� ]GRNRQD XM~FHM� sa prenatálnej

starostlivosti ]DþtQD�SRVWXSQRV �qx�Y\ããtPL�KRGQRWDPL�� NWRUp� V~�PQRKRQiVREQH� YlþãLH

DNR�QHVNRUãLD�GHWVNi�~PUWQRV ��$EVRO~WQH�PLQLPXP�GRVDKXMH�XYDåRYDQi�SRVWXSQRV �SUL

YVWXSH� GR� SXEHUW\�� D� SRWRP� UêFKOR� UDVWLH� Då� GR� ]DþLDWNX� WUHWHM� GHVLDWN\�� NGH� REY\NOH

Y\ND]XMH�PLHUQH� ORNiOQH�PD[LPXP�� OHER� SRWRP� XUþLW~� GREX� VODER� NOHVi�� $NR� G{YRG

VSRPtQDQpKR� ORNiOQHKR� PLQLPD� VD� XYiG]DM~� VPUWH Qp� ~UD]\� SUL� DXWRPRELORYêFK

QHKRGiFK�D�]QDþQi�NXPXOiFLD�VDPRYUiåG�Y�WRPWR�YHNX��3R�SUHNURþHQt�YHNX����URNRY�Xå

SRVWXSQRV �qx viac menej rastie exponenciálne.

$OH� YUi PH� VD� WHUD]� QDVSl � N�Xå� VSRPtQDQHM� JUDGXiFLL� ~PUWQRVWQêFK� WDEXOLHN�

NWRUi�EXGH�SUHGPHWRP�QDãHKR� DOãLHKR�SR]RURYDQLD�

V�QDVOHGXM~FLFK� þDVWLDFK� VL� SRGUREQH� SRStãHPH� SULQFtS\� WURFK� VS{VRERY

graduácie: 1. Neparametrická graduácia

              2. Graduácia pomocou matematického vzorca (parametrická)

3. Grafická graduácia
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2.1. Neparametrické metódy graduácie

9\URYQiYDQLH�QHSDUDPHWULFNêPL�PHWyGDPL�SDWUt�Y]K DGRP�QD�VYRMX�QXPHULFN~

MHGQRGXFKRV �N�QDMSRXåtYDQHMãtP�Y\URYQiYDM~FLP�SRVWXSRP��*UDGXRYDQ~�KRGnotu pre

daný vek x získame urobením priemeru hodnôt z vhodne zvoleného okolia veku x.

3ULWRP�VD�YlþãLQRX�MHGQi��R�N ]DYê�SULHPHU��NWRUê�SULNODGi�VSULHPHURYDQêP�KRGQRWiP

WêP�PHQãLX�YiKX��þtP�V~�Y]GLDOHQHMãLH�RG�YHNX�x, tj. od stredu príslušného okolia.

0HWyGX�N ]DYêFK�SULHPHURY�]DUD XMHPH�PHG]L�DGDSWtYQH� �SUtVWXS\�N trendovej

]ORåNH�� $GDSWtYQH� SUtVWXS\� P{åHPH� YãHREHFQH� FKDUDNWHUL]RYD � WDN�� åH� V~� VFKRSQp

SUDFRYD �V�WUHQGRYêPL�]ORåNDPL��NWRUp�Y�þDVH�JOREiOQH�PHQLD� VYRM�FKDUDNWHU�� WDNåH�QD

LFK�SRStVDQLH�QHP{åHPH�SRXåL �åLDGQX�PDWHPDWLFN~�NULYNX�V nemennými parametrami.

1D�GUXKHM�VWUDQH�VD�YãDN�SUHGSRNODGi��åH�Y krátkych úsekoch radu je takéto vyrovnanie

SRPRFRX� PDWHPDWLFNHM� NULYN\� PRåQp�� DM� NH � WLHWR� NULYN\� PDM~� Y rôznych úsekoch

RGOLãQp� SDUDPHWUH��ýLåH�� DN� MH�PRåQp� LED� ORNiOQH� Y\URYQDQLH� WUHQGX�� KRYRUtPH� R� W]Y�

koncepcii postupného trendu.

ýR�VD�WêND�N ]DYêFK�SULHPHURY��WêPWR�Qi]YRP�R]QDþXMHPH�OLQHiUQX�NRPELQiFLX

þOHQRY�S{YRGQpKR�UDGX��QDSU���������
4

1
(qt-1 + 2qt + qt+1)

9\WYiUDQLH� WDNêFKWR� NRQHþQêFK� NRPELQiFLL� þOHQRY� UDGX� MH� HNYLYDOHQWQp

s�Y\URYQiYDQtP�NUiWN\FK�~VHNRY�UDGX�XUþLWêPL�PDWHPDWLFNêPL�NULYNDPL�

8YDåXMPH� R� QHJUDGXRYDQêFK� KRGQRWiFK� qx ako o hodnotách pozostávajúcich

z�GYRFK�þDVWt���D�WR�VNXWRþQHM�KRGQRW\�ux a príslušnej chyby ex (tj. qx = ux + εx). Hlavným

FLH RP� JUDGXiFLH� MH� VDPR]UHMPH� HOLPLQRYD � QiKRGQp� FK\E\� QDMYLDF� DNR� VD� OHQ� Gi� D

]tVND �KODGN~�SRVWXSQRV �KRGQ{W�

V�VQDKH� HOLPLQRYD � QiKRGQp� FK\E\� E\� VPH� PDOL� ]DEUiQL  tzv. skresleniu

�GLVWRUWLRQ���WM��]DEH]SHþL �DE\�VD�QHHOLPLQRYDOL�DM�V\VWHPDWLFNp�FK\E\�� LQDN�SRYHGDQp�

DE\�VD�KODGNi�NULYND�Xå�QHY\KODG]RYDOD��0{åHPH�WR�GRVLDKQX �GYRPD�VS{VREPL�

1) SRXåLWtP�SRO\QRPLFNpKR�N ]DYpKR�SULHPHUX

2) SRVWXSQRX�DSOLNiFLRX�MHGQRGXFKêFK�N ]DYêFK�SULHPHURY
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2.1.1. ����.RQãWUXNFLD�N ]DYêFK�SULHPHURY�Y\URYQiYDQtP�~VHNX�UDGX
polynomickými krivkami.

Vychádzame z�WRKR�� åH� NDåGi� ÄUR]XPQi³� IXQNFLD� P{åH� E\ � DSUR[LPRYDQi

SRO\QyPRP�� %XGHPH� SRVWXSRYD � WDN�� åH� QDMSUY� Y\URYQiPH� YKRGQêP� SRO\QyPRP

prvých 2m + 1�þOHQRY�UDGX�D�SRXåLMHPH�KRGQRWX�WRKRWR�SRO\QyPX�Y bode t = m + 1 (tj.

v�VWUHGH�XYDåRYDQpKR�~VHNX��DNR�Y\URYQDQ~�KRGQRWX� ∧
+1mq  daného radu v tomto bode.

Potom pre získanie vyrovnanej hodnoty v bode t = m + 2 urobíme to isté

s pozorovaniami q2, ... ,q2m+2 DW �

Tento postup je ekvivalentný s�WêP�� åH� SUH� YêSRþHW� Y\URYQDQêFK� KRGQ{W

Y\WYiUDPH�OLQHiUQH�NRPELQiFLH��þOHQRY�S{YRGQpKR�UDGX�V�SHYQH�XUþHQêPL�NRHILFLHQWPL

DOHER�Y\WYiUDPH�N ]DYp�SULHPHU\�

9ãHREHFQH�P{åHPH�Y\URYQiYD �~VHN�G åN\�2m + 1 polynómom r-WpKR�VWXS D��D

WDN�]tVND �N ]DYp�SULHPHU\�G åN\��P�����D�VWXS D�U. Vyrovnaná hodnota ∧tq  v bode t je

lineárna kombinácia výrazov    ∑
−=

+

m

m
t

j q
τ

ττ s párnym j, lebo po algebraickej úprave je

to lineárna kombinácia hodnôt  qt-m, ... ,qt+m s�SHYQH�XUþHQêPL�NRHILFLHQWPL�Ki, ktoré sa

nazývajú�YiK\�N ]DYpKR�SULHPHUX�

9/$671267,�. =$9é&+�35,(0(529�

1) 6~þHW�YiK�N ]DYpKR�SULHPHUX�MH�URYQê�MHGQHM��WM�� 1=∑
i

iK

�DSOLNXMHPH� N ]DYê� SULHPHU� QD� UDG� NRQãWDQWQêFK� KRGQ{W�� D� SRWRP� Y\URYQDQRX

KRGQRWRX�PXVt�E\ �RSl �S{YRGQi�NRQãWDQWD�

2) Váhy sú symetrické okolo prostrednej hodnoty, tj. Ki = - K -i

(lebo vo výrazoch typu ∑
−=

+

m

m
t

j q
τ

ττ majú pre párne j� þOHQ\� τ−tq  a τ+tq

symetrické koeficienty)

3) Ak je r�SiUQH�þtVOR��WDN�N ]DYp�SULHPHU\�VWXS D�r a r+1 s rovnakou�G åNRX�2m+1

V~�WRWRåQp�
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2.1.2. ����3RVWXSQi�DSOLNiFLD�MHGQRGXFKêFK�N ]DYêFK�SULHPHURY

Definícia 2.1: Nech n MH� SULURG]HQp� þtVOR� qx� �� IXQNFLD� FHORþtVHOQpKR� DUJXPHQWX x.

Operátor sumácia [n] ��MH�GHILQRYDQê�Y] DKRP�

                   [ ]
2

1

2

3

2

1 ... −
−

−
−

−
−

+++= n
x

n
x

n
x

x qqqqn

Definícia 2.2: Centrálna diferencia prvého rádu  je definovaná nasledovne

2

1

2

1
−+

−=
xx

x qqqδ

Všeobecne diferencia k-teho rádu je definovaná ako

( )qq k
x

k 1−= δδδ

. ]DYê�SULHPHU�Q�KRGQ{W��3R]UL�>�@��P{åHPH�]DStVD �DNR

        
[ ] ( ) ( )( )

T
Q
Q

T
Q Q Q

T
[ [ [

∧ = = +
−

+
− −

+











�

�

� �

� �

� �

� �

�

�

� � � �

�

�

� �
� ��δ δ        (2.1)

NGH�SRG D�GHILQtFLH�����SUH 2. a 4. centrálnu diferenciu qx platí

            δ �

� �
�T T T T

[ [ [ [
= − ++ −

                                 δ �

� � � �
� � �T T T T T T

[ [ [ [ [ [
= − + − ++ + − −

1D�RGYRGHQLH� VXPDþQpKR� JUDGXDþQpKR�Y]RUFD� EROD� Y\XåLWi� KODGNRV � N ]DYpKR

SULHPHUX��9lþãLQD�]QiP\FK�Y]RUFRY�REVDKXMH�WUL�VXPDþQp�RSHUiWRU\�>�Q1 ], [ n2 ], [ n3 ] a

ãWYUWê� RSHUiWRU�� NWRUê� MH� OLQHiUQRX� NRPELQiFLRX� GYRFK� DOHER� YLDFHUêFK� VXPDþQêFK

operátorov.

6XPDþQê� JUDGXDþQê� Y]RUHF� ]ORåHQê� ]  postupne aplikovaných jednoduchých

N ]DYêFK� SULHPHURY� G åN\�ni� � UHVS�� LFK� OLQHiUQHM� NRPELQiFLH�PD[�� G åN\�m�Pi� SRG D

[10] tvar:

[ ][ ] [ ] [ ] x

m

j
jm

j
j

k

i
i

k
x qja

jan

nnn
q





















= ∑
∑∏ =

==

∧

1

11

21 ...
          �D�MH�G åN\�������� ( )∑

=

+=−+
r

i
i rnm

1

121
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Benjamin a Pollard [2] uvádzajú 12 takýchto vzorcov, niektoré z nich a ešte aj

DOãLH� PRåQR� QiMV � Y� >�@� D� >�@�� 1D� LOXVWUiFLX� XYiG]DPH� QLHNWRUp� QDMSRXåtYDQHMãLH

VXPDþQp�JUDGXDþQp�Y]RUFH�

SPENCER 21                  [ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }T T
[ [

∧ = + + −
� � �

���
� � � �

SPENCER 15               [ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ }T T
[ [

∧ = + −
� � �
���

� � � � �

WOOLHOUSE 15       [ ][ ][ ] [ ] [ ]{ }T T
[ [

∧ = −
� � �

���
�� � � �

KARUP 19              [ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ } xx qq 725233
625

555 −+=∧

LARUS 19             [ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ } xx qq 75573516
945

753 −++−=∧

WITTSTEIN 9          [ ][ ]
xx qq

25

55=∧

3RVOHGQê� Y]RUHF� MH� YODVWQH� GYDNUiW� SR� VHEH� DSOLNRYDQê� MHGQRGXFKê� N ]DYê� SULHPHU�� D

preto obsahuje skreslenie druhej diferencie.

1D� WR�� DE\� VPH� YHGHOL� Y\EUD � QDMYKRGQHMãt� Y]RUHF� SUH� QDãH� SRWUHE\�� PXVtPH

XUREL � NRPSOH[Q~� DQDOê]X� Y]RUFD�� NWRUi� SR]RVWiYD� ]� SRV~GHQLD�  nasledujúcich

charakteristík:

a) Skreslenie 2. a 4.diferencie (the second and  the fourth-difference distortion)

b) Rozsah vzorca (the range)

c) Chyby redukujúca sila vzorca (error-reducing power)

d) Vyhladzovacia sila vzorca (smoothing power)

e) Vlny odrezávajúce vlastnosti (wave-cutting properties)
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5R]REHUPH�VL�NDåGê�]R�VSRPHQXWêFK�ERGRY�SRGUREQHMãLH�

a)   Skreslenie 2. a 4.diferencie

$NR�VPH�Xå�VSRPHQXOL��SRVWXSQi�DSOLNiFLD�MHGQRGXFKêFK�N ]DYêFK�SULHPHURY�MH

MHGHQ� ]R� VS{VRERY� DNR� ]DEUiQL � VNUHVOHQLX�� WM�� QHHOLPLQRYD � V\VWHPDWLFNp� FK\E\�

9lþãLQD�VXPDþQêFK�JUDGXDþQêFK�Y]RUFRY�VD�VNODGi�] troch operátorov [ n1 ], [ n2 ],[ n3 ]

D�ãWYUWê�RSHUiWRU�MH�OLQHiUQRX�NRPELQiFLRX�GYRFK�DOHER�YLDFHUêFK�RSHUiWRURY��3RNLD �Xå

máme vybraté operátory   [ n1 ], [ n2 ], [ n3 ], posledný lineárne zostavený operátor

P{åHPH�]YROL �WDN��DE\�HOLPLQRYDO�VNUHVOHQLH���GLIHUHQFLH�

Príklad 2.1: �9\SRþtWDMPH�DNp�YH Np�VNUHVOHQLH�Y]QLNQH�SRXåLWtP�JUDGXDþQHM�PHWyG\

63(1&(5� ��� D� RYHUPH�� åH� WiWR� IRUPXOD� EROD� VNRQãWUXRYDQi� WDN�� DE\

neobsahovala skreslenie spôsobené 2.diferenciou.

             

[ ][ ][ ]� � �

� � �
�

�

�
�

�

�

�

���
� � � �

�

[ [
≡ + +



 + + +



δ δ δ δ ���

                                          ≡ + + +�
�
�

��
��

� �δ δ ���

[ ] [ ] [ ]{ }�
�

� � � � �
�
�

� �� �
�
�

�� �
�
�

� � �+ − ≡ + +



 − + + +













δ δ δ ���

                                                          ≡ − − +�
�
�

�
�

� �δ δ � � �

�7DNåH

 
[ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ }� � �

� � �
� � � � �+ − T

[
 =

= � ��� ��
�
�

��
��

� �+ + +δ δ � ��� ��
�
�

�
�

� �− − +δ δ  = xq...)
80

189
1( 4 ++ δ
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b)  Rozsah vzorca

5R]VDK� JUDGXDþQpKR� Y]RUFD� P{åHPH� GHILQRYD � DNR� SRþHW� QHJUDGXRYDQêFK

hodnôt q, SRWUHEQêFK� QD� YêSRþHW� MHGQRWOLYHM� JUDGXRYDQHM� KRGQRW\�� $YãDN� SRNLD � Pi

niektoré q QXORYê�NRHILFLHQW��WDN��VDPR]UHMPH�P{åH�E\ �UR]VDK�Y]RUFD�Ylþãt�

1D�WR��DE\�VPH�PRKOL�SUHVQH�XUþL �UR]VDK�Y]RUFD��QiP�SRP{åH�QDVOHGXM~FH�SUDYLGOR�

(i) =R� VXPDþQêFK� RSHUiWRURY� REVLDKQXWêFK� Y lineárne zostavenom operátore

Y\EHULHPH�QDMYlþãLH�ni

(ii)  K tomuto ni SULSRþtWDPH�þtVOR��NWRUp�]tVNDPH�DNR�V~þHW�KRGQ{W�ni -1 z�NDåGpKR

operátora [ ni ], nachádzajúceho sa mimo lineárne zostavený operátor

Príklad 2.2: ���9\SRþtWDMPH�UR]VDK�Y]RUFD��63(1&(5����

�L��QDMYlþãLH�Q �

             (ii) hodnoty n-1 z�NDåGpKR�RSHUiWRUD�>�Q�@�V~�QDVOHGRYQp����������

�������������6~þHW�YãHWNêFK�WêFKWR�KRGQ{W�MH����

.DåGê� VXPDþQê� Y]RUHF� UR]VDKX� �U���P{åHPH� ]DStVD � Y tvare jednoduchej explicitnej

formy:                          K0qx + K1(qx+1+qx-1) + ... + Kr(qx+r+qx-r)

$E\�VPH�]tVNDOL� UR]YRM� �H[SDQ]LX�� VXPDþQpKR�Y]RUFD��DSOLNXMHPH�GDQê�Y]RUHF

QD�VW SHF�SR]RVWiYDM~FL�] núl a jednej jednotky v strede.

Príklad 2.3: 2GYR PH�H[SOLFLWQê�WYDU�GDQpKR�JUDGXDþQpKR�Y]RUFD

Postup pri odvodzovaní explicitného vzorca pre metódu Spencer 15 je

znázornený v�QDVOHGXM~FHM�WDEX NH�
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Z�SRVOHGQpKR� VW SFD� WDEX N\� P{åHPH� Y\YRGL � H[SOLFLWQê� WYDU� XYDåRYDQpKR

VXPDþQpKR�JUDGXDþQpKR�Y]RUFD:

 T
[

∧ =
�
���

{74qx + 67 (qx+1 + qx-1) + 46 (qx+2 + qx-2) + 21 (qx+3 + qx-3)  +3(qx+4 + qx-4) -

5(qx+5 + qx-5) - 6(qx+6 + qx-6) - 3(qx+7 + qx-7 )  }

6~þHW�NRHILFLHQWRY�PXVt�E\ ����6~þHW�þtVHO�Y�SRVOHGQRP�VW SFL�WDEX Ny je však 320, lebo

VPH�Y\QHFKDOL�GHOHQLH�þtVORP�����DE\�VD�QiP� DKãLH�SRþtWDOR�

Poznámka: .H åH�WHQWR�VS{VRE�]iSLVX�H[SOLFLWQpKR�WYDUX�Y]RUFD�MH�GRV �]G KDYê��ERO

]DYHGHQê� MHGQRGXFKãt� ]iSLV�� SUL� NWRURP� SRXåtYDPH� OHQ� NRHILFLHQW\� Kj

�YL ��>�@���3RWRP

( ) ( )∑
=

−−+
∧ =++=

r

j
xrrjxjxjxx qKKKKqqKqKq

1
0110 ...,,,...,, .

ýLåH�]iSLV�Y]RUFD�63(1&(5���Pi�WYDU

 T
[

∧ =
�
���

(-3,-6,-5,3,21,46,67,74,..)qx, kde 74 je koeficient pri qx a

RVWDWQp�þOHQ\�VD�RSDNXM~�

[3]A 6B [5]A 3D A+C-E [4]F [4]G [5]H
A B C D E F G H I

-3
-6

-3 -5
-3 -3 3

1 3 -3 0 1 21
1 6 1 3 3 4 8 46

1 1 6 1 3 4 7 18 67
1 6 1 3 3 7 22 74

1 3 -3 4 18 67
0 8 46
-3 1 21

-3 3
-3 -5

-6
-3

�������7DEX ND����
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2VWDWQp�Y\ããLH�XYHGHQp�VXPDþQp�JUDGXDþQp�Y]RUFH�Y explicitnom tvare:

SPENCER 21    ( ) xx qq ...,60,57,47,33,18,6,2,5,5,3,1
350

1 −−−−−=∧
         

WOOLHOUSE 15        ( ) xx qq ...,25,24,21,7,3,0,2,3
125

1 −−=∧

WITTSTEIN 9 ( ) xx qq ...,5,4,3,2,1
25

1=∧

KARUP 19    ( ) xx qq ...,125,114,87,53,21,0,8,9,6,2
625

1 −−−−=∧

LARUS 19                    ( ) xx qq ...,169,159,130,89,46,10,11,17,13,5
945

1 −−−−=∧

Poznámka: $QDORJLFN\� SRXåLWtP� RSDþQpKR� SRVWXSX� P{åHPH� ]tVND � ] explicitného

tvaru vzorca jeho zápis v�WYDUH�VXPDþQêFK�RSHUiWRURY�

Poznámka: �3R]UL� >�@�� 1HPHFNi� ~PUWQRVWQi� WDEX ND� QD� URN\� ���������� �$'6W

�������� NWRU~� SRXåtYDOL� QHPHFNp� åLYRWQp� SRLV RYQH�� EROD� Y\URYQDQi

nasledujúcim spôsobom:

(i)  pre x = 0 a 1 1100 qqqq == ∧∧

(ii)  pre 2≤  x≤  25
 =∧

xq exp (-6,3845 - 0,043323u - 1,5908u2 - 0,64283u3 - 12,455u4 -

                14,789u5  -6,3829u6 -0,94560u7 )

         kde
10

25−= x
u

(iii)  pre 25≤  x ≤ 90 s
xx qq ∧∧ =

       kde s
xq∧ �MH�KRGQRWD�Y\SRþtWDQi�SRPRFRX�PHWyG\�63(1&(5���

(iv)  pre 90 < x ≤ 100

  =∧
xq 1 - exp [ - exp(-1,1166 + 0,80164u - 0,27543u2)]

   kde    
10

90−= x
u
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c)   Chyby redukujúca sila vzorca

$å�GRWHUD]� VPH�XYDåRYDOL� LED� R� WRP�� DNR� VXPDþQê� Y]RUHF� S{VREt� QD� ]iNODGQp

VNXWRþQp�KRGQRW\�EH]�VNUHVOHQt��-HGQRX�]�QDMG{OHåLWHMãtFK�~ORK�VXPDþQpKR�JUDGXDþQpKR

Y] DKX�MH�UHGXNRYD �FK\E\�^εx }.

Ak vzorec v explicitnej forme aplikujeme na pozorované dáta, nevyrovnané

chyby {εx } sa vyhladia a poskytnú nám vyrovnané chyby {εx
’}.

                          εx
’  = K0 εx + K1 (εx+1 + εx-1) + ... + Kr (εx+r + εx-r)

*UDGXDþQê� Y]RUHF� EXGH� YKRGQê� DNR� ÄRGVWUD RYDþ� FKêE³� YWHG\�� DN� ^εx
’`� EXG~� EOLåãLH

k nule ako hodnoty {εx`�� $E\� WR� EROR� VSOQHQp�� PXVt� E\ � YDULDQFLD� εx
’  menšia ako

variancia εx  ��8YDåXMPH��åH�^εx�`�V~�QH]iYLVOp�D�PDM~�VSRORþQ~�YDULDQFLX�σ2.

Potom platí:                   var (εx ) = σ2

                                      var (εx
’) = ( . . .

U�

�

�

� �� �+ + +���  ) σ2

Definícia 2.2:  Mieru sily, akou vzorec redukuje chyby, nám udáva φE index

(error-reducing index), ktorý je definovaný ako podiel štandardnej

odchýlky  εx
’  a štandardnej odchýlky εx .

                   φE = ( . . .
U�

�

�

� �� �+ + +���  )                                                 (2.2)

������������������ýtP�MH�φE index PHQãt��WêP�Pi�Y]RUHF�YlþãLX�VFKRSQRV �FK\E\�UHGXNRYD �

Príklad 2.4: 9\SRþtWDMPH�φE index pre vzorec SPENCER 15

               φE = 
�� � �� � �� � �� � � � � � � � �

���

� � � � � � � �

�

+ + + + − + − + − + −� � � �� � �� � �� � �� �

                  φE = 0,439
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d)   Vyhladzovacia sila vzorca

1D�SUYê�SRK DG�E\�VD�QiP�PRKOR�]GD ��åH�MH�WR�LVWp�DNR�VLOD�RGVWUD XM~FD�FK\E\�

OHER� þtP� FK\E\� EOLåãLH� N�QXOH�� WêP� MH� SRVWXSQRV � JUDGXRYDQêFK� KRGQ{W� KODGãLD�

3UHVYHGþPH�VD�YãDN�R�WRP��åH�MH�PHG]L�QLPL�UR]GLHO�

Ak si zobrazíme koeficienty K-r ... K0 ... Kr a postupne ich pospájame, získame

tzv. krivku koeficientov�� 3RNLD � MH� WiWR� NULYND� KODGNi�� WM�� NRHILFLHQW\� .j sa menia

SRVWXSQH��WDN�Y\URYQDQp�FK\E\�VD�WLHå�EXG~�PHQL �SRVWXSQH��3UHWRåH�VNXWRþQp�KRGQRW\

{ux`�PDM~�SUHGSRNODG�E\ �KODGNp��Y]RUHF��NWRUpKR�H[SOLFLWQê�WYDU�Pi�KODGN~�SRVWXSQRV

NRHILFLHQWRY��EXGH�SURGXNRYD �KODGN~�SRVWXSQRV �JUDGXRYDQêFK�KRGQ{W�

 φE index ]iYLVt�LED�RG�YH NRVWL�NRHILFLHQWRY�.j��9\KODG]RYDFLD�VLOD�VXPDþQpKR

Y]RUFD�RNUHP�YH NRVWL�NRHILFLHQWRY�.j závisí aj od ich poradia.

=Y\þDMQê� �VS{VRE�Y\ãHWURYDQLD�KODGNRVWL� MH�XYDåRYD � U{]QH�VWXSQH�GLIHUHQFLt� D

]DPHUD � VD� RE]YOiã � QD� ��GLIHUHQFLX�� *UDGXDþQê� Y]RUHF� Pi� GREU~� Y\KODG]RYDFLX

YODVWQRV �� DN� ��GLIHUHQFLD� Y\URYQDQêFK� KRGQ{W� ^εx
’`� MH� EOLåãLH� N nule ako 3.diferencia

hodnôt {εx�`�$E\�WR�EROR�VSOQHQp��PXVt�SODWL � ( )<′∆ x
3var ε ( )x

3var ε∆ .

Definícia 2.3:   Mieru vyhladzovacej sily vzorca nám udáva φS index (smoothing

index), ktorý je definovaný ako podiel štandardnej odchýlky ( )′∆ x
3ε  a

štandardnej odchýlky ( )x
3ε∆ � ]D� SUHGSRNODGX�� åH� ^εx } sú nezávislé a

PDM~�VSRORþQ~�YDULDQFLX��σ2. 

9LHPH��åH�            ∆� εx  = εx+3 - 3εx+2 + 3εx+1 - εx

              var (∆� εx ) =   σ2 + 9σ2 + 9σ2 + σ2 = 20σ2

Na to, aby sme zistili var( )′∆ x
3ε ��VL�SRG D�QDVOHGXM~FLFK�SUDYLGLHO�VNRQãWUXXMHPH

WDEX NX�

♦ SUYê� VW SHF� WDEX N\� EXGH� REVDKRYD � NRHILFLHQW\� .j z explicitného tvaru

JUDGXDþQpKR�Y]RUFD
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♦ GUXKê� VW SHF� ]tVNDPH� Y\QiVREHQtP� SUYpKR� VW SFD� þtVORP� ��� D� ]DStVDQtP

WHMWR�KRGQRW\�R�MHGQX�SR]tFLX�QLåãLH��R�MHGHQ�ULDGRN�

♦ WUHWt�VW SHF�MH�WDNê�LVWê�DNR�GUXKê��LEDåH�V�RSDþQêPL�]QDPLHQNDPL�D�]QRYD

SRVXQXWêPL�KRGQRWDPL�R�MHGQX�SR]tFLX�QLåãLH

♦ ãWYUWê� VW SHF� VD� � ]KRGXMH� V�SUYêP�� DOH� Pi� RSDþQp� ]QDPLHQND� D� hodnoty

]DStãHPH�R�WUL�SR]tFLH�QLåãLH

♦ KRGQRW\� GR� SLDWHKR� VW SFD� ]tVNDPH� VSRþtWDQtP� KRGQ{W� Y danom riadku

z�SUHGRãOêFK�VW SFRY

♦ ãLHVW\�VW SHF�GRVWDQHPH�DN�KRGQRW\�Y�SLDWRP�VW SFL�XPRFQtPH�QD�GUXK~

Variancia ( )∆�H
[
′ �MH�URYQi�V~þWX�KRGQ{W�ãLHVWHKR�VW SFD�Y\QiVREHQpPX�σ2.

7DNåH φS=
V~þHW VWOSFD�

��
�








                                      (2.3)

7LHWR�YêSRþW\�VL�YãDN�P{åHPH�]MHGQRGXãL �

a) 1DNR NR� MH�JUDGXDþQê�Y]RUHF� V\PHWULFNê�� DM� KRGQRW\�Y�SRVOHGQRP�VW SFL� WDEX N\

EXG~� V\PHWULFNp�� ýLåH� QiP� VWDþt� ]RVWURML � SUY~� SRORYLFX� WDEX N\� D� ]GYRMQiVREL

V~þHW�SRVOHGQpKR�VW SFD�

b) Koeficienty Kj� V~� ]ORPN\� WM�� SULURG]HQp� þtVOD� GHOHQp� URYQDNêP� SULURG]HQêP

PHQRYDWH RP��-H�MHGQRGXFKãLH�SRþtWD �V koeficientmi v�WYDUH�SULURG]HQêFK�þtVHO��D

QDNRQLHF� Y\GHOL � V~þHW� SRVOHGQpKR� VW SFD� WDEX N\� GUXKRX� PRFQLQRX� GDQpKR

PHQRYDWH D�

Príklad 2.5: 9\SRþtWDMPHφS index pre vzorec SPENCER 15:

                                                                                        φS =
( )��� ���

��

�

�
 = 0,0167

A B C D E F
-3 -3 9
-6 9 3 9
-5 18 -9 4 16
3 15 -18 3 3 9
21 -9 -15 6 3 9
46 -63 9 5 -3 9
67 -138 63 -3 -11 121
74 -201 138 -21 -10 100
67 -222 201 -46 0 0
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . 564

�����7DEX ND����
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e)   Vlny odrezávajúce vlastnosti vzorca

                 8YDåXMPH�WLHWR�GYH�NULYN\�NRHILFLHQWRY�

a)             b)

Prvá krivka stúpa strmo k�RVWUpPX� YUFKROX�� GUXKi� YãDN� VW~SD� YH PL� SRVWXSQH

k širokému plochému vrcholu.

3RXåLWLH� JUDGXDþQpKR�Y]RUFD� UHSUH]HQWRYDQpKR� SUYRX� NULYNRX� EXGH� ]QDPHQD �

åH� XERYROQi� QHJUDGXRYDQi� FK\ED� EXGH� PD � ]QDþQê� YSO\Y� QD� JUDGXRYDQp� KRGQRW\

QDFKiG]DM~FH�VD�EOt]NR�QHM��DOH�YH PL�PDOê�HIHNW�QD�RVWDWQp��7DNêWR�Y]RUHF�EXGH�PD

VNORQ� ORNDOL]RYD � YSO\Y� QD� FK\E\� D� YOQRYN\� Y negraduovaných chybách sa budú

RSDNRYD ��KRFL�Y menšom rozsahu ako pri graduovaných hodnotách.

�3RXåLWLH�Y]RUFD�UHSUH]HQWRYDQpKR�GUXKRX�NULYNRX�UR]ãtUL�HIHNW�QD�QHJUDGXRYDQp

FK\E\� QD� ãLUãLX� SORFKX�� D� SRWRP� EXGHPH�P{F � SRYHGD �� åH�Pi� GREUp� µZDYH� FXWWLQJ¶

vlastnosti.

Definícia 2.4: φw index (wave cutting index) JUDGXDþQpKR� Y]RUFD� MH� GHILQRYDQê� DNR

V~þHW�SLDWLFK�VWUHGQêFK�NRHILFLHQWRY�.j��$N�PiPH�SiUQ\�SRþHW�þOHQRY�

WDN�]REHULHPH�V~þHW�ãW\URFK�SURVWUHGQêFK�NRHILFLHQWRY�SOXV�QDVOHGXM~FL

z jednej alebo druhej strany

ýtP�MH�φw index menší, tým má daný vzorec lepšie ‘wave cutting’ vlastnosti.

Príklad 2.6: �����9\SRþtWDMPH�φw index pre vzorec SPENCER 15

     φw = �� �� �� �� ��
���

+ + + +
 = 0,9375
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*UDGXDþQp�Y]RUFH�V optimálnou silou redukcie chýb

$NR� VPH� Xå� VSRPHQXOL�� H[LVWXMH� QHNRQHþQH� YH D� JUDGXDþQêFK� Y]RUFRY� Y explicitnom

WYDUH��NWRUp�QHP{åX�E\ �RGYRGHQp�]R�VXPDþQpKR�Y] DKX�

8YDåXMPH�JUDGXDþQê�Y]RUHF�Y explicitnom tvare rozsahu (2r+1):

        K0qx + K1(qx+1+qx-1) + ... + Kr(qx+r+qx-r)                                                 (2.4)

kde                             . .
� M
+ =

=
∑� �

�M

U

       (2.5)

9]RUHF�������P{åHPH�SRXåL �QD�RGYRGHQLH�Y] DKX�SUH qx a q-x pomocou q0 :

           qx + q-x = {[ 2x+1] - [2x-1]} q0  = ( )�
�

��
� � � � �

�

+ + − +



[ [ [ Tδ δ ���

7HQWR�Y] DK�REVDKXMH�VNUHVOHQLH���GLIHUHQFLH�x2δ2q0��7R�]QDPHQi��åH�QD�WR��DE\

PDO�VXPDþQê�JUDGXDþQê�Y]RUHF�QXORYp�VNUHVOHQLH���GLIHUHQFLH�PXVt�SODWL �

          M .
M

M

U

�

�

�=
=

∑  (2.6)

$E\� VPH� ]RSWLPDOL]RYDOL� VLOX� UHGXNFLH� FKêE�� SRG D� >�@� SRWUHEXMHPH� PLQLPDOL]RYD

φ
(

�

za podmienok (2.5), (2.6).

 Tvrdenie: Minimalizácia druhej mocniny indexu redukcie chýb

22
1

2
0

2 2...2 rE KKK +++=φ  ]D� SRGPLHQRN� ������ D� ������ YHGLH� NX� N ]DYêP

priemerom s váhami  
( )

( )( )( ) ( )( )( )321212

15

321212

1333 22

++−
−

++−
−+=

rrr

j

rrr

rr
M.

Dôkaz:        =L 22
1

2
0 2...2 rKKK +++  λ+  ( ∑

=
−+

r

j 1

12
M�

.. ) γ+ (∑
=

r

j
jKj

1

2 )

     Podmienky prvého rádu majú tvar:

    02 0
0

=+=
∂
∂ λK
K

L
024 2 =++=

∂
∂

jK
K

L
j

j

γλ

                                           012
1

0 =−+=
∂
∂ ∑

=

r

j
jKK

L

λ ∑
=

==
∂
∂ r

j
jKj

L

1

2 0
γ
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Z toho vyplývD��åH� 02K−=λ .

 044 2
0 =+− jKK j γ (*)

044
1

2
0

1

=+− ∑∑
==

r

j

r

j
j jrKK γ

0
1

12 KK
r

j
j −=∑

=

( ) 0412
1

2
00 =+−− ∑

=

r

j

jrKK γ                ⇒

∑
−+= r

j

j

rK

2

0 )1)12((2γ

Do (*) dosadíme γ

0
)1)12((2

44 2

1

2

0
0 =−++−

∑
=

j
j

rK
KK r

j

j

                                   

     (2.7)

∑∑
∑

∑
==

=

=

−−+=
r

j

r

j
r

j

r

j
j j

j

rK
jKKj

1

4

1

1

2

0

1

2
0

2

2

)12(1

Z podmienky (2.6) dostávame 
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∑∑
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
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Dosadením K0�GR�Y] DKX��������D�SRXåLWtP�QDVOHGXM~FLFK�Y]RUFRY��SR]UL�>�@��VWU�����
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dostaneme pre Kj �Y] DK

( )
( )( )( ) ( )( )( )321212

15

321212

1333 22

++−
−

++−
−+=

rrr

j

rrr

rr
M. .

Dôsledok: φE =
( )

( )( )( )
� � � �

� � � � � �

�

�

�

�

U U

U U U
.

+ −
− + +









 =

          φS =
( )

( )( )( )
� �� �� �� �� ��

� � � � � � �

� � �U U U U

U U U

+ + + +
− + +

                  φw =
( )

( )( )( )
�� � � ��

� � � � � �
��� �

�

� �

U U

U U U
. .

+ −
− + +

= −

7DNp�V~�SRO\QRPLFNp�N ]DYp�SULHPHU\�G åN\ 2r + 1�D�VWXS D���D����NWRUp�SRSLVXMH�&LSUD

[3] v kap. 6. Ako príklad uYiG]DPH�IRUPXOX�G åN\��

          ( ) xx qq 3,12,17,12,3
35

1 −−=∧

3RO\QRPLFNp� N ]DYp� SULHPHU\� PDM~� W~� YêKRGX�� åH� LFK� PRåQR� GRSOQL � R� Y]RUFH� QD

Y\KODGHQLH�FHOpKR�UDGX��UHVS��DM�QD�SUHGSRYHGH�G åN\���

6FKRSQRV �JUDGXDþQpKR�Y]RUFD�UHGXNRYD �FK\E\�P{åHPH�Y\SRþtWD �DNR�SRGLHO

optimálneho φE indexu pre daný rozsah a φE indexu pre daný vzorec.

7DEX ND�����XYiG]D�YODVWQRVWL�Y]RUFRY�V optimálnou silou redukcie chýb:

               

                                                                                          Napríklad: SPENCER15

� ����
� ���

���
�
�

=                                                           
� ����
� ���

���
�
�

=

                                                                                       

r ΦE ΦS ΦW KO

5 0,6969 0,3174 1 0,4857
7 0,5773 0,194 1,1905 0,3333
9 0,5054 0,1418 1,0606 0,2554

11 0,4555 0,1124 0,9207 0,2075
13 0,4181 0,0935 0,8042 0,1748
15 0,3888 0,0801 0,7014 0,1511
17 0,3649 0,0702 0,6347 0,1331
19 0,3449 0,0624 0,5728 0,119
21 0,328 0,0563 0,5214 0,1076
23 0,3133 0,0512 0,4783 0,0981
25 0,3004 0,047 0,4258 0,902
27 0,289 0,0435 0,41 0,0835

��������7DEX ND����
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*UDGXDþQp�Y]RUFH�V optimálnou vyhladzovacou silou

Na to, aby sme zoptimalizovali vyhladzovaciu silu vzorca, potrebujeme

PLQLPDOL]RYD � φ
6

�

� ]D� SRGPLHQRN� ������� ������� 3RG D� [2] krivka koeficientov bude

SRO\QyP����VWXS D�D�SUH�JUDGXDþQê�Y]RUHF�UR]VDKX���U����SODWt�

            
( ){ }{ } ( ){ } ( ){ }

( )( )( )( ).
U L U L U L U L

U U U U UL
=

− − − + − − −
− − − −

��� � � � �� ��

� � � � � � � ��

� � � � � � �

� � � �

�

(IHNWtYQRV � Y\KODG]RYDFHM� VLO\� Y]RUFD� Y\SRþtWDPH� DNR� SRGLHO� φS indexu pre

daný rozsah a φS indexu pre daný vzorec.

9�WDEX NH��V~�XYHGHQp�YODVWQRVWL�Y]RUFRY�V optimálnou vyhladzovacou silou:

        7DEX ND����

Napríklad:  SPENCER 15

             
� ������
� ����

���
�
�

=

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
KO 0,559441 0,412587 0,33114 0,277945 0,240057 0,211541 0,189231 0,171127 0,156469 0,14406
K1 0,293706 0,293706 0,266557 0,238693 0,214337 0,193742 0,17639 0,161691 0,149136 0,138318
K2 -0,07343 0,058741 0,11847 0,141267 0,147356 0,145904 0,141112 0,134965 0,128423 0,121949
K3 -0,05874 -0,00987 0,035723 0,065492 0,082918 0,092293 0,096658 0,097956 0,097395
K4 -0,04072 -0,02679 0 0,024027 0,042093 0,54685 0,063038 0,068303
K5 -0,02786 -0,02786 -0,14134 0,002467 0,017475 0,029628 0,38933
K6 -0,01935 -0,0245 -0,01864 -0,00816 0,003119 0,01343
K7 -0,01373 -0,02037 -0,01897 -0,0129 -0,00495
K8 -0,00996 -0,0166 -0,01761 -0,01453
K9 -0,00738 -0,01346 -0,01569
K10 -0,00557 -0,01092
K11 -0,00428
ΦE 0,704474 0,597124 0,532297 0,486473 0,45146 0,423415 0,400219 0,38058 0,36365 0,348845
ΦS 0,263542 0,11466 0,058078 0,033066 0,020415 0,013384 0,009192 0,006551 0,004812 0,003626
ΦW 1 1,117481 1,101194 1,037865 0,963443 0,890833 0,824235 0,764578 0,711587 0,664594
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2.1.3.       Výhody a nevýhody neparametrických metód graduácie

����D�LFK�SRXåLWLH�Y programe STATGRAPHICS

*UDGXDþQp� Y]RUFH� VD� UR]YtMDOL� QDMPl� Y� ���� 6WRURþt� �6SHQFHURYD� IRUPXOD� EROD

publikovaná v�U�� ����� Y� >��@�� D� GRGQHV� VD� SRXåtYD� SUL� Y\KODG]RYDQt� �JUDGXRYDQt�

~PUWQRVWQêFK� WDEXOLHN�� ,FK� KODYQi� YêKRGD� �� MHGQRGXFKRV � YêSRþWRY� �VXPDþQp� Y]RUFH

obsahujú v�SRGVWDWH� LED� VþtWDQLH�� �� VD� GQHV� Xå� VWUiFD��PDM~� YãDN� GREUp� Y\KODG]RYDFLH

VFKRSQRVWL�D�RNUHP�WRKR�JUDGXDþQp�IRUPXO\�V~�OLQHiUQ\PL�RSHUiWRUPL�

1HYêKRGRX� YãDN� MH�� åH� NUDMQp� KRGQRW\� ]RVWiYDM~� QHY\URYQDQp� �PRåQR� YãDN

RGYRGL �IRUPXO\�DM�SUH�NUDMQp�KRGQRW\��YL ��[3]) a isté problémy s testovaním vhodnosti

Y\URYQDQLD�� POþN\� WRWLå� SUHGSRNODGDM~� URYQDNê� UR]SW\O� SUH� YãHWN\� ex. Akýmsi

]RYãHREHFQHQtP�N ]DYêFK�SULHPHURY�V~�MDGURYp�RGKDG\�

1DVOHGXM~FD� WDEX ND� XND]XMH� DNR� PRåQR� SRþtWD � N ]DYp� SULHPHU\� Y programe

STATGRAPHICS .

V procedúre MOVAVG ��MHGQRGXFKp�N ]DYp�SULHPHU\

WMOV �������MHGQRGXFKp�N ]avé priemery

- (2)  SPENCER 15

- (3)  SPENCER 21

- (4)  HENDERSON

�������YiK\�]DGDQp�XåtYDWH RP

SEASON ��MHGQRGXFKp�N ]DYp�SULHPHU\

               Zadáva sa                      Obmedzenie
  

MOVAVG ��SRþHW�ERGRY�QD�NDåGú stranu r                     r ≤ n/4

WMOV �������G åND�N ]DYpKR�SULHPHUX�2r + 1                        2r + 1 ≤ n/4

- (2)  2r + 1 = 15                             15 ≤ n

- (3)  2r + 1 = 21                             21 ≤ n

�������G åND�N ]DYpKR�SULHPHUX�2r + 1                        2r + 1 ≤ n/4

������G åND�N ]DYpKR�SULHPHUX��2r + 1) + váhy                        2r + 1 ≤ n/4

SEASON ��SRþHW�VH]yQ��2r alebo 2r + 1)

��G åND�N ]DYpKR�SULHPHUX�MH�2r + 1                     2(2r + 1) ≤ n

POZNÁMKA: Krajné hodnoty vyrovnáva iba MOVAVG.
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2.2. Graduácia pomocou matematického vzorca

V�WHMWR� þDVWL� VD� EXGHPH� YHQRYD � PHWyGH „fitovania pomocou matematickej

krivky“ �� 0DWHPDWLFNi� NULYND� P{åH� PD � QLHNHG\� VNORQ�� NWRUê� SUHGVWDYXMH� YãHREHFQê

Y]RUHF� IXQNFLH�� NWRU~� FKFHPH� JUDGXRYD �� 7DNiWR� NULYND� EXGH� VSRMLWi� D� KODGNi�� WDNåH

RWi]ND�QLH� MH�þL�GRVLDKQHPH�GRNRQDO~�KODGNRV ��DOH�þL�]YROHQê�VNORQ�NULYN\�Y\KRYXMH

SUH� GDQp� GiWD�� ÒVSHãQp� SRXåtYDQLH� WHMWR� PHWyG\� Y\åDGXMH� ]QDþQp� ]QDORVWL� DOHER

]RVWDYHQLH� UR]XPQêFK� � K\SRWp]� R� YãHREHFQRP� VNORQH� D� WYDUH�PQRåLQ\� SR]RURYDQêFK

KRGQ{W��NWRUp�PDM~�E\ �JUDGXRYDQp�

Benjamin Gompertz (1825) XNi]DO� QD� I\]LRORJLFNêFK� ]iNODGRFK�� åH� LQWHQ]LWD

úmrtnosti má rovnaký podiel v rovnakých vekových intervaloch. Pre intenzitu úmrtnosti

navrhol vzorec

                          x
x Bc=µ                                                          (2.8)

*RPSHUW]RY�Y]RUHF�SRXåLO�Makeham (1860), ktorý ho upravil na nasledujúci tvar

                                                             x
x BcA +=µ                                          (2.9)

Zaviedol konštantu A�D�H[SRQHQFLiOQH�UDVW~FX�]ORåNX�LQWHQ]LW\�~PUWQRVWL�QD�]G{UD]QHQLH

dvoch rozdielnych spôsobov úmrtia - náhodného a prirodzeného.

V roku 1932 Perks�QDYUKRO�QRYp�Y]RUFH��NWRUê�]Qi]RU XMH�QDMOHSãt�SRNXV�ILWRYD �NULYNX

SUH�FHOê�UR]VDK�WDEX N\�

                 µ
[ [

[

[
DOHERT

$ %F
'F

� � =
+
+�

         a         µ
[

[

[ [

$ %F

.F 'F
=

+
+ +− �

           (2.10)
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2.2.1. ���0HWyG\�RGKDGX�SDUDPHWURY�YR�Y]RUFRFK�SRXåtYDQêFK�QD
graduáciu

Metóda maximálnej vierohodnosti

2GKDG\� � PHWyGRX� PD[LPiOQHM� YLHURKRGQRVWL� PDM~� YH D� YêKRG�� D� SUHWR� V~

ãWDWLVWLNPL�ãLURNR�SRXåtYDQp��+ODYQê�SULQFtS�WHMWR�PHWyG\�QiP�KRYRUt��åH�SUH�Qiã�RGKDG

SDUDPHWURY� E\� VPH� PDOL� SRXåL � W~� KRGQRWX�� NWRUi� PD[LPDOL]XMH� YLHURKRGQRV

pozorovanej udalosti.

Ak Ex je vystavenie sa riziku vo veku x  a qx�MH�SUDYGHSRGREQRV �~PUWLD�YR�YHNX

[��SRWRP�SR]RURYDQê�SRþHW�~PUWt�Dx má binomické rozdelenie s parametrami Ex a qx.

Avšak úmrtia v�UR]OLþQêFK� YHNRYêFK� NDWHJyULiFK� Y pozorovaniach sú vzájomne

nezávislé.

9LHURKRGQRV �NRQNUpWQHKR�YêVWXSX�MH�SRG D�[2]GDQi�Y] DKRP

                            ∏ −






=

x

DE
x

D
x

x

x xxx pq
D

E
L                                                            (2.11)

kde Ex a Dx�V~�]QiPH��$N�SUHGSRNODGiPH��åH�SUDYGHSRGREQRV �~PUWLD�YR�YHNX�[��qx a

SUDYGHSRGREQRV � GRåLWLD� VD� YHNX� [�  px� VD� EXG~� ULDGL � NRQNUpWQ\P� PDWHPDWLFNêP

vzorcom, tak qx a px budú funkcie neznámych parametrov v danom vzorci (B a c

v Gompertzovom).

Odhady neznámych parametrov pomocou metódy maximálnej vierohodnosti sú

KRGQRW\��NWRUp�PD[LPDOL]XM~���������7LHWR�KRGQRW\�WLHå�PD[LPDOL]XM~�ORJDULWPXV�WRKRWR

výrazu t.j.

                      ( )∑ 







−++





=

x
xxxxx

x

x pDEqD
D

E
L lnlnlnln                               (2.12)

D�SUHWRåH�SUYê�þOHQ�SUDYHM�VWUDQ\� MH�]QiP\�D� IL[Qê��P{åHPH�SUHGSRNODGD ��åH�RGKDG\

parametrov sú tie hodnoty, ktoré maximalizujú výraz

                    ( )[ ]∑ −+=Λ
x

xxxxx pDEqD lnln                                               (2.13)

6\VWpP� URYQtF� SUH� RGKDG\� QH]QiP\FK� SDUDPHWURY� ]tVNDPH� SRORåHQtP� SUYêFK

parciálnych derivácii  výrazu Λ �SRG D�SDUDPHWURY��URYQêFK�QXOH��9êVOHGQp�URYQLFH�V~
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YãDN�GRV �NRPSOLNRYDQp�SUH�SUDNWLFNp�SRXåLWLH��D�SUHWR�VD�QD�RSWLPDOL]iFLX�Λ SRXåtYDM~

iné metódy.

Metóda najmenších štvorcov

���������3UHGVWDYPH� VL�� åH� FKFHPH� JUDGXRYD � GiWD� SRPRFRX� QDVOHGXM~FHKR� Y]RUFD

                              qx = F(x),                                                                            (2.14)

�NGH� )�[�� MH� GDQi� IXQNFLD� REVDKXM~FD� QH]QiPH� SDUDPHWUH� D�� E�� F����� 3UDYGHSRGREQRV

~PUWLD�]tVNDQ~�SR]RURYDQtP�R]QDþtPH� T
[

o ��+RGQRWD��NWRU~�EXGHPH�ÄILWRYD ³�SUH�GDQê

YHN� MH�)�[�� D� SDUDPHWUH� D�� E�� F�� ����PXVtPH�Y\EUD � WDN�� DE\� ÄILWRYDQi³� NULYND� EROD� þR

QDMEOLåãLH�N pozorovaným hodnotám { }T
[

o .

Dobrý „fit“ sme získali vtedy, ak sú všetky vzdialenosti medzi pozorovanými a

SUtVOXãQêPL�ÄILWRYDQêPL³�KRGQRWDPL�þR�QDMPHQãLH��.ULYND�]tVNDQi�QHYiåHQRX�PHWyGRX

QDMPHQãtFK�ãWYRUFRY�PLQLPDOL]XMH�V~þHW�ãWYRUFRY�WêFKWR�Y]GLDOHQRVWt�

                           [ ]T ) [
[

[

o −∑ � �
�

                                   (2.15)

Táto metóda pracuje správne, ak majú pozorované hodnoty T
[

o  rovnakú

YDULDQFLX��þR�MH�YãDN�Y�SUD[L�GRV �QHREY\NOp��3R]RURYDQLH�YR�YHNX�x� �P{åH�PD �PDO~

varianciu a pozorovanie vo veku y�P{åH�PD �SRPHUQH� YH N~� YDULDQFLX��7HQWR� MDY� VD

nazýva heteroscedasticita. V�WDNHMWR�VLWXiFLL�VD�Y\åDGXMH��DE\�ÄILWRYDQi³�NULYND�EROD�þR

QDMEOLåãLH� N bodu (x, T
[

o �� D� PRåQR� QLH� Då� WDN� EOt]NR� ERGX� �y, T \

o

). Na splnenie tejto

SRåLDGDYN\�SRWUHEXMHPH�PHWyGX��NWRUi�GiYD�Ylþãt�G{UD]�QD�SR]RURYDQLH� T
[

o  ako na T
\

o .

=D� WêPWR� ~þHORP� P{åHPH� QDVOHGRYQH� PRGLILNRYD � QHYiåHQ~� PHWyGX� QDMPHQãtFK

štvorcov.

Ak variancia pozorovania T
[

o  je proporcionálna k hodnote Z
[

−� , potom príslušná

krivka získaná YiåHQRX�PHWyGRX�QDMPHQãtFK�ãWYRUFRY minimalizuje výraz     

[ ]∑ −
2

)(xFqw xx
o  (2.16)
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{ }Z
[
V~� W]Y�� YiK\�� 9H Ni� YiKD� Y konkrétnom bode (zodpovedajúca malej variancii)

Y\~VWL�GR�ILWRYDQHM�NULYN\��NWRUi�EXGH�YH PL�EOt]NR�N tomuto bodu.

=iNODGQi� SUDYGHSRGREQRV � ~PUWLD� � qx je neznáma, a preto ju vo vzorci

nahradíme nejakou známou štandardizovanou hodnotou T
[

V

 (alebo hodnotou T
[

o ).

.H åH��Var( T
[

o )
x

x

E

q≈ ��WDN�YiåHQi�PHWyGD�QDMPHQãtFK�ãWYRUFRY�PLQLPDOL]XMH�YêUD]

                           [ ](

T
T ) [[

[

V [

[







 −∑ o � �

�

                                            (2.17)

alebo                  [ ](

T
T ) [[

[

[

[

o

o







 −∑ � �

�

                                                                  (2.18)

6\VWpP� URYQtF� SUH� RGKDG\� QH]QiP\FK� SDUDPHWURY� SRPRFRX� YiåHQHM� PHWyG\

najmenších štvorcov získame tak, ako pri metóde maximálnej vierohodnosti, a to

SRORåHQtP�SUYêFK�SDUFLiOQ\FK�GHULYiFLL�YêUD]RY��������DOHER���������SRG D�SDUDPHWURY�

rovných nule. Ak F(x) je lineárna v neznámych parametroch, potom získame lineárne

URYQLFH�� 1D� LFK� Y\ULHãHQLH� SRXåLMHPH� ãWDQGDUGQp� PHWyG\�� $N� MH� YãDN� WiWR� IXQNFLD

v neznámych parametroch nelineárna, dostaneme systém nelineárnych rovníc, ktoré sú

GRV �]ORåLWp�SUH�SUDNWLFNp�YêSRþW\�

$YãDN� YãHWN\� UR]VLDKOHMãLH� SRþtWDþRYp� V\VWpP\� PDM~� VRIWZDURYp� EDOtN\� QD

ÄILWRYDQLH³� NULYLHN� SRPRFRX� YiåHQHM� PHWyG\� QDMPHQãtFK� ãWYRUFRY�� 3UREOpP\

QHOLQHiUQHM� PHWyG\� VD� ULHãLD� LWHUDþQH� D� SRþtWDþRYê� SURJUDP� RE\þDMQH� Y\åDGXMH

SRþLDWRþQp� KRGQRW\� SUH� SDUDPHWUH�� 9 prípade Makehamovho vzorca obvykle c� OHåt

medzi 1,05 a 1,13, A a B� V~� RELGYH� PDOp� D� NODGQp�� 2E\þDMQH� MH� YKRGQp� SRþLDWRþQp

KRGQRW\�YROL �QDVOHGRYQH��$ ��������% ��������F �����

Minimálny χ-kvadrát

$NR� QD]QDþXMH� Qi]RY�� WiWR� PHWyGD� SUL� YKRGQRP� YêEHUH� SDUDPHWURY

minimalizuje testovaciu charakteristiku χ-kvadrát zhody medzi vyrovnanými hodnotami

a hodnotami získanými z pozorovaní. Na odhad parametrov pomocou tejto metódy sa

WDNWLHå�SRXåtYDM~�SRþtWDþRYp�DOJRULWP\�
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KTORÁ Z TROCH HORE UVEDENÝCH METÓD JE NAJVHODNEJŠIA?

1DNR NR�YãHWN\�WUL�PHWyG\�GiYDM~�SULEOLåQH�URYQDNê�YêVOHGRN��MH�YHFRX�RVREQHM

SUHIHUHQFLH��NWRU~�PHWyGX�VL�]YROtPH�SUH�QDãH�YêSRþW\�

Ak sú hodnoty { }(
[
Y\VRNp� SUL� NDåGRP� YHNX�� WDN� SRXåLMHPH� QRUPiOQX

DSUR[LPiFLX�ELQRPLFNêP�UR]GHOHQtP�D�IXQNFLD�YLHURKRGQRVWL�EXGH�PD �WYDU

             
( )

( )∏ 






 −−=
x xxx

xxx

xxx qpE

qED

qpE
L

2

2

1
exp

2

1

π
                                            (2.19)

3ULEOLåQp� ULHãHQLH� PHWyGRX� PD[LPiOQHM� YLHURKRGQRVWL� P{åHPH� ]tVND

QDKUDGHQtP�YDULDQFLH��SRþWX�]RPUHOêFK�YêUD]RP�(x T
[

V . Potom maximalizujeme výraz

           
( )
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









 −
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x
s
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xxx
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xx

qE

qED
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2
*

2

1
exp

2

1

π
.                                            (2.20)

Maximalizácii výrazu /
  je to ekvivalentná minimalizácia výrazu Λ
 , ktorá nám

SRVN\WQH�ULHãHQLH�YiåHQRX�PHWyGRX�QDMPHQãtFK�ãWYRUFRY�

             
( )

Λ
 =
−∑(

T T

T[

[ [

[

V

[

o

�

                                         (2.21)

(YHQWXiOQH�P{åHPH�ãWDQGDUGQ~�RGFKêONX� ( S T
[ [ [

�QDKUDGL �KRGQRWRX� xD , a

SRWRP�EXGHPH�PD[LPDOL]RYD

              
( )

∏










 −
−=

x xxx

xxx

x qpE

qED

D
L

2

**

2

1
exp

2

1

π
                                          (2.22)

Maximalizácia tohoto výrazu je ekvivalentná minimalizácii výrazu Λ


, ktorá

nám poskytne riešenie metódou minimálneho χ-kvadrátu.

     
( )

∑
−

=Λ
x xxx

xxx

qpE

qED 2

**        (2.23)
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2.3. Grafické metódy graduácie

*UDILFNi�PHWyGD�JUDGXiFLH�MH�QDMUR]ãtUHQHMãLH�SRXåtYDQi�WHFKQLND�JUDGXiFLH��-HM

YH NRX�SUHGQRV RX� MH� WR��åH� MH� MHGQRGXFKi�QD� UHDOL]iFLX� ãSHFLiOQ\FK�~ORK� D�SRVN\WXMH

QiP�GREUp�YêVOHGN\�DM�YWHG\��DN�PiPH�QHGRVWDWRþQp�~GDMH�

'HNUHPHQWQp� PLHU\� SRþtWDPH� ]�SUtVWXSQêFK� ~GDMRY� D� JUDILFN\� ]Qi]RU XMHPH

SRPRFRX� ERGRY�� 1DþUWQHPH� KODGN~� NULYNX�� NWRUHM� VNORQ� QD]QDþXMH� SRORKD� ERGRY�� þR

QDMEOLåãLH�N�GDQêP�ERGRP�WDN��DE\�VD�SULWRP�]DFKRYDOD�SRVWXSQRV �GDQêFK�PLHU��3RWRP

P{åHPH� ]�GDQHM� NULYN\� Y\þtWD � ÄY\KODGHQp³� GHNUHPHQWQp� PLHU\�� 3RVWXSQRV � WêFKWR

PLHU� P{åHPH� Y\OHSãL � SUHVN~PDQtP� D� ~SUDYRX� QLHNR NêFK� GLIHUHQFLL�� þtP� ]tVNDPH

KODGNRV � D� GREU~� SULOLHKDYRV � N dátam. Tento proces je známy ako HAND-

POLISHING.

1D� JUDGXiFLX� P{åHPH� SRXåL � ãWDQGDUGQp� WDEX N\�� NWRUp� QiP� QD]QDþLD

YãHREHFQê� VNORQ� GHNUHPHQWQêFK�PLHU� �SRP{åX� QiP� Y\EUD � WYDU� NULYN\��� '{OHåLWp� V~

KODYQH�~GDMH�QD�NRQFL�WDEX N\��NWRUp�EêYDM~�þDVWR�WDN�QHGRVWDWRþQp��åH�]tVNDQp�PLHU\�V~

RE]YOiã �QHVSR DKOLYp�D�NULYNX�PXVtPH�QDþUWQ~ �SRG D�SUHGFKiG]DM~FHKR�SR]RURYDQLD�

3UL�JUDILFNHM�JUDGXiFLL�~PUWQRVWQêFK�GiW�MH�YKRGQp�]D]QDþL �GR�JUDIX�DM������Qê

LQWHUYDO� VSR DKOLYRVWL� SUH� SR]RURYDQp� KRGQRW\� SUL� NDåGRP� YHNX�� 3UL� SRþtWDQt� WêFKWR

KUDQtF�RE\þDMQH�QHSRWUHEXMHPH�~SOQ~�SUHVQRV ��SUHWRåH�LFK�SRXåLMHPH�OHQ�DNR�SULEOLåQp

ÄYRGtWNR³��=D�SUHGSRNODGX��åH�SRþHW�~PUWt�Y�NDåGRP�YHNX�QLH�MH�PHQãt�DNR����������Qê

LQWHUYDO�VSR DKOLYRVWL�]tVNDPH�SRG D�Y]RUFD

                                                  
x

x
x E

D
q

2
±o                     (2.24)

Spojnice pozorovaných hodnôt s príslušnou hornou a dolnou hranicou nám

SRVO~åLD� DNR� SRP{FND� SUL� NUHVOHQt� KODGNHM� NULYN\� SUH� JUDGXiFLX�� +ODGNi� NULYND� E\

QHPDOD� � SUHþQLHYD � KUDQLFH� LQWHUYDOX� VSR DKOLYRVWL� YLDFNUiW� DNR� UD]� ]D� ��� SR]RURYDQt

(tj. 5% hodnôt).
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3. 7(6729$1,(�9+2'1267,�328ä,7,$�8ä�(;,678-Ò&(-
7$%8 .<

1D�YêEHU�]iNODGX�SUH�GHPRJUDILFNp�YêSRþW\�PiPH�GYH�PRåQRVWL�

1. �SUHY]LD �SUtVOXãQ~�ãWDQGDUGQ~�WDEX NX�]D�]iNODG

2. �VNRQãWUXRYD �QRY~�ãSHFLDOQX�WDEX NX

3UL� SRXåLWt� Xå� H[LVWXM~FHM� WDEX N\� PXVtPH� YãDN� RYHUL �� þL� ~GDMH� ]tVNDQp

�]� MHGQRWOLYêFK� ~PUWQRVWQêFK� SR]RURYDQt� P{åHPH� SRNODGD � ]D� SRFKiG]DM~FH

�]�SRSXOiFLH��NWRUHM�SUDYGHSRGREQRVWL�~PUWLD�Xå�EROL�VSUiYQH�XUþHQp��1D�RYHUHQLH�WHMWR

VNXWRþQRVWL� EROR� QDYUKQXWêFK� QLHNR NR� WHVWRY�� ]� NWRUêFK� QDMSRXåtYDQHMãt� MH�χ-kvadrát

test.

χ-KVADRÁT TEST

7HQWR�WHVW�VD�SRXåtYD�QD�WHVWRYDQLH�QXORYHM�K\SRWp]\

H0�� SR]RURYDQp� KRGQRW\� P{åHPH� SRNODGD � ]D� KRGQRW\� SRFKiG]DM~FH� ] populácie

�V�GDQêPL��SUDYGHSRGREQRV DPL�~PUWLD�{qx}

Za platnosti  nulovej hypotézy  platí:    Dx ≈ bin (Ex , qx)

=D� SUHGSRNODGX�� åH� VWUHGQi� KRGQRWD� SRþWX� ]RPUHOêFK� (xqx� QLH� MH� YH PL�PDOi�

rozdelenie Dx� MH� SULEOLåQH� QRUPiOQH� VR� VWUHGQRX� KRGQRWRX�(�'x) = Exqx a varianciou

Var (Dx) = Exqxpx . Potom

                                               
( )

( )∑ 








 −=
x x

xx

DVar

DED
2

2χ                         (3.1)

má χ-kvadrát rozdelenie s n�VWXS DPL�YR QRVWL��NGH�n MH�SRþHW�MHGQRWOLYêFK�YHNRY�DOHER

vekových skupín. H0 zamietame, ak hodnota padne nad 95%-ný kvantil χ-kvadrát

rozdelenia.

Výraz    
( )

( )x

xx

DVar

DED −
����QD]êYDPH� 7$1'$5',=29$1È�2'&+é/.$�
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Nedostatky χ-kvadrát testu

$M� YWHG\�� NH � χ�NYDGUiW� WHVW� SRXND]XMH� QD� GREU~� SULOLHKDYRV � N� ãWDQGDUGQHM

WDEX NH��SRGUREQp�Y\ãHWURYDQLH� MHGQRWOLYêFK� RGFKêOLHN� QLHNHG\� RGKDOt� YiåQH� UR]GLHO\

PHG]L�]tVNDQêPL�KRGQRWDPL�D�KRGQRWDPL�]R�ãWDQGDUGQHM�WDEX N\��.H åH�ãWDWLVWLFNê�WHVW

������ REVDKXMH� V~þHW� ãWYRUFRY� ãWDQGDUGL]RYDQêFK� RGFKêOLHN� SUH� MHGQRWOLYp� YHNRYp

NDWHJyULH��QLHNHG\�]O\KiYD�SUL�RGKD RYDQt��

A) H[LVWHQFLH�QLHNR NêFK�YH PL�YH NêFK�RGFKêOLHN�Y\YiåHQêFK�YH NêP�SRþWRP

malých odchýliek

B) YH NêFK�NXPXODWtYQ\FK�RGFKêOLHN�Y�þDVWL�DOHER�Y�FHORP�YHNRYRP�LQWHUYDO

C) YH NêFK�NODGQêFK�DOHER�]iSRUQêFK�RGFKêOLHN�Y�þDVWL�DOHER�Y�FHORP�YHNRYRP

intervale

D) nadmerného zoskupovania odchýliek rovnakého znamienka

3UHWR� P{åHPH� SRYHGD �� åH� DM� NH � WHQWR� WHVW� SRVN\WXMH� YKRGQp� SRURYQDQLH

]tVNDQêFK� KRGQ{W� D� KRGQ{W� ãWDQGDUGQHM� WDEX N\�� DOãLH� WHVW\� V~� QHY\KQXWQp�� 0\� VD

SRVWXSQH�]DPHULDPH�QD�ãHV �WDNêFKWR�WHVWRY�

Test individuálnych štandardizovaných odchýliek

7HQWR� WHVW� VD� SRXåtYD� QD� RGVWUD RYDQLH� QHGRVWDWNRY� W\SX� $�� 1DãRX� ~ORKRX� MH

SR]RURYD �� þL� YLDF� DNR� ��� ãWDQGDUGL]RYDQêFK� RGFKêOLHN� QHSUHVDKXMH� �� Y� DEVRO~WQHM

hodnote.

3RG D� QRUPiOQHKR� UR]GHOHQLD� RþDNiYDPH�� åH� SHUFHQWi� ãWDQGDUGL]RYDQêFK

RGFKêOLHN� OHåLD�Y� LQWHUYDORFK� ��∞,-3), (-3,-2), (-2,-1), (-1,0), (0,1), (1,2), (2,3), (3,∞) a

majú hodnotu 0%, 2%, 14%, 34%, 14%, 2%, 0%. Hodnoty štandardizovaných

RGFKêOLHN�� NWRUp� SDGQ~� GR� WêFKWR� LQWHUYDORY�� PXVtPH� SRURYQD � V� RþDNiYDQêPL

KRGQRWDPL��QDSUtNODG�SRPRFRX�Xå�VSRPtQDQpKR�χ2-kvadrát testu.

3RFK\EQRVWL�R�YKRGQRVWL�ãWDQGDUGQHM�~PUWQRVWQHM�WDEX N\�EXGHPH�PD �YWHG\��DN

UR]VDK�ãWDQGDUGL]RYDQêFK�RGFKêOLHN�EXGH�YH PL�YH Nê��DOHER�LFK�UR]GHOHQLH�EXGH�PD

nenulovú strednú hodnotu.
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Test absolútnych odchýliek

3UDYGHSRGREQRV ��åH�QRUPiOQH� UR]GHOHQi�QiKRGQi�SUHPHQQi� OHåt�PHG]L� ����� D

���� MH� VNRUR� SUHVQH� ����� =� WRKR� Y\SOêYD�� åH� SULEOLåQH� SRORYLFD� DEVRO~WQ\FK� KRGQ{W

ãWDQGDUGL]RYDQêFK�RGFKêOLHN�E\�PDOD�E\ �PHQãLD�DNR�����D�SRORYLFD�YlþãLD�

Ak máme n� YHNRYêFK� NDWHJyULL�� WDN� SRþHW� KRGQ{W� N absolútnych hodnôt

štandardizovaných odchýliek presahujúci 2/3, bude binomická náhodná premenná s

parametrami n a 1/2.

1D�QHYKRGQRV �SRXåLWLD�ãWDQGDUGQHM� WDEX N\�QiP�SRXNiåH�IDNW��DN�N padne do

oblasti vrchných 5% binomického (n, 1/2) rozdelenia.

Pre n>��� P{åHPH� SRXåL � DSUR[LPiFLX� ELQRPLFNpKR� UR]GHOHQLD� QRUPiOQ\P�

3ULPHUDQRV � ãWDQGDUGQHM� WDEX N\� EXGH� VSRFK\EQHQi�� DN� � KRGQRWD T
N n

n
= −2

 padne

nad  95%-ný kvantil normálneho rozdelenia (tj. ak T > 1,64) .

Tento test podobne ako predchádzajúci odhalí nedostatky typu A.

Test kumulatívnych odchýliek

Kumulatívna odchýlka pre vek x1 a x2 má tvar ( )∑ −=
2

1

x

x
xxx qEDY .

-H�WR�QRUPiOQH�UR]GHOHQi�QiKRGQi�YHOLþLQD�VR�VWUHGQRX�KRGQRWRX�(�<�� ���D�YDULDQFLRX

( )Var Y E q px x x
x

x

= ∑
1

2

��3RXåLWLH�ãWDQGDUGQHM�WDEX N\�P{åHPH�SRYDåRYD �]D�QHYKRGQp��DN

DEVRO~WQD� KRGQRWD� NXPXODWtYQHM� RGFKêON\� � FHOHM� WDEX N\� MH� YlþãLD� DNR� GYRMQiVRERN

GUXKHM�RGPRFQLQ\�YDULDQFLH��DOHER�NXPXODWtYQH�RGFKêON\�]�U{]Q\FK�þDVWt�WDEX N\�PDM~

vysokú absolútnu hodnotu.

7HVW�RGKD XMH�QHGRVWDWN\�W\SX�%�
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Znamienkový test

9]K DGRP� QD� +0� V~� RGFKêON\� SR]RURYDQêFK� D� RþDNiYDQêFK� ~PUWt� QH]iYLVOp�

normálne rozdelené náhodné premenné. Znamienka jednotlivých odchýliek sú preto

nezávislé a rovnako pravdepodobné je + aj -.

 Ak máme n� YHNRYêFK� LQWHUYDORY� D� RYHURYDQLH� ]tVNDQHM� KRGQRW\� RGKDOt� YH PL

SR]LWtYQX� DOHER� YH PL� QHJDWtYQX� RGFKêONX�� QXORY~� K\SRWp]X� ]DPLHWQHPH�� DN� SRþHW

pozitívnych odchýliek padne nad 97,5%-ný alebo pod 2,5%-ný kvantil binomického

(n,1/2) rozdelenia.

Pre n >� ��� P{åHPH� RSl � SRXåL � DSUR[LPiFLX� QRUPiOQ\P� UR]GHOHQtP�� $N

hodnota T
N n

n
= −2

 padne nad 97,5%-ný alebo pod 2,5%-ný kvantil normálneho

rozdelenia

(tj. T  > 1,96), tak nulovú hypotézu zamietneme.

7HVW�RGKD XMH�QHGRVWDWN\�W\SX�&�

Stevensov test pre zoskupovanie znamienok

3RþHW� NODGQêFK� D� ]iSRUQêFK� RGFKêOLHN� P{åHPH� RKRGQRWL � SRG D

]QDPLHQNRYpKR� WHVWX�� DOH� SUHGVD� OHQ� E\� VPH� PDOL� SRFK\ERYD � R� YKRGQRVW� SRXåLWD

ãWDQGDUGQHM�WDEX N\��DN�SRþHW�VNXStQ�V�NODGQêPL�]QDPLHQNDPL��D�WHGD�DM�VR�]iSRUQêPL�

MH�PDOê��þLåH�G åND�ÄEHKRY³�NODGQêFK�D�]iSRUQêFK�]QDPLHQRN�MH�YH Ni�

0{åHPH�UR]GHOL �SRþHW�n1 kladných znamienok do t�QHSUi]GQ\FK�VNXStQ��3RþHW

PRåQRVWt�DNR�VD�WR�Gi�XUREL �MH�
n

t
1 1

1

−
−







 . Ak máme n2 záporných znamienok, potom n2-

1�MH�SRþHW�PRåQêFK�SR]tFLt�SUH�t�NODGQêFK�VNXStQ�D�SRþHW�PRåQRVWt�DNR�UR]GHOL �t pozícií

je
n

t
2 1+






 �� &HONRYê� SRþHW� PRåQRVWt� DNR� XVSRULDGD � n1 kladných a n2 záporných

znamienok je 
n n

n
1 2

1

+





 �� � � ]� þRKR� P{åHPH� Y\YRGL �� åH� SUDYGHSRGREQRV � ]tVNDQLD� t

kladných zoskupení je
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n

t

n

t

n n

n

1 2

1 2

2

1

1

1−
−









+







+







�þR�P{åHPH�]DStVD �DNR������

n

t

n

n t

n n

n

1 2

2

1 2

2

1

1

1

1

−
−









+
+ −









+







                                                  (3.2)

-H�WR�K\SHUJHRPHWULFNi�SUDYGHSRGREQRV �YR�IRUPH�

A

a

B

b

A B

a b
















+
+









.

3UHGSRNODGDMPH�� åH� QDãH� SR]RURYDQLH� Pi� g kladných zoskupení.

3UDYGHSRGREQRV �� åH� ]tVNDPH� g NODGQêFK� ]RVNXSHQt�� GRVWDQHPH� VSRþtWDQtP

výrazu (3.2) pre t≤J��$N�WiWR�SUDYGHSRGREQRV �EXGH�PHQãLD�DNR������ ��EXGHPH�PD

]QDþQp� SRFK\EQRVWL� R� YKRGQRVWL� SRXåLWLD� ãWDQGDUGQHM� WDEX N\�� SUH� QDGPHUQp

zoskupovanie znamienok.

Okrem prípadov, ak n1  a n2 � V~� YH PL� PDOp�� SRþtWDQLH� SRG D� ������ MH� YH PL

]G KDYp� 0{åHPH� SRXåL � K\SHUJHRPHWULFNp� WDEX N\�� 6WUHGQi� KRGQRWD� D� YDULDQFLD

K\SHUJHRPHWULFNpKR� UR]GHOHQLD� V~� ]QiPH� D� MH� PRåQp� RGYRGL �� åH� VWUHGQi� KRGQRWD� D

YDULDQFLD�SRþWX�SR]LWtYQ\FK�]RVNXSHQt�MH�

                    () ( )
E

n n

n n
. =

+
+

1 2

1 2

1
                                    () ( )

( )
Var

n n

n n
. =

+
1 2

2

1 2

3

6WHYHQVRY� WHVW� SRWRP�P{åHPH�XUREL �SULEOLåQêP�SRURYQDQtP�KRGQRW\�
()[ ]
()

G
g E

Var
=

− .

.

s dolným 5% intervalom normálneho rozdelenia.

7HVW�RGKD XMH�QHGRVWDWN\�W\SX�'�
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Binomický test zmeny znamienka

3RþHW�]QDPLHQNRYêFK�]PLHQ�Y�SRVWXSQRVWL�n odchýliek má binomické rozdelenie

V� SDUDPHWUDPL� �Q��������� 6NORQ� RGPLHWQX � ãWDQGDUGQ~� WDEX NX� EXGHPH�PD � YWHG\�� DN

SRþHW� ]QDPLHQNRYêFK� ]PLHQ� SDGQH� SRG� ���Qê� NYDQWLO� ELQRPLFNpKR� �Q�������

rozdelenia.

Pre n-1>���SRXåLMHPH�DSUR[LPiFLX�QRUPiOQ\P�UR]GHOHQtP��âWDQGDUGQ~�WDEX NX

zamietneme, ak hodnota  S
N n

n
= − +

−
2 1

1
 padne pod 5%-ný kvantil normálneho

rozdelenia (tj. ak S < -1,64).

.H åH� DM� WHQWR� WHVW� RGKD XMH� QHGRVWDWN\� W\SX� '�� REMDVQLPH� VL� UR]GLHO� PHG]L

Stevensovým testom pre zoskupovanie znamienok a binomickým znamienkovým

testom. Stevensov test je navrhnutý na odhalenie zoskupení. Tento test nedáva

dôveryhodný výsledok napríklad s 39-timi zápornými a jedným kladným znamienkom.

%LQRPLFNê�]QDPLHQNRYê�WHVW�GiYD�YH PL�GREUp�YêVOHGN\�DM�]�WDNêFKWR�GiW��6NXSLQD����

ich pozitívnych znamienok medzi 20-mi zápornými a 20-mi kladnými znamienkami

EXGH�QD�GUXKHM�VWUDQH�GiYD �Yê]QDPQp�YêVOHGN\�SUH�6WHYHQVRY�D�QLH�SUH�ELQRPLFNê�WHVW�
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4. PRÍKLADY

V práci [12] je opísaný postup konštrukcie úmrtnostných tabuliek, ktorý

SRXåtYDO�)6Ò�D�Y�V~þDVQRVWL�SRXåtYD�âÒ�65��3RG D�WRKRWR�SRVWXSX�VD�QDMSUY�RGSRU~þD

k�RGVWUiQHQLX� QiKRGQêFK� YêN\YRY� XUREL � Y rozmedzí od 4 do 83 rokov vyrovnanie

N ]DYêPL�SULHPHUPL�SRG D�Y]RUFD

( ) ( ) ( )( )332211 304590105
315

1
+−+−+−

∧ +−++++= xxxxxxxx qqqqqqqq        (4.1)

D�GYRMQiVREQêP�RSDNRYDQtP�SRVWXSQêFK�LQWHUSROiFLt���VWXS D��9R�YHNX�]KUXED�QDG���

URNRY� VD� YSO\YRP� UêFKOH� UDVW~FHM� ~PUWQRVWL� ]QDþQH� ]PHQãXM~� V~ERU\� åLM~FLFK� D� WDN

dochádza k�YH NêP�QHSUDYLGHOQRVWLDP��3UHWR�SUH�Y\ããLH�URþQtN\�SRXåLMHPH�H[WUDSoláciu

KRGQ{W� SUDYGHSRGREQRVWL� GRåLWLD� px Gompertz-Makehamovou formulou. Metódou

King-Hardyho sú stanovené hodnoty a, b, c z intervalov 60-67, 68-75, 76-83 rokov a

SRXåLWp�SUH�LQWHUYDO�GR�����URNRY�Då�RG�YHNX�V najmenšou diferenciou.

2]QDþPH� VL� H[WUDSRORYDQp� KRGQRW\� ri�� 9\SRþtWDPH� LFK� SRG D� QDVOHGXM~FLFK

Y] DKRY�

                  
( )1−+=
iBCA

i er (4.2)

 8 8CC =             (4.3)

  
( )( )

( )260 18

121

−
−−=

CC

RRC
B             (4.4)

           8:
18

12
1 





−

−−=
C

RR
RA             (4.5)

         
12

23
8

RR

RR
C

−
−=       (4.6)

         ∑
=

=
67

60

ln1
i

ipR                          (4.7)

         ∑
=

=
75

68

ln2
i

ipR             (4.8)
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                       ∑
=

=
83

76

ln3
i

ipR            (4.9)

3RWRP�RG�YHNX����Då����URNRY�Y\SRþtWDPH�GLIHUHQFLH�PHG]L�KRGQRWDPL�pi a ri a

extrapolované hodnoty ri SRWRP�SRXåLMHPH�RG�YHNX�V najmenšou diferenciou.

7êPWR�SRVWXSRP�Y\SRþtWDPH�~PUWQRVWQ~�WDEX NX�SUH�65�]D�URN������SUH�PXåRY

a porovnáme s údajmi ŠÚ SR.

Príklad 4.1.: .RQãWUXNFLD� ~PUWQRVWQHM� WDEX N\� D� MHM� JUDGXiFLD� SRPRFRX� JUDGXDþQHM

metódy ŠÚ SR

$NR� YVWXSQp� LQIRUPiFLH� QD� VNRQãWUXRYDQLH� ~PUWQRVWQHM� WDEX N\� SRWUHEXMHPH

~GDMH�R�VWUHGQRP�VWDYH�RE\YDWH VWYD�D�SRþWH�]RPUHOêFK�Y daných vekových skupinách.

3RXåLMHPH� ~GDMH� ]D� 65� ]D� URN� ������ NWRUp� QiP� SRVN\WRO� âÒ� 65� D� VNRQãWUXXMHPH

WDEX NX�SRVWXSRP�RStVDQêP�Y�þDVWL�����

            Obr. 4.1.  Nevyrovnané hodnoty qx      Obr. 4.2.   Vyrovnané hodnoty qx

����

����

����

����

����

����

����

� �� �� �� ���

YHN�[

T[

����

����

����

����

����

����

����

����

� �� �� �� ���

YHN�[

T[
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vek x Px Dx qx lx dx Lx Tx ex

0 30192 285 0,009358 100000 936 99139 6875266 68,75

1 30695 24 0,000782 99064 77 99025 6776127 68,40

2 32258 13 0,000403 98987 40 98967 6677101 67,45

3 35364 15 0,000424 98947 42 98926 6578134 66,48

4 37484 16 0,000394 98905 39 98885 6479209 65,51

5 38642 16 0,000362 98866 36 98848 6380323 64,54

6 39669 12 0,000300 98830 30 98815 6281475 63,56

7 39673 6 0,000265 98801 26 98787 6182660 62,58

8 40368 12 0,000212 98774 21 98764 6083872 61,59

9 41254 11 0,000227 98753 22 98742 5985108 60,61

10 42228 6 0,000249 98731 25 98719 5886366 59,62

11 43872 14 0,000235 98706 23 98695 5787648 58,64

12 44810 12 0,000295 98683 29 98669 5688953 57,65

13 45270 15 0,000373 98654 37 98636 5590284 56,67

14 45720 22 0,000390 98617 39 98598 5491649 55,69

15 45773 21 0,000483 98579 48 98555 5393051 54,71

16 46268 24 0,000617 98531 61 98501 5294496 53,73

17 47808 39 0,000747 98470 74 98434 5195995 52,77

18 48739 48 0,000957 98397 94 98350 5097561 51,81

19 48778 50 0,001084 98303 107 98249 4999212 50,86

20 48762 62 0,001202 98196 118 98137 4900962 49,91

21 48047 55 0,001245 98078 122 98017 4802825 48,97

22 47401 66 0,001225 97956 120 97896 4704808 48,03

23 46061 50 0,001237 97836 121 97775 4606913 47,09

24 43480 48 0,001092 97715 107 97661 4509137 46,15

25 41145 51 0,000993 97608 97 97560 4411476 45,20

26 69475 42 0,000964 97511 94 97464 4313916 44,24

27 38299 47 0,001039 97417 101 97367 4216452 43,28

28 36880 41 0,001210 97316 118 97257 4119085 42,33

29 36201 59 0,001617 97198 157 97120 4021828 41,38

30 37011 64 0,001711 97041 166 96958 3924709 40,44

31 28245 57 0,001782 96875 173 96789 3827751 39,51

32 39585 60 0,001772 96702 171 96617 3730962 38,58

33 40194 70 0,001765 96531 170 96446 3634346 37,65

34 39335 80 0,001843 96361 178 96272 3537900 36,72

35 39151 78 0,002212 96183 213 96077 3441628 35,78

36 39995 100 0,002490 95970 239 95851 3345551 34,86

37 40076 119 0,002707 95731 259 95602 3249701 33,95

38 40761 118 0,003046 95472 291 95327 3154099 33,04

39 42383 133 0,003274 95181 312 95025 3058772 32,14

40 43228 165 0,003644 94870 346 94697 2963747 31,24

41 43202 171 0,004023 94524 380 94334 2869050 30,35

42 42744 198 0,004603 94144 433 93927 2774716 29,47

43 42266 199 0,004804 93710 450 93485 2680789 28,61

44 41984 245 0,005433 93260 507 93007 2587304 27,74

45 41402 216 0,006019 92753 558 92474 2494298 26,89

46 39944 295 0,006637 92195 612 91889 2401823 26,05

47 37117 268 0,007327 91583 671 91248 2309934 25,22

48 34966 279 0,008473 90912 770 90527 2218687 24,40

49 33746 320 0,009163 90142 826 89729 2128160 23,61

50 30428 324 0,010307 89316 921 88856 2038431 22,82

51 26607 290 0,011425 88395 1010 87890 1949575 22,06

52 25686 325 0,012519 87385 1094 86838 1861685 21,30

53 25366 353 0,013934 86291 1202 85690 1774847 20,57

54 24197 368 0,015251 85089 1298 84440 1689157 19,85

55 23759 394 0,015987 83791 1340 83122 1604716 19,15

56 23546 390 0,016872 82452 1391 81756 1521595 18,45

57 22545 395 0,018019 81061 1461 80330 1439839 17,76

58 21105 422 0,020067 79600 1597 78801 1359508 17,08

59 20216 445 0,021659 78003 1689 77158 1280707 16,42

60 19528 478 0,022928 76313 1750 75438 1203549 15,77
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7DEX ND�������ÒPUWQRVWQi�WDEX ND�Y\SRþtWDQi�Y Príklade 4.1

1DNR NR� VPH� SUL� NRQãWUXNFLL� WHMWR� WDEX N\� QHSRXåLOL� GYRMQiVREQp� RSDNRYDQLH

SRVWXSQêFK�LQWHUSROiFLL���VWXS D��DNR�RGSRU~þD�3HFND�Y�>��@���KRGQRW\�Y�QDãHM�WDEX NH

sa úplne nezhodujú s hodnotami v tabX NH�âÒ�65�

vek x Px Dx qx lx dx Lx Tx ex

61 19384 443 0,025343 74563 1890 73619 1128111 15,13

62 19380 524 0,027060 72674 1967 71690 1054493 14,51

63 18985 618 0,029708 70707 2101 69657 982802 13,90

64 19148 580 0,033499 68607 2298 67458 913145 13,31

65 19154 706 0,035644 66308 2364 65127 845688 12,75

66 18552 725 0,037373 63945 2390 62750 780561 12,21

67 17792 691 0,040512 61555 2494 60308 717811 11,66

68 16854 723 0,043419 59061 2564 57779 657503 11,13

69 16002 779 0,048521 56497 2741 55126 599724 10,62

70 15300 834 0,053998 53756 2903 52304 544598 10,13

71 14488 874 0,059939 50853 3048 49329 492293 9,68

72 13774 865 0,063777 47805 3049 46280 442964 9,27

73 13526 954 0,068317 44756 3058 43227 396684 8,86

74 12868 896 0,072682 41698 3031 40183 353457 8,48

75 11865 952 0,079456 38668 3072 37132 313274 8,10

76 10222 850 0,082325 35595 2930 34130 276142 7,76

77 8628 789 0,087062 32665 2844 31243 242012 7,41

78 5796 493 0,094832 29821 2828 28407 210769 7,07

79 3460 357 0,098540 26993 2660 25663 182362 6,76

80 3309 384 0,108619 24333 2643 23012 156699 6,44

81 3630 379 0,119927 21690 2601 20390 133687 6,16

82 4544 638 0,128306 19089 2449 17864 113297 5,94

83 4668 631 0,136300 16640 2268 15506 95433 5,74

84 3952 585 0,126649 14372 1820 13462 79927 5,56

85 3214 501 0,134425 12552 1687 11708 66466 5,30

86 2560 465 0,142569 10864 1549 10090 54758 5,04

87 2152 441 0,151092 9315 1407 8612 44668 4,80

88 1738 375 0,160007 7908 1265 7275 36056 4,56

89 1273 306 0,169327 6643 1125 6080 28781 4,33

90 914 204 0,179065 5518 988 5024 22701 4,11

91 677 166 0,189232 4530 857 4101 17677 3,90

92 502 154 0,199841 3673 734 3306 13576 3,70

93 363 104 0,210901 2939 620 2629 10270 3,49

94 268 77 0,222424 2319 516 2061 7642 3,30

95 188 51 0,234419 1803 423 1592 5581 3,09

96 122 30 0,246895 1380 341 1210 3989 2,89

97 72 24 0,259859 1040 270 905 2779 2,67

98 46 5 0,273318 769 210 664 1874 2,44

99 28 7 0,287275 559 161 479 1210 2,16

100 36 7 0,301735 399 120 338 731 1,83

101 0 0 0,316698 278 88 234 393 1,41

102 0 0 0,332163 190 63 159 159 0,83

103 0 0 0,348127 127 44 0 0 0,00
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Príklad 4.2.:     9êSRþHW� LQWHUYDOX� VSR DKOLYRVWL� SUH� ~PUWQRVWQ~� WDEX NX� Y\SRþtWDQ~

v predchádzajúcom príklade.

3RG D�[11 ]�SODWt�SUH�YêSRþHW�LQWHUYDOX�VSR DKOLYRVWL�QDVOHGXM~FD�YHWD�

Veta:  Nevychýleným odhadom pravdepodobnosti qx je podiel

        ( )( )xxxx
x

x
x lqqqN

l

D
q /1, −≈=∧ .

�������������������=D�RGKDG�UR]SW\OX�WRKRWR�RGKDGX�PRåQR�Y]LD

      ( ) ( ) ( ) xxxxxxx Dqqlqqqs ∧∧∧∧∧ −=−= 11 22 .

������������������3RWRP�SUH�GRV �YH Np�lx (1-α���������LQWHUYDO�VSR DKOLYRVWL�SUH�qx má tvar

                  ( ) ( )( ) ααα −=−+<<−− ∧∧
−

∧∧∧
−

∧ 111 2
2/1

2
2/1 xxxxxxxxx DqquqqDqquqP

���������2EU��������,QWHUYDO�VSR DKOLYRVWL�SUH�Tx  a hodnoty ∧
xq  vyrovnané metódou z Príkladu 4.1.

����

����

����

����

����

����

����

����

����

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� ���

YHN�[

T[
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Príklad 4.3.: *UDGXiFLD�~PUWQRVWQHM�WDEX N\�PHWyGRX�63(1&(5���

%XGHPH�Y\URYQiYD �KRGQRW\�qx�Y\SRþtWDQp�SUL�NRQãWUXNFLL�~PUWQRVWQHM�WDEX N\

v�3UtNODGH� ����� .H åH� PHWyGD� 63(1&(5� ��� VO~åL� LED� QD� JUDGXiFLX� VWUHGQHM� þDVWL

WDEX N\��QD�Y\URYQDQLH�KRGQ{W�QD�NRQFL� WDEX N\�SRXåLMHPH�H[WUDSROiFLX�SRStVDQ~�WLHå

v Príklade 4.1.

        Obr. 4.4.  Vyrovnané hodnoty qx

$NR�P{åHPH�YLGLH �QD�REUi]NX������NULYND�Y\URYQDQêFK�KRGQ{W�QLH� MH� VSRMLWi�

1D�RGVWUiQHQLH�WRKWR�ÄGHIHNWX³�SRXåLMHPH�QDVOHGRYQê�SRVWXS��SR]UL�[2]):

2]QDþPH�graduované hodnoty         a
r
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            Obr. 4.5.  Vyrovnané hodnoty qx�SR�SRXåLWt�Y\ããLH�SRStVDQHM�PHWyG\
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Príklad 4.4.: 9\SRþtWDMPH Eφ , Sφ , Wφ -indexy (popísané v�þDVWL� ������� SUH� JUDGXDþQê

vzorec (4.1).

1. φE = ( . . .
U�

�

�

� �� �+ + +���  ) = 0,577

2. 

                   194,0
20

31574700 2

==Sφ

3. 1905,0
315

45901059045 =++++=Wφ

$N�SRURYQiPH�LQGH[\�Y\SRþtWDQp�Y Príklade 4.1 s�LQGH[PL�SUH�JUDGXDþQê�Y]RUHF

s�RSWLPiOQRX� VLORX� UHGXNFLH� FKêE� SRG D� 7DEX N\� ���� ]LVWtPH�� åH� LFK� KRGQRW\� V~

LGHQWLFNp��1D� ]iNODGH� WRKRWR� SR]QDWNX�P{åHPH� WYUGL �� åH� JUDGXDþQê� Y]RUHF� ������ ERO

zrejme skonštruovaný tak, aby jeho sila redukcie chýb bola stopercentná.

A B C D E F

-30 -30 900
45 90 135 18225
90 -135 -90 -135 18225

105 -270 135 30 0 0
90 -315 270 -45 0 0
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . 74700

�������7DEX ND����
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Príklad 4.5: Aplikácia niektorých testov popísaných v�WUHWHM�NDSLWROH�QD�WDEX NX

skonštruovanú v Príklade 4.1

H0�� SR]RURYDQp� KRGQRW\� P{åHPH� SRNODGD � ]D� KRGQRW\� SRFKiG]DM~FH� ] populácie

�V�GDQêPL��SUDYGHSRGREQRV DPL�~PUWLD�{qx}

♦ χ-kvadrát test

Testovacia štatistika:  
( )

( )∑ 








 −=
x x

xx

DVar

DED
2

2χ

H0 zamietame, ak hodnota 2χ  padne nad 95%-ný kvantil χ-kvadrát rozdelenia.

Hodnota χ��NYDGUiW� WHVWX�V����VWXS DPL�YR QRVWL�QiP�Y\ãOD��������3UHWRåH�����Qê

kvantil χ�NYDGUiW� UR]GHOHQLD� V� ��� VWXS DPL� YR QRVWL� MH� ����� QHPiPH� G{YRG� QD

zamietnutie hypotézy

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x Px Dx qx px E(Dx) Var(Dx) (3-6)/sqrt(8) 8*8

35 39151 78 0,002210 0,997790 86,52 86,33 -0,9174 0,8416
36 39995 100 0,002487 0,997513 99,48 99,23 0,0523 0,0027
37 40076 119 0,002703 0,997297 108,34 108,05 1,0257 1,0521
38 40761 118 0,003041 0,996959 123,96 123,58 -0,5360 0,2873
39 42383 133 0,003268 0,996732 138,50 138,04 -0,4677 0,2188
40 43228 165 0,003639 0,996361 157,29 156,72 0,6156 0,3790
41 43202 171 0,004018 0,995982 173,58 172,88 -0,1962 0,0385
42 42744 198 0,004596 0,995404 196,46 195,56 0,1100 0,0121
43 42266 199 0,004796 0,995204 202,70 201,72 -0,2602 0,0677
44 41984 245 0,005420 0,994580 227,54 226,31 1,1603 1,3463
45 41402 216 0,006000 0,994000 248,41 246,92 -2,0628 4,2552
46 39944 295 0,006615 0,993385 264,25 262,50 1,8982 3,6033
47 37117 268 0,007300 0,992700 270,95 268,97 -0,1800 0,0324
48 34966 279 0,008438 0,991562 295,03 292,54 -0,9370 0,8780
49 33746 320 0,009121 0,990879 307,80 304,99 0,6987 0,4882
50 30428 324 0,010254 0,989746 312,02 308,82 0,6815 0,4645
51 26607 290 0,011360 0,988640 302,26 298,83 -0,7092 0,5030
52 25686 325 0,012441 0,987559 319,56 315,59 0,3062 0,0937
53 25366 353 0,013836 0,986164 350,98 346,12 0,1088 0,0118
54 24197 368 0,015135 0,984865 366,23 360,69 0,0932 0,0087
55 23759 394 0,015861 0,984139 376,84 370,86 0,8912 0,7942
56 23546 390 0,016732 0,983268 393,97 387,38 -0,2017 0,0407
57 22545 395 0,017859 0,982141 402,63 395,44 -0,3835 0,1470
58 21105 422 0,019865 0,980135 419,26 410,93 0,1354 0,0183
59 20216 445 0,021427 0,978573 433,17 423,89 0,5748 0,3303
60 19528 478 0,022672 0,977328 442,74 432,70 1,6953 2,8740
61 19384 443 0,025022 0,974978 485,03 472,89 -1,9327 3,7352
62 19380 524 0,026697 0,973303 517,38 503,57 0,2949 0,0869
63 18985 618 0,029269 0,970731 555,67 539,41 2,6836 7,2017
64 19148 580 0,032945 0,967055 630,83 610,05 -2,0579 4,2350
65 19154 706 0,035019 0,964981 670,75 647,26 1,3855 1,9197
66 18552 725 0,036688 0,963312 680,64 655,67 1,7326 3,0017
67 17792 691 0,039714 0,960286 706,59 678,53 -0,5986 0,3583
68 16854 723 0,042495 0,957505 716,21 685,77 0,2593 0,0672
69 16002 779 0,047361 0,952639 757,86 721,97 0,7866 0,6188
70 15300 834 0,052579 0,947421 804,45 762,16 1,0703 1,1455

41,160
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♦ Test absolútnych odchýliek

1�±�SRþHW�DEVRO~WQ\FK�KRGQ{W�ãWDQGDUGL]RYDQêFK�RGFKêOLHN�SUHVDKXM~FL����

Q�±�SRþHW�VWXS RY�YR QRVWL

Testovacia štatistika:    T
N n

n
= −2

H0 zamietame, ak hodnota T padne nad 95%-ný kvantil normálneho rozdelenia

(tj. T > 1,645).

V našom prípade N = 18, n = 36, T = 0    ⇒  H0  prijímame

♦ Test kumulatívnych odchýliek

6NRQãWUXXMHPH�VL� WDEX NX��NWRUi�EXGH�REVDKRYD �NXPXODWtYQH�RGFKêON\�D�SUtVOXãQp

variancie.

Kumulatívna odchýlka a variancia:     ( )∑ −=
2

1

x

x
xxx qEDY            ( )Var Y E q px x x

x

x

= ∑
1

2

H0 zamietame, ak ( )YVarY 2>

.XPXODWtYQH�RGFKêON\��VW SHF����D�YDULDQFLH��VW SHF�2) sme získali z predchádzajúcej

WDEX N\�

Y = 165,14    Var (Y) = 13212,85      2 )(YVar  = 229,89

3UHWRåH���������< 229,89 ⇒ H0 prijímame

x 1 2 x 1 2

35 -8,52 86,33 53 10,38 4153,71
36 -8,00 185,56 54 12,15 4514,39
37 2,66 293,61 55 29,31 4885,26
38 -3,30 417,19 56 25,34 5272,63
39 -8,79 555,23 57 17,72 5668,07
40 -1,08 711,96 58 20,46 6078,99
41 -3,66 884,84 59 32,29 6502,88
42 -2,13 1080,40 60 67,56 6935,58
43 -5,82 1282,12 61 25,53 7408,47
44 11,63 1508,43 62 32,15 7912,04
45 -20,78 1755,35 63 94,47 8451,45
46 9,97 2017,85 64 43,65 9061,49
47 7,02 2286,83 65 78,90 9708,76
48 -9,00 2579,36 66 123,26 10364,42
49 3,20 2884,35 67 107,67 11042,95
50 15,18 3193,18 68 114,46 11728,73
51 2,92 3492,00 69 135,59 12450,70
52 8,35 3807,59 70 165,14 13212,85
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♦ Znamienkový test

Testovacia štatistika: T
N n

n
= −2

H0 zamietame, ak  hodnota T padne nad 97,5%-ný alebo pod 2,5%-ný kvantil

normálneho rozdelenia (tj. ak T  > 1,96).

V našom príklade T = 0 < 1,96     ⇒   H0 prijímame

♦ Binomický test zmeny znamienka

Testovacia štatistika:     S
N n

n
= − +

−
2 1

1

H0 zamietame, ak hodnota S padne pod 5%-ný kvantil normálneho normovaného

rozdelenia (tj. ak S < -1,645).

Pre náš príklad platí S = 0,169 > -1,645   ⇒  H0 prijímame

8YHGHQp� WHVW\� SRWYUG]XM~�� åH� WDEX ND� Y\SRþtWDQi� Y Príklade 4.1 dobre vystihuje

SR]RURYDQ~�~PUWQRV �Y SR za rok 1997.
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