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2. Kvázinewtonovské metódy

2.1. ��2SWLPDOL]DþQp�PHWyG\�YR�YãHREHFQRVWL

2SWLPDOL]DþQp� PHWyG\� � QD� K�DGDQLH� PLQLPD� � IXQNFLt� PDM~� LWHUDþQê� FKDUDNWHU�

Na�]DþLDWNX� ]YROtPH� ãWDUWRYDFt� ERG� x0�� 1RYp� SULEOLåQp� ULHãHQLD� NRQãWUXXMHPH� SRG�D

Y]"DKX���������������������������������������xk+1
 = xk + λksk ,

 kde sk je smer posunu a λk�MH�YH�NRV"�NURNX�

�7R� ]QDPHQi�� åH� GR� LWHUiFLH� YVWXSXMH� SULEOLåQp� ULHãHQLH� xk z predchádzajúcej

iterácie. V tomto bode zvolíme smer sk ako  n - rozmerný  nenulový vektor a v tomto

VPHUH�]YROtPH�YH�NRV"�SRVXQX�±�NURN�λk.

�6~� U{]QH� PRåQRVWL� YR�E\� NURNX�� 9�WHMWR� SUiFL� EXGHP� SRXåtYD"� YêSRþWRYR

QDMQiURþQHMãLX�YR�EX�NURNX�±�optimálny krok. Optimálny krok dostaneme ako riešenie

nasledovnej úlohy:

                          ( ) ( ){ } R�      �f� Min kk ∈+= sxϕ                             (1)

Riešenie tejto úlohy je podstatne jednoduchšie ako riešenie pôvodného problému

������ ]� ~YRGX� WHMWR� SUiFH�� SUHWRåH� λ ∈� 5�� 7R� ]QDPHQi�� åH ide

o minimalizáciu�MHGQRUR]PHUQHM� ~ORK\� QD� YR�Qê� H[WUpP�� 1D� Y\ULHãHQLH� ~ORK\� ���

P{åHPH�SRXåL"�PHWyGX�]ODWpKR�UH]X�DOHER�LQp�

Smery  sk v tejto práci budú generované nasledovne

                                               sk  =  - Hk )f( kx∇ ,                                                         (2)

kde matica Hk�MH�NODGQH�GHILQLWQi��2]QDþPH�Hk > 0.

 Definícia 2.1. Majme funkciu f(x) definovanú na Rn a bod  xk ∈ Rn. Smer sk ∈ Rn

                         nazývame spádovým smerom funkcie  f(x) v bode  xk, ak existuje

�������������������������NODGQp�þtVOR�λ�WDN��åH�SUH�YãHWN\�������λ  <  λ*  platí

                                        f(xk + λsk)  <  f(xk)                                                                (3)
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 Lema 2.1.   Smer     sk  =  - Hk )f( kx∇  je spádový.

Dôkaz:  Derivovaním funkcie   ϕ(λ)  =  f(xk + λsk)  v bode  λ = 0 dostávame

                                           ϕ’(0)  = [ ]T
k )f(x∇ sk.                                                          (4)

 Z vlastností derivácie smer sk bude spádový, ak

[ ]T
k )f(x∇ sk < 0.                                                            (5)

'RVDGHQtP�����GR������D�Y\XåLWtP�Hk > 0 je lema dokázaná.                                         o

2.2.   Kvázinewtonovské metódy

Kvázinewtonovské metódy  vychádzajú z Newtonovej metód\�� SULþRP� VD� VQDåLD

RGVWUiQL"� MHM� KODYQp� QHGRVWDWN\�� 1HZWRQRYD� PHWyGD� MH� ]DORåHQi� QD� DSUR[LPiFLL

PLQLPDOL]RYDQHM� IXQNFLH� 7D\ORURYêP� SRO\QyPRP� GUXKpKR� VWXS�D�� 0LQLPXP� WHMWR

kvadratickej aproximácie v bode xk� XUþXMH� �DOãLH� SULEOLåQp� ULHãHQLH� xk+1�� ,WHUDþQê

vzorec má tvar:             [ ] )f()f(    k

1

k
2

k 1k xxxx ∇∇−=
−

+                                            (6)

Kvôli  jednoduchosti v��DOãRP�JUDGLHQW�∇f(xk��R]QDþtPH�g(xk) a Hessovu maticu

druhých parciálnych derivácii ∇2f(xk) ako G(xk). Rozdiel dvoch po sebe nasledujúcich

SULEOLåQêFK� ULHãHQt�DNR�pk a rozdiel dvoch po sebe nasledujúcich gradientov ako yk .

Teda:             g(xk)  = ∇f(xk)   ,   g(xk) = gk ,                                                             (7.a)

                      G(xk) = ∇2f(xk)  ,  G(xk) = Gk ,                                                            (7.b)

                   pk   =  xk+1 – xk,                                                                                                                             (7.c)

                       yk   =  gk+1 -  gk .                                                                                                   (7.d)

 Smery v�1HZWRQRYHM�PHWyGH�V~�VSiGRYp�YWHG\��NH��V~�PDWLFH�Gk kladne definitné

(Gk�!�����7R�YãDN�HãWH�QH]DUXþXMH�DE\���I�xk+1)  <  f(xk���SUHWRåH�YH�NRV"�NURNX��λk je

konštantne rovná jednej. Ak  λ*  > 0  MH�QDMYlþãLH�λ, pre ktoré platí (4) a λ* < 1, tak k

SRNOHVX�IXQNþQHM�KRGQRW\�QHG{MGH��7iWR�PHWyGD�QLH�MH�JOREiOQH�NRQYHUJHQWQi��3UHWR�MH

YKRGQp�UHJXORYD"�YH�NRV"�NURNX�

0RGLILNRYDQi�1HZWRQRYD�PHWyGD�SRXåtYD�URYQDNê�VPHU� �sk =  pk  =  -Gk
-1gk  a

optimálny krok . Za predpokladu kladnej definitnosti matíc Gk
-1 je táto metóda

globálne konvergentná.

9LGtPH�� åH� Y�DOJRULWPH� PRGLILNRYDQHM� 1HZWRQRYHM� PHWyG\� MH� SRWUHEQp� SRþtWD"

Hessovu maticu druhých parciálnych derivácii G��9�SUDNWLFNêFK�~ORKiFK�EêYD�YH�PL
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"DåNp� ]tVND"� DQDO\WLFNp� Y\MDGUHQLH� SUH� SUYN\� +HVVRYHM� PDWLFH� Navyše v �NDåGHM

iterácii sa  rieši sústava n lineárnych rovníc  Gk . pk = gk ( pk nepoznáme).  Toto je

spojené s�YH�NRX�YêSRþWRYRX�QiURþQRV"RX�

.Yi]LQHZWRQRYVNp� PHWyG\� VD� VQDåLD� RGVWUiQL"� � WLHWR� QHGRVWDWN\�� 1HSRXåtYDM~

 Hessovu  maticu, ale pracujú len s aproximáciou inverznej Hessovej matice, ktorá je

konštruovaná na základe znalosti gradientov v�NDåGRP�ERGH��7êP�RGSDGi�DM�QXWQRV"

ULHãHQLD� OLQHiUQHKR� V\VWpPX�� SUHWRåH� GRVWDQHPH� Xå� LQYHU]Q~�+HVVRYX�PDWLFX� D� WHGD

�DOãLH�SULEOtåHQLH�GRVWDQHPH�SULDPR�]R�Y]"DKX�����

Majme kvadratickú funkciu

                            )f(    )-() - (
2

1
    )f( T xxx Gxxx += ,           kde G > 0.               (8)

zrejme x ∈ Rn je jej bodom minima.

V prípade kvadratickej funkcie (8) pre dva body xk+1  a  xk platí:

                            (gk+1 – gk) = G ( xk+1 – xk ),                                                               (9a)

                    (xk+1 – xk) =  G-1(gk+1 – gk).                                                             (9b)

3RXåLM~F�R]QDþHQLH�����GRVWiYDPH�Y]"DK\�

                                       yk = G pk                                                                                                                   (10a)

respektíve                       pk = G-1yk                                                                           (10b)

8YHGHQp� Y]"DK\� QD]QDþXM~�� åH� PDWLFX� GUXKêFK� SDUFLiOQ\FK� GHULYiFLL� G

NYDGUDWLFNHM� IXQNFLH� PRåQR� Y\SRþtWD"� QD� ]iNODGH� ]QDORVWL� SUYêFK� GHULYiFLL� g.

6DPR]UHMPH�� åH� Y]"DK� ����� QHXUþXMH�G� MHGQR]QDþQH�� DOH� WR� QiP� XPRåQt� GRVWDWRþQH

YH�Nê�SRþHW� WêFKWR�SRGPLHQRN��3UH�NYDGUDWLFN~� IXQNFLX� ]QDORV"� Q�JUDGLHQWRY�gk v n

rôznych bodoch xk�REVDKXMH�GRVWDWRN�LQIRUPiFLL�QD�XUþHQLH�G.

2]QDþPH�N�WX��DSUR[LPiFLX�LQYHU]QHM�+HVVRYHM�PDWLFH��Hk , teda

                                                 Hk ≈ G-1.                                                             (11)

V Newtonovej metóde išlo o kvadratickú aproximáciu a  aj v kvázinewtonovských

metódach sa zachovávajú niektoré vlastnosti z minimalizácie kvadratickej funkcie.

9]"DK\� ����D�� UHVSHNWtYH� ���E�� VD� QD]êYDM~� kvázinewtonovská podmienka. Ak sme

v�LWHUDþQRP�DOJRULWPH�EROL�Y bode xk s gradientom gk a maticou Hk a�XUþLOL�VPH�QRYê

bod xk+1, tak dostávame novú informáciu o gradiente v tomto bode gk+1. Táto nová

LQIRUPiFLD� VD� FH]� NYi]LQHZWRQRYVN~� SRGPLHQNX� SUHPLHWQH� GR� SRåLDGDYN\� QD� N��

aproximáciu inverznej Hessovej matice nasledovne:

                                            Hk+1yk = pk                                                                                  (12)
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9\VWXSXMH� WX� DM� SRåLDGDYND� QD� ]DFKRYDQLH� VWDUHM� LQIRUPiFLH� �� WRKR�� þR� VPH� Xå

poznali, v podmienke:

                                            Hk+1.w  =  Hk.w,                                                             (13)

kde w sú vektory z  podpriestoru  V, ktorý neobsahuje vektor yk.

Matica Hk+1 je na základe matice Hk konštruovaná pomocou aditívnej korekcie:

                                            Hk+1 = Hk + ̈ �Hk .                                                          (14)

.RUHNþQi�PDWLFD��¨�Hk je tvorená pomocou známych vektorov pk a yk a matice Hk. Zo

Y]"DKRY������������D������SUH�NRUHNþQ~�PDWLFX�Y\SOêYD�

                                      ¨�Hk.yk  = pk -  Hk.yk ,                                                       (15a)

                                        ¨�Hk.w =  0 pre  ∀ w ∈ V.                                    (15b)

Minimalizovaná funkcia f(.)  je konvexná a�GYDNUiW�VSRMLWH�GLIHUHQFRYDWH�Qi��WHGD

jej Hessova matica je symetrická a kladnH�GHILQLWQi��3UHWR�SULURG]HQp�SRåLDGDYN\�QD

matice Hk sú, aby boli kladne definitné a�V\PHWULFNp��7DNWLHå�]�K�DGLVND�NRQãWUXNFLH

E\�WLHWR�PDWLFH�PDOL�E\"�MHGQRGXFKp��KRGQRVWL�MHGQD�DOHER�GYD�

 

Modelový algoritmus na riešenie úlohy (1.1) kvázinewtonovskými metódami

vyzerá nasledovne:
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 Algoritmus  1

Štart:            x0 ∈ Rn,  g0  =  ∇f(x0),  H0 > 0.

                     ε > 0 – konštanta pre kritérium presnosti.

����������������������3RþtWDGOR�LWHUiFLL��N� ���

Cyklus:          k = 0, 1, ...

1. krok          Test dosiahnutej presnosti

                           Ak   || ∇f(xk)||  <  ε, tak STOP.

���NURN����������9\SRþtWDPH�VSiGRYê��VPHU��sk =  - Hkgk.

���NURN����������9\SRþtWDPH�RSWLPiOQ\�NURN��λk > 0.

���NURN����������9êSRþHW�QRYHM�DSUR[LPiFLH���xk+1  =   xk + λksk

                      a  nového gradientu               gk+1  =  ∇f(xk+1).

5. krok               9\SRþtWDPH vektory

                                           pk = xk+1 – xk,

                                           yk = gk+1 – gk,

6. krok           Pomocou vektorov yk, pk a matice Hk NRQãWUXXMHPH�NRUHNþQ~

                      maticu ¨Hk�Y\KRYXM~FX�Y]"DKRP����D��E��

���NURN�����������9\SRþtWDPH�QRY~�PDWLFX��Hk+1 = Hk + ̈ Hk.

���NURN�����������=YlþãtPH�N o jeden a vrátime sa na 1.krok

Výstup:         xk   -  aproximácia bodu minima f(x)

Matica Hk+1�MH�NRQãWUXRYDQi�WDN��DE\�Y�NDåGHM�LWHUiFLL�VS��DOD�NYi]LQHZWRQRYVN~

podmienku (12). Informáciu z tejto podmienky získanú v k-tej iterácii  si zachováva

YR�YãHWNêFK��DOãtFK� LWHUiFLDFK��DNR� MH� WR� IRUPXORYDQp�Y�SRGPLHQNH� ������7HGD�SR�Q

iteráciach v prípade kvadratickej funkcie máme:

Gpk  =  yk         pre  k = 0, 1, ... , n – 1.

Z (10) a (11) pre  p0, p1, ... , pn-1 nezávislé dostávame

                                           Hnyk  =  pk       per k = 0, 1, ... , n – 1.

6SRMHQtP�WêFKWR�GYRFK�Y]"DKRY�PiPH

HnGP  =  P,



2.  Kvázinewtonovské metódy 14

kde P�MH�PDWLFD��NWRUHM�VW�SFH�WYRULD�YHNWRU\�p0, p1, ... , pn-1.

(Presný dôkaz bude uvedený neskôr.)

 %ROR� XYHGHQp�� åH� QD� XUþHQLH� +HVVRYHM� PDWLFH� G rozmeru  nxn kvadratickej

IXQNFLH�YR�YãHREHFQRVWL�SRVWDþXMH�Q� �SRGPLHQRN����D��� �1D�XUþHQLH�YãHWNêFK�þOHQRY

matice G-1
� Y� NYDGUDWLFNRP�SUtSDGH� VWDþt� Q� SRGPLHQRN� ���E��� SRNLD�� V~� YHNWRU\� �pk

OLQHiUQH� QH]iYLVOp� SUH� � N�  � ��� ��� ���� �Q���� 7R� ]QDPHQi�� åH� WHQWR� DOJRULWPXV� SR� Q

LWHUiFLDFK� QiMGH� PLQLPXP� NYDGUDWLFNHM� IXQNFLH�� 7RXWR� YODVWQRV"RX� VD� Y\]QDþXM~

PHWyG\�]GUXåHQêFK�VPHURY�

2.3. ��=GUXåHQp�VPHU\�D�LFK�YODVWQRVWL

 Definícia 2.2.       Nech G = GT je kladne definitná matica typu nxn. Smery

                            { s1, s2, … , sm}, t. j.  nenulové vektory si ∈ Rn sa nazývajú

                             G�±�]GUXåHQp���DN�SUH�NDåG~�GYRMLFX�si, sj  ( i ��M��SODWt

                                                     si
TG sj = 0         (16)

 Lema 2.2.  G�±�]GUXåHQp�VPHU\�V~�OLQHiUQH�QH]iYLVOp�

 Veta 2.1.

1HFK� MH� LWHUDþQê� SURFHV� � � xk+1 = xk + λksk , k ∈ N aplikovaný na kvadratickú

funkciu (8). Nech smery { s0, s2, … , sn-1} sú G� ]GUXåHQp� D�λk je optimálny krok.

Potom platí

01j
T
i =+gs             pre    ∀ 0  ≤ i  ≤  j  ≤  n –1,                    (17)

        gn  =  0,

a teda  xn =  x ��W�M��LWHUDþQê�SURFHV�XUþt�PLQLPXP�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH�]D�Q�NURNRY�

Dôkaz:�3RXåtYDPH�RSWLPiOQ\��NURN��WHGD��k dostaneme ako riešenie úlohy (1)

                                          ( ) ( ){ } R�      �f� Min kk ∈+= sxϕ .

3UH�RSWLPiOQ\�NURN�PXVt�SODWL"������������������3¶��k) = 0.

3RþtWDMPH

���������������������������������������������������3¶��k) = [g( xk����ksk)]
T.sk = gT

k+1sk .
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Teda                                        0k
T

1k =+ sg .                                                               (18)

�DOHM

SRG�D�����D�������������������������yk  =  Gpk   =  λkGsk ,                                                    (19)

SRG�D������D����������������� 0j
T
ij

T
i == syys          pre ∀ i, j ∈ [0, n-1]  a  i  ≠  j .      (20)

9]"DK������GRNiåHPH�LQGXNFLRX�

I. krok ( i = 0, j = 0)        =10 gsT 18 0

3UHGSRNODGDMPH��åH��SODWt�� 0j
T
i =gs , kde 0 ≤  i  <  j.

II. krok  j → j + 1

3RG�D�LQGXNþQpKR�SUHGSRNODGX�D�Y]"DKRY����G��D������PiPH

                                             0j
T
ij

T
i1j

T
i =+=+ ysgsgs .

1DY\ãH�SRG�D������ 0j
T

1j =+ sg , teda máme (17) dokázané pre 0  ≤  i  ≤  j  ≤  n-1.

Vektory { s0, s2, … , sn-1̀ �V~�SRG�D�OHP\�����OLQHiUQH�QH]iYLVOp��= toho vyplýva,

åH�gn je ortogonálny k  n lineárne nezávislým vektorom v Rn, a teda  gn  =  0.

Derivovaním funkcie (8) dostávame  .)()(0 nnn xxGxgg −=== � .H�åH

G�!����PXVt�SODWL"��xn+1  =  x .                                                                                        o

2.4.   Konkrétne kvázinewtonovské formuly

Prvou známou kvázinewtonovskou formulou bola DFP formula ( Davidon,

Fletcher, Powell) z roku 1963 s�NRUHNþQRX�PDWLFRX�Y tvare:

                                 k
T
kkk

kk
T
k

T
kkT

k
T
k

k     
1

    
1

    û HyyH
yHy

pp
yp

H −=                        (21)

Vlastnosti DFP formuly:

• Ak je matica H0 kladne definitná, DFP formula generuje kladne definitné

matice Hk.

• Ak f(.) je kvadratická funkcia (8) , tak algoritmus je identický metóde

]GUXåHQêFK�VPHURY��W��M��JHQHUXMH�G�±�]GUXåHQp�VPHU\�D�NRQYHUJXMH�QDMYLDF�]D

n krokov.

• Ak f je ako v b) a konvergencia k�ULHãHQLX�Y\åDGXMH�SOQêFK�Q�NURNRY��SRWRP

n-tá  aproximácia                              Hn = G-1.

��'{ND]�YL���>�@��
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DFP metóda je špeciálnou formulou z Broydenovej triedy kvázinewtonovských

IRUP~O��.RUHNþQi�PDWLFD�%UR\GHQRYHM�WULHG\�IRUP~O�Pi�WYDU�

                             )(         û T
kkkk

T
kk

kk
T

k

k
T
kkk

k
T
k

T
kk

k vvyHy
yHy

HyyH

yp

pp
H ϕ++= ,              (22a)

kde                                    

kk

T

k

kk

k

T

k

k

k
         

yHy

yH

yp

p
v −=                                             (22b)

a  ϕk je Broydenov parameter.

��')3�]RGSRYHGi�YR�EH�KRGQRW\�SDUDPHWUD�ϕk = 0.)

%UR\GHQRYD�IRUPXOD��DM�')3��Pi��NRUHNþQ~�PDWLFX�KRGQRVWL�GYD�

 Do triedy formúl hodnosti jedna patrí  SR1 formula. Jej tvar je 

                                    
k

T
k

T
kk

k1k

 

yr

rr
HH +=+ ,   (23a)

kde             r k   = pk  -  Hkyk .   (23b)

Zovšeobecnením všetkých spomenutých formúl je Orenova trieda formúl, ktorej

je venovaná nasledujúca kapitola. Oren aproximáciu Hessovej matice v iterácii

vylepšuje nielen aditívnou korekciou, ale pomocou nového parametra  γ�PHQt�YH�NRV"

þOHQRY�DSUR[LPiFLH�]�SUHGFKiG]DM~FHM�LWHUiFLH��0DWLFX�Hk+1�NRQãWUXXMH�SRG�D�Y]"DKX

Hk+1  =  γHk + kûH .


