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2. Kvazinewtonovské metody

2.1. Optimaliza¢né metody vo vSeobecnosti

Optimalizaéné metédy na hladanie minima funkcii maja iteraény charakter.
Nazaciatku zvolime Startovaci bod Xo. Nové priblizné rieSenia kon$truujeme podla
vzt'ahu Xi+1 = Xk + AkSc
kdes je smer posunu & je vel'kost kroku.

To znamena, ze do iteracie vstupuje priblizné rieSenie Xx z predchadzajlucej
iteracie. V tomto bode zvolime sm&rako n - rozmerny nenulovy vektor a v tomto
smere zvolime velkost’ posunu — krok Ay.

St rézne moznosti volby kroku. V tejto praci budem pouzivat vypoctovo
najnaro¢nejsiu vol'bu kroku — optimélny krok Optimalny krok dostaneme ako rieSenie
nasledovnej ulohy:

Min{p() = f(x, +1s,) | A OR} 1)

RieSenie tejto Ulohy je podstatne jednoduchSie ako rieSenie pévodného problému
(1.1) z uvodu tejto prace, pretoze A [ R. To znamena, zeide
0 minimalizaciyjednorozmernej ulohy na volny extrém. Na vyrieSenie ulohy (1)
mdzeme pouzit metddu zlatého rezu alebo iné.

Smery s Vv tejto praci budd generované nasledovne

S = -Hyg Of(x,), (2)

kde maticaHy je kladne definitna. Ozna¢me Hy > O.

[ Definicia 2.1} Majme funkciu &) definovant na Ra bod x, O R". Smers, 0 R"

nazyvanspadovym smerofankcie fk) v bode x, ak existuje

kladné ¢islo A* tak, ze pre vSetky 0 < A < A* plati

X+ Asq) < f(x) 3)
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[Lema 2.1] Smer s = -Hy Of(x,) je spadovy.

Dokaz: Derivovanim funkciep(A) = f(xx +As) v bodeA = 0 dostdvame

¢'0) = [Of(x)] s @
Z vlastnosti derivacie smearbude spadovy, ak
[Of(x,)] s < 0. (5)
Dosadenim (2) do (5) a vyuzitim Hy > O je lema dokazana. m

2.2. Kvazinewtonovské metody

Kvazinewtonovské metddy vychadzaju z Newtonovej metpdcom sa snazia
odstranit’ jej hlavné nedostatky. Newtonova metdda je zalozend na aproximadcii
minimalizovanej funkcie Taylorovym polynémom druhého stupiia. Minimum tejto
kvadraticke] aproximacie v bodec uréuje dalSie priblizné rieSenie Xy+1. Iteraény
vzorec ma tvar: X = X, — [sz(xk)]_lﬂf(xk) (6)

Kvoli jednoduchosti \alsom gradient [If(Xx) oznacime g(Xx) a Hessovu maticu
druhych parcialnych derivadii*f(x,) akoG(xy). Rozdiel dvoch po sebe nasleduijtcich

pribliznych rieSeni ako px a rozdiel dvoch po sebe nasledujucich gradientovyako

Teda: og(xk) =0f(xk) , 9(Xk) =Gk, (7.a)
G(x) = 0*f(x) , G(xx) = G, (7.b)
Pk = Xks1— Xk, (7.c)
Yk = Ok+1- Ok. (7.d)

Smery VWNewtonovej metode su spadové vtedy, ked’ su matice Gy kladne definitné
(Gk > 0). To vsak este nezarucuje aby f(Xk+1) < f(Xk), pretoze velkost kroku Ak je
konStantne rovna jednej. Ak* > 0 je najvicsie A, pre ktoré plati (4) a* < 1, tak k
poklesu funk¢énej hodnoty neddjde. Tato metoda nie je globalne konvergentnd. Preto je
vhodné regulovat’ vel’kost’ kroku.

Modifikovand Newtonova metéda pouZiva rovnaky smer S = px = G gk a
optimalny krok . Za predpokladu kladnej definitnosti maBg* je tato metdda
globalne konvergentna.

Vidime, ze v algoritme modifikovanej Newtonove] metédy je potrebné pocitat’

Hessovu maticu druhych parcialnych derivdgiiV praktickych ulohach byva velmi
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tazké ziskat analytické vyjadrenie pre prvky Hessovej matice. NavySe v kazdej
iteracii sa rieSi sustava n linearnych rovnB8x . px = gk ( px nepozname). Toto je
spojené srelkou vypoctovou naro¢nostou.

Kvazinewtonovské metddy sa snazia odstranit’ tieto nedostatky. Nepouzivaju
Hessovu maticu, ale pracuju len s aproximéciou inverznej Hessovej matice, ktord je
konsStruovana na zaklade znalosti gradient@aAdom bode. Tym odpada aj nutnost’
rieSenia linedrneho systému, pretoze dostaneme uz inverznii Hessovu maticu a teda
dal$ie priblizenie dostaneme priamo zo vztahu (6).

Majme kvadraticku funkciu
00 = 200600 + 10, kiG>0, @)

zrejmeX 0 R" je jej bodom minima.

V pripade kvadratickej funkcie (8) pre dva bogy; a x plati:

Ok+1 —0k) =G (Xie1 —Xk ), (9a)
Nir1 =X) = G(Gke1 — ). (9b)
Pouzijuc oznacenie (7) dostdvame vztahy:
Yk =G pk (10a)
respektive Pk = Gy (10b)

Uvedené vztahy naznacuji, Ze maticu druhych parcidlnych derivacii G
kvadratickej funkcie mozno vypocitat na zdklade znalosti prvych derivacii @.
Samozrejme, ze vzt'ah (10) neuruje G jednoznacne, ale to ndm umozni dostatocne
vel'ky pocet tychto podmienok. Pre kvadraticku funkciu znalost’ n gradientov gk vV n
r6znych bodockxy obsahuje dostatok informacii na ur¢enie G.

Ozna¢me k-tu aproximaciu inverznej Hessovej matice Hy , teda
He=G™ (11)

V Newtonovej metode iSlo o kvadratickl aproximaciu a aj v kvazinewtonovskych
metddach sa zachovavaju niektoré vlastnosti z minimalizacie kvadratickej funkcie.
Vztahy (10.a) respektive (10b) sa nazyvaju kvazinewtonovskd podmienk@ak sme
Vv iteratnom algoritme boli v bodex, s gradientongy a maticouHy aurcili sme novy
bod xx+1, tak dostdvame novu informéciu o gradiente vtomto lipele Tato nova
informdcia sa cez kvadzinewtonovski podmienku premietne do poziadavky na k+1
aproximaciu inverznej Hessovej matice nasledovne:

Hy1yk = Pk (12)
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Vystupuje tu aj poziadavka na zachovanie starej informdacie - toho, ¢o sme uz
poznali, v podmienke:
HisW = Hi.w, (13)
kdew su vektory z podpriestoru V, ktory neobsahuje vektor
MaticaHy.1 je na zaklade matiddy konStruovana pomocou aditivnej korekcie:
Hyrr =Hik + A Hy. (14)
Korekéna matica A Hy je tvorend pomocou znamych vektoqmayx a maticeHy. Zo
vzt'ahov (12), (13) a (14) pre koreként maticu vyplyva:
AHkyk =pk- HiYk, (15a)
AHgw= 0 preCwOV. (15b)
Minimalizovana funkcia f(.) je konvexnédaakrat spojite diferencovatel'na, teda
jej Hessova matica je symetricka a kladiefinitna. Preto prirodzené poziadavky na
maticeHg su, aby boli kladne definitnésgmetrické. Taktiez z hl'adiska konStrukcie

by tieto matice mali byt’ jednoduché, hodnosti jedna alebo dva.

Modelovy algoritmus na rieSenie ulohy (1.1) kvazinewtonovskymi metddami

vyzera nasledovne:
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| Algoritmus 1

Start:

Cyklus:
1. krok
2. krok
3. krok

4. krok

5. krok

6. krok

7. krok
8. krok

Vystup:

xoOR", go = Of(Xg), Ho> 0.
€ > 0 — konStanta pre kritérium presnosti.
Pocitadlo iteracii k= 0.
k=0,1,..
Test dosiahnutej presnosti
AK|| Of(xW)|| < €, tak STOP.
Vypocitame spadovy smer S = -Hy0k.
Vypocitame optimalny krok Ay > 0.
Vypocet novej aproximacie Xg+1 = Xk + Ak
a noveého gradientu Ok+1 = Of(Xke).
Vypocitame vektory
Pk = Xk+1 — Xk,
Yk = Ok+1 — Ok,
Pomocou vektorgy, pkx a maticeHy konstruujeme korekénua
maticiHy vyhovujicu vztahom (15a, b).
Vypocitame novi maticu Hy+1 = Hy + AHy.

Zvacsime k 0 jeden a vratime sa na 1.krok

Xk - aproximacia bodu minimax)

Matica Hy+1 je konstruovana tak, aby v kazdej iteracii spifala kvazinewtonovska

podmienku (12). Informéciu z tejto podmienky ziskanu v k-tej iteracii si zachovava

vo vSetkych d’alSich iteraciach, ako je to formulované v podmienke (13). Teda po n

iteraciach v pripade kvadratickej funkcie mame:

Gpk = Yk pre k=0,1,..,n-1.

Z (10) a (11) prepo, p1, --- ,Pn-1 N€ZAVISIé dostavame

Hnoyk = px perk=0,1,..,n-1.

Spojenim tychto dvoch vztahov mame

H.GP = P,
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kdeP je matica, ktorej stipce tvoria vektory Po, P1, --- ,Pn-1-
(Presny dékaz bude uvedeny neskor.)

Bolo uvedené, ze na urCeniec Hessovej matice G rozmeru nxn kvadratickej
funkcie vo vSeobecnosti postacuje n podmienok (10a). Na urcenie vSetkych ¢lenov
maticeG™ v kvadratickom pripade stadi n podmienok (10b), pokial’ st vektory py
linearne nezavislé pre k = 0, 1, ... ,n-1. To znamend, Ze tento algoritmus po n
iteraciach ndjde minimum kvadratickej funkcie. Touto vlastnostou sa vyznacuju

metddy zdruzenych smerov.

2.3. ZdruZené smery a ich vlastnosti

[ Definicia 2.2 NechG = G' je kladne definitna matica typu nxn. Smery

§, %, ... ,Snh . j. nenulové vektorg O R"sa nazyvaju
G — zdruzené , ak pre kazdu dvojicu s, 5 (i#]) plati
s'Gs=0 (16)

| Lema 2.2| G — zdruzZené smery su linearne nezavislé.

|Veta 2.1|

Nech je iteraény proces Xk+1 = Xk + Ak, K O N aplikovany na kvadraticku

funkciu (8). Nech smery &, S, ... , S} SU G zdruzené a A¢ je optimalny krok.
Potom plati
s'g., =0 pre JO<i<j<n-1, (17)
on = O,
atedax, = X, tj. itera¢ny proces ur¢i minimum kvadratickej funkcie za n krokov.
Doékaz:Pouzivame optimalny krok, teda Ax dostaneme ako rieSenie ulohy (1)
Min{¢(.) = f(x, +2s.) | » OR}.
Pre optimalny krok musi platit’ o’(M) = 0.
Pocitajme

0 (M) = [90 %k + M)l Sc = 9 kr1sk -
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Teda 9.8 = .0 (18)
Dalej

podla (10a) Yk = Gpx = MG, (29)
podla (16) a (19) s'y, =y/s; =0 predi,jO[0,n-1] a iz j. (20)

Vztah (17) dokdzeme indukciou.

l.krok (i=0,j=0) sig, =0

Predpokladajme, Ze plati s'g ; =0,kde 0 i < |.

Il. krok j - j+1

Podrla induk¢ného predpokladu a vzt'ahov (7.d) a (20) mame

$10,, = S'g, +81y, = .0

Navyse podla (18) g{,,5, = 0, teda mame (17) dokazané pre0i < j < n-1,
Vektory { s, S, ... , Sh-1} st podla lemy 2.2 linearne nezavislé. Z toho vyplyva,

7e gn je ortogonalny k n linearne nezavislym vektorom'ya&tedag, = O.
Derivovanim funkcie (8) dostdvameO = g, = g(x,) = G(X,, — X). Kedze

G > 0, musi platit’ Xp+1 = X. m

2.4. Konkrétne kvazinewtonovské formuly

Prvou zndmou kvazinewtonovskou formulou bola DFP formula ( Davidon,
Fletcher, Powell) z roku 1963srek¢énou maticou v tvare:

1 T
AHk = ——ppPy =
PeYe C YiHWY

Hyy i YiHo (21)
Vlastnosti DFP formuly:
* Ak je maticaHo kladne definitna, DFP formula generuje kladne definitné
maticeHy.
Ak f(.) je kvadratickd funkcia (8) , tak algoritmus je identicky metode
zdruzenych smerov, t. j. generuje G — zdruzené smery a konverguje najviac za
n krokov.
* Ak f je ako v b) a konvergenciarkeseniu vyzaduje plnych n krokov, potom
n-td aproximacia H,=G™
( Dokaz vid. [1])
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DFP metdda je Specialnou formulou z Broydenovej triedy kvazinewtonovskych

formul. Korek¢nd matica Broydenovej triedy formul ma tvar:

AH, = PP HyiHe

ST TR (22a)
kJ k k kJ k
P Hy
kde vo= k- (22b)
p-ll(—yk yIHkyk

a ¢k je Broydenov parameter.
( DFP zodpoveda vol'be hodnoty parametra ¢y = 0.)
Broydenova formula (aj DFP) ma korekénu maticu hodnosti dva.
Do triedy formul hodnosti jedna patri SR1 formula. Jej tvar je
rere
Me Vi
kde e =Pk - Hiyk - (23b)
ZovSeobecnenim vsetkych spomenutych formul je Orenova trieda formul, ktorej

He., =H, + ' (23a)

je venovana nasledujuca kapitola. Oren aproximaciu Hessovej matice v iteracii
vylepSuje nielen aditivhou korekciou, ale pomocou nového paramneiiai vel’kost

¢lenov aproximaécie z predchadzajuce;j iteracie. Maticu Hy+1 konStruuje podl'a vzt'ahu

Hier = YHe + AH .



