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3. Kvazinewtonovské metody Orenovho typu

3.1. Orenova trieda formul a jej vlastnosti

Ako bolo uvedené v kapitole 2, v kvazinewtonovskych formulach je smer voleny
ako sc = -Hygk, kde Hx > 0 je k-ta aproximécia inverznej Hessovej matice
minimalizovanej funkcie. V kazdej iteracii sa aproximacia zlepsuje pomocou korekcie

Hye = He+ AH
pricom je zachovana kvazinewtonovska podmienka Hyiyx = pk a podmienka
zachovania starej informacie (2.13). Oren odvodil formulu, ktor4d zachovava
kvazinewtonovsku podmienku aj podmienku (2.13), ale korekcia aproximacie
inverznej Hessovej matice sa robi podla vztahu

Hks1 = YHe + AH
kde yx > 0 je Orenov parameter.

Takto zvolenoukorekciou dostavame vacsiu volnost pri vybere novej matice
Hi+s1. ZjednoduSene povedané, aky.1 < 1, tym kladieme mensi déraz na
“informaciu“ Hy ziskanu v predchadzajucich iteraciach a davame vaési doraz na

“informaciu“ AH z k+1 iteracie. AK yk+1 > 1, tak opacne.

V kapitole 2 boli uvedené niektoré vel'mi dobré vlastnosti najcastejSie pouzivanej
DFP formuly. Zial, mbZeme sa tiez stretnit’ aj s tazkostami pri praci s touto
formulou. Ide o tieto dva fenomény:

» Konvergencia algoritmu sa rychlo zhorSujeavislosti od presnosti pocitania
optimalneho kroku.

e Algoritmus je vel'mi citlivy na Skéalovanie ucelovej funkcie.

(Existuju priklady (vid’ [5]), kedy iba vhodnym prendsobenim ucelovej funkcie

skalarom sa konvergencia tejto metddy vylepSi. Na druhej strane nevhodné Skalovanie
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moze sposobit, ze matica H sa stane singularnou. Neexistuje technika na vhodné
Skalovanie tejto formuly.)
Jeden z dbévodov na odvodenie novej tiefbrmal bola snaha odstranit

spominané nedostatky DFP formuly.

|Veta 3.1

Majme kvadraticku funkciu (2.8 > 0, X minimum]. Nech k+1 itercia

Xir1 = Xk + AkS

je definovana nasledovneg = -Hygk , Hk > 0 a A je optimalny krok.

Potom plati
o KRy 10 e
f(X1) = f(X) < (R,) + 17 (f(x,) - (X)), (1.a)

kde KRy) je ¢islo podmienenosti matice Ry = GY?HG*2.

Dokaz(vid’ [2] str. 86 - 91).

Matice G, Hyx su kladne definitné a Rx mobzeme pisat ako
Re = GY?HY?)(GYH?)". Z toho vyplyva, ze matice Ry sU symetrické a kladne
definitné, teda ich Cislo podmienenosti je podiel najvacsieho a najmensieho vlastného
Cisla. Je zrejmé, Ze K(Rk) = 1 a rovnost’ v tomto vzt'ahu nastane, ak Ry = |. Ak ¢islo
podmienenostk (Ry) konverguje k jednotke, tak mati&a = G°H.GY? konverguje
k jednotkovej matici.

Ak chceme zabezpedit' “dobrd” konvergenciu \kazdej iteracii, mali by sme sa
K(R,) - 10
KR +10

bol ¢o najmensi. Tento koeficient mézeme chapat’ ako mieru pribliZzenia v jednom

snazit’ aby koeficient

(1b)

kroku.

Pre DFP formulu v pripade minimalizacie kvadratickej funkdi& s 0 plati, ze
vlastné ¢isla matice Rx monoténne konverguju jkdnotke. To vsak eSte nezarucuje
pokles ¢isla podmienenosti matice Ry. Boli ndjdené pripady, ked’ vlastné ¢isla matice
Rk sa priblizili k jednotke, ale ¢islo podmienenosti tejto matice sa zvécsilo. To
znamena, ze vzrastla aj hodnota koeficientu (1b) ¢im sa zhorSila konvergencia.

Tato skutocnost’ spolu s uz spominanymi nedostatkami DFP formuly boli
hlavnépri¢iny, ktoré motivovali vznik Orenovej triedy. Tato trieda je invariantna na

Skalovanie tcelovej funkcie a dokaze zabezpedit’ pokles K(Rk) v kazdej iteracii.
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V roku 1972 S. S. Oren uverejnil nova triedu kvazinewtonovskych formul, ktora
dostaneme z Broydenovej triedy (2.15) substiticiou maticenaticouyH. Maticu

Hy.+1 konsStruuje podl'a vzt'ahu:

Hier = yHi + AH, (2)
T H TH
kde AH, = pipk - T kTykyk <+ Yk ¢K(yIHkyk)VkVI ) (3a)
PrY« Y HYi
a v = P, - J ¢ > 0 je Broyd t 3b
.- . , >0j ydenov parameter (3b)
p yk kakyk

a y>0 je Orenov parameter.
(Broydenova trieda je Specialnym pripadom Orenovej pre hodpotu 1.)
Rovnaka formulu (2) (3) by sme dostali aj vtedy, ked by sme pouzili Broydenovu

formulu na minimalizaciu ucelovej funkcie prendsobenej konstantou y > 0.

|Algoritmus 2

Start: xoOR", go = Of(xg), Ho> 0.
€ > 0 — konStanta pre kritérium presnosti.
Pocitadlo iteracii k = 0.
Cyklus: k=0,1, ..
1. krok Test dosiahnutej presnosti
Ak Of(x)|| < €, tak STOP.
2. krok Vypocitame spadovy smer S = -Hy0k.
3. krok Vypocitame optimalny krok Ay > O.
4. krok Vypocet novej aproximacie Xe+1 = Xk + AkSk
a nového gradientu Ok+1 = Of(Xke1)-
5. krok Vypocitame vektory
Pk = Xk+1 — Xk,
Yk = Ok+1 — Ok,
6. krok Zvolime hodnoty parametray > 0, ¢y > 0.
7. krok Skonstruujeme mati¢ii+; pomocou vzt'ahov (2), (3).
8. krok Zvicésime k 0 jeden a vratime sa na 1.krok

Vystup: Bod xx — aproximéacia bodu minima funkcie f(.)
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Rozdiel od v8eobecného algoritmu 1 je wespujucom 6. kroku, kedy volime
hodnoty v, ¢.

Napriek tomu, ze trieda formul (2) (3) zavisi od postupnosti dvoch parametrov
{vx}, { P«}, zachovava si vlastnost’ (2.12) t. j. Hys1Yk = Pk-

Restrikcia parametrovyx > 0, ¢ > 0, je postacujuca pre generovanie kladne

definitnych matidHy.

|Lema 3.1|

Ak maticaHy je kladne definitna a kroky > 0 optimalny, potom pre vektopk a

Yk, definované vzt'ahmi (2.7¢c), (2.7d) plati
PYe > - 0
Dokaz: Podla Lemy 2.1 je smer S = -Hygk spadovy a g,s, < OKrok je
optimédlny, teda podla (2.18) 0,.,S, = 0. Zo vztahu Xg+1 = Xk + A&  mame
Pk = A teda,
PeYe = MYiSe =7 M@ — 9 'S = A Gis > 0 =

Ak budeme pouzivat’ iba matice a vektory z dvoch po sebe iducich iteracii, tak
pre jednoduchost’ budeme d’alej pouzivat’ nasledovnu symboliku: Index “k* nebudeme

pisat’ a index “k+1“ nahradime indexom “+*.

|Veta 3.2|

Nech H > 0 aA > 0 je optimalny krok. Potom pr. definovant vzt'ahmi
(2), (3) shodnotami y>0, ¢ >0 plati
H.>0.
Doékaz: Nectz O R" (z# 0), potom podl'a (3a)

T 2 T 2
2.z = y2H 2 -y SV 45 4 Thy) Ty + 2D
y Hy Py

(4)

Posledné dva Cleny na pravej strane su jasne nezaporné.
Ozna¢me: a= Hl/ZZ;é 0, b= Hllzy £0
Potom mézeme pisat’ prvy Clen pravej strany ako
ya'a (5)
a druhy ¢len pravej strany ako
(@'b)®
b'b

(6)
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Podl'a Cauchyho nerovnosti
a(a)(b™b) 2 (a'b)* (7)

Z toho vyplyva, Ze rozdiel prvych dvoch ¢lenov je nezéporny, a teda Z'H.z = 0.

Nakoniec treba ukazat, Ze 7z'H.z # 0.V Cauchyho nerovnosti nastava rovnost’
(prvé dva Cleny pravej stany v (4) su rovnaké), ak a =ab kde a #0. Potom z = ay.
Ak nastane takato mozZnost’, nemdze byt sicastne aj z'p = 0. Pretoze ak 0 = z'p, tak
Zp=ay'p=0 ato je spor, lebo podla lemy 3.1 p'y > 0.

Vidime, ze rozdiel prvych dvoch ¢lenov je nezéporny a pripocitanim dvoch
nezapornych ¢lenov sa to nezmeni. Pritom z'H.z # 0, lebo rozdiel prvych dvoch

¢lenov alebo posledny ¢len st kladné. =

Z Vety 3.2 vyplyva, Ze ak budeme Startovat’ algoritmus s Hp > 0 a yx > 0, ¢ > 0,
tak algoritmus 2 bude generovat’ postupnost’ kladne definitnych matic {Hy}.

Ako dalej ukazeme, tento algoritmus ma tie isté vlastnosti ako algoritmus s
DFP formulou. Neplati tu vsak vztah H, = G* ( ak G je nxn matica), ale

modifikovany vzt'ah (17).

|Veta 3.3|

Algoritmus 2 aplikovany na kvadraticka funkciu (2.8 [> 0] generuje

G- zdruzZené smery a pre k-tu iteraciu platia tieto vztahy:

a) HeyYi = YikaPi pre ®i<k, (8.2)
kde, = HT:iﬂyj’ Yii =1, (8Db)

b) a'p =0 pre  9j<k, ©)

c) p/Gp,= O pre &i<j<k (10)

Do6kaz:( Modifikovany dokaz z [1]) Najskor uvediem niektoré pomocné vzt'ahy.

Pouzivame optimalny krok, teda

podl'a (2.18) Jc..S, = 0. (11)
Vieme, Ze Xg+1 = Xk + A& @ S = HuQk, teda podla (2.7.¢)

Pk = M = -MHiOk (12)
podrla (11), (12) OkaPx = 0 (13)

podla (2.10a) Gpk = Yk (14)
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podla (2), (3) Hi+1Yk = Pk (15)
Indukciou budem dokazovat’ vsetky vztahy (8), (9), (10) sucastne.
Lk=1 a) (i=0) Hiyo =" po Yoo =1)
b) (=0) g,p, =° O
c) (i=0,j=1) ngpl = ygpl = _klnglgl =t _klpggl =20
[I. Indukény predpoklad: Vztahy (8), (9), (10) platia po k.
1. kK — k+1
a) (i=Kk) Hiayk =" px
(i<Kk)
VTy —3b p-ll<—yi _ yIHkyi —lla plyi _Vi,k-ly-krpi —
kJi
PeYe  YeHWYi PeYe  YeHuYe
—14 p-li—?pl _ 7i,k_;lp;[(Bpi —llc 0 (16)
PrY« YiH Y,
_3a YHYi - ! PYi o
Hyay: = Wi T mHkyk + oy HYIV YV Bt pb’k Py =
Yik-1Y P pry
_16/la i,k-1Y kP Vi _
= i,—pi_—HYEV"' Py =
EV“ yeHY 5 piye
v . DIGp. TGo.
_14 Eﬂk_l - V|,kT1pk Pi HkykEYk + kaGp| P, =
kakyk pkyk
=!he Yik-1YkPi = YikP;
b) (=k) gg..P =2 0
(<k) GeaP; = (@ *Y)'P; =" yep; = pGp; =" 0
c) (i<k)
piTka+1 = yiTpk+1 =t _}\'k+1yiTHk+19k+1 =l _>\’k+1?i,kpi-rgk+1 =" 0
[ |

Podla vztahu (9) je gradient gx kolmy na vSetky predchadzajice smpryVztah
(10) vyjadruje, ze algoritmus 2 generuje G-zdruzené smery pj, teda je algoritmom

zdruzenych smerov a konverguje k minimu za najviac n krokov.
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|Veta 3.4|

Pre kvadraticku funkciu (2.8), n-t4 aproximacia inverznej Hessovej midtice

skonsStruovanej algoritmom 2 je
n=PIP'G™, (17)
kde P je matice, ktorej stipce tvoria vektory po P1p 2, +..,Pn-t.

MaticaTl je diagonalna tvaru:

Sfo,n—l 0 0 S
r = O 0 Vin-1 N
a o 0
O _ O
] 0 Yn-1,n-1[]

Cisla Y.« su definované vztahom (8b). Tieto diagonalne prvky matice I' s navySe
vlastnymi ¢islami matice R, = GY?H nGll 2
Dokaz: Z Vety 3.1. pre matiddy,, plati
H.yo = H.GPo = Y0440
Hyy, = H.Gpy = ¥4

Hy.,:=HGp,; = ¥y101Pns

=> HGP = PT
P je regularna, pretoze vektory po, Pp1p 2, .- Pn-1 SUG— zdruzené a z toho vyplyva
nezavislé.
H, = Prp'c"
Z ¢oho dostavame R, = GYP)r(Pc"»?
MaticaR, je podobna diagonalnej maticj teda maja rovnaké vlastné Cisla. m

V algoritme 2 G-zdruzenost’ smerov je nezavisla od parametrov Y, ¢. Preto mozno
ocakavat, ze vhodnou volbou tychto parametrov mozeme dosiahnut, aby tento
algoritmus lepSie konvergoval v porovnani s inymi kvazinewtonovskymi metédami, v
ktorych tieto parametre nevystupuju.

V nasledujucich ¢astiach sa budeme snazit’ najst’ také hodnoty parametrov v, ¢,
aby Orenova formula (2), (3) generovala matide co najlepsie aproximujice

inverzn Hessovu matic®™.
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3.2.Struktiira vlastnych ¢isel matice Ry

Pre skimanie kvality aproximéacie inverznej Hessovej maBidematicou Hy
definovanou vzt'ahmi (2), (3) si musime najskor zvolit’ vhodné kritérium.

Vo vztahu (1.a) nam cislo podmienenosti matice Ry = GY?H, G2 ovplyviiuje
kvalitu jednej iteracie. Zrejme, ak v (1) matiBa = I, tak jej ¢islo podmienenosti je
rovné jednej, a teda xi(1) = f(X) a H =G

Cislo podmienenosti matice Ry Sa javi ako prirodzené kritérium kvality
aproximacie matic&™ maticouHy. V zmysle predchadzajiiceho oznagenia budeme
¢islo podmienenosti matice Ry oznaovat’ K(Rk). Nasim ciel'om je najst’ taky spdsob
vol'by Yk, dk, aby KRk+1) bolo ¢o najmensie.

Pre pracu symto kritériom, je dolezité aby sme poznali $truktiru vlastnych ¢&isel

maticeRy+1.

Aby sme mohli prehl'adne vyjadrit’ vnitorné zévislosti medzi jednotlivymi

veli¢inami formuly (2), (3), zavedieme nasledovné oznacenie:
H.y.yH '
H (Hk, Pxs Yio Yio®k) = H"k - M + @ (YeH WY ViV EYk + p-kri
Y HiYi PxY«
(18)

p k _ H ky k (19)
P YieHo
Pri takomto oznaceni formulu (2) (3) mozeme zapisat’ takto:

Hi+1 =H (Hk, Pr, Yio Y, $) (20)
Kvoéli prehl'adnosti v d’alSom vynechame index k abudeme pisat’ len H(H, p, Vv, YV, ¢).

Vi =

(Je potrebné upozornit’, ze poradie parametrov je presne urcené.)

Nech maticovy vyra (H, p, v, Y, ¢) je definovany vztahmi (18), (19). Potom,
pre T'ubovolnl regularnu, symetrick maticu H, nenulové vektory,y O R" a skalare
o, v,v# Oplati

a) H(H.py,v.9) = H@H,p,y, 19), (21)
b) HMH.pyv.¢) = Q-9)HMH.P.Y.v.0)+¢6HH,p,y. V1), (22)
¢) [H(H.p.y.v. D" =H (H%y, p, 17, 0). (23)
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Dokaz: a) Ak v (19) namiestd dosadimeH, takv sa nezmeni. Potom z

(18) dostavame

T

2 T
y?Hy y'H pp
H (YH’p’y’ 1’¢) = EL/H T T + Y¢ (yTHy)VVT H+ T =
B yY'Hy H ply
Hyy'H T
=§* -7, ¢(yTHy)vaBv+ i
y'Hy H »ply
b) Podrla (18)
HH,p,y,v1)-H H, p,y, v, 0) = v(y'Hy) w' (24)
HHpyvd) =HHDPYYO0) +dy(y Hy)w' (25)

z (24), (25) dostavame

HMH,p,y,v.9) =H (H,p,y,y,0) +¢[H (H,p,y,v,1) -H (H,p,y,y,0)]
= (1$HH H,p,y,v,0) +oH (H,p,y,y. 1)

¢) Rovnicu (23) dokazeme overenim, Ze plati

HH. p. Y.y, )IHMH Y, p, 1/7,0)] =1

|Lema 3.2|

Nech formulaH: = HH, p, ¥, YV, §) je definovana vztahmi (18), (19).
Predpokladajme, ze p'y > 0 ay = Gp, kdeG > 0. Ak definujemeR = G**HG*? a z
= GY%, potom plati:

R=G¥YH,.G"™ =H(R,z2zY,0), (26.a)
teda GYIHMH,p,y,V, 9] G* =H(R,z 2y, 0) =
Rzz'R T T zz'
- + ¢(z'Rz)uu + —, 26.b
%? LR 4R % i (26.b)
z Rz
kde u=—- ) 27
z2'z z'Rz 27)

Dékaz: Substitucioy = Gp zo vzt'ahu (19) dostavame

1/2 1/2
Giy= g2 P _ G HGp E = u. (28)
th'Gp  p'GHGp

Prenasobme (1852 z obidvoch stran. Vieme, Ze y = Gp.
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GYH H,p,y, v, )] G* =

:%MHGM _ G'"*HGpp 'GHG ** +¢ (pTGHGp)Gl/ZVVTGUZEY + G"pp'G"*
p'GHGp p'Gp

(29)
Prepisanim vztahu (29) v terminol6gii R , z dostaneme vzt'ah (26).

|
Poznamka:Pouzijuc vztahy (21)-(23) spolu s vysledkami Lemy 3.2 dostavame

nasledujuce vztahy pre maticu R:

a HR,z,zv,9) =H (yR, 7,z 1,¢), (30)
b) H(R,z,zv,¢) = 1 -¢)H(R,z2zvy,0)+HR,z1zyvy,1), (31)
c) [HR,zzvy, D' =HR™, 2,z 1/y, 0). (32)

Na skiimanie zdvislosti vlastnych ¢isel matice R+ od vlastnych cisel matice R

potrebujeme poznat’ Struktaru vlastnych ¢isel maticového vyrazu H (R, z, z, y, ¢).

Najskor budeme uvazovat’ v§eobecny pripad matic A aD, kde

Arr TA T
- +

D=A
rTAr r'r

, 0#r OR". (33)

[ Lema 3.3. (Loewner}

Nech symetricka maticA typu nxn ma vlastné ¢isla
M <A< 0 <A
Nech maticaA* = A +a.aa’ (o > 0a 0 R") ma vlastné &isla
Hi < M2 € ... < o
Potom
MSEMUEASHWLES .S A S Un

(Dbkaz neuvadzam .) -
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Nech maticaA > 0 ma vlastné Cisla
O <A £ ... £\
a symetricka maticB definovana vzt'ahom (33) ma vlastné ¢isla
W € Mo € ... € Hn
Potom plati:
a) ak1<A,takpy=1a
1<Aa1< Mk € Ak prek=2,3 ...,n.
b) akAp,<1,takp,=1a
A< Mk € A1 <1 prek=1,2,..,n-1
Cc) akA;<1<Aj1 pre nejaké ¥j<n, tak aspon jedno z vlastnych ¢isel Y, Yj+1

je rovné jednej a.

A< Mk <1 prek=1,2,...,]
Ak < Ak pre k= j+1,j+2, ..., n.
DoOkaz: Najskor uvazujme maticu
Arr’A
P=A - 34
r'ATr (34)

Vidime, z¢ Pr = 0, tedaP m& jednu nulova vlastni hodnotu zodpovedajucu
vlastnému vektoru. Ozna¢me vlastné ¢isla matice P ako
r]l < rl2 < ... < rln.

Potom podl'a Lemy 3.3. dostdvame

0 |1 < A < N2 < A< ... < Nn < An. (35)
. _ re’
Dalej D=P+ P (36)

Nechwy je vlastny vektoP zodpovedajuci vlastnej hodnaig pre k= 2, ... ,n a

r je vlastny vektoP zodpovedajuci; = 0. Ked’ze P je symetricka, jej vlastné vektory

su ortogonalne. Potom'w, = 0 prek=2,3,...,n.
Teda Dw = Pw = nuwg prek=2,3,..,n.
Z toho vyplyva, Ze Na, ... ,Nn S0 aj vlastnymi ¢islami matice D. Dalej plati
T
pr=pr+ 00 - 37)
rr

Podrla vztahu (37) D ma aj vlastni hodnotu 1 zodpovedajicu vlastnému vektoru

Teraz mame Uplni mnozinu {N2,N3, ... ,Nn, 1} vlastnych ¢isel matice D.
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Vidime, ze vSetky vlastné ¢isla matice D sU kladné, ted® > 0. Ak chceme tieto
vlastné ¢isla monoténne usporiadat’ do mnoziny { W1, U2, ... ,n }, mame tri moznosti:
a) Nech 1 <\j. KedZe A1 <13, ztoho vyplyva, Ze 1 je najmensSie vlastné ¢islo

maticeD. Tedauy =1 apx=nk pre k= 2,3, ..., n. Podla (35) plati

1 <AL S H2 £ A2 L .S Up £ A, (38.b)

b) NechA,<1. KedZe N, < Ap, z toho vyplyva, Ze 1 je najvacsie vlastné Cislo D.
Teda pk = Nrsaprek=1,2, ..., n-1. Podl'a (35) plati

M <M SA <M. A < My, =1 (38.b)
c) NechAj<1<Ajqpre 1<j<n. Interval pj, Aj+1] obsahuje jednotku igy.1. Takze
usporiadanie bude nasledovnéy = ny:1 pre K< j-1, pj = min [ 1,nj+1]. Vieme, ze
Aj < 1asucastne z (35) Aks N pre k=1, 2, ..., n-1.
Teda A< Mk<1 prek=1,2, ... ]
Dalej p+1=max [1,n+1] a =Nk pre k=j+2. Tiez vieme, ze Ajs1 = 1 a z (35)
Nnk<Ak prek=1,2,...,n-1
Teda < g < Ak prek= j+1,j+2 ..., n. =

[ D6sledok Vety 3.6 g

Ak interval A1, An] obsahuje jednotku, tak je zarucené, Ze matica D bude mat
mensie ¢islo podmienenosti ako matica A.

Dbkaz: Priamo z Vety3.6 c) . =

Vztah medzi vlastnymi ¢islami matic A a D z dosledku Vety 3.6 vyuzijeme pri
konStrukcii takzvaného “samoskéalovacieho” algoritmu, v ktorom sa bude automaticky

volit’ parameter Yy zarucujuci pokles ¢isla podmienenosti matice R.

ZobrazenieH(R, z, z, y, §) definované vztahmi (26), (27) pre maticu R > 0 a
0# z0OR" oznaéme stru¢ne symbolom R (y, ¢), teda

®¢)=HR,z2zy,¢), R>0 a 0£zOR" (39)

|Veta 3.7|

Nech vlastné ¢isla matice R (y, ¢) definovanej vzt'ahom (39) su
Ha(Y, §) < Ha(Y, §) < ... < HalYs ).
Potom pre¢ 0 [0, 1] ay>0 plati
Hi(Y: 0) < MY, 9) < iy, 1) prek=1,2,...,n. (40)
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Doékaz: Podrla (26) pre 'ubovolné dva skalare ¢, adp, mame

R(Y, 02 = R(Y, $2) +y (92 -¢1) (z'Rz)uu’. (41)
Predpokladajme, ze 0 < ¢;< ¢po<1 ay> 0, potom podl'a Lemy 3.3.

(Y, 01) < (Y, 92) < pea(y, 1) prek=1,2,...,n. (42)
Zo vztahu (42) pre O¢ O [0, 1] plati

H(Y: 0) < (Y, ¢) < Ma(y, 0) prek=1,2,...,n, (43)
a WY, 0) S m(y1) < Mealy,9) prek=1,2,..,n. (44)
Spojenim (43) a (44) dostavame (40). =

Nech su splnené predpoklady Vety 3.7. Necky < A, < ... £ A, sU vlastné
Cisla matice R. Potom pre¢ [0 [0, 1] ay> 0 plati:

a)Ak 1<y\; tak iy, 9) =1 a

1 ¥k < kY, ) < YAq pre kK = 1,2,...,n-1.

b) Aky\p< 1 tak iy, 9) =1 a

YA < (Y §) < YAkn

c) Ak YA; £ 1< YA prenejaké kK j < n, tak aspon jedno z vlastnych ¢isel

(Y. 9), Hi+a(Y, §) je rovné jednej a
YAk € kY, 9) < 1 pre k=1,2,...,]
<Ay, §) < YA pre k=j+1, j+2, ..., n.

N

1 pre k =1,2,...,n-1.

Dékaz: 1. PreR (1, 0).

Doékaz vety pre tento pripad vyplyva z Vety 3.5., ak substituujelne= R,
D =R(,0) ar =z
. PreR(1,1).

Zo vztahu (32) dostavame

[R (1, )I* =H(RY, z, z, 1, 0). (45)
Vlastné ¢isla matice R? s 1M\, € 1/An1 € ... < 1/\; a matice R (1, 1)]l su
1/ pn(1,1) € Una(l, 1) < ... < Lhua(y, ¢). Ak vo vete 3.5. substituujema = R™?,
D = R@ D', r = z, tak invertovanim vztahov z tejto vety dostavame dokaz
pre tento pripad.
. Pre R (y, 9).
Zo vztahu (30) plati

HR,z,zvy9¢) =H (vR, 2,2, 1,9), (46)
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Vlastné ¢isla matice YR sU YA1 < YAz < ... £ YA,. Ak vV L, Il. Substituujeme
YAk za A pre k = 1,2, ..., n, tak dokdZeme tvrdenie pre 'ubovolné y > 0 a hodnoty
¢ 040, 1}. ZVety3.7.pre¢p O [0, 1]ay>0 plati

MY, 0) < Py, 9) < pul(y, 1) prek=1,2,...,n.
Preto vSetky nerovnosti, ktoré su spinené pkéy, 0) aj (Y, 1) , su splnené aj pre

Uk(Y, §). Tym je tvrdenie dokazané pife ¢ [ [0, 1]. =

Z predchadzajlicej vety vieme aky je vzt'ah medzi vlastnymi ¢islami matice R a
matice R (y, ¢), teda vzt'ah medzi vlastnymi ¢islami matice Ry a maticeRy.1. Vidime
tiez, ze ak zvolime y =1 a¢ 0[O0, 1], tak vlastné ¢isla matice R sa posunu blizSie
k jednotke \kazdej iteracii. Ak pouzijeme oznacenie z Vety 3.8., tak prep [0, 1]
plati

ML, ) - 1] < | Ac- 1 prek=1,2,...,n.
( Dbékaz vyplyva priamo z Vety 3.8.)

Volbe parametra Yy = 1 zodpoveda Broydenova trieda kvazinewtonovskych
formdl, ktora bola skimana skér ako Orenova trieda. Jej Specidlnym pripadom je aj
DFP formula, ktora zodpoved@ = 1 a ¢x = 0. V tychto pripadoch plati, Ze vlastné
Cisla matice Ry sa v kazdej iterdcii priblizia k jednotke. Téato vlastnost’ vSak nie je

postacujuca pre zarucenie poklesu ¢isla podmienenosti matice Ry.

V pripade kvadratickej funkcie DFP formula v kaZdej iteracii posunie jedno
vlastné ¢islo matice Ry do jednotky a ostatné vlastné Cisla matice Ry+1 sa budud
nachadzat’ medzi vlastnymi ¢islami matice Ry ako to vyplyva z Loewnerovej lemy.
Ak pri Starte Ho = |, tak Ro = G. MdzZe nastat’ pripad, ked’ matica G bude mat’
vSetky vlastné ¢isla omnoho vécSie ako jedna, ale ¢islo podmienenosti bude mat
relativne malé. Po prvej iteracii bude najmensie vlastné ¢islo matice Ry rovné jednej,
¢ize bude vyrazne nizSie ako najmensie vlastné Cislo matice Ry. Najvécsie vlastné
¢islo Ry bude medzi dvoma vlastnymi ¢islami Ro S najvysSou hodnotou, teda sa
nebude vyrazne lisit' od najviacsieho vlastného ¢isla matice Ro. V takomto pripade
K(R1) bude vacsie ako K(G). Aj ked bude ¢islo podmienenosti K(Ry) v kazdom

d’alSom kroku klesat’, méze byt vacsie ako K(G) az do n-1 iteracie.
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Nasim cielom je zarucit’ pokles ¢isla podmienenosti K(Ry) v kazdej iteracii.
Zameriame sa teda na analyzu zmenR¥(po jednej iteracii. Ako d’alsi dosledok

Vety 3.8. mézeme sformulovat’ nasledovné tvrdenie.

Nech R (Y, ¢) je definované vztahom (39). Nech R, Uk(y, $) a Ak su definované
ako vo Vete 3.7 a 3.8, potom pg¢el][0, 1] a y> O plati:

a) Ak 19\, tak YAn1< K(R(Y, d)) < YA, .
b) AkyA, < 1, tak M\ < KR (Y, 9)) < 1/yA; .
c) AKyA; £ 1 < yA,, tak KR (v, 9)) < K(R).

Dokaz: Ked'ze matice R aj R (y, 0) su kladne definitné, tak K§) =An/ A1 a
KR (Y, ) = (Y, &) / pa(y, §). Potom z Vety 3.8 ¢asti a), b), ¢) vyplyva
a) MY, d) =1a YAn1 < Un(y, &) < YAn  Co implikuje Cast’ a).
b) un(y,d) =1 a VYA < pu(y, ¢) < yA2  Co implikuje Cast’ b).
C) VA1 < Mu(Y, §) < 1< pn(y, ¢) < YAn, teda
Hn(Y, &) / Ha(Y, §) < A1/A, z toho vyplyva Cact’ c). =

Vidime, ze ak ¢ O [0, 1] ay O [1/An, 1/A1], tak ¢islo podmienenosti matice Ry+q
nebude vacsie ako matice Ry. ( Aj ked’ neplati, ze K(Rk+1) je ostro menSie ako Rg),
budeme zjednoduSene nazyvat tento vzt'ah ako “pokles® ¢isla podmienenosti matice
Rk. Vzdy vsak tento “pokles” budeme chapat’ v zmysle K(R+1) < K(Rk).)

V d’alsom ukazeme , ze restrikcia ¢ na interval [0, 1] je nevyhnutna.

Uvazujme kvadraticka funkciu (2.8), H > 0, maticeH. definované vztahmi (2),
(3). Nechy je volené tak, aby bolo spinené
A < 1 < A, (47)
kde A1 a A, st najmensSia a najvicsie vlastné ¢islo matice R = GY?HGY>,
Potom
KRi+1) = K(RW) (48)
a Hiie > 0
vtedy a len vtedy, ak ¢ J [0, 1].
Dékaz: Ak¢ 0[O0, 1], tak dékaz vyplyva z Vety 3.8. ¢)

Obréaten¢ tvrdenie dokdzeme pomocou kontraprikladu, ktory prvy uverejnil Fletcher.
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Predpokladajme, ze ¢ <-ealebo ¢ =1 +¢, kde 0 <e << 1.

Nech matica
R ~ %_'_ € 81/25
g gl? e D

Vlastné ¢isla matice R sU

AM=n, A=1+2-n,

kde N = 1+ 2¢ —2\/1+48 . (49)

. Nechy=1.

Vidime, ze n <1<1+ % -n, tedayspina podmienku (47).

. Rzz'R zz'
Vieme, zZe Ry = % - — + ¢(ZTRZ)UUTEY +—
Zz Rz Z7Z
z Rz
kde u=— - )
z2'z z'Rz

Nech vektorz = G*% = (0, 1] , potom

Z'Rz=¢, 2'z =1, u:%i,oga
Je

Rzz’R _ 1 O T e % o5 . _ D00
- ] - '] - D
Z2'Rz l 1

+¢ 0
Odtial R: = R(1,9) = E* ¢ S.
0o 10

Tato matica je pré < - € singularna alebo zaporne definitna, ¢o je spor s Hy+1 > 0.

. Nech y=1h. Takto zvoleng spiia (47) a podobnym spdsobom ako v 1.
dostavame
E+¢ OD
R.=RIM,¢) = 5 n o
g0 18

Pre ¢ =1 +¢vtomto pripade plati

R 21+28 >1+28—1]
n n

To je v spore s (48).

KR-) = = K(R).

Teda pre 'ubovolne malé € > 0 mame &< ¢ < 1+¢ m
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Uz vieme, ze na zaruCenie poklesu ¢isla podmienenosti matice R v zmysle
vztahu (48) je potrebné volit’ hodnoty parametrov tak, aby ¢ [ [0, 1] ay tak, aby
bola splnend podmienka (47). Pre praktické vyuZitie tejto tedrie je vSak potrebné najst’
taky spdsob vol'by hodndt Orenovho parametra y, aby sme nemuseli v kazdej iteracii
pocitat’ vlastné ¢isla matice R. V nasledujicej Casti ukazeme, ako mozZeme urcit

vhodné hodnoty len na zaklade znalosti matidea vektorowy, p.
3.3. Konvexna trieda Orenovskych parametrov

V tejto Casti ukdzeme platnost’ podmienky (47) v pripade kvadratickej funkcie pre
celu triedu parametroy
NechH je regularna matica g, y vektory z R také, e p'y # 0. Zavedieme

oznacenie

T Tyg-1
y(H.,p,y,6) = (1-6) Ey +ep'j P kded [0, 1]. (50)
y Hy py

|Veta 3.11|

Nechp, y su také vektory z Rze p'y > 0. NechH, G, R su kladne definitné

matice, pre ktoré plati

y =Gp, (51)
R = GYHG'?. (52)
Ak skalar y(H, p, v, 0) je definovany vzt'ahom (50) potom plati
1 1
— < y(H,p,y,0) < —, 53
" v(H, p, Y, 0) " (53)

kdeA1, A, je najmensie a najvacsie vlastné ¢islo matice R.

Dékaz: Pre9 0[O, 1] je y(H, p, Yy, 6) konvexnou kombinaciouH, p,y, 0) a
Y(H, p, v, 1), preto sta¢i (53) dokazat’ pre tieto extremalne hodnoty.
Ozna¢me

z = G"% (54)

apodla (51) z = G4, (55)

l. Pre6 = 0.
Substittciou (51), (52) a (54) do (50) dostavame

T T T
p'y _ p'Gp _ 2z (56)

H! 3 !O = -
YH.p.y. 0) y'"Hy p'GHGp z'Rz
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Pre najmensie a najvicsie vlastné &islo R a x O R" plati (vid’ [2] str.35)

A = HmHipl X'"RX a A, = Ma)l(xTRx. (57)

Teda plati

MZ'z € ZRz < A\Z'z. (58)
Z (56) a (58) dostdvame

1 1

— < H,py 0 < — 59

" y(H,p,y, 0) . (59)
. Pre6=1.

Substittciou (51), (52) a (55) do (50) dostavame

z'Rz
yH,p,y, 1) = T (60)

Matica R ma najmensie a najvacsie vlastné Cislo rovné 1/A, respektive W,

preto pouzitim (57) a (58) dostavame

1< Rz < Lo, (61)
Ay A
. 5 1 1
An A
Tym je veta dokazana. -

Ak minimalizujeme kvadraticki funkciu a na genengi¢ smerov pouzivame
algoritmus 2, tak v k-tej iteracii st splnené predpoklady Vety 3.11. Potom volba
Yk = Yk(Hk, Px» Yko Bk) zarudi, ze v k-tej iteracii K(Ry+1) £ K(Rk).

Volba takéhoto Yk sa mdze zdat’ neprakticka, pretoze na vypocet y(H, p, y, 6) pre
8 # 0 potrebujeme poznat' H™. Nasledujiicou vetou ukdzeme, ¢  y(H, p, y, 1)

modzeme vypocitat’ aj bez znalosti inverzie H.

Nech p, y, g, H, A st ako v algoritme 2 ay(H, p, y, 8) je definované vzt'ahom
(50). Potom plati

-Ag'p _ g'p

yH,p,y, 1) = = : (63.a)
y'p g'Hy

YH,p,y, 1) = A. A - optimalny krok) (63.b)
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Ddékaz: Preéd = 1 substitucioup = -AHg v (50) dostavame (63.a), teda

Ty-1 T T
WHpy ) =B R= R = 3R (64)
Ked’Ze pouzivame optimalny krok podl'a (13) mame p'g. = 0. Teda
Py =p'(g- -9 = P'g . (65)
Dosadenim (65) do (64) dostdvame
yH,p,y, 1) = A -

Zo vzt'ahu (63.a) vyplyva, Ze Y modZeme urcit pomocou uz znamych veli¢in.
Ak vyuzijeme znalost’ optimalneho kroku tak na vypocet Vy(H, p, y, 1) mdézZeme
pouzit' vztah (63.b). Takyto postup by bol vypoctovo najmenej narocny, lebo
optimalny krok mame vypocitany vzdy eSte pred volbou y. AvSak optimalny krok
nemusi byt vypocitany Uplne presne, €o je sposobené zaokrihlovanim pri vypocte
(Ak je pocitany napriklad zlatym rezom.).

Aby sme sa vyhli tejto nepresnosti pri vol'be Y je vyhodnejsie volit' y ha z&klade

vzt'ahu (63.a). Pre tento pripad mozeme vzt'ah (50) prepisat’ nasledovne:

_ p'y g'p
y(H1 p1 y1 e) - (1 - 9) + e . (66)
y ' Hy g'Hy

Vztah (63.b) moZzeme v pripade kvadratickej funkcie vyuzit' na generovanie

hodnét optimélneho kroku.

[ Désledok Vety 3.1

Ak f je kvadraticka funkcia (2.8), potom pre optimalny krok plati
T
H
= — 9 (67)
g HGHg

Doékaz: Zo vztahu (12) vieme, ze p = -AHg. NavySe pre kvadraticka funkciu
plati y = Gp. Dosadenim tychto vztahov do (64) a vyuzitim (63.b) dostaneme vzt'ah
(67). |

(Vyraz y(H, p, y, 0) ma aj vlastnost’ “komplementarity. Ide o komplementaritu,

ktor m6zeme vyjadrit’ v nasledujiicom tvare:

yH.p,y, 1) =H™y, p, O)*.

Blizsie bude tato vlastnost’ rozoberana v ¢asti 3.7.)
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3.4. Samoskalovaci algoritmus

V predoslej ¢asti sme nasli spdsob vhodného generovania Orenovho parametra
znizujuceho ¢islo podmienenosti matic Ry. Ak v algoritme 2 uplatnime taktito vol'bu

Orenovho parametra, dostavame nasledeamyosSkalovaci algoritmus

|AI§ritmus 3|

Start: xoOR", go = Of(xg), Ho> 0.
€ > 0 — konStanta pre kritérium presnosti.
Pocitadlo iteracii k= 0.
Cyklus: k=0,1, ..
1. krok Test dosiahnutej presnosti
AK|| Of(xy)|| < €, tak STOP.
2. krok Vypocitame smer S = -Hygk.
3. krok Vypocitame optimalny krok Ay > 0.
4. krok Vypocet novej aproximacie Xes1 = Xk + Ak
a noveého gradientu Ok+1 = OFf(Xke).

5. krok Vypocitame vektory

Pk = Xk+1 — Xk,
Yk = Ok+1 — Oks
p H'y
v = k- k” K (69

k p:yk y-I:H kyk
6. krok  Zvolime vhodné hodnoty skalargy [0, 1] a 6 [0, 1]
a vypocitame

_ p'y g'p
H1 1 16 - 1_ 9 + e f 6
yH,p,y,8) = ( )yTHy o Hy (69

7. krok  SkonStruujeme matiélys; nasledovne:

pkp:(— _ Y H kykyIH
PY Vi Huo

8. krok Zvicésime k o0 jeden a vratime sa na 1.krok

Heo =vHe + <+ Y ¢K(yIHkyk)VkVI' (70)

Vystup: Xk - aproximacia bodu minimax)
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Velmi dobrou vlastnostou algoritmu 3 je jeho invariantnost na Skalvanie

ucelovej funkcie. O tejto vlastnosti pojednava nasledujica veta.

Nech {Hy}, {xk} suU postupnosti matic a vektorov generované algoritmom 3
aplikovanym na konvexnu funkciuxi C% Necha > 0,8 > 0,5 > 0, = o.f(B.x),
Ho =dHo, Xo= B.xo a {H, { x«} st zodpovedajlice postupnosti pre funkciu f
Nech postupnosti ¢k}, { 6k} su rovnaké pre obidve minimalizované funkcie faf

Potom pre k > 0 plati

H, = sz %, = Je
of p
Dbkaz: Prel xy, Xk 0 R" také, ze Xk = Bx plati
6 = O:[ef(B%)] = opO,f(x,) = By, (71)

Ak xo= Bxo aHo =03Ho, tak pre prvé smery plati
So = ~Ho8, = —8apH g, = (Bap)s,.
Prvé vektory smerov sa liSia iba vel'kostou. Aby sme nasli X3, % 1 budeme hl'adat’ bod

minima f(.) respektivé ¢.) v rovnakom smere. Odtial’ dostavame X; = B X 1, preto

P, = % Podl'a (71) plati y, = afyo. Dosadenim tychto vztahov do (68), (69),
. _ ~ _ 1 . 1 ~ _H

(70) dostavame: Yo = W Yoo Vo = a_B v, a H, = qglz'

Indukciou dostavame platnost’ vzt'ahov pre [1 k > 0. =

3.5. Optimalna hodnota Orenovho parametra

V kapitole 3.3 sme odvodili konvexnu triedu parametyQ\ktoré zarucuja, ze
maticeRx pre ¢y O [0, 1] maja vlastnost’ (48), teda K(Rk+1) < K(Ry). Tato trieda
vsak aj nad’alej dava Siroku skalu moznosti vol'by Orenovho parametra yi. Pokisme sa
zistit' ako r6zne hodnoty parametra Yk ovplyviluju konvergenciu algoritmu 3. Ako
kritérium priblizenia budeme aj nad’alej pouzivat’ pokles ¢isla podmienenosti matice

Rk. Nasim cielom v tejto Casti bude zistit’ vplyv roznych vk O[1/A,, 1/A;] na pokles
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K(Rk+1) pri fixnom ¢y 0 [0, 1]. A1, A, st najmensie a najvacsie vlastné ¢islo matice

Ri.)

Pripomenime si uz zavedené oznacenie:

Ry.$) =HR zzy.¢) =

Rzz'R . . z7'
- + ¢(z Rz)uu + — 72
%? LR 4R @ “ (72)
z Rz
kde u=— - 73
z2'z z'Rz (73)

a R =G"HG™.

[ Definicia 3.1] Nech¢ O [0, 1] je pevne zvolen& hodnota.

Hodnoty* Orenovho parametra nazyvamgtimalnoy

ak pre zobrazenie (72) plati:

R(y*,9)) = minyo K(R(y,$)) (74)

Nech vlastné ¢isla matice R > 0 su
O <A £ ... A,

a vlastné Cisla matice
Rzz'R
7Rz

(kdeu je definované vzt'ahom (73).) st

M R

+ ¢(z'Rz)uu’, (75)

N<N2< ... €N
Potom vlastné ¢isla matice R(Y,¢) sU {yn2, Y3, -.. ,¥Nn, 1} a pre 'ubovolné ¢ O [0, 1]
ay>0 plati
AM<N2< A< .S Ny €A (76)

Dbékaz: Pre matictM plati Mz = 0. Z toho vyplyva, Ze M ma vlastné ¢islo
N1= 0. Toto vlastné ¢islo prislicha k vlastnému vektoru z. Nechwy su vlastné vektory
prislichajuce k vlastnym c¢islam ng pre k = 2, 3, ..., n. Vieme, ze matica M je
symetricka, teda jej vlastné vektory su ortogonalne. Plati

Zwe = 0 pre k= 2,3, ..., n (77)
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Maticu R(y,d) modzeme zapisat’ v tvare

zz'

R(y.$) =yM + . (78)

Z 7

a jej vlastné Cisla su {ynz, yns, ... ,YNn, |, pretoze plati

R.9).wik = yMwy = yni pre k =2,3,..,n.
MaticaR(y,$) ma aj vlastné ¢islo rovné jednej, lebo

Rid)z =z + Z2Z -,

Z 7
Dostali sme Gplntt mnozinu {ynz, YNs, ... ,YNn, 1} vlastnych ¢isel matice R(y,$).
Oznac¢me vlastné ¢isla matice R(y, ¢) ako
Ha(Y, §) < Moy, §) < ... < HalYs ).
Dokaz vztahu (76) vyplyva z jednotlivych casti Vety 3.8. Vo vSetkych troch
spominanych pripadov najskor uréime, ktoré (Y, ¢) je rovné jednej. Néasledne
ur¢ime vztah medzi zvySnymi (Y, ) @ ynNk. Z nerovnosti v jednotlivych Castiach
Vety 3.8 dostaneme vzt'ah (76).
Nech napriklady > 1/;.
Z Vety 3.8 a) dostaneme, ze
My, ) =1 a 1 <yAx < psa(y, §) < YAq pre k = 1,2, ..,n-1.
Kedze m(y, ¢) =1, tak Hk(Y, §) = YNk pre k = 2,3,...,n.
Z nerovnosti medziyAx a pk(y, ¢) dostavame vzt'ah (76).

Analogicky v ostatnych pripadoch. m

[ D6sledok Vety 3.14.

Nech su splnené predpoklady Vety 3.14/ & 0, potom pre pevne zvolené
¢ O[O, 1] plati:
a) Najvicsie vlastné Cislo matice R(y,d) je max[1l,yn, ] a najmensie
vlastné ¢islo matice R(y,¢) je min[1,yn2].
b) Cislo podmienenosti K(R(y,$)) = LY
N2
arovnost nastava, ak N, <1 < np. (79)
c) Ak plati vzt'ah (79), tak Yy je optimalna hodnota Orenovho parametra.

d) AkyO[1/An.1, 17, taky je optimalna hodnota Orenovho parametra.
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DoOkaz: a) Priamo z vety 3.14.

e Cmal, y, |0
b) Z casti a) mame K(R(y,9)) = 0=
aminfL, m,]g " n,
c) Ak plati (79), tak KR(y,9)) = , a teda podl'a b) a Definicie 3.1

nz
jey optimalna hodnota Orenovho parametera.
d) Z Vety 3.14 vyplyva,Zze N2< A2<...< Ap1 <N . Preto, aky O[1/An.1, 1],
tak urcite Ny, < 1N < n, apodla c) je y optimalna hodnota Orenovho parametra.

Nech su spln& predpoklady vety 3.14. Ozna¢me

K* = IR(Y*9)) = minyo K(R(Y,$)). (80)
Potom pre 'ubovolné yO[1/A,, 1A4] a ¢ O[O, 1] plati

Ox, A0
)/ K* < max =2 81
KR(Y,9)) F x% (81)
DOkaz: Z Dosledku Vety 3.14 vieme, Ze Ke=Tn g
UP
Cmax{l, yn, |0 O, 1 O
KR(y.9)) = qO0 = maxg—, —, M.0-
gminfL, yn,] o M. M. 0
Odtial
0 1 0
K(R(y:9)) / K* = maxf, M. a A1 < 1 <A, teda
O M,
0 n
K(R(y,d)) / K* < max g,’“—“,”—zg. (82)
O M MO

Z Vety 3.14 mame 0R2< A2 £ ... £ Apa1 £ Nn. Dosadenim do vztahu (82)
dostaneme (81). =

Dostali sme odhad hornej hranice podieluRK(¢)) a K*. Vidime, ze ak
vzdialenosti medzi vlastnymi ¢islami matice R budu malé, tak K(y,)) = K*. Na
druhej strane mozu nastat’ pripady, kedy vzdialenost’ medzi vlastnymi ¢islami R bude
velka. Vtedy by bolo vhodné zvolit' y ako optimalnu hodnotu Orenovho parametra,

pretoze by sme dosiahli vyrazné zlepSenie.



3. Kvazinewtonovské metdédy Orenovho typu 41

Teoreticky sme sice ukazali, ktoré hodngtysu optimalne, ale neexistuje
prakticky postup na vol'bu tohoto parametra tak, aby bolo zaruc¢ené y [ [1/n,, 1h2]
respektivey O[1/An.1, 1/7)].

3.6. Optimalna podmienenost’ matic Hy

V predchadzajicich Castiach sme nasli spdsob volby hodnoty ykx Orenovho
parametra tak, aby pre kvadraticki funkciu (2.8) bol zaruceny pokles Ccisla
podmienenosti maticeRy = GYH G ¢im v zmysle vztahu (1) dochadza k
zlepSeniu konvergencie. Na zaklade takejto volby hodndt yk sSme zostrojili
samoskalovaci algoritmus (algoritmus 3).

Z definicie matice Ry = GY?H,GY? respektiveH, = GRG™"? mozeme
usudzovat, ze zaroven s poklesom cCisla podmienenosti matice Ry klesd aj Cislo
podmienenosti Hy. Malé Cislo podmienenosti matic Hy je ziadice z numerického
hl'adiska, pretoZze sa tym redukuji chyby spdsobené zaokrihlovanim, a tym je
zarucena lepSia numericka stabilita algoritmu .

V tejto Casti sa poktsime pre hodnoty parametra Yk, ktoré zarucuju pokles K(Ry),
najst’ také hodnoty Broydenovho parametra ¢k, aby Cislo podmienenosti matice Hy+1
bolo ¢o najmensie.

Najskor ukazeme vzt'ah medzi ¢islom podmienenosti matice Hy+1 @ maticeHy.

(Zaroven odvodime hornt hranicu pre K(Hg+1)).

Pre jednoduchost’ zépisu formil pouzijeme nasledovné oznacenie:

m=p'y, (82.a)
X = y'Hy, (82.b)
B =p'Hp. (82.c)

V tomto oznaceni ma trieda formul (70) tvar

Ho=yH o+ 20T+ T S Dby - 1 oy 4 ey, (69

kde v zmysle algoritmu 3¢ (J[0, 1], yO %t— ,
LK

Q™=
1
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NechH > 0 a maticdH. je definovana vztahom (83). Nech p, y su také vektory

zR,%e p'y = m>0.
n° + ¢By - n°)

Polozme wo=y - (84)
+
p= B2 (85)
Potom plati:
maxp + \/p* — 1, 7]
K(:) < K(H) : (86)
min[p - /p* — 1, 7]
pri¢om rovnost’ nastava, ak H =1 alebo Hy = p a yO E—lh— , Eg
(X 7=
Dobkaz: Prelx O R" zo vzt'ahu (83) mame
X'H.ax = (X"Hx) n(y, ¢, X), (87)
kde
_ m+ydx (PTX)° . v(@ —1) (x'Hy)® __vp (X'p)(x"Hy)
rl(y’ ¢’ X) - + + 2
n®  X'Hx % X" Hx n xTHx
(88)
max n(y, ¢, X)
Definujme dly, ) = — : (89)
min n(y, ¢, x)
Ked'ze H. ajH su kladne definitné, tak podl'a (57) plati
T T
L THONG 9% (THY)
KH.) = L x"X c X X'X Oy, §) =
T -1 ~ T = T ’ -
[HE i OTHONG90X) 7 (<)
x X' X x X' X
= K(H)®(v, ¢ ) (90)
V pokrac¢ovani dokazu sa budeme snazit’ vyjadrit’ @(y, ¢).
Pre prehl'adnejsi zapis vztahov pouzijeme oznacenie:
H1/2X
a = W , (91a)
b = H?p, (91.b)
c = HY%. (91.c)

Substituciou vztahov (91) do (89) dostavame
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B=1bll (92.a)

X = lcll, (92.b)

m=b'c (92.c)

lall = 1. (92.d)
Dosadenim (92) do (88) mame

ny. ¢,x) =

=y e B e+ 1D e - 21 @l = 0ee,a) (99)

Odtial
ﬂﬁaﬁ/(v, ¢, X)
Oy, ¢) = —— : (94)
min, v, ¢. )
Pocitajme teraz viazané extrémy Y(y, ¢, a). Zostrojime Lagrangeovu funkciu
g a) = Y(y, ¢,a) + a@@a-1).
Nutna podmienka extrému je
Oa@(y, ¢, + Zna = 0 . (95)
Teda
T +

YPx (b"a)b + v¢ -1 @'c)c - v @'b)c - ¥ @cb +0a= 0 (96)
X T T

2
T

Prenasobenim tejto rovnice postupriec’, a' a vyuzitim (92.d) dostavame rovnice

H + Zd’x)ﬁ b @bTa) N EMI@ -1) _v¢p EaTC) +o(a'b) = 0, (97)
g = X T
@'b) - y(@'c) + a(a’c) = 0, (98)

T ez + 1@ 2D ez - 20 (aThycTa) + o = 0. (99)
T X T

Rovnice (97) — (99) su taktiez nutnymi podmienkami pre extrém Q(y, ¢, a).
Substitdciou (99) do (93) dostaneme pre stacionarny &o@ zodpovedajuci
Lagrangeov multiplkatoiog

W(y: ¢, @) =y - do. (100)
Vidime, zZe ndm pre ndjdenie extrémov staci vyriesit’ (97) — (99) iba pre Q.

I. Ak a'c=0, tak z (98) aja’b = 0 a z (99) ajor = 0. ( Prvé rieenie pre)
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- o _a'b
Il. Ak a'c# 0, tak definume o = —.
a'c
Potom z (98) a=y -0 (101)
Predelenim rovnice (97) skalaroaic a vyuzitim (101) dostaneme
_ .2 2 2 )
Gz_nB+v¢(BX2n)+vn G 1/ Sl 20 (102)
T X7

Pouzitim (84), (85) mézeme (102) pisat’ v tvare
0? - po+u =0. (103)

RieSeniami tejto kvadratickej funkcie su

O12 =P % p> -1 . (104)

. T . , , 2 , . ..
Ukazeme, ze tieto rieSenia su redlne, teda p~ - L = 0. Tato nerovnost’ je urcite

splnend pre1 < 0. Z Cauchyho nerovnosti manx = 17, teda prep > 0 plati
+ —_
p? - n = P —p = P - ] +uP% - 1f> 0.
O 2 [ O 2n [ O [

Vypocitali sme dva realne korene 01 a 0,. Ak dosadime tieto hodnoty do (101), tak
dostavame d’al$ie dve hodnoty g, ktoré spiiiajii nutné podmienky extrému (97) — (99).

Z Weierstrasovej vety vieme, ze Y(y, ¢, @) nadobida svoje minimum aj
maximum na mnozine || a || = 1. My sme dostali tri hodnoty(y, ¢, ag) O { v, 01, 02}
zodpovedajuce trom hodnotaxg O {0, y - 01, Y - 02}. Vieme, Ze H, aj H su kladne
definitné, teda zo vztahov (87) a (93) aj Y(y, ¢, @) > 0. Potom zo vztahov (100),
(101) vyplyva, ze ¢ > Oa nasledne zo (104) vyplyva, ze aj p > 0.

Teda pre extrémy(y, ¢, a) plati

max y(y, ¢, @) = maxp + N TP (105.a)
min, (v, ¢, ) = minfp - NI (105.b)

Zo vzt'ahov (90), (94), (105), dostavame (86).

Ak matica H = 1, tak vo vztahu (90) nastava rovnost, a teda aj v (86) bude
rovnost’.

Ak Hy = p,tak t=x =f. Z toho vyplyva, zey=1aap=1ap=1
Dosadenim do (83) dostavanke. = H, teda KH.) = KH).
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Z Vety 3.2 vieme, ze hodnoty parametrov y >0, ¢ >0 st postacujicimi
podmienkami pre generovanie postupnosti kladne definitnych riktie kladne
definitnej matice Hy. Nasledujuca veta pojednava o nutnych a postacujicich
podmienkach kladnej definitnosti matilk.( Je zaradena v tejto Casti, lebo je zaloZzena
na dokaze Vety 3.16.)

|Veta 3.17|

Nech H > 0 a maticaH. je definovana vztahom (83) . Potom je H.>0

vtedy a len vtedy, akt>0,y>0 a
¢ (Bx - ) > . (106)

Do6kaz: Pouzijeme oznacenie z Vety 3.15 a jej dokazu.

Zo vztahu ( 87) vyplyva, ze H, > 0 vtedy a len vtedy, ak(y, ¢, x) > 0 pre
0O x O R", respektive iy, ¢, @) > 0 pred a 0 R" také, ze ||a|| = 1. Zo vztahu
(105.b) toto plati vtedy a len vtedy, ak>0,p >0aj >0 (p, 4 su definované
vztahmi (85) a (84)) . Matica H > 0, teda af} > 0 ax > 0. Z toho mame, ze ak p > 0,
tak p > 0 vtedy a len vtedy, akt > 0. Naopak akrmt> 0, tak zo vztahu (84) u > 0 aj
p > 0 vtedy a len vtedy, ak je splnend nerovnost’ (106).
Poznamka:Pre algoritmus 3 plati, ze y> 0 a podl'a Lemy 3.1 aj 11> 0. Teda pre tento
algoritmus je nutnou aj postacujucou podmienkou kladnej definitnosti matice H.

nerovnost’ (106). m

Tvrdenie z Vety 3.16 spresnuje nasledujica veta.
Veta 3.18
e pU

NechH > 0 a maticeH. je definovana vztahom (83). Nech y O [,
X 7

d (Bx - ™) > 4 a p,ysitaké vektory z Rze p'y = > 0. Nechp, p st
definované vzt'ahmi (85) a (84).

Polozme g = 2 (207)

i
Potom plati k() < K(H) (e + Ve - 1)7. (108)
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Dokaz: Z Vety 3.17. vieme, Ze H+ > 0 a z Cauchyho nerovnosti marg > 7.
Pomocou vzt'ahov (84) a (85) dostavame
12
1 @% + %E -
pt+ap’-pn == KX ng+4uE%—1% %2
2 E s Bl n O Omn | I
ZEEBWMB'“X‘EZEM. (109)
20 = Tog =
2 2
U 2np - i T - n? d
o Tuep_ e 2mp-pl __§+(sz )5
X X X H
Sp—‘p—E SESy. (110)
X X
Z Vety 3.16 a vztahov (109), (110) vyplyva
+4/p? =
() < KH) P vP_— B (111)

p-Ap° —n
Rozsirenim zlomku na pravej strane vyrazpm /p> — u a pouzitim (107)

dostavame (108). -

Nasim cielom je zvolit hodnoty parametrov Yy, ¢ tak, aby KH.) bolo ¢o
najmensie. Ked'ze nepozname funkénu zavislost' ¢isla podmienenosti K(H.) od
parametrovy, ¢, tak nemdézeme priamo minimalizovat’ ¢islo K(H.). Preto sa budeme
snazit minimalizovat aspon horné ohrani¢enie K(H.), ktoré mame urcené

vztahom (108). Tento vztah mo6zeme formalne zapisat’ nasledovne

KO < K(H)®(y, 9) , (112)
kde Dy, ¢) = (¢ +Ve? - 1)? (113)

a ¢ je definovane vztahom (107).

[ Definicia 3.2] NechH >0 a p, y st také vektory zRze p'y > 0. Hovorime, Ze

maticél. =H (H, p,vy,V, ¢) jeoptimélne podmienena

ak hodnoty¢ minimalizuju®(y, ¢) definované vzt'ahom (113).
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Nech su splnené predpoklady Vety 3.18. Potdtn je optimalne podmienené

vtedy a len vtedy, ak

BX = TP
alebo o = BT g (114)
y(Bx —n%)
Ak H. je optimalne podmienen4, tak plati
K() < KH) (o + Vo? -1)3, (115)
kde w = B—% (116)
T

Dokaz: I. Nec.x = Tt.

Z Cauchyho nerovnosti vieme, e Bx = T¢ vtedy a len vtedy, akp oHy,
kde a O R. Potom dostavame3 = ar, x = wWd, y = a a Py, ¢) = 1 pre
Oy, ¢. Tym sme dokazali, ze H. je optimalnepodmienena. (Nezalezi na hodnotach
parametrow, ¢.)

Zo vztahu (116) mame w = 1, teda je potrebné este dokazat’, ze K(H+) < K(H).
Dosadenim do vzt'ahu (83) prislusné hodnoty (3, X, y dostdvame H. = aH. Z toho
vyplyva, ze K(H:) = K(H).

lll. Nech B.x > T2
Ak hodnotay je pevne zvolend, tak pre stacionarny baédy, ¢) = ®(¢) plati

do _ db de dp (117)
d¢ de du d¢

Zo vztahu (113) 90 _ gz 4 © E> 0. (118)
de e’ -1

Zovzfahov (85)a (107) & = 2 = P 1 (119)

\/E 2m/u

a odtial g _px P (120)

du I
2

Zo vztahu (84) d_ Br-m ooy (121)

d¢ Ty

. ., do
Pre staciondrny bod musi platit’ 3— = 0, preto



3. Kvazinewtonovské metdédy Orenovho typu 48

de
— =0. 122
o (122)

Zo vztahu (120) dostavame [ = [/X. Substitaciou do (84) dostaneme vzt'ah (114).

Pre overenie, ¢i ide naozaj o minimum poc¢itajme druhu derivaciu v stacionarnom

bode
2 2 2 Ul
d‘f:d‘f,dgg d“g in%i%erg%u (123)
d¢ de i () de Ej“ d¢ du@

Podla (122)

o

0 _ dd d’s [dp
¢*  de dp’® (¢

a de _ d _“X (125)
dp’® du 47tp3’2 871:

Dosadenimu =p/x do (125) dostavame
d’e
du®

(124)

o

> 0. (126)

2

Zo vzt'ahov (118), (124) a (126) mame > > 0, teda (114) je bodom minima.

Substitacioup = B/x do (119) dostaneme = w a zo vztahu (113)
Oy, 9% = (0 +Jo© -1)* = min o(y, ¢). (127)

Vztah (115) dostaneme zo vztahov (112) a (127).

[ Dosledok Vety 3.19.

Nech¢* je definované podl'a vztahu (114). Potom plati
o*r <1 o X <y < B/l
a ¢* =0 c> y = B/m,
o*r = 1 o y = TUX.
Pritom parametey nadobuda vSetky hodnoty z intervalw)|, /1] a parametep*
nadobuda vSetky hodnoty z intervalu [0, 1].

Doékaz: Priamo zo vztahu (114) a Cauchyho nerovnosti. m
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V zmysle vzt'ahov (18), (19) z Casti 3.2 sme Orenovu triedu formul oznacili ako
Hi = HH, p, vy, v, ¢). Podla Vety 3.19 si formuly z tejto triedy optimalne
podmienené, ak pre pevne zvolenu hodnotu parameftd vy, /T je parametet
taky, Ze spiiia rovnost’ (114). Hodnota parametra ¢ je jednoznaéne uréena hodnotou
parametray. Tym dostavame jednoparametricki triedu optimalne podmienenych
Orenovych formul, ktort formalne oznacime

He = H¥H,p,y.y) =HH, p, v, Vv, ¢*), (128)

kde yO[1/X, B/T] a ¢* je definované vztahom (114).

Substiticiou parametget definovaného vztahom (114) do vztahu (83) dostavame

-— 2 -—
H, = yH + 1 : EQBx-vnx T ppT+B(n YX) Hyy TH -
Byx -n°) O X

(B - xm)(pyTH + HypT)g, (129)

kde y O [17x, B/rd.

Podl'a désledku Vety 3.19 pre y O [17X, B/T] je ¢* z intervalu [0, 1]. Z toho
vyplyva, ze trieda formul H*(H, p, y, y) je podmnozinou triedy formul
HH, p, Yy, V., 9), kde y O [17x, B/l a ¢ je l'ubovolna hodnota z [0, 1], teda ma
vsetky vlastnosti tejto triedy formal. To znamena, ze generuje matice H.. invariantné
na Skalovanie ucelovej funkcie pricom K(R:) < K(R). NavySe su tieto matick .
optimalne podmienené.

V nasledujucej vete ukazeme, ze v pripade kvadratickej funkcie mozno ¢islo

podmienenosti matidy (k=1, 2, ..., n) ohrani¢it’ spolo¢nou konstantou.

Nech f je kvadratick& funkcia (2.8) s Hessovou matiGot 0. Nech postupnost’
matic {Hx} je generovana algoritmom 3. Potom pre ¢islo podmienenosti matic Hy
plati

K() < K(Ro).K(G), (130)
kde Ry = G HG'~
Ak maticeHy su navySe optimalne podmienené, tak

k1) < K(Hi).K(Ro). (131)
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Dékaz: Vieme, Ze pre matice Ry = GY°H,G'? kde maticeH, st generované
algoritmom 3 plati
R(+1) < K(Rk) < K(Ro). (132)
Z definicieR, mame H = GYRGY2
Teda Kifh) < K(RW).K(G).K(GY) = K(RW.K(G) < K(Ry). K(G).
Tym je dokdzany vztah (130).
Ak sU maticeHy optimalne podmienené, tak podl'a Vety 3.19

Kior) < K(HO (0 + Yo —1)%, (133)
kde of = i_gﬁ - (PTH(';Q;(){Hy)_ (134)

Pre kvadraticku funkciu platy = Gp, a teday'Hy = p'GHGp.
Oznat¢me z = G potom
. _ @'R{7)(Z'R,2)
o = T .
z'z

Z Kantorovicovej nerovnosti (vid’ [1]) dostavame

v < AFKRY®

IK(R,) (135)
Substituciou (135) do (133) a podl'a (132) mame
Kk+1) < K(Hk).K(Rk) < K(Hy).K(Ro). =

Predchadzajuca veta hovori o tom, Ze ak na minimalizaciu kvadratickej funkcie s
G > 0 pouzijeme vztah (129) a Startovaciu maticu Ho = |, tak ¢islo podmienenosti
K(H) nikdy nepresiahne [K§)]?. Pritom miera zhor$enia v jednom kroku nie je
vécésia ako K(G).

Vyznam tejto vlastnosti mdZeme ukazat’ na nasledujucom priklade.
Nech Hessova matica kvadratickej funkcie@ =al a Hp =1. Pre algoritmus 3
plati vzt'ah (130), teda K(Hyx) bude rovné jednej pre vSetky k. Ak by sme na
minimalizaciu pouzili formulu z Broydenovej triedy, l'ahko mozeme overit, ze H;
bude mat’ n-1 vlastnych ¢&isel rovnych jednej a jedno vlastné &islo rovné a. Cislo
podmienenosti K{,) bude rovné az do n-tej iteracie. Ak by rozmer tlohy bol velky

aa >>1, tak takéto spravanie algoritmu je neziadice z hl'adiska numericke;j stability.
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3.7. Vlastnost’ komplementarity Orenovej triedy formul

Kvazinewtonovské formuly su odvodené na zaklade kvazinewtonovskej

podmienky y =Gp
respektive p =Gy,
ktorda sa premietne do poziadavky na Hys1 (k+1 aproximacia inverznej Hessovej
matice) nasledovne

H.y =p. (136)

Nech matice By aproximuju Hessovu maticlc (Bx = G). Vzmysle

kvéazinewtonovskej podmienky pre k+1 aproximaciu musi platit’

Orenovu formulu sme pomocou vzt'ahov (18), (19) oznacili ako
H. = HH,p.y,v. ¢), (138)

pre zafixované hodnoty parametig\p.
Tato formula spliia kvazinewtonovska podmienku v tvare (136).

Definujme

B =H"

a B. =H (B,Y, P, 7", ¢°), (139)
kde ¥© ¢° su fixné hodnoty parametrov.

Matica B, je symetrickd a Pahko sa presved&ime, Ze spifa kvazinewtonovsku

podmienku (137), teda (139) je tiez kvazinewtonovska formula.

[ Definicia 3.3] Hovorime, 7e formula B, =H (B, y, p, 1%, ¢°) je komplementarna

k formuld. = H (H, p, v, v, ¢), ak plati
B: = H .

+

( Treba upozornit, Ze poradie parametrov vo formulach je podstatné.)

Vidime, ze pomocou dvojice komplementarnych formil moézeme generovat

postupnosti maticB} a {H}, pre ktoré platiB, = Hi™.
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V casti 3.2 sme sa uz stretli s celou triedou komplementarnych formul, aj ked’ sme

si to vtedy tak neSpecifikovali. ¥ety 3.5 ¢asti ¢) vieme, ze pre y # O plati
KH.p.y.v, ) =[HHy, p, 1y, 0) T (140)

Teda podra definicie 3.3 je trieda formal B, =H (H™,y, p, 1/y, 0) komplementarna k
triede formal H.:=H (H,p,Vy,y, 1).
(Pre fixnt hodnotw = 1 a pre 'ubovolné fixné y# 0 z formulyH.=H (H, p, v, v, §)
sme nasli komplementarnu form@u =H (B, y, p, ¥%, 99, kded® =0 ay = 1A.)

Teraz sa poktsime rozsirit’ platnost’ vzt'ahu (140) tym, Ze pre 'ubovolné ¢ [0 R

najdeme)® z komplementarnej triedy.

|Veta 3.21|

Nech H je regularna matica typu nxn @y st nenulové vektory z'R

2
Nechy, ¢ ORsataké, ze yZ20 a ¢ # T

. Potom pre
By -

c- m(1-9) 141
¢ n*(1-¢) + ¢PBy (4

plati: HMHy, p, 1y, 09 je komplementarna id (H, p, v, v, ¢), teda
HH,pY,v.0) = HHSY,p, 1, 9™ (142)

Do6kaz: Najskor transformujme prava stranu v (83) tak, ze
HoHYp-y,y-py - 14 ¢ -9
Potom vynasobenim tohto vyrazu pévodnou pravou stranou v (83) sa po Upravach

presved¢ime, ze dostaneme jednotkovu maticu.
|

[ Dosledok Vety 3.23.

Nech sU splnené predpoklady Vety 3.21dd je definované vztahom (141).
Potom formuled (1A.H™2, y, p, 1,09 je komplementarna k formuté (yH, p, y, 1)
aj k formule H(H, p, v, v, ¢).

Do6kaz:Podla vztahu (21) Vety 3.5 plati

HH.p,y,v.¢) = HH, p.y, 19).
Podl'a Vety 3.21 komplementarnou formulou k formule H (yH, p,y, 14) je formula
H ((YH)™ y, p, 1,9, ktord je totozna s formulou H (LA.H™, y, p, 1,6°) . -
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Z dosledku Vety 3.21 vyplyva, Ze pri skimani komplementarity Orenove;j triedy
formul je postaCujlice sa zamerat’ na Broydenovu triedu a vztahy platné pre Orenovu
triedu dostaneme zo vztahov, ktoré platia pre Broydenovu triedu forméalnou
substituciou maticél maticouyH.
Poznamka:Iny spésob dokazu Vety 3.21 spoc¢iva priamo v odvodeni vztahu (141). V
kratkosti uvedieme hlavné kroky tohto odvodenia. ( V zmysle predchadzajucich uvah

bude toto odvodenie pre Broydenovu triedu.)

HMH,py 1,¢) =
_ pTy +¢yTHy T (9 -1) T 1) T TN _
=H+ ———— + Hyy H - (py H + Hyp ') =
(p'y)? y ' Hy Ty
0 0 H 0 0
0 Er1-¢yT Y ¢ Ot [E
_ 1 0 py ng
=H - T p’ Hy] 0 0 T [N
PY O 0 p (¢—1)py B HE
H 0 yHy O H

Vyuzitim Woodburyho lemy ( vid’ [1]) tento vyraz zinvertujeme. Porovnanim
koeficientov vo vyraze, ktory dostaneme s vyrazdntH™, y, p, 1/y, $°) dostaneme
vztah (141).

Poznamka: Zo vztahu (141) je zrejmé, ze ak ¢ O [0, 1], tak aj¢® O [0, 1] a ak
y O [1UX, B/m, tak prey* = 1§ z komplementarnej Glohy playf O [TVB, X/T{.

Definicia 3.4, Hovorime, Ze formula H (H, p,y, v, ¢ ) je samokomplementarpak
plati HH.p.Y,v. ) = HHYLY, p, Un,99]7
kdeh® dostaneme 7 transformaciou
H-oHYp-y, y- p (14B)
( Ak jep konstanta, takd® = ¢ .)

Poznamka: Podla dosledku Vety 3.21 bude formula H (H, p, vy, v, @)
samokomplementarna, &k(H, p,y,1, ) = H (H%y, p, 1,69 a @, ¢° st ako v

definicii 3.4. To znamena, ze komplementdrna formula k samokomplementarnej

formule _ma rovnaky tvar ako pévodna formsilgym, Ze namiesto matice H je matica

H™ a vektory p ay st navzajom vymenené.
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Ak ¢ je konStantné & (H, p, y, 1, §) je samokomplementarna, tak k nej

komplementarna formula bude tvatuH™,y, p, 1, ¢ )

|Veta 3.22
Nech H > 0 je matica typu nxn a vektony, y O R" také, ze p'y > 0.
1
Nech = : 144
b= (144)
kde w= [PX (145)
T
Potom HMH. py. v, ) = HHy,p, 1y, )17, (146)

teda formula H. = H (H,p,y,v, §) je samokomplementarna.

Pri¢om ak Al \/E , (147)
X

tak H (H, p, vy, v, ¢) je optimalne podmienena.
Do6kaz: Ak dosadime vztahy (144) a (145) do vztahu (141), tak dostavame

°=¢ .
Teda podl'a Vety 3.21 dostavame vztah (146).
Kedze ¢° = ¢, tak podla definicie 3.4 je H, = H (H, p, vV, v, ¢)

samokomplementarna.
Ak pre y* plati (147), tak plati rovnost (114) a podla Vety 3.19 je
H (H,p,Y,7, ) optimalne podmienena.

[Veta 3.23

NechH (H, p, Yy, v,6*) je optimalne podmienenad(* je definované vztahom
(114). PotonH(H, p, vy, v, $*) je samokomplementarna, teda plati
kH,p,y,1.0%) = [H (H™y.p, 11,997, (148)
kde ¢° dostaneme #* transformaciou (143).
Doékaz: Ak do vztahu (141) dosadime ¢ = ¢* definované podla (114), tak

dostavame

p°= —3 1L (149.2)
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Podl'a Vety 3.21 plati

HH. Py, 7.0%) = [H (H™y, p, 1/7.99]™,
kde ¢ je definované vztahom (149.a).

Ak pouzijeme transformaciu (143),tak B - X a X - [. Touto transforméciou

By - n°

zo vztahu (114) dostavame

¢* - O*transt = = ¢° (149.b)

Kedze ¢* transformované podla (143) je rovné ¢° , tak podla definicie 3.4

H (H,p,Y, v,0*) je samokomplementarna. -

Z Vety 3.21 vidime, ze formulu na generovanie B, dostaneme z formuly pid.
transformaciou H -~ HY p -y, vy - p,y - 1, ¢ - ¢° vo vyraze
H (H, p, Y, v.6). Obidve tieto formuly maju rovnaku formu vyjadrent zobrazenim
H(.) . Z toho vyplyva, Ze formuly na generovanie matic B, maju vlastnosti tohto
zobrazenia. Teda nutné a postacujuce podmienky ziskané pre generovanie optiméalne
podmienenych matikl. mozeme rovnako pouzit’ (po transformacii) ako podmienky
pre generovanie optimalne podmienenych mitic

Trieda optimalne podmienenych matit. je H*(H, p, vy, v, ¢*), kde ¢* je
definované podl'a (114) a vy O [1UX, B/T]. Z toho vyplyva, Ze trieda optimalne
podmienenych maticB: je H*(H™, y, p, 1A, ¢*yans), kde d*yanst. je definované
podl'a vztahu (149.b) ay [ [TU[B, /1. Horna hranica pre ¢islo podmienenosti matice
B., kdeB. je z triedy formGH*(H™, y, p, 14, ¢*yans), je rovnaka ako vo Vete 3.18
pre maticuH,. Tento fakt potvrdzuje Veta 3.21, v ktorej sme dokazali, Zze pre
T'ubovolné y je maticaH*(H™, y, p, 14, d*ans) inverzna k maticH*(H, p, y, v, ¢%).

Pre fixnéy je &islo podmienenosti matice H*(H™, y, p, 14, $* rans) automaticky
minimalizované minimalizovanim ¢isla podmienenosti matice H*(H, p, y, y, ¢*).

Specialnu formulu z triedy optimalne podmienenych formal dostaneme, ak v

12
(129) za hodnoty zvolimey* = %% . Odtial’ mame
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H*(H,p,y,) =

%/2 1 0 B %’2 O]
= % H+———[1+20)pp’ —=HyyH - % (py™H + Hyp")C,
1(1+ o) g X =

(150)
kdeTt X, B st definované vztahmi (82) , w vztahom (145) a 'y [ [10), B/m.
Specialnou vlastnostou tejto formuly je to, Ze jej inverziu ziskame jednoducho

substiticiotH - HY, p -y, y -~ p.(maniw sanezmenia § - B, B - X).
3.8. Stratégie vol’by parametrov
V predchadzajucich Castiach tejto kapitoly sme na zaklade vlastnosti kvadratickej

funkcie odvodili podmienky, ktoré musia spiiiat’ parametre Yk, ¢k, aby konvergencia

metddy a jej numericka stabilita boli ¢o najlepSie. Dostali sme

Vi O [1/An, 1Aq] (151)
: T oL (152

kde Ay, A, st najmensie a najvicsie vlastné &islo matice R = GY?H GY? amx, B
su definované podl'a (82).

Tieto podmienky vsak stile neuréuju spominané parametre jednoznacne. V tejto
Casti navrhneme dve stratégie volby hodnét y, ¢ a rozoberieme aj vlastnosti takto

ziskanych formul.

Pre zachovanie platnosti podmienok (151), (152) nie je nevyhnutné Skalovanie
algoritmu v kazdej iteracii. Ak sa chceme vyhnut’ nepotrebnému Skalovaniu a chceme
aby vykyvy v hodnotachy boli ¢o najmensie, tak je vhodné volit' yk ¢o mozno
najblizsie k jednotke. V tom pripade dostaneme nasledovnu stratégiu (Stratégiu 1) pre

k-tu iteraciu:
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AkE<1, tak y:an):O
T

Ak£>1, tak y:£a¢:1
X

Ak 1Pk y=1 a ¢= -1
X T Bx %)

Z Casti 3.1 vieme, Ze v pripade kvadratickej funkcie bude mat’ matica Ry aspon
jedno vlastné ¢islo rovné jednej pre k > 0. Preto v tejto stratégii bude Y = 1 pre
vSetky k > 0. Potom podl'a Vety 3.4 matica H, je ekvivalentna inverznej Hessovej
matici, teda

L =G (153)

Tato stratégia v pripade kvadratickej funkcie je identicka stratégii, kedy
pouzijeme formulu z Broydenovej triedy na funkciu, ktori na zaciatku preskalujeme
tak, aby jednotka bola v intervale medzi najva¢§im a najmensim vlastnym cislom

matice R.

Stratégia 1 generuje r6zne postupnosti parametygy {d«} pri pouziti formuly
H.=H (H,p,V,7, ) akomplementarnej formulyg, =H (H™,y, p, 1/y, ¢). Ak na
generovanie postupnosti matid g pouzijeme formulu (150), tak ziskané postupnosti
parametrov i}, { ¢k} mdzeme pouzit aj na generovanie postupnosti matic { H'}.

Tomuto pripadu zodpovedéa nasledujica stratégia:

| Stratééia 2|

Pri takejto voI'be hodnot parametrov Vg, ¢k plati, ze ¢y < 1/2.

KedZe Yk sa meni v kazdej iteracii, neplati v tejto stratégii vztah (153).



