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3. Kvázinewtonovské metódy Orenovho typu

3.1.   Orenova trieda formúl a jej vlastnosti

Ako bolo uvedené v kapitole 2, v kvázinewtonovských formulách je smer volený

ako sk = -Hkgk, kde Hk > 0 je k-ta aproximácia inverznej Hessovej matice

PLQLPDOL]RYDQHM�IXQNFLH��9�NDåGHM�LWHUiFLL�VD�DSUR[LPiFLD�]OHSãXMH�SRPRFRX�NRUHNFLH

                                                 Hk+1  =  Hk + kûH ,

SULþRP� MH� ]DFKRYDQi� NYi]LQHZWRQRYVNi� SRGPLHQND� � Hk+1yk  = pk  a podmienka

zachovania starej informácie (2.13). Oren odvodil formulu, ktorá zachováva

kvázinewtonovskú podmienku aj podmienku (2.13), ale korekcia aproximácie

LQYHU]QHM�+HVVRYHM�PDWLFH�VD�UREt�SRG�D�Y]"DKX

Hk+1  =  γkHk + kûH ,

kde  γk > 0 je  Orenov parameter.

Takto zvolenou� NRUHNFLRX� GRVWiYDPH� YlþãLX� YR�QRV"� SUL� YêEHUH� QRYHM� PDWLFH

Hk+1. Zjednodušene povedané, ak  γk+1 < 1, tým kladieme menší dôraz na

“informáciu“ Hk získanú v predchádzajúcich  k� LWHUiFLDFK� D� GiYDPH� Ylþãt� G{UD]� QD

“informáciu“ ∆H z  k+1 iterácie. Ak  γk+1�!����WDN�RSDþQH�

9�NDSLWROH���EROL�XYHGHQp�QLHNWRUp�YH�PL�GREUp�YODVWQRVWL�QDMþDVWHMãLH�SRXåtYDQHM

')3� IRUPXO\�� äLD��� P{åHPH� VD� WLHå� VWUHWQ~"� DM� V� "DåNRV"DPL� SUL� SUiFL� V� WRXWR

formulou. Ide o tieto dva fenomény:

• Konvergencia algoritmu sa rýchlo zhoršuje v�]iYLVORVWL� RG� SUHVQRVWL� � SRþtWDQLD

optimálneho kroku.

• $OJRULWPXV�MH�YH�PL�FLWOLYê�QD�ãNiORYDQLH�~þHORYHM�IXQNFLH�

��([LVWXM~� SUtNODG\� �YL�� >�@��� NHG\� LED� YKRGQêP� SUHQiVREHQtP� ~þHORYHM� IXQNFLH

skalárom sa konvergencia tejto metódy vylepší. Na druhej strane nevhodné škálovanie
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P{åH� VS{VREL"�� åH� PDWLFD� H sa stane singulárnou. Neexistuje technika na vhodné

škálovanie  tejto formuly.)

Jeden z dôvodov na odvodenie novej tried\� IRUP~O� EROD� VQDKD� RGVWUiQL"

spomínané nedostatky  DFP formuly.

 Veta 3.1.

Majme kvadratickú funkciu (2.8) [G > 0, x  minimum]. Nech k+1 iterácia

                                                       xk+1 = xk + λksk

 je definovaná nasledovne   sk = -Hkgk , Hk > 0  a   λk je optimálny krok.

 Potom platí
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kde  K(Rk��MH�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Rk = G1/2HkG
1/2

 .

Dôkaz��YL��>�@�VWU�����������

Matice G, Hk sú kladne definitné a  Rk� P{åHPH� StVD"� DNR

Rk  =  (G1/2 1/2
kH )(G1/2 1/2

kH )T�� =� WRKR� Y\SOêYD�� åH�PDWLFH�Rk sú symetrické a kladne

GHILQLWQp��WHGD�LFK�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�MH�SRGLHO�QDMYlþãLHKR�D�QDMPHQãLHKR�YODVWQpKR

þtVOD��-H�]UHMPp��åH��.�Rk) ≥���D�URYQRV"�Y�WRPWR�Y]"DKX�QDVWDQH��DN�Rk  =  I ��$N�þtVOR

podmienenosti K (Rk)  konverguje k jednotke, tak matica Rk = G1/2HkG
1/2  konverguje

k jednotkovej matici.

$N� FKFHPH� ]DEH]SHþL"� ³GRErú“ konvergenciu v�NDåGHM� LWHUiFLL��PDOL� E\� VPH� VD

VQDåL"�DE\�NRHILFLHQW�������������
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ERO� þR� QDMPHQãt�� 7HQWR� NRHILFLHQW� P{åHPH� FKiSD"� DNR� PLHUX� SULEOtåHQLD� Y jednom

kroku.

Pre DFP formulu v prípade minimalizácie kvadratickej funkcie s G�!���SODWt��åH

YODVWQp� þtVOD�PDWLFH�Rk monotónne konvergujú k�MHGQRWNH�� 7R� YãDN� HãWH� QH]DUXþXMH

SRNOHV�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Rk��%ROL�QiMGHQp�SUtSDG\��NH��YODVWQp�þtVOD�PDWLFH

Rk� VD� SULEOtåLOL� � N�MHGQRWNH�� DOH� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� WHMWR� PDWLFH� VD� ]YlþãLOR�� 7R

]QDPHQi��åH�Y]UiVWOD�DM�KRGQRWD�NRHILFLHQWX���E��þtP�VD�]KRUãLOD�NRQYHUJHQFLD�

7iWR� VNXWRþQRV"� VSROX� V� Xå� VSRPtQDQêPL� QHGRVWDWNDPL� ')3� IRUPXO\� EROL

hlavné�SUtþLQ\��NWRUp�PRWLYRYDOL�Y]QLk Orenovej triedy. Táto trieda je invariantná na

ãNiORYDQLH�~þHORYHM�IXQNFLH�D�GRNiåH�]DEH]SHþL"�SRNOHV�.�Rk) v�NDåGHM�LWHUiFLL�
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V roku 1972 S. S. Oren uverejnil novú triedu kvázinewtonovských formúl, ktorú

dostaneme z Broydenovej triedy (2.15) substitúciou matice H maticou γH. Maticu

Hk+1 NRQãWUXXMH�SRG�D�Y]"DKX�

                                            Hk+1  =  γHk + kûH ,                                                         (2)

kde                    )(   �  
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(Broydenova trieda je špeciálnym prípadom Orenovej pre hodnotu γ = 1.)

5RYQDN~� IRUPXOX� ���� ���� � E\� VPH�GRVWDOL� DM� YWHG\�� NH�� E\� VPH�SRXåLOL�%UR\GHQRYX

IRUPXOX�QD�PLQLPDOL]iFLX�~þHORYHM�IXQNFLH�SUHQiVREHQHM�NRQãWDQWRX��γ > 0.

 Algoritmus 2

Štart:    x0 ∈ Rn,  g0  =  ∇f(x0),  H0 > 0.

            ε > 0 – konštanta pre kritérium presnosti.

������������3RþtWDGOR�LWHUiFLL��N� ���

Cyklus:   k = 0, 1, ...

1. krok   Test dosiahnutej presnosti

                           Ak   || ∇f(xk)||  <  ε, tak STOP.

���NURN���9\SRþtWDPH�VSiGRYê�VPHU��sk =  - Hkgk.

���NURN���9\SRþtWDPH�RSWLPiOQ\�NURN��λk > 0.

���NURN����9êSRþHW�QRYHM�DSUR[LPiFLH���xk+1  =   xk + λksk

                a  nového gradientu               gk+1  =  ∇f(xk+1).

5. krok      9\SRþtWDPH vektory

                                           pk = xk+1 – xk,

                                           yk = gk+1 – gk,

6. krok   Zvolíme hodnoty parametrov  �k > 0, ϕk ����

7. krok   Skonštruujeme maticu Hk+1�SRPRFRX�Y]"DKRY����������

���NURN����=YlþãtPH�N o jeden a vrátime sa na 1.krok

Výstup:   Bod  xk – aproximácia bodu minima funkcie f(.)
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Rozdiel od všeobecného algoritmu 1 je v upUHV�XM~FRP�  6. kroku, kedy volíme

KRGQRW\�����ϕ.

1DSULHN� WRPX�� åH� WULHGD� IRUP~O� ���� ���� ]iYLVt� RG� SRVWXSQRVWt� GYRFK� SDUDPHWURY

^�k}, { ϕk`��]DFKRYiYD�VL�YODVWQRV"��������W��M���Hk+1yk = pk.

Reštrikcia parametrov  �k > 0, ϕk �� ��� MH� SRVWDþXM~FD� SUH� JHQHURYDQLH� NODGQH

definitných matíc Hk.

 Lema 3.1.

Ak matica Hk je  kladne definitná a  krok λk > 0 optimálny, potom pre vektory pk a

yk��GHILQRYDQp�Y]"DKPL�����F�������G��SODWt

                                                    0k
T
k >yp .

Dôkaz:� � 3RG�D� � /HP\� ���� MH� VPHU� sk = -Hkgk spádový a  0k
T
k <sg . Krok je

RSWLPiOQ\�� WHGD� SRG�D� ������� � 0k
T

1k =+ sg �� =R� Y]"DKX� xk+1
 = xk + λksk    máme

pk  =  λksk teda,
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$N�EXGHPH�SRXåtYD"� LED�PDWLFH�D�YHNWRU\�]�GYRFK�SR� VHEH� LG~FLFK� LWHUiFLL�� WDN

SUH�MHGQRGXFKRV"�EXGHPH��DOHM�SRXåtYD"�QDVOHGRYQ~�V\PEROLNX��,QGH[�³N³ nebudeme

StVD"�D index “k+1“ nahradíme indexom “+“.

 Veta 3.2.

 Nech  H > 0 a λ > 0 je optimálny krok. Potom pre H+� GHILQRYDQ~� Y]"DKPL

���������V�KRGQRWDPL����!��������ϕ �������SODWt

                                                              H+ > 0.

Dôkaz:   Nech z ∈ Rn (z ������SRWRP�SRG�D���D�
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3RVOHGQp�GYD�þOHQ\�QD�SUDYHM�VWUDQH�V~�MDVQH�QH]iSRUQp�

2]QDþPH����a = H1/2z ��������b = H1/2y ���

3RWRP�P{åHPH�StVD"�SUYê�þOHQ�SUDYHM�VWUDQ\�DNR

                                                   γaTa                                                                           (5)

D�GUXKê�þOHQ�SUDYHM�VWUDQ\�DNR
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3RG�D�&DXFK\KR�QHURYQRVWL

                                  ( 2TTT )())( babbaa ≥                                                                (7)

=�WRKR�Y\SOêYD��åH�UR]GLHO�SUYêFK�GYRFK�þOHQRY�MH�QH]iSRUQê��D�WHGD��zTH+z  ≥  0.

1DNRQLHF� WUHED� XNi]D"�� åH� zTH+z �� ��9�&DXFK\KR� QHURYQRVWL� QDVWiYD� URYQRV"

�SUYp�GYD�þOHQ\�SUDYHM�VWDQ\�Y�����V~�URYQDNp���DN��a�� �.b��NGH�.������3RWRP��z  =  αy.

$N�QDVWDQH�WDNiWR�PRåQRV"��QHP{åH�E\"�V~þDVWQH�DM�zTp� ����3UHWRåH�DN��� �zTp, tak

zTp� �.yTp = 0  a�WR�MH�VSRU��OHER�SRG�D�OHP\ 3.1  pTy > 0.

9LGtPH�� åH� UR]GLHO� SUYêFK� GYRFK� þOHQRY� MH� QH]iSRUQê� D�SULSRþtWDQtP� GYRFK

QH]iSRUQêFK� þOHQRY� VD� WR� QH]PHQt�� 3ULWRP� zTH+z �� ��� OHER� UR]GLHO� SUYêFK� GYRFK

þOHQRY�DOHER�SRVOHGQê�þOHQ�V~�NODGQp����������������������������������������������������������������������������o

Z�9HW\�����Y\SOêYD��åH�DN�EXGHPH�ãWDUWRYD"�DOJRULWPXV�V H0�!���D��k > 0, ϕk ����

WDN�DOJRULWPXV���EXGH�JHQHURYD"�SRVWXSQRV"�NODGQH�GHILQLWQêFK�PDWtF�^Hk}.

$NR��DOHM� XNiåHPH�� WHQWR� DOJRULWPXV�Pi� WLH� LVWp� YODVWQRVWL� DNR� DOJRULWPXV� V

')3� IRUPXORX�� 1HSODWt� WX� YãDN� Y]"DK� Hn = G-1
 ( ak G je nxn matica), ale

PRGLILNRYDQê�Y]"DK������

 Veta 3.3.

Algoritmus 2 aplikovaný na kvadratickú funkciu (2.8) [G > 0]  generuje

G±�]GUXåHQp�VPHU\�D�SUH�N�WX�LWHUiFLX�SODWLD�WLHWR�Y]"DK\�

                          a)          i1-ki,ik � pyH =      pre      0 ��L���N�������������������������������������D�                  

                                        kde  1�    ,��
k

1ij ii,jki, ∏ +=
== ,                                    (8b)

                          b)           gk
Tpj   =  0            pre      0 ��M���N������������������������������������������

                          c)         0j
T
i =Gpp            pre      0 ��L���M���N�����������������������������������

Dôkaz:���0RGLILNRYDQê�G{ND]�]�>�@��1DMVN{U�XYHGLHP�QLHNWRUp�SRPRFQp�Y]"DK\�

3RXåtYDPH�RSWLPiOQ\��NURN��WHGD

SRG�D���������������������������������� 0k
T

1k =+ sg .                                                                (11)

9LHPH��åH��xk+1  =  xk  +  λksk  a     sk  =  -Hkgk��WHGD�SRG�D������F�

                                       pk�� ���ksk�� ����kHkgk                                                         (12)

�SRG�D������������������������������� 0k
T

1k =+ pg                                                                 (13)

SRG�D�������D�������������������������������Gpk = yk                                                                (14)
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SRG�D�������������������������������������Hk+1yk = pk                                                                (15)

,QGXNFLRX�EXGHP�GRND]RYD"�YãHWN\�Y]"DK\����������������V~þDVWQH�

I. k = 1      a)   (i = 0 )             H1y0  =
15  p0                     ( γ0,0  =  1 )
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3RG�D�Y]"DKX�����MH�JUDGLHQW��gk kolmý na všetky predchádzajúce smery pj��9]"DK

������ Y\MDGUXMH�� åH� DOJRULWPXV� �� JHQHUXMH�G�]GUXåHQp� VPHU\�pj, teda je algoritmom

]GUXåHQêFK�VPHURY�D  konverguje k minimu za najviac n krokov.
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 Veta 3.4.

Pre kvadratickú funkciu (2.8), n-tá aproximácia inverznej Hessovej matice Hn

skonštruovanej algoritmom 2 je

Hn = 3+3-1G-1 ,                                               (17)

kde P�MH�PDWLFH��NWRUHM�VW�SFH�WYRULD�YHNWRU\�p0, p1,p 2, ..., pn-1.

 Matica + je diagonálna tvaru:
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ýtVOD� ki,� �V~�GHILQRYDQp�Y]"DKRP���E��� �7LHWR�GLDJRQiOQH�SUYN\�PDWLFH�+ sú navyše

YODVWQêPL�þtVODPL�PDWLFH�Rn = G1/2HnG
1/2.

Dôkaz:   Z Vety 3.1. pre maticu Hn platí

                  

11-n1,-n1nn1nn

11-n1,1n1n

01-n0,0n0n
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−−− ==
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==

npGpHyH

pGpHyH

pGpHyH

�

        =>                        HnGP        =   3�+

P� MH� UHJXOiUQD�� SUHWRåH� YHNWRU\�p0, p1,p 2, ..., pn-1 sú G±� ]GUXåHQp� D z toho vyplýva

nezávislé.

                                            Hn      =   3�+3-1G-1

z�þRKR�GRVWiYDPH����������������Rn      =   (G1/2P) +(PG1/2)-1

Matica Rn je podobná diagonálnej matici +��WHGD�PDM~�URYQDNp�YODVWQp�þtVOD��������������o

V algoritme 2  G�]GUXåHQRV"�VPHURY�MH�QH]iYLVOi�RG�SDUDPHWURY�γ, ϕ��3UHWR�PRåQR

RþDNiYD"�� åH� YKRGQRX� YR�ERX� WêFKWR� SDUDPHWURY� P{åHPH� GRVLDKQX"�� DE\� WHQWR

algoritmus lepšie konvergoval v porovnaní s inými kvázinewtonovskými metódami, v

ktorých tieto parametre nevystupujú.

9�QDVOHGXM~FLFK�þDVWLDFK�VD�EXGHPH�VQDåL"�QiMV"� WDNp�KRGQRW\�SDUDPHWURY� �γ, ϕ,

aby Orenova formula (2), (3) generovala matice Hk� þR� QDMOHSãLH� DSUR[LPXM~FH

inverznú Hessovu maticu G-1.
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3.2. �âWUXNW~UD�YODVWQêFK�þtVHO��PDWLFH�5k

Pre skúmanie kvality aproximácie inverznej Hessovej matice G-1 maticou Hk

GHILQRYDQRX�Y]"DKPL�����������VL�PXVtPH�QDMVN{U�]YROL"�YKRGQp�NULWpULXP�

9R� Y]"DKX� ���D�� QiP� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� PDWLFH�Rk = G1/2HkG
1/2 RYSO\Y�XMH

kvalitu jednej iterácie. Zrejme, ak v (1) matica Rk = I �� WDN�MHM�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�MH

rovné jednej, a teda   f(xk+1) = f(x )  a  Hk = G-1.

� ýtVOR� SRGPLHQHQRVWL� PDWLFH� Rk sa javí ako prirodzené kritérium kvality

aproximácie matice G-1 maticou Hk��9�]P\VOH�SUHGFKiG]DM~FHKR�R]QDþHQLD�EXGHPH

þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Rk�R]QDþRYD"�.�Rk���1DãtP�FLH�RP�MH�QiMV"� WDNê�VS{VRE

YR�E\�γk, ϕk, aby  K(Rk+1���EROR�þR�QDMPHQãLH�

Pre prácu s�WêPWR�NULWpULRP��MH�G{OHåLWp�DE\�VPH�SR]QDOL�ãWUXNW~UX�YODVWQêFK�þtVHO

matice Rk+1.

$E\�VPH�PRKOL�SUHK�DGQH�Y\MDGUL"� YQ~WRUQp� ]iYLVORVWL� �PHG]L� MHGQRWOLYêPL

YHOLþLQDPL�IRUPXO\�����������]DYHGLHPH�QDVOHGRYQp�R]QDþHQLH�

 H (Hk, pk, yk���k,ϕk) =  
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                                                                                                                                   (18)
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v −=                                                               (19)

3UL�WDNRPWR�R]QDþHQt�IRUPXOX���������P{åHPH�]DStVD"�WDNWR�

   Hk+1 = H  (Hk, pk, yk���k, ϕk)                                                                (20)

.Y{OL�SUHK�DGQRVWL�Y��DOãRP�Y\QHFKiPH�LQGH[�k a�EXGHPH�StVD"�OHQ�H(H,  p, y, γ, ϕ).

�-H�SRWUHEQp�XSR]RUQL"��åH�SRUDGLH�SDUDPHWURY�MH�SUHVQH�XUþHQp��

 Veta 3.5.

 Nech maticový výraz H (H, p, y, γ, ϕ��MH�GHILQRYDQê�Y]"DKPL�������������3RWRP�

SUH��XERYROQ~�UHJXOiUQX��V\PHWULFN~�PDWLFX�H, nenulové vektory p,y ∈ Rn a skaláre

ϕ������������SODWí

            a)       H (H, p, y�����ϕ)  =   H���H, p, y, 1,ϕ),                                               (21)

b)      H (H, p, y�����ϕ)  =  (1 – ϕ) H (H, p, y����������ϕH (H, p, y, γ,1),      (22)

c)  [H (H, p, y�������@-1  = H (H-1, y, p����������������������������������������������������������
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Dôkaz:  a) Ak v (19)  namiesto H dosadíme �H, tak v sa nezmení. Potom z

(18) dostávame

H  ���H, p, y, 1, ϕ)  =  
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b) 3RG�D�����

                       H  (H, p, y, γ,1) - H   (H,  p, y, γ������ ����yTHy) vvT                           (24)

                      H   (H, p, y, γ, ϕ)    = H   (H, p, y, γ, 0)  + ϕ���yTHy) vvT                    (25)

z (24), (25) dostávame

H  (H, p, y, γ, ϕ)  = H   (H, p, y, γ, 0)  +  ϕ[H   (H, p, y, γ, 1)   - H   (H, p, y, γ, 0) ]

                          =     (1 – ϕ) H   (H, p, y, γ, 0)  +  ϕ H  (H, p, y, γ, 1)

c) 5RYQLFX������GRNiåHPH�RYHUHQtP��åH�SODWt

                        [H  (H, p, y, γ, 1) ][ H (H-1, y, p��������@�� �I

                                                                                                                                        o

 Lema 3.2.

Nech formula H+  =  H(H, p, y, γ, ϕ�� MH� GHILQRYDQi� Y]"DKPL� ������ �����

3UHGSRNODGDMPH��åH�pTy > 0 a  y = Gp, kde G > 0. Ak definujeme  R = G1/2HG1/2  a  z

= G1/2p, potom platí:

                                   R+   =  G1/2H+ G
1/2    =  H  (R, z, z, γ, ϕ),                              (26.a)

teda                 G1/2[H (H, p, y, γ, ϕ)] G1/2   = H  (R, z, z, γ, ϕ)  =

                                           =   
zz

zz
uuRzz

Rzz
RRzz
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TT
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+− ϕ ,            (26.b)

kde                                 
Rzz
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z
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TT
−= .                                           (27)

Dôkaz:  Substitúciou  y  =  Gp�]R�Y]"DKX������GRVWiYDPH

G1/2v 





−=

GHGpp
HGpG

Gpp
pG

T

1/2

T

1/2

  =  u.                                                   (28)

Prenásobme (18)  G1/2�]�RELGYRFK�VWUiQ��9LHPH��åH�y = Gp.
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G1/2[H   (H, p, y, γ, ϕ)] G1/2   =

=
Gpp

GppG
GvvG GHGpp

GHGpp
GHGHGppG

HGG
T

1/2T1/2
1/2T1/2T

T

1/2T1/2
1/21/2  �)( +





+− ϕ

                                                                                                                                    (29)

3UHStVDQtP�Y]"DKX������Y�WHUPLQROyJLL�R , z���GRVWDQHPH�Y]"DK������

                 o

Poznámka:� 3RXåLM~F� Y]"DK\� ���������� VSROX� V� YêVOHGNDPL� /HP\� ���� GRVWiYDPH

QDVOHGXM~FH�Y]"DK\�SUH�PDWLFX�R:

a)   H  (R, z, z, γ, ϕ)  = H  ���R,  z, z, 1, ϕ),                                                   (30)

b)   H  (R, z, z�����ϕ)  =  (1 – ϕ) H(R, z, z����������H(R, z, z����������������������������

c) [H  (R, z, z�������@-1  = H(R-1, z, z��������������������������������������������������������������

1D� VN~PDQLH� ]iYLVORVWL� YODVWQêFK� þtVHO� PDWLFH�R+� RG� YODVWQêFK� þtVHO� PDWLFH�R

SRWUHEXMHPH�SR]QD"�ãWUXNW~UX�YODVWQêFK�þtVHO�PDWLFRYpKR�YêUD]X�H   (R, z, z, γ, ϕ).

1DMVN{U�EXGHPH�XYDåRYD"�YãHREHFQê�SUtSDG�PDWtF�A a D, kde

                                 
rr

rr
Arr

AArr
AD

T

T

T

T

+−=  ,    0 ≠ r  ∈ Rn.                                (33)

 Lema 3.3. (Loewner)

Nech symetrická matica A�W\SX�Q[Q�Pi�YODVWQp�þtVOD

                                  λ1  ≤  λ2  ≤   �   ≤  λn.

Nech matica  A* = A + α.aaT  (α > 0 a ∈ Rn��Pi�YODVWQp�þtVOD

                                      µ1   ≤  µ2   ≤   ...   ≤  µn.

Potom

                             λ1  ≤  µ1  ≤  λ2  ≤  µ2  ≤  ...  ≤  λn  ≤  µn.

(Dôkaz neuvádzam .)                                                                                                       o
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 Veta 3.6.

Nech matica A !���Pi�YODVWQp�þtVOD

                                          0  <  λ1  ≤  λ2   ≤  �   ≤  λn

a  symetrická matica D�GHILQRYDQi�Y]"DKRP������Pi�YODVWQp�þtVOD

                                                  µ1  ≤  µ2  ≤  ...  ≤  µn.

Potom platí:

a) ak 1 < λ1 , tak µ1 = 1 a

          1 <  λk-1  ≤  µk  ≤  λk               pre k =  2, 3  ... , n.

b) ak λn < 1, tak  µn = 1 a

  λk  ≤  µk   ≤  λk+1 < 1             pre k = 1, 2, ... , n-1.

c)  ak λj ≤ 1 ≤ λj+1  pre nejaké  1 ≤�M���Q��WDN�DVSR��MHGQR�]�YODVWQêFK�þtVHO�µj, µj+1

je rovné jednej a.

                                             λk  ≤   µk  ≤  1                 pre k =  1, 2, …, j

                                               1  ≤  µk   ≤  λk                pre  k =  j+1 , j+2 , …, n.

Dôkaz:��1DMVN{U�XYDåXMPH�PDWLFX

P  =  A   -  
r Ar
Arr  A

T

T

                                                               (34)

9LGtPH�� åH� Pr = 0,  teda P má jednu nulovú vlastnú hodnotu zodpovedajúcu

vlastnému vektoru r ��2]QDþPH�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�P ako

                                         η1  ≤  η2   ≤   ...   ≤  ηn.

3RWRP�SRG�D�/HP\������GRVWiYDPH

                           0  =  η1  <  λ1  ≤  η2  ≤  λ2  ≤   ...   ≤  ηn  ≤  λn.                               (35)

�DOHM������������������������������D =  P + 
rr

rr 
T

T

                                                                      (36)

Nech wk je vlastný vektor P zodpovedajúci vlastnej hodnote ηk  pre k =  2, ... ,n  a

r  je vlastný vektor P zodpovedajúci η1� ����.H�åH�P je symetrická, jej vlastné vektory

sú ortogonálne. Potom  rTwk  =  0   pre k = 2, 3, ... , n.

 Teda      D wk  =  P wk  =  ηkwk             pre k =  2, 3, ... , n.

�=�WRKR�Y\SOêYD��åH�η2, ... , ηn��V~�DM�YODVWQêPL�þtVODPL�PDWLFH�D���DOHM�SODWt

r
rr

rrr
r Pr D =+=

T

T  )(
.                                                    (37)

3RG�D� Y]"DKX� �����D má aj vlastnú hodnotu 1 zodpovedajúcu vlastnému vektoru r .

7HUD]�PiPH�~SOQ~�PQRåLQX�^η2,η3, ... , ηn���`�YODVWQêFK�þtVHO�PDWLFH�D.
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9LGtPH��åH�YãHWN\�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�D sú kladné, teda D > 0. Ak chceme tieto

YODVWQp�þtVOD�PRQRWyQQH�XVSRULDGD"�GR�PQRåLQ\�^�µ1, µ2, ... , µn�`��PiPH�WUL�PRåQRVWL�

a) Nech  1 < λ1��.H�åH�λ1 ≤ η2���]�WRKR�Y\SOêYD��åH���MH�QDMPHQãLH�YODVWQp�þtVOR

      matice D.  Teda µ1 = 1 a  µk = ηk��SUH���N� ��������������Q��3RG�D������SODWt

                               1 = µ1  <  λ1  ≤  µ2  ≤  λ2  ≤  ... ≤  µn  ≤  λn .                             (38.b)

b)  Nech  λn�������.H�åH�ηn   ≤  λn��]�WRKR�Y\SOêYD��åH���MH�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�D.

Teda  µk  =  ηk+1�SUH�N� �������������Q����3RG�D������SODWt

 λ1  ≤  µ1  ≤  λ2  ≤ µ2 ... ≤   λn  <  µn  =  1.                (38.b)

c) Nech  λj ≤ 1 ≤ λj+1 pre  1 ≤ j < n .  Interval [λj, λj+1] obsahuje jednotku a ηj+1��7DNåH

usporiadanie bude nasledovné     µk = ηk+1 pre k ≤ j-1,   µj = min [ 1, ηj+1@��9LHPH��åH

λj ≤���D�V~þDVWQH�]������λk ≤ ηk+1 pre k = 1, 2, … , n-1.

Teda                                                λk ≤ µk ≤ 1                  pre k = 1, 2, … ,j.

��DOHM��µj+1 = max [1, ηj+1]   a  µk = ηk  pre     k ≥�M������7LHå�YLHPH��åH�λj+1 ≥ 1 a z (35)

ηk ≤ λk  pre k =  1, 2, … , n-1.

Teda                                              1 ≤  µk ≤ λk             pre k =  j+1, j+2 … , n.             o

 Dôsledok Vety 3.6 c)

Ak interval [λ1, λn@� REVDKXMH� MHGQRWNX�� WDN� MH� ]DUXþHQp�� åH�PDWLFD�D� EXGH�PD"

PHQãLH�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�DNR�PDWLFD�A.

 Dôkaz:   Priamo z Vety3.6 c) .                                                                               o

9]"DK�PHG]L�YODVWQêPL�þtVODPL�PDWtF�A a D�]�G{VOHGNX�9HW\�����Y\XåLMHPH�SUL

konštrukcii takzvaného “samoškálovacieho“ algoritmu, v ktorom sa bude automaticky

YROL"�SDUDPHWHU�γ�]DUXþXM~FL�SRNOHV�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�R.

Zobrazenie H(R, z, z, γ, ϕ�� GHILQRYDQp� Y]"DKPL� ������ ����� SUH�PDWLFX�R > 0 a

0 ≠ z ∈Rn��R]QDþPH�VWUXþQH�V\PERORP�R (γ, ϕ), teda

                                    R (γ, ϕ) = H  (R, z, z, γ, ϕ),  R > 0  a  0 ≠ z ∈Rn             (39)

 Veta 3.7.

1HFK�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�R (γ, ϕ��GHILQRYDQHM�Y]"DKRP������V~

                                 µ1(γ, ϕ)  ≤  µ2(γ, ϕ)  ≤  …  ≤  µn(γ, ϕ).

Potom pre  ϕ ∈ [0, 1]  a  γ > 0  platí

µk(γ, 0)  ≤  µk(γ, ϕ)  ≤  µk(γ, 1)     pre k = 1, 2, … , n.                                    (40)
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Dôkaz:��3RG�D�������SUH��XERYROQp�GYD�VNDOiUH�ϕ1 a ϕ2 máme

R (γ, ϕ2)  =  R (γ, ϕ1)  +  γ (ϕ2  - ϕ1) )( TRzz uuT.                            (41)

3UHGSRNODGDMPH��åH����≤ ϕ1 ≤  ϕ2 ≤ 1 a γ�!����SRWRP�SRG�D�/HP\�����

µk(γ, ϕ1)   ≤   µk(γ, ϕ2)   ≤   µk+1(γ, ϕ1)     pre k = 1, 2, … , n.                        (42)

=R�Y]"DKX������SUH�∀ϕ ∈ [0, 1] platí

µk(γ, 0)   ≤   µk(γ, ϕ)   ≤   µk+1(γ, 0)     pre k = 1, 2, … , n,            (43)

a          µk(γ, ϕ)   ≤   µk(γ, 1)   ≤   µk+1(γ, ϕ)     pre k = 1, 2, … , n.                             (44)

Spojením (43) a (44) dostávame (40).                                 o

 Veta 3.8.

Nech sú splnené predpoklady Vety 3.7. Nech    λ1  ≤  λ2  ≤  ...  ≤  λn  sú vlastné

þtVOD�PDWLFH�R. Potom pre  ϕ ∈ [0, 1]  a  γ > 0  platí:

a) Ak  1 <  γλ1   tak       µ1(γ, ϕ)  =  1   a

                                  1 <  γλk  ≤  µk+1(γ, ϕ)   ≤  γλn             pre  k  =  1, 2, ... , n-1.

b)  Ak γλn  <  1     tak       µn(γ, ϕ)  =  1   a

                              γλk  ≤  µk(γ, ϕ)  ≤  γλk+1  <  1                 pre   k  =  1, 2, ... , n -1.

c)   Ak   γλj  ≤  1  ≤   γλj+1  pre nejaké 1 ≤��M�����Q��WDN�DVSR��MHGQR ]�YODVWQêFK�þtVHO

      µj(γ, ϕ),  µj+1(γ, ϕ)  je rovné jednej a

                                           γλk  ≤  µk(γ, ϕ)  ≤  1                pre  k = 1, 2, …, j

                                               1 ≤  µk(γ, ϕ)  ≤   γλk            pre  k = j+1, j+2, …, n.

Dôkaz:  I.  Pre  R (1, 0).

 Dôkaz vety pre tento prípad vyplýva z Vety 3.5., ak substituujeme  A  =  R,

D  =  R (1, 0)  a  r   =  z.

II. Pre R (1, 1).

�=R�Y]"DKX������GRVWiYDPH

  [R (1, 1)]-1  = H(R-1, z, z, 1, 0).                                                   (45)

9ODVWQp�þtVOD�PDWLFH��R-1  sú   1/ λn  ≤  1/ λn-1  ≤  ...  ≤  1/ λ1  a matice    [R (1, 1)]-1 sú

1/ µn(1,1)  ≤  1/µn-1(1, 1)  ≤ … ≤  1/µ1(γ, ϕ). Ak vo vete 3.5. substituujeme  A  =  R-1 ,

D  =   [R (1, 1)]-1 ,  r   =  z , tak �LQYHUWRYDQtP�Y]"DKRY�]�WHMWR�YHW\�GRVWiYDPH�G{ND]

pre tento prípad.

III.  Pre  R (γ, ϕ).

=R�Y]"DKX������SODWt

H   (R, z, z, γ, ϕ)  = H  ���R,  z, z, 1, ϕ),                                   (46)
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9ODVWQp�þtVOD�PDWLFH��γR  sú  γλ1  ≤  γλ2  ≤  ...  ≤  γλn .  Ak v I., II. Substituujeme

γλk  za  λk��SUH��N�� ��������«���Q��WDN�GRNiåHPH�WYUGHQLH�SUH��XERYROQp��γ > 0 a hodnoty

ϕ ∈ {0, 1}.  Z Vety 3.7. pre  ϕ ∈ [0, 1] a  γ > 0  platí

                       µk(γ, 0)  ≤  µk(γ, ϕ)  ≤  µk(γ, 1)     pre k = 1, 2, … , n.

Preto všetky nerovnosti, ktoré sú splnené pre  µk(γ, 0)  aj  µk(γ, 1) , sú splnené aj pre

µk(γ, ϕ). Tým je tvrdenie dokázané pre  ∀ ϕ ∈ [0, 1].  o

=�SUHGFKiG]DM~FHM�YHW\�YLHPH�DNê�MH�Y]"DK�PHG]L�YODVWQêPL�þtVODPL�PDWLFH��R a

matice  R (γ, ϕ���WHGD�Y]"DK�PHG]L�YODVWQêPL�þtVODPL�PDWLFH�Rk a matice Rk+1. Vidíme

WLHå�� åH�DN�]YROtPH� �γ = 1 a ϕ ∈>��� �@�� WDN�YODVWQp� þtVOD�PDWLFH�R� VD�SRVXQ~�EOLåãLH

k jednotke v�NDåGHM� LWHUiFLL��$N� SRXåLMHPH� R]QDþHQLH� ] Vety 3.8., tak pre ϕ ∈[0, 1]

platí

                                     | µk( 1, ϕ) -  1|   ≤  |  λk -  1|             pre k = 1, 2, … , n .

( Dôkaz vyplýva priamo z Vety 3.8.)

9R�EH� SDUDPHWUD� � γk  = 1 zodpovedá Broydenova trieda kvázinewtonovských

formúl, ktorá bola skúmaná skôr ako Orenova trieda. Jej špeciálnym prípadom je aj

DFP formula, ktorá zodpovedá  γk  = 1 a  ϕk�� ����9�WêFKWR�SUtSDGRFK�SODWt��åH�YODVWQp

þtVOD�PDWLFH�Rk� VD� Y� NDåGHM� LWHUiFLL� SULEOtåLD� N� MHGQRWNH�� 7iWR� YODVWQRV"� YãDN� QLH� MH

SRVWDþXM~FD�SUH�]DUXþHQLH�SRNOHVX�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Rk.

9� SUtSDGH� NYDGUDWLFNHM� IXQNFLH� ')3� IRUPXOD� Y� NDåGHM� LWHUiFLL� SRVXQLH� MHGQR

YODVWQp� þtVOR� PDWLFH� Rk� GR� MHGQRWN\� D� RVWDWQp� YODVWQp� þtVOD� PDWLFH� Rk+1 sa budú

QDFKiG]D"�PHG]L� YODVWQêPL� þtVODPL�PDWLFH�Rk ako to vyplýva z Loewnerovej lemy.

Ak  pri štarte  H0 = I , tak  R0 = G��0{åH� QDVWD"� SUtSDG�� NH��PDWLFD�G� EXGH�PD"

YãHWN\� YODVWQp� þtVOD� RPQRKR� YlþãLH� DNR� MHGQD�� DOH� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� EXGH� PD"

UHODWtYQH�PDOp��3R�SUYHM�LWHUiFLL�EXGH�QDMPHQãLH�YODVWQp�þtVOR�PDWLFH�R1 rovné jednej,

þLåH� EXGH� YêUD]QH� QLåãLH� DNR� QDMPHQãLH� YODVWQp� þtVOR� PDWLFH�R0�� 1DMYlþãLH� YODVWQp

þtVOR� R1� EXGH� PHG]L� GYRPD� YODVWQêPL� þtVODPL� R0 s najvyššou hodnotou, teda sa

QHEXGH� YêUD]QH� OtãL"� RG� QDMYlþãLHKR� YODVWQpKR� þtVOD� PDWLFH�R0. V takomto prípade

K(R1�� EXGH� YlþãLH� DNR� .�G��� $M� NH�� EXGH� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� .�Rk) v �NDåGRP

�DOãRP�NURNX�NOHVD"��P{åH�E\"�YlþãLH�DNR�.�G��Då�GR�Q���LWHUiFLH�
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1DãLP� FLH�RP� MH� ]DUXþL"� SRNOHV� þtVOD� SRGPLHQHQRVWL� .�Rk�� Y� NDåGHM� LWHUiFLL�

Zameriame sa teda na analýzu zmeny K(Rk�� SR� MHGQHM� LWHUiFLL��$NR��DOãt� G{VOHGRN

9HW\������P{åHPH�VIRUPXORYD"�QDVOHGRYQp�WYUGHQLH�

 Veta 3.9.

Nech  R (γ, ϕ��MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP�������1HFK�R, µk(γ, ϕ) a  λk sú definované

ako vo Vete 3.7 a  3.8, potom pre  ϕ ∈[0, 1] a  γ > 0 platí:

                   a)  Ak    1 <  γλ1,  tak               γλn-1 ≤  K(R (γ, ϕ))  ≤  γλn  .

                   b)  Ak   γλn  <  1,  tak            1/ γλ2  ≤  K(R (γ, ϕ))  ≤  1/ γλ1  .

                   c)  Ak   γλ1  ≤  1  ≤  γλn , tak                 K(R (γ, ϕ))  ≤  K( R ).

Dôkaz:��.H�åH�PDWLFH�R aj  R (γ, θ) sú kladne definitné, tak K( R)  = λn / λ1  a

              K(R (γ, ϕ))  =  µn(γ, ϕ) / µ1(γ, ϕ���3RWRP�]�9HW\�����þDVWt�D���E���F��Y\SOêYD

         a)    µ1(γ, ϕ)  = 1 a   γλn-1  ≤  µn(γ, ϕ)  ≤  γλn������þR�LPSOLNXMH�þDV"�D��

         b)    µn(γ, ϕ)  = 1  a     γλ1  ≤  µ1(γ, ϕ)  ≤  γλ2       þR�LPSOLNXMH�þDV"�E��

         c)   γλ1  ≤  µ1(γ, ϕ)  ≤  1  ≤   µn(γ, ϕ)  ≤  γλn,     teda

            µn(γ, ϕ) / µ1(γ, ϕ)  ≤  λ1/λ2�]�WRKR�Y\SOêYD�þDF"�F�����������������������������������������o

9LGtPH��åH�DN�ϕ ∈ [0, 1] a γ ∈ [1/λn, 1/λ1@��WDN�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Rk+1

QHEXGH�YlþãLH�DNR�PDWLFH�Rk����$M�NH��QHSODWt��åH�.�Rk+1) je ostro menšie ako K(Rk),

EXGHPH�]MHGQRGXãHQH�QD]êYD"� WHQWR�Y]"DK�DNR�³SRNOHV³�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH

Rk��9åG\�YãDN�WHQWR�³SRNOHV³�EXGHPH�FKiSD"�Y�]P\VOH�.�Rk+1) ≤ K(Rk).)

9��DOãRP�XNiåHPH���åH�UHãWULNFLD�ϕ na interval [0, 1] je  nevyhnutná.

 Veta 3.10.

8YDåXMPH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX��������H > 0, matice H+�GHILQRYDQp�Y]"DKPL�����

(3). Nech  γ je volené tak, aby bolo splnené

   λ1  ≤  1/γ  ≤  λn,                                                                   (47)

kde  λ1  a  λn��V~�QDMPHQãLD�D�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�PDWLFH R = G1/2HG1/2.

Potom

                      K( Rk+1)  ≤   K( Rk)                                                                 (48)

a                                        Hk+1  >  0

vtedy a len vtedy, ak          ϕ ∈ [0, 1].

Dôkaz:  Ak ϕ ∈ [0, 1], tak dôkaz vyplýva z Vety 3.8. c)

2EUiWHQp�WYUGHQLH�GRNiåHPH�SRPRFRX�NRQWUDSUtNODGX��NWRUê�SUYê�XYHUHMQLO�)OHWFKHU�
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�3UHGSRNODGDMPH��åH��ϕ  ≤ - ε alebo   ϕ ≥ 1 + ε, kde 0 <  ε << 1.

Nech matica

                                 










 +
=

0      0   

0      01
1/2

1/2

R .

9ODVWQp�þtVOD�PDWLFH�R sú

                            λ1  =  η,     λ2  =  1 + 2 ε - η,

kde                       η  =  
2

401201 +−+
 .                                                             (49)

I. Nech γ = 1.

�9LGtPH��åH����η < 1 < 1 + 2 ε - η, teda  γ�VS��D�SRGPLHQNX������

�9LHPH��åH�������������R+   =   
zz

zz
uuRzz

Rzz
RRzz

R
T

T
TT

T

T

   � )( +





+− ϕ  ,

kde                           
Rzz

Rz
zz

z
u

TT
−= .                                       

Nech vektor  z  =  G1/2p  =  (0, 1)T , potom

T

TT 0 ,
0

1
        1,       0� 



−=== uzzRzz   a

   . 
1    0

0    0
                   , 

0     0

0     
0
1

                  , 
0     0

0      1 TT
T

T









=














=












= zzuu

Rzz
RRzz

2GWLD�����R+  =  R(1, ϕ)  = 






 +
1         0   

0    0 ϕ
 .

Táto matica je pre ϕ ≤ - ε��VLQJXOiUQD�DOHER�]iSRUQH�GHILQLWQi��þR�MH�VSRU�V��Hk+1 > 0.

II.   Nech   γ = 1/η.        Takto zvolené γ�VS��D������D�SRGREQêP�VS{VRERP�DNR�Y�,�

dostávame

                R+  = R(1/η, ϕ)  =  















 +

1         0   

0   
�

 0 ϕ
.

Pre  ϕ  ≥ 1 + ε v tomto prípade platí

                 K(R+) = )K(
�

�201

�

201

�

30
R=−+>+≥+

.

To je v spore s (48).

��7HGD�SUH��XERYROQH�PDOp�ε > 0 máme               - ε  ≤  ϕ  ≤  1 + ε                               o
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8å�YLHPH�� åH�QD� ]DUXþHQLH�SRNOHVX� þtVOD� SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�R v zmysle

Y]"DKX� ����� MH�SRWUHEQp�YROL"� KRGQRW\�SDUDPHWURY� WDN�� DE\� �ϕ ∈ [0, 1] a γ tak, aby

EROD�VSOQHQi�SRGPLHQND�������3UH�SUDNWLFNp�Y\XåLWLH�WHMWR�WHyULH�MH�YãDN�SRWUHEQp�QiMV"

WDNê�VS{VRE�YR�E\�KRGQ{W�2UHQRYKR�SDUDPHWUD�γ��DE\�VPH�QHPXVHOL�Y�NDåGHM�LWHUiFLL

SRþtWD"� YODVWQp� þtVOD� PDWLFH� R�� 9� QDVOHGXM~FHM� þDVWL� XNiåHPH�� DNR� P{åHPH� XUþL"

vhodné hodnoty γ len na základe znalostí matice H a vektorov y, p.

3.3.  Konvexná trieda Orenovských parametrov

9�WHMWR�þDVWL�XNiåHPH�SODWQRV"�SRGPLHQN\������Y�SUtSDGH�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH�SUH

celú triedu parametrov γ.

Nech H je regulárna matica a  p, y vektory z Rn� WDNp�� åH�pTy ≠ 0. Zavedieme

R]QDþHQLH

                        γ(H, p, y, θ)  =  
yp

pHp
Hyy
yp

T

1T

T

T

���(1
−

+− ,   kde θ ∈[0, 1].          (50)

 Veta 3.11.

Nech p, y sú také vektory z Rn�� åH�pTy > 0. Nech H, G, R sú kladne definitné

matice, pre ktoré platí

                                                 y  =  Gp ,                                                                   (51)

                                                 R  =  G1/2HG1/2 .                                                       (52)

Ak skalár  γ(H, p, y, θ��MH�GHILQRYDQê�Y]"DKRP�������SRWRP�SODWt

                                   
1n �

1
��,,,��

�

1 ≤≤ ypH  ,                                                   (53)

kde λ1, λn�MH�QDMPHQãLH�D�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�PDWLFH�R.

Dôkaz:   Pre θ ∈ [0, 1]  je  γ(H, p, y, θ)  konvexnou kombináciou γ(H, p, y, 0) a

γ(H, p, y������SUHWR�VWDþt������GRNi]D"�SUH�WLHWR�H[WUHPiOQH�KRGQRW\�

2]QDþPH

                                                z  =  G1/2p                                                                   (54)

D�SRG�D���������������������������������z  =   G-1/2y.                                                                (55)

I. Pre θ = 0.

Substitúciou (51), (52) a (54) do (50) dostávame

                         γ(H, p, y, 0)  =  
Rzz
zz

GHGpp
Gpp

Hyy
yp

T

T

T

T

T

T

==                                (56)
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3UH�QDMPHQãLH�D�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�R  a  x ∈ Rn   SODWt��YL��>�@�VWU����

             λ1  =  RxxT

1 x 
min

=
      a     λn  = RxxT

1 x  
max

=
.                                                 (57)

Teda platí

                                λ1z
Tz   ≤   zTRz   ≤   λnz

Tz .                                                        (58)

Z (56) a (58) dostávame

                              
n�

1
  ≤     γ(H, p, y, 0)   ≤    

1�

1
                                                    (59)

II. Pre θ = 1.

Substitúciou (51), (52) a (55) do (50) dostávame

                             γ(H, p, y, 1)  =   
zz

zRz
T

1T −

                                                            (60)

Matica R-1�Pi� QDMPHQãLH� D� QDMYlþãLH� YODVWQp� þtVOR� URYQp� � ��λn respektíve 1/λ1,

SUHWR�SRXåLWtP������D������GRVWiYDPH

                           
n�

1
 zTz   ≤   zTR-1 z   ≤   

1�

1
zTz .                                                    (61)

2GWLD������������������
n�

1
  ≤     γ(H, p, y, 1)   ≤    

1�

1
 .                                                     (62)

Tým je veta dokázaná.                                                                                                   o

Ak  minimalizujeme kvadratickú funkciu a na generovDQLH� VPHURY� SRXåtYDPH

DOJRULWPXV� ��� WDN� Y� N�WHM� LWHUiFLL� V~� VSOQHQp� SUHGSRNODG\� 9HW\� ������ 3RWRP� YR�ED

γk =  γk(Hk, pk, yk, θk���]DUXþt��åH�Y�N�WHM�LWHUiFLL��.�Rk+1) ≤  K(Rk).

9R�ED�WDNpKRWR�γk�VD�P{åH�]GD"�QHSUDNWLFNi��SUHWRåH�QD�YêSRþHW�γ(H, p, y, θ) pre

θ ≠� �� SRWUHEXMHPH� SR]QD"� H-1�� 1DVOHGXM~FRX� YHWRX� XNiåHPH�� åH� � � γ(H, p, y, 1)

P{åHPH�Y\SRþtWD"�DM�EH]�]QDORVWL�LQYHU]LH�H.

 Veta 3.12.

Nech  p, y, g, H, λ sú ako v algoritme 2  a   γ(H, p, y, θ��MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP

(50). Potom platí

                             γ(H, p, y, 1)  =  
Hyg
pg

py
pg

T

T

T

T � =−
,                                          (63.a)

                             γ(H, p, y, 1)  =   λ.          (λ - optimálny krok)                           (63.b)
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Dôkaz:  Pre θ = 1 substitúciou  p  =  -λHg  v (50) dostávame (63.a), teda

                   γ(H, p, y, 1)  =  
Hyg
pg

yp
pg

yp
pHp

T

T

T

T

T

1T
� =−=

−

 .                                   (64)

.H�åH�SRXåtYDPH�RSWLPiOQ\�NURN�SRG�D������PiPH�pTg+ = 0. Teda

                               pTy  =  pT(g+  -  g)  =  -pTg  .                                                       (65)

Dosadením (65) do (64) dostávame

                                       γ(H, p, y, 1)  =   λ.                                                                  o

=R�Y]"DKX�����D��Y\SOêYD��åH��γ�P{åHPH�XUþL"�SRPRFRX�Xå�]QiP\FK�YHOLþtQ�

�$N� Y\XåLMHPH� ]QDORV"� RSWLPiOQHKR� NURNX� WDN� QD� YêSRþHW� � γ(H, p, y�� ��� P{åHPH

SRXåL"� Y]"DK� ����E��� 7DNêWR� SRVWXS� E\� ERO� YêSRþWRYR� QDMPHQHM� QiURþQê�� OHER

RSWLPiOQ\� NURN� PiPH� Y\SRþtWDQê� YåG\� HãWH� SUHG� YR�ERX� γ. Avšak optimálny krok

QHPXVt� E\"� Y\SRþtWDQê� ~SOQH� SUHVQH�� þR� MH� VS{VREHQp� ]DRNU~K�RYDQtP� SUL� YêSRþWH

�$N�MH�SRþtWDQê�QDSUtNODG�]ODWêP�UH]RP���

$E\�VPH�VD�Y\KOL�WHMWR�QHSUHVQRVWL�SUL�YR�EH�γ� MH�YêKRGQHMãLH�YROL"�γ na základe

Y]"DKX�����D���3UH�WHQWR�SUtSDG�P{åHPH�Y]"DK������SUHStVD"�QDVOHGRYQH�

                        γ(H, p, y, θ)  =  
Hyg
pg

Hyy
yp

T

T

T

T

���(1 +−   .                                    (66)

9]"DK� ����E�� P{åHPH� Y� SUtSDGH� NYDGUDWLFNHM� IXQNFLH� Y\XåL"� QD� JHQHURYDQLH

hodnôt optimálneho kroku.

 Dôsledok Vety 3.12

Ak f je kvadratická funkcia (2.8), potom pre optimálny krok platí

                                           λk  =  
HGHgg

Hgg
T

T

.                                                            (67)

Dôkaz:��=R�Y]"DKX������YLHPH��åH��p  =  -λHg. Navyše pre kvadratickú funkciu
platí   y  =  Gp��'RVDGHQtP�WêFKWR�Y]"DKRY�GR������D�Y\XåLWtP�����E��GRVWDQHPH�Y]"DK
(67).                                                                                                                                o

( Výraz  γ(H, p, y, θ��Pi�DM�YODVWQRV"�³NRPSOHPHQWDULW\³��,GH�R�NRPSOHPHQWDULWX�

NWRU~�P{åHPH�Y\MDGUL"�Y�QDVOHGXM~FRP�WYDUH�

                                 γ(H, p, y, 1)  = [γ(H-1, y, p, 0)]-1.

%OLåãLH��EXGH�WiWR�YODVWQRV"�UR]REHUDQi�Y�þDVWL������
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3.4.   Samoškálovací algoritmus

9� SUHGRãOHM� þDVWL� VPH� QDãOL� VS{VRE� YKRGQpKR� JHQHURYDQLD� 2UHQRYKR� SDUDPHWUD

]QLåXM~FHKR�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWtF�5k��$N�Y�DOJRULWPH���XSODWQtPH�WDN~WR�YR�EX

Orenovho parametra, dostávame nasledovný samoškálovací algoritmus .

 Algritmus 3

Štart:    x0 ∈ Rn,  g0  =  ∇f(x0),  H0 > 0.

            ε > 0 – konštanta pre kritérium presnosti.

������������3RþtWDGOR�LWHUiFLL��N� ���

Cyklus:   k = 0, 1, ...

1. krok   Test dosiahnutej presnosti

                           Ak   || ∇f(xk)||  <  ε, tak STOP.

���NURN���9\SRþtWDPH��VPHU��sk =  - Hkgk.

���NURN���9\SRþtWDPH�RSWLPiOQ\�NURN��λk > 0.

���NURN����9êSRþHW�QRYHM�DSUR[LPiFLH���xk+1  =   xk + λksk

                a  nového gradientu               gk+1  =  ∇f(xk+1).

5. krok      9\SRþtWDPH vektory

                                           pk = xk+1 – xk,

                                           yk = gk+1 – gk,

                                         

kk

T

k

kk

k

T

k

k

k
         

yHy

yH

yp

p
v −= ,                                             (68)

6. krok    Zvolíme vhodné hodnoty skalárov  ϕk ∈[0, 1]  a  θ ∈[0, 1]

���������������D�Y\SRþtWDPH

                                  γ(H, p, y, θ)  =  
Hyg
pg

Hyy
yp

T

T

T

T

���(1 +−  ,                            (69)

7. krok    Skonštruujeme maticu Hk+1 nasledovne:

                   T
kkkk

T
k�k

kk
T

k

k
T
kkkk

k
T
k

T
kk

kk1k )(   �  
�

    � vvyHy
yHy

HyyH

yp

pp
HH ϕ+−+=+ .      (70)

���NURN����=YlþãtPH�N o jeden a vrátime sa na 1.krok

Výstup:        xk   -  aproximácia bodu minima f(x)
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9H�PL� GREURX� YODVWQRV"RX� DOJRULWPX� �� MH� MHKR� LQYDULDQWQRV"� QD� ãNiOYDQLH

~þHORYHM�IXQNFLH��2�WHMWR�YODVWQRVWL�SRMHGQiYD�QDVOHGXM~FD�YHWD�

 Veta 3.13.

Nech  {Hk}, { xk}  sú postupnosti matíc a vektorov generované algoritmom 3

aplikovaným na konvexnú funkciu  f(x) ∈ C2. Nech  α > 0, β > 0, δ > 0, f̂ = α.f(β. x̂ ),

¨0  = δ.H0,  x0 =  β. x̂ 0  a  {̈ k}, { x̂ k} sú zodpovedajúce postupnosti pre funkciu fˆ .

Nech postupnosti  {ϕk}, { θk} sú rovnaké pre obidve minimalizované funkcie  f a fˆ .

Potom pre  k > 0 platí

                               
2

k
k

� .
ˆ H
H =          a      

�
ˆ k

k

x
x = .

Dôkaz:  Pre ∀ x̂ k, xk ∈ Rn�WDNp��åH��xk  =  β x̂ k platí

                               [ ] kkxkˆk  .�)f(.�)ˆf(� .ˆ gxxg x =∇=∇= .                             (71)

Ak   x0 =  β x̂ 0  a ̈ 0  = δH0, tak pre prvé smery platí

                              000000 �� . (/ /.�ˆˆˆ sgHgHs =−=−= .

3UYp�YHNWRU\�VPHURY�VD�OtãLD�LED�YH�NRV"RX��$E\�VPH�QDãOL�x1, x̂ 1�EXGHPH�K�DGD"�ERG

minima  f(.) respektíve fˆ �����Y�URYQDNRP�VPHUH��2GWLD��GRVWiYDPH��x1 =  β x̂ 1, preto

�
ˆ 0

0

p
p = �� � 3RG�D� �����SODWt� � 0ŷ  = αβy0��'RVDGHQtP� WêFKWR� Y]"DKRY� GR� ������ �����

(70) dostávame:              020 �
� /.

1
�̂ = ,    00

� .
1

ˆ vv =    a     
2

1
1

� .
ˆ H
H = .

,QGXNFLRX�GRVWiYDPH�SODWQRV"�Y]"DKRY�SUH�∀ k > 0.                                                     o

3.5.  Optimálna hodnota Orenovho parametra

 V kapitole 3.3 sme odvodili konvexnú triedu parametrov γk�� NWRUp� ]DUXþXM~�� åH

matice Rk  pre ϕk ∈� >����@�PDM~�YODVWQRV"� ������ WHGD� �.�Rk+1) ≤  K(Rk). Táto trieda

YãDN�DM�QD�DOHM�GiYD�ãLURN~�ãNiOX�PRåQRVWt�YR�E\�2UHQRYKR�SDUDPHWUD�γk. Pokúsme sa

]LVWL"� DNR� U{]QH� KRGQRW\� SDUDPHWUD� γk� RYSO\Y�XM~� NRQYHUJHQFLX� � � DOJRULWPX� ���$NR

NULWpULXP�SULEOtåHQLD�EXGHPH�DM�QD�DOHM�SRXåtYD"�SRNOHV�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH

Rk��1DãLP�FLH�RP�Y�WHMWR�þDVWL�EXGH�]LVWL"�YSO\Y�U{]Q\FK��γk ∈[1/λn, 1/λ1]  na pokles
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K(Rk+1)  pri fixnom ϕk ∈ [0, 1]. (λ1, λn�V~�QDMPHQãLH�D�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�PDWLFH

Rk.)

3ULSRPH�PH�VL�Xå�]DYHGHQp�R]QDþHQLH�

                            R(γ,ϕ)    =   H  (R, z, z, γ, ϕ)    =

                                           =   
zz

zz
uu Rzz

Rzz
RRzz

R
T

T
TT

T

T

   �)( +





+− ϕ  ,              (72)

kde                                 
Rzz

Rz
zz

z
u

TT
−=                                            (73)

a     R  = G1/2HG1/2.

 Definícia 3.1.  Nech ϕ ∈ [0, 1] je pevne zvolená hodnota.

                        Hodnotu  γ*  Orenovho parametra nazývame optimálnou,

                        ak pre zobrazenie (72) platí:

                                       K(R(γ*,ϕ))  =   min γ>0 K(R(γ,ϕ))                                       (74)

 Veta 3.14.

1HFK�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�R > 0 sú

                                 0 < λ1  ≤  λ2  ≤  ...  ≤  λn.

D�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH

                                       M   =  TT
T

T

)( uuRzz
Rzz

RRzz
R ϕ+− ,                                  (75)

(kde u�MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP��������V~

                                               η1  ≤  η2  ≤  ...  ≤  ηn.

3RWRP�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�R(γ,ϕ) sú  {γη2, γη3, ... , γηn���`�D�SUH��XERYROQp�ϕ ∈ [0, 1]

a  γ > 0  platí

                                    λ1  ≤  η2  ≤  λ2  ≤  ...  ≤  ηn  ≤  λn.                                           (76)

Dôkaz:   Pre maticu M  platí  M]� � ����=� WRKR�Y\SOêYD�� åH�M �Pi�YODVWQp� þtVOR

η1  ����7RWR�YODVWQp�þtVOR�SULVO~FKD�N�YODVWQpPX�YHNWRUX�z. Nech wk sú vlastné vektory

SULVO~FKDM~FH� N� YODVWQêP� þLVODP� ηk� � SUH� N�  � ��� ��� «�� Q�� 9LHPH�� åH� PDWLFD� M  je

symetrická, teda jej vlastné vektory sú ortogonálne. Platí

                                  zTwk  =  0  pre    k =   2, 3, …, n.                                             (77)
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 Maticu  R(γ,ϕ���P{åHPH�]DStVD"�Y�WYDUH

                                 R(γ,ϕ)  =  γM   + 
zz

z z
T

T

.                                                             (78)

D�MHM�YODVWQp�þtVOD�V~�^γη2, γη3, ... , γηn�`��SUHWRåH�SODWt

                       R(γ,ϕ).wk  =  γMw k  =  γ ηk                       pre   k  =  2, 3, …, n.

Matica R(γ,ϕ��Pi�DM�YODVWQp�þtVOR�URYQp�MHGQHM��OHER

                       R(γ,ϕ)z  =  γMz  + 
zz

zzz
T

T ) (
  =  z.

'RVWDOL�VPH�~SOQ~�PQRåLQX�^γη2, γη3, ... , γηn���`��YODVWQêFK�þtVHO�PDWLFH R(γ,ϕ).

2]QDþPH�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�R(γ, ϕ) ako

                                   µ1(γ, ϕ)  ≤  µ2(γ, ϕ)  ≤  …  ≤  µn(γ, ϕ).

'{ND]� Y]"DKX� ����� Y\SOêYD� ]� MHGQRWOLYêFK� þDVWt� 9HW\� ����� 9R� YãHWNêFK� WURFK

VSRPtQDQêFK� SUtSDGRY� QDMVN{U� XUþtPH�� NWRUp� � µk(γ, ϕ) je rovné jednej. Následne

XUþtPH�Y]"DK�PHG]L�]Y\ãQêPL� �µk(γ, ϕ) a  γηk��=�QHURYQRVWt�Y� MHGQRWOLYêFK�þDVWLDFK

9HW\�����GRVWDQHPH�Y]"DK������

Nech napríklad  γ  > 1/λ1.

��=�9HW\�����D��GRVWDQHPH��åH

         µ1(γ, ϕ) = 1    a    1 <  γλk  ≤  µk+1(γ, ϕ)   ≤  γλn             pre  k  =  1, 2, ... , n-1.

.H�åH��µ1(γ, ϕ) = 1, tak         µk(γ, ϕ) =  γηk                              pre  k  =  2, 3, ... , n.

Z nerovnosti medzi   γλk  a  µk(γ, ϕ��GRVWiYDPH�Y]"DK������

Analogicky v ostatných prípadoch.                                                                        o

 Dôsledok Vety 3.14.

Nech sú splnené predpoklady  Vety 3.14 a γ > 0, potom pre pevne zvolené

ϕ ∈ [0, 1] platí:

a) 1DMYlþãLH� YODVWQp� þtVOR�PDWLFH�R(γ,ϕ)  je  max[1, γηn ]  a najmenšie

YODVWQp�þtVOR�PDWLFH�R(γ,ϕ) je  min[1, γη2].

E�����ýtVOR�SRGPLHQHQRVWL���.�R(γ,ϕ))  ≥  
2

n

�

�

�������D�URYQRV"�QDVWiYD��DN�����η2  ≤ 1/γ  ≤   ηn.                                            (79)

F�����$N��SODWt�Y]"DK�������WDN��γ je optimálna hodnota Orenovho parametra.

d)    Ak γ ∈[1/λn-1, 1/λ2], tak γ je optimálna hodnota Orenovho parametra.
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 Dôkaz:     a) Priamo z vety 3.14.

b) =�þDVWL�D��PiPH�������������� K(R(γ,ϕ))  =  
[ ]
[ ] 2

n

2

n

�

�

��1,min

��1,max ≥








c)  Ak platí (79), tak    K(R(γ,ϕ))  =  
2

n

�

�
��D�WHGD�SRG�D�E��D�'HILQtFLH����

      je γ optimálna hodnota Orenovho parametera.

G���=�9HW\������Y\SOêYD��åH�����η2 ≤  λ2 ≤ ... ≤  λn-1 ≤ ηn . Preto, ak  γ ∈[1/λn-1, 1/λ2],

WDN�XUþLWH��η2  ≤ 1/γ  ≤   ηn��D�SRG�D�F��MH�γ optimálna hodnota Orenovho parametra.

                                                                                                                                        o

 Veta 3.15.

Nech sú splneQp�SUHGSRNODG\�YHW\�������2]QDþPH

                                K*  =  K(R(γ*,ϕ))  =  min γ>0 K(R(γ,ϕ)).                                   (80)

3RWRP�SUH��XERYROQp���γ ∈[1/λn, 1/λ1]  a  ϕ ∈ [0, 1]  platí

                        K(R(γ,ϕ)) / K*   ≤ 








− 1

2

1n

n

�

�
,

�

�
max   .                                            (81)

Dôkaz:���=�'{VOHGNX�9HW\������YLHPH��åH��������.� � 
2

n

�

�
    a

                 K(R(γ,ϕ))  =  
[ ]
[ ]








2

n

��1,min

��1,max
  =  max 








n

22

n ��,
��

1
,

�

�
 .

2GWLD�

K(R(γ,ϕ)) / K*   =  max 







2

n

��,
��

1
1,      a     λ1  ≤  1/γ  ≤  λn,   teda

K(R(γ,ϕ)) / K*   ≤  max 








1

2

n

n

�

�
,

�

�
1, .                                                                      (82)

Z Vety 3.14 máme  0 < η2 ≤  λ2  ≤  ...  ≤  λn-1  ≤  ηn� ��'RVDGHQtP�GR�Y]"DKX� ����

dostaneme (81).                                                                                                              o

Dostali sme odhad hornej hranice podielu K(R(γ,ϕ��� D� .�� 9LGtPH�� åH� DN

Y]GLDOHQRVWL�PHG]L� YODVWQêPL� þtVODPL�PDWLFH�R budú malé, tak K(R(γ,ϕ)) ≈ K*. Na

GUXKHM�VWUDQH�P{åX�QDVWD"�SUtSDG\��NHG\�Y]GLDOHQRV"�PHG]L�YODVWQêPL�þtVODPL�R bude

YH�Ni��9WHG\�E\�EROR�YKRGQp�]YROL"�γ ako optimálnu hodnotu  Orenovho parametra,

SUHWRåH�E\�VPH�GRVLDKOL�YêUD]Qp�]OHSãHQLH�
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 Teoreticky sme síce ukázali, ktoré hodnoty γ sú optimálne, ale neexistuje

SUDNWLFNê�SRVWXS�QD�YR�EX� WRKRWR�SDUDPHWUD� WDN�� DE\�EROR�]DUXþHQp�γ ∈ [1/ηn, 1/η2]

respektíve  γ ∈[1/λn-1, 1/λ2].

3.6. ��2SWLPiOQD�SRGPLHQHQRV"�PDWtF�+k

9� SUHGFKiG]DM~FLFK� þDVWLDFK� VPH� QDãOL� VS{VRE� YR�E\� KRGQRW\� γk Orenovho

SDUDPHWUD� WDN�� DE\� SUH� NYDGUDWLFN~� IXQNFLX� ������ ERO� ]DUXþHQê� SRNOHV� þtVOD

podmienenosti matice  Rk  =  G1/2HkG
1/2�� þtP� Y� ]P\VOH� Y]"DKX� ���� GRFKiG]D� N

]OHSãHQLX� NRQYHUJHQFLH�� 1D� ]iNODGH� WDNHMWR� YR�E\� KRGQ{W� γk sme zostrojili

samoškálovací algoritmus (algoritmus 3).

Z definície matice  Rk  =  G1/2HkG
1/2  respektíve Hk  =  G-1/2RkG

-1/2�P{åHPH

XVXG]RYD"�� åH� ]iURYH�� V� SRNOHVRP� þtVOD� SRGPLHQHQRVWL� PDWLFH� �Rk� � NOHVi� DM� þtVOR

podmienenosti  Hk�� �0DOp� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� PDWtF�Hk� MH� åLDG~FH� ]� QXPHULFNpKR

K�DGLVND�� SUHWRåH� VD� WêP� UHGXNXM~� FK\E\� VS{VREHQp� ]DRNU~K�RYDQtP�� D� WêP� MH

]DUXþHQi�OHSãLD�QXPHULFNi�VWDELOLWD�DOJRULWPX��

9�WHMWR�þDVWL�VD�SRN~VLPH�SUH�KRGQRW\�SDUDPHWUD�γk��NWRUp�]DUXþXM~�SRNOHV�.�Rk),

QiMV"� WDNp�KRGQRW\�%UR\GHQRYKR�SDUDPHWUD�ϕk��DE\�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Hk+1

EROR�þR�QDMPHQãLH�

1DMVN{U� XNiåHPH� Y]"DK�PHG]L� þtVORP� SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�Hk+1 a matice Hk.

�=iURYH��RGYRGtPH�KRUQ~�KUDQLFX�SUH�.�Hk+1)).

�3UH�MHGQRGXFKRV"�]iSLVX�IRUP~O�SRXåLMHPH�QDVOHGRYQp�R]QDþHQLH�

                                  π  =  pTy ,                                                                               (82.a)

                                  χ  =  yTHy,                                                                             (82.b)

                                  β  =  pTH-1p.                                                                          (82.c)

9�WRPWR�R]QDþHQt�Pi�WULHGD�IRUP~O������WYDU

      H+  =  γH  +  )(
�

�

$

1)��

�

$�� TTTT
2

HypHpyHHyypp +−−++ ϕϕϕ
,      (83)

kde v zmysle algoritmu 3   ϕ ∈[0, 1],   γ ∈  







�

�
,

$

�
.
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 Veta 3.16.

Nech H > 0 a  matica H+�MH�GHILQRYDQi�Y]"DKRP�������1HFK�p, y sú také vektory

z Rn��åH��pTy  =  π > 0.

3RORåPH�������������������������
�$

)�$ (��
��

22 −+= ϕ
,                                                 (84)

                                        
2�

�$�
!

+=                                                                       (85)

Potom platí:

                                 K(H+)  ≤  K(H)
�@,�!min[!

�@,�!max[!
2

2

−−

−+
,                                    (86)

SULþRP�URYQRV"�QDVWiYD��DN��H = I   alebo   Hy  =  p  a    γ ∈  







�

�
,

$

�
.

Dôkaz:  Pre ∀x ∈ Rn�]R�Y]"DKX������PiPH

                                  xTH+x  = (xTHx) η(γ, ϕ, x),                                                      (87)

kde

η(γ, ϕ, x) = 





−−+++

Hxx
Hyxpx

Hxx
Hyx

Hxx
xp

T

TT

T

2T

T

2T

2

))((

�

�
2

)(

$

1)��)(

�

$��
�

ϕϕϕ
.

                                                                                                                                    (88)

Definujme                         Φ(γ, ϕ)  =  
),����min

),, (��max  

     
x

x

x

x

ϕ

ϕ
.                                            (89)

.H�åH�H+ aj H�V~�NODGQH�GHILQLWQp��WDN�SRG�D������SODWt

         K(H+)   =  =≤=
−
+

+ )-���
 )(

min

)(
max

),���� )(
min

),���� )(
max

 

 

T

T

x

T

T

x

T

T

x

T

T

x

1
ϕ

ϕ

ϕ

xx
Hxx

xx
Hxx

xx
xHxx

xx
xHxx

H

H

                      )-��� )K( ϕH= .                                                                                 (90)

9�SRNUDþRYDQt�G{ND]X�VD�EXGHPH�VQDåL"�Y\MDGUL"�Φ(γ, ϕ).

�3UH�SUHK�DGQHMãt�]iSLV�Y]"DKRY�SRXåLMHPH�R]QDþHQLH�

                                     a  =  
2/1T

1/2

)( Hxx
xH

 ,                                                               (91.a)

                                     b  =  H-1/2p,                                                                         (91.b)

                                     c  =  H1/2y.                                                                          (91.c)

6XEVWLW~FLRX�Y]"DKRY������GR������GRVWiYDPH
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                                     β  =  || b ||,                                                                           (92.a)

                                      χ  =  || c ||,                                                                          (92.b)

                                      π  =  bTc                                                                             (92.c)

                                     || a ||  =  1.                                                                           (92.d)

Dosadením (92) do (88) máme

η(γ, ϕ, x)  =

=  ))((
�

�
2)(

$

1)��
)(

�

$��
� TT2T2T

2
cabacaab

ϕϕϕ −−+++   ≡  ψ(γ, ϕ, a)      (93)

2GWLD�

                               Φ(γ, ϕ)  =  
),%���min

),, (�%max 

1       

1   

x

x

a

a 

ϕ

ϕ

=

=
.                                                     (94)

3RþtWDMPH�WHUD]�YLD]DQp�H[WUpP\��ψ(γ, ϕ, a). Zostrojíme Lagrangeovu funkciu

                           L(a, α)  =  ψ(γ, ϕ, a)  +  α(aTa – 1).

Nutná podmienka extrému je

                           ∇a ψ(γ, ϕ, a)  +  2αa  =  0  .                                                            (95)

Teda

   abcacbaccabab .)(
�

�
-)(

�

�
)(

$

1)��
)(

�

$�� TTTT
2

+−−++ ϕϕϕϕ
 =  0         (96)

Prenásobením tejto rovnice postupne bT, cT, aT��D�Y\XåLWtP�����G��GRVWiYDPH�URYQLFH

    ).�)(
�

��

$

1)���
)(�

�

$���(� TTT
2

bacaab +





−−+





 −+ ϕϕϕϕ

 =  0,           (97)

         (aTb)  -  γ(aTc)  +  α(aTc)  =  0,                                                                         (98)

        .))((
�

�
2)(

$

1)��
)(

�

$�� TT2T2T
2

+−−++
acbacaab

ϕϕϕ
 =  0.               (99)

5RYQLFH� ����� ±� ����� V~� WDNWLHå� QXWQêPL� SRGPLHQNDPL� SUH� H[WUpP� ψ(γ, ϕ, a).

Substitúciou (99) do (93) dostaneme pre stacionárny bod a0 a  zodpovedajúci

Lagrangeov multiplkátor  α0

                                 ψ(γ, ϕ, a0)  =  γ  -  α0.                                                             (100)

9LGtPH��åH�QiP�SUH�QiMGHQLH�H[WUpPRY�VWDþt�Y\ULHãL"������±������LED�SUH�α.

I.  Ak  aTc = 0, tak z (98) aj  aTb = 0 a z (99) aj  α = 0. ( Prvé riešenie pre α.)
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II.   Ak  aTc ≠ 0, tak definujme     σ  =  
ca
ba

T

T

.

Potom z (98)                           α =  γ  -  σ                                                                (101)

 Predelením rovnice (97) skalárom  aTc��D�Y\XåLWtP�������GRVWDQHPH

          
$�

)�$ (����
1

�

��)�(����
1

22

2

22
2 −+++−+− ϕχϕ

  =  0.              (102)

3RXåLWtP������������P{åHPH�������StVD"�Y�WYDUH

                                          σ2  -  2ρσ + µ  = 0.                                                         (103)

Riešeniami tejto kvadratickej funkcie sú

                                         σ1,2   =  ρ  ±  �!
2 −  .                                                  (104)

8NiåHPH��åH�WLHWR�ULHãHQLD�V~�UHiOQH��WHGD���ρ2  -  µ  ≥�����7iWR�QHURYQRV"�MH�XUþLWH

splnená pre µ ≤ 0.  Z Cauchyho nerovnosti máme  βχ  ≥  π2, teda pre  µ > 0 platí

            01
�

�$
�

2�

�$�
�

2�

�$�
�!

2

22
2 ≥





 −+





 −=−





 +=− .

9\SRþtWDOL�VPH�GYD�UHiOQH�NRUHQH��σ1  a  σ2. Ak dosadíme tieto hodnoty do (101), tak

GRVWiYDPH��DOãLH�GYH�KRGQRW\�α0��NWRUp�VS��DM~�QXWQp�SRGPLHQN\�H[WUpPX������±������

Z WeierstraVVRYHM� YHW\� YLHPH�� åH� ψ(γ, ϕ, a) nadobúda svoje minimum aj

PD[LPXP�QD�PQRåLQH��|| a || = 1. My sme dostali tri hodnoty  ψ(γ, ϕ, a0) ∈ { γ, σ1, σ2}

zodpovedajúce trom hodnotám α0 ∈ {0, γ - σ1, γ - σ2`��9LHPH��åH��H+ aj  H  sú kladne

GHILQLWQp�� WHGD�]R�Y]"DKRY� �����D� ����� � DM� �ψ(γ, ϕ, a��!����3RWRP�]R�Y]"DKRY� ������

������Y\SOêYD��åH��σ > 0�D�QiVOHGQH�]R�������Y\SOêYD��åH�DM�ρ > 0.

Teda pre extrémy ψ(γ, ϕ, a) platí

              �@,�!max[!),%���max 2

1  a   
−+=

=
aϕ ,                                            (105.a)

              �@,�!-min[!),%���min 2

1  a     
−=

=
aϕ .                                             (105.b)

=R�Y]"DKRY���������������������GRVWiYDPH������

Ak matica  H  =  I �� WDN�YR�Y]"DKX� �����QDVWiYD� URYQRV"�� D� WHGD� DM� Y� ����� EXGH

URYQRV"�

Ak   Hy  =  p, tak  π = χ = β��=� WRKR�Y\SOêYD��åH�γ = 1 a aj  µ = 1 a  ρ = 1.

Dosadením do (83) dostávame  H+  =  H, teda  K(H+)  =  K(H).

                                                                                                                                        o
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=�9HW\� ���� YLHPH�� åH� KRGQRW\� SDUDPHWURY� � � �� !� ��� �ϕ �� �� � V~� � SRVWDþXM~FLPL

podmienkami pre generovanie postupnosti kladne definitných matíc Hk z kladne

definitnej matice H0�� 1DVOHGXM~FD� YHWD� SRMHGQiYD� R� QXWQêFK� D� SRVWDþXM~FLFK

podmienkach kladnej definitnosti matíc Hk���-H�]DUDGHQi�Y�WHMWR�þDVWL��OHER�MH�]DORåHQi

na dôkaze Vety 3.16.)

 Veta 3.17.

Nech  H > 0  a matica  H+�MH�GHILQRYDQi�Y]"DKRP��������3RWRP�MH��H+ > 0

 vtedy a len vtedy, ak  π > 0, γ > 0  a

                                                   ϕ ( βχ   -   π2)  >  -π2.                                            (106)

Dôkaz:��3RXåLMHPH�R]QDþHQLH�]�9HW\������D�MHM�G{ND]X�

=R�Y]"DKX�������Y\SOêYD��åH�H+ >  0  vtedy a len vtedy, ak  η(γ, ϕ, x) > 0 pre

∀ x ∈ Rn, respektíve  ψ(γ, ϕ, a) > 0 pre ∀ a ∈ Rn� WDNp��åH� � || a ||� � � ����=R�Y]"DKX

(105.b) toto platí vtedy a len vtedy, ak  γ > 0, ρ > 0 aj  µ > 0   ( ρ, µ sú definované

Y]"DKPL������D���������0DWLFD�H > 0,  teda aj β > 0 a χ�!����=�WRKR�PiPH��åH�DN��µ > 0,

tak ρ > 0 vtedy a len vtedy, ak  π > 0. Naopak ak  π�!����WDN�]R�Y]"DKX������µ > 0 aj

ρ�!���YWHG\�D�OHQ�YWHG\��DN��MH�VSOQHQi�QHURYQRV"�������

Poznámka:��3UH�DOJRULWPXV���SODWt��åH��γ�!���D�SRG�D�/HP\�����DM��π > 0. Teda pre tento

DOJRULWPXV� MH� QXWQRX� DM� SRVWDþXM~FRX� SRGPLHQNRX� NODGQHM� GHILQLWQRVWL� PDWLFH� H+

QHURYQRV"��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������o

7YUGHQLH�]�9HW\������VSUHV�XMH�QDVOHGXM~FD�YHWD�

 Veta 3.18.    

Nech H > 0  a  matica H+� MH� GHILQRYDQi� Y]"DKRP� ������ 1HFK� � γ ∈  







�

�
,

$

�
,

ϕ ( βχ   -   π2)  >  -π2   a   p, y sú také vektory  z  Rn��åH��pTy  =  π > 0.  Nech  ρ, µ sú

GHILQRYDQp�Y]"DKPL������D������

3RORåPH�����������������������ε  =  
�

!
.                                                                             (107)

Potom platí                K(H+)  ≤  K(H) 22 ) 100( −+ .                                         (108)
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Dôkaz:��=��9HW\�������YLHPH��åH�H+ > 0 a z Cauchyho nerovnosti máme  βχ  ≥  π2.

3RPRFRX�Y]"DKRY������D������GRVWiYDPH
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$

�
! ! ≤≤−− .                                                                (110)

=�9HW\������D�Y]"DKRY��������������Y\SOêYD

                             K(H+)  ≤  K(H) 
�!!

�!!

2

2

−−

−+
.                                                  (111)

Rozšírením zlomku na pravej strane výrazom �!!
2 −+ � D� SRXåLWtP� �����

dostávame (108).                                                                                                            o

1DãLP� FLH�RP� MH� ]YROL"� KRGQRW\� SDUDPHWURY� � γ, ϕ tak, aby  K(H+�� EROR� þR

QDMPHQãLH�� .H�åH� QHSR]QiPH� IXQNþQ~� ]iYLVORV"� þtVOD� SRGPLHQHQRVWL� .�H+) od

parametrov  γ, ϕ��WDN�QHP{åHPH�SULDPR�PLQLPDOL]RYD"�þtVOR�.�H+). Preto sa budeme

VQDåL"� PLQLPDOL]RYD"� DVSR�� KRUQp� RKUDQLþHQLH� .�H+��� NWRUp� PiPH� XUþHQp

Y]"DKRP��������7HQWR�Y]"DK�P{åHPH�IRUPiOQH�]DStVD"�QDVOHGRYQH

                                         K(H+)  ≤  K(H)Φ(γ, ϕ) ,                                                  (112)

kde                               Φ(γ, ϕ)  =  22 ) 100( −+                                                 (113)

a   ε�MH�GHILQRYDQH�Y]"DKRP�������

 Definícia 3.2.  Nech H > 0  a   p, y sú také vektory z Rn��åH��pTy���!����+RYRUtPH��åH

                        matica  H+  = H (H,  p, y, γ, ϕ)  je optimálne podmienená,

                       ak hodnoty γ, ϕ   minimalizujú Φ(γ, ϕ��GHILQRYDQp��Y]"DKRP�������
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 Veta 3.19.

Nech sú splnené predpoklady Vety 3.18. Potom  H+ je optimálne podmienená

vtedy a len vtedy, ak

                                              β.χ  =  π2

alebo                              ϕ  =  ≡
−

−
)�$ (� �

���(� �
2

 ϕ*.                                                  (114)

Ak  H+ je optimálne podmienená, tak platí

                                        K(H+)  ≤  K(H) 22 ) 1&(& −+ ,                                   (115)

kde                                          ω  =  
2

�

�$
.                                                               (116)

Dôkaz:  I.   Nech β.χ  =  π2.

�=�&DXFK\KR�QHURYQRVWL�YLHPH��åH���βχ  =  π2 vtedy a len vtedy, ak  p  =  αHy,

kde  α ∈ R. Potom dostávame:  β  =  απ,  χ  =  π/α,  γ  =  α   a   Φ(γ, ϕ)  =  1 pre

∀ γ, ϕ��7êP�VPH�GRNi]DOL�� åH�H+ je optimálne SRGPLHQHQi�� �1H]iOHåt� QD�KRGQRWiFK

parametrov γ, ϕ.)

=R�Y]"DKX�������PiPH�ω�� ����WHGD�MH�SRWUHEQp�HãWH�GRNi]D"��åH�.�H+)  ≤  K(H).

'RVDGHQtP�GR�Y]"DKX������SUtVOXãQp�KRGQRW\�β, χ, γ dostávame   H+  =  αH. Z toho

Y\SOêYD��åH��.�H+)  =  K(H).

III.  Nech  β.χ  >  π2.

Ak  hodnota  γ  je pevne zvolená, tak pre stacionárny bod   Φ(γ, ϕ)  =  Φ(ϕ) platí

                                       
ϕϕ d

d�
.

d�

d0
.

d0
d-

d

d- = .                                                       (117)

=R�Y]"DKX������������������� 0
10

0
12-

d0
d-

2

1/2 >






−
+= .                                   (118)

=R�Y]"DKRY������D�������������ε  =  
�

!
  =  

�2�

�$� +
                                                 (119)

D�RGWLD������������������������������
3/2

� 4�

�$��

d�

d0 −=  .                                                             (120)

=R�Y]"DKX����������������������
$ �

�$ �
�

d

d� 2−=
ϕ

  >  0.                                                (121)

3UH�VWDFLRQiUQ\�ERG�PXVt�SODWL"�� 0
d

d- =
ϕ

, preto
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d�

d0
  = 0.                                                               (122)

=R�Y]"DKX��������GRVWiYDPH���µ  =  β/χ��6XEVWLW~FLRX�GR������GRVWDQHPH�Y]"DK�������

3UH�RYHUHQLH��þL�LGH�QDR]DM�R�PLQLPXP�SRþtWDMPH�GUXK~�GHULYiFLX�Y stacionárnom

bode

                











+





+











=

d�

d0
d

�d

d

d�

d�

0d

d0
d-

d

d�

d�

d0
.

d0
-d

d

-d
2

22

2

222

2

2

2

2

ϕϕϕϕ
.             (123)

3RG�D�������

                               
2

2

2

2

2

d

d�

d�

0d

d0
d-

d

-d






=

ϕϕ
                                                          (124)

a                          




 −=




 −=
5/23/22

2

�

�$3�

8�

1

� 4�

�$��

d�

d

d�

0d
.                                  (125)

Dosadením  µ = β/χ  do (125) dostávame

                                       
2

2

d�

0d
  >  0 .                                                                        (126)

=R�Y]"DKRY��������������D�������PiPH���� 0
d

-d
2

2

>
ϕ

, teda (114) je bodom minima.

Substitúciou  µ = β/χ do (119)  dostaneme  ε  =  ω��D�]R�Y]"DKX������

                             Φ(γ, ϕ*)  =  22 ) 1&(& −+  = )-���min
 , �

ϕ
ϕ

.                          (127)

9]"DK�������GRVWDQHPH�]R�Y]"DKRY�������D�������

                                                                                                                                        o

 Dôsledok Vety 3.19.

Nech ϕ�MH�GHILQRYDQp�SRG�D�Y]"DKX��������3RWRP�SODWt

                               0  ≤  ϕ*  ≤  1         ⇔          π/χ  ≤  γ  ≤  β/π

a                                      ϕ*  =  0         ⇔                    γ  =  β/π,

                                        ϕ*  =  1         ⇔                   γ  =  π/χ.

Pritom parameter γ nadobúda všetky hodnoty z intervalu [π/χ, β/π] a parameter ϕ*

nadobúda všetky hodnoty z intervalu [0, 1].

Dôkaz:��3ULDPR�]R�Y]"DKX�������D�&DXFK\KR��QHURYQRVWL��������������������������������������o
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�9�]P\VOH�Y]"DKRY������������]�þDVWL�����VPH�2UHQRYX�WULHGX�IRUP~O�R]QDþLOL�DNR

H+ = H(H, p, y, γ, ϕ��� � 3RG�D� 9HW\� ����� V~� IRUPXO\� ]� WHMWR� WULHG\� RSWLPiOQH

podmienené, ak pre pevne zvolenú hodnotu parametra  γ ∈ [π/χ, β/π]  je parameter ϕ

WDNê��åH� VS��D� URYQRV"� �������+RGQRWD�SDUDPHWUD�ϕ� MH� MHGQR]QDþQH�XUþHQi�KRGQRWRX

parametra γ.  Tým dostávame jednoparametrickú triedu optimálne podmienených

2UHQRYêFK�IRUP~O��NWRU~�IRUPiOQH�R]QDþtPH

                            H+  =   H*(H, p, y, γ)  = H(H, p, y, γ, ϕ*),                                  (128)

kde   γ ∈ [π/χ, β/π]  a  ϕ�MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP�������

    Substitúciou  parametra ϕ�GHILQRYDQpKR�Y]"DKRP�������GR�Y]"DKX������GRVWiYDPH

H+  =  γH  +  



−−+−

−
HHyypp TT

2

2 $

�$����

�

�$  ��-$ 2�

)�$ (�

1

                                                                        



+− )()  �$� ( TT HypHpy ,      (129)

kde  γ ∈ [π/χ, β/π].

3RG�D� G{VOHGNX�9HW\� ����� � SUH� γ ∈ [π/χ, β/π] je ϕ* z intervalu [0, 1]. Z toho

Y\SOêYD�� åH� � WULHGD� IRUP~O� H*(H, p, y, γ�� MH� � SRGPQRåLQRX� WULHG\� IRUP~O

H(H, p, y, γ, ϕ), kde  γ ∈ [π/χ, β/π]   a   ϕ� MH��XERYROQi�KRGQRWD�]� >����@�� WHGD�Pi

YãHWN\�YODVWQRVWL�WHMWR�WULHG\�IRUP~O���7R�]QDPHQi��åH�JHQHUXMH�PDWLFH�H+ invariantné

QD� ãNiORYDQLH� ~þHORYHM� IXQNFLH� SULþRP� � .�R+) ≤ K(R). Navyše sú tieto matice H+

optimálne podmienené.

9� QDVOHGXM~FHM� YHWH� XNiåHPH�� åH� Y� SUtSDGH� NYDGUDWLFNHM� IXQNFLH� PRåQR� þtVOR

podmienenosti matíc Hk����N� �������������Q��RKUDQLþL"�VSRORþQRX�NRQãWDQWRX�

 Veta 3.20.

Nech f je kvadratická funkcia (2.8) s Hessovou maticou G�!����1HFK�SRVWXSQRV"

matíc {Hk`� MH� JHQHURYDQi� DOJRULWPRP� ��� 3RWRP� SUH� þtVOR� SRGPLHQHQRVWL� PDWtF�Hk

platí

                                          K(Hk)  ≤  K(R0).K(G),                                                   (130)

kde  R0  =  G1/2H0G
1/2.

Ak matice Hk sú navyše optimálne podmienené, tak

                                           K(Hk+1)  ≤  K(Hk).K(R0).                                              (131)
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Dôkaz:�9LHPH�� åH� SUH�PDWLFH�Rk  =  G1/2HkG
1/2, kde matice Hk sú generované

algoritmom 3 platí

                                      K(Rk+1)  ≤  K(Rk)  ≤  K(R0).                                              (132)

Z definície Rk máme               Hk  =  G-1/2RkG
-1/2.

Teda          K(Hk)  ≤  K(Rk).K(G-1/2).K(G-1/2)  = K(Rk).K(G)  ≤ K(R0). K(G).

7êP�MH�GRNi]DQê�Y]"DK�������

Ak sú matice Hk�RSWLPiOQH�SRGPLHQHQp��WDN�SRG�D�9HW\�����

                                  K(Hk+1)  ≤  K(Hk) 
22 ) 1&(& −+ ,                                     (133)

kde    ω2  =  
2

�

$ �
  =  

2T

T1T

)(

)( )(

yp
HyypHp −

.                                                                 (134)

Pre kvadratickú funkciu platí  y  =  Gp, a teda  yTHy = pTGHGp.

2]QDþPH��z  =  G1/2p   potom

                                        .
))((

&
T

k
T-1

k
T

2

zz

zRzzRz
=

=�.DQWRURYLþRYHM�QHURYQRVWL��YL��>�@��GRVWiYDPH

                                   
)4K(

))K((1
&

k

2
k2

R
R+

≤ .                                                           (135)

6XEVWLW~FLRX�������GR�������D�SRG�D�������PiPH

                                   K(Hk+1)  ≤  K(Hk).K(Rk)  ≤ K(Hk).K(R0).                                  o

3UHGFKiG]DM~FD�YHWD�KRYRUt�R�WRP��åH�DN�QD�PLQLPDOL]iFLX�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH�V

G !���SRXåLMHPH�Y]"DK�������D�ãWDUWRYDFLX�PDWLFX��H0  =  I ���WDN�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL

K(H) nikdy nepresiahne [K(G)]2. Pritom miera zhoršenia v jednom kroku nie je

YlþãLD�DNR�.�G).

9ê]QDP�WHMWR�YODVWQRVWL��P{åHPH�XNi]D"�QD�QDVOHGXM~FRP�SUtNODGH�

Nech Hessova matica kvadratickej funkcie je  G  = αI   a  H0 = I . Pre algoritmus 3

SODWt� Y]"DK� ������� WHGD� .�Hk) bude rovné jednej pre všetky k. Ak by sme na

PLQLPDOL]iFLX� SRXåLOL� IRUPXOX� ]� %UR\GHQRYHM� WULHG\�� �DKNR� P{åHPH� RYHUL"�� åH�H1

EXGH� PD"� Q��� YODVWQêFK� þtVHO� URYQêFK� MHGQHM� D� MHGQR� YODVWQp� þtVOR� URYQp� α�� ýtVOR

podmienenosti K(H1) bude rovné α�Då�GR�Q�WHM�LWHUiFLH��$N�E\�UR]PHU�~ORK\�ERO�YH�Nê

a α�!!���WDN�WDNpWR�VSUiYDQLH�DOJRULWPX�MH�QHåLDG~FH�]�K�DGLVND�QXPHULFNHM�VWDELOLW\�



3. Kvázinewtonovské metódy Orenovho typu 51

3.7. ���9ODVWQRV"�NRPSOHPHQWDULW\�2UHQRYHM�WULHG\�IRUP~O

Kvázinewtonovské formuly sú odvodené na základe kvázinewtonovskej

podmienky                                y  = G p

respektíve                                  p  = G-1y,

NWRUi� VD� SUHPLHWQH� GR� SRåLDGDYN\� QD� Hk+1  (k+1 aproximácia inverznej Hessovej

matice) nasledovne

                                               H+ y  =  p.                                                                  (136)

Nech matice  Bk aproximujú Hessovu maticu G (Bk ≈ G). V zmysle

NYi]LQHZWRQRYVNHM�SRGPLHQN\�SUH�N���DSUR[LPiFLX�PXVt�SODWL"

                                               B+ p  =  y.                                                                  (137)

2UHQRYX�IRUPXOX�VPH�SRPRFRX�Y]"DKRY������������R]QDþLOL�DNR

                                       H+  =   H (H, p, y�����ϕ),                                                    (138)

pre zafixované hodnoty parametrov γ, ϕ.

7iWR�IRUPXOD�VS��D�NYi]LQHZWRQRYVN~�SRGPLHQNX��Y tvare (136).

 Definujme

                                              B  ≡ H-1

a                                  B+  = H (B, y, p���c, ϕc),                                                        (139)

NGH������c, ϕc sú fixné hodnoty parametrov.

Matica B+� MH� V\PHWULFNi� D� �DKNR� VD� SUHVYHGþtPH�� åH� VS��D� NYi]LQHZWRQRYVN~

SRGPLHQNX��������WHGD�������MH��WLHå�NYi]LQHZWRQRYVNi�IRUPXOD�

 Definícia 3.3.���+RYRUtPH��åH�IRUPXOD��B+  = H (B, y, p���c, ϕc) je komplementárna

                         k formule H+  =   H (H, p, y�����ϕ), ak platí

                                                B+  =  1−
+H  .

��7UHED�XSR]RUQL"��åH�SRUDGLH�SDUDPHWURY�YR�IRUPXOiFK�MH�SRGVWDWQp��

9LGtPH�� åH� SRPRFRX� GYRMLFH� NRPSOHPHQWiUQ\FK� IRUP~O� P{åHPH� JHQHURYD"

postupnosti matíc {Bk} a {Hk}, pre ktoré platí  Bk  =  Hk
-1.



3. Kvázinewtonovské metódy Orenovho typu 52

V�þDVWL�����VPH�VD�Xå�VWUHWOL�V�FHORX�WULHGRX�NRPSOHPHQWiUQ\FK�IRUP~O��DM�NH��VPH

si to vtedy tak nešpecifikovali. Z�9HW\�����þDVWL�F��YLHPH��åH�SUH�γ ≠ 0 platí

                                 H (H, p, y�������  = [H (H-1, y, p����������@-1.                            (140)

7HGD�SRG�D�GHILQtFLH�����MH�WULHGD�IRUP~O��B+ = H (H-1, y, p�����������NRPSOHPHQWárna k

triede formúl      H+ = H (H, p, y��������

(Pre fixnú hodnotu ϕ� ���D�SUH��XERYROQp�IL[Qp�γ ≠ 0 z formuly H+ = H (H, p, y�����ϕ)

sme  našli komplementárnu formulu B+  = H (B, y, p���c, ϕc), kde ϕc = 0  a  γc = 1/γ.)

7HUD]�VD�SRN~VLPH�UR]ãtUL"�SODWQRV"�Y]"DKX������� WêP��åH�SUH��XERYROQp�ϕ ∈ R

nájdeme ϕc z komplementárnej triedy.

 Veta 3.21.

Nech  H je regulárna matica typu nxn  a  p, y sú nenulové vektory z Rn.

Nech  γ, ϕ ∈�5�V~�WDNp��åH��γ ≠ 0  a   ϕ ≠ 
2

2

�$ �

�

−
.       Potom pre

                                      ϕc  =  
$ � )(1�

)(1�
2

2

ϕϕ
ϕ

+−
−

                                                  (141)

platí:         H (H-1, y, p�������ϕc)  je komplementárna k  H (H, p, y�����ϕ), teda

                                   H (H, p, y�����ϕ)  =  [H (H-1, y, p�������ϕc)]-1.                       (142)

Dôkaz:��1DMVN{U�WUDQVIRUPXMPH�SUDY~�VWUDQX�Y������WDN��åH

                           H → H-1,  p → y,  y →  p, γ  → 1/γ,  ϕ → ϕc.

Potom vynásobením tohto výrazu pôvodnou pravou stranou v (83) sa po úpravách

SUHVYHGþtPH��åH�GRVWDQHPH�MHGQRWNRY~�PDWLFX�

                                                                                                                                        n

 Dôsledok Vety 3.21.

Nech sú splnené predpoklady Vety 3.21 a  ϕc� MH� GHILQRYDQp� Y]"DKRP� ������

Potom formula H (1/γ.H-1, y, p, 1, ϕc)  je komplementárna k formule H���H, p, y, 1,ϕ)

aj k formule   H (H, p, y�����ϕ).

Dôkaz:�3RG�D�Y]"DKX������9HW\�����SODWt

                                     H (H, p, y�����ϕ)  =   H���H, p, y, 1,ϕ). 

3RG�D�9HW\������NRPSOHPHQWiUQRX�IRUPXORX�N�IRUPXOH� H���H, p, y, 1,ϕ) je formula

H ((γH)-1, y, p, 1, ϕc���NWRUi�MH�WRWRåQi�V�IRUPXORX�H (1/γ.H-1, y, p, 1, ϕc) .               o
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=�G{VOHGNX�9HW\������Y\SOêYD��åH�SUL�VN~PDQt�NRPSOHPHQWDULW\�2UHQRYHM�WULHG\

IRUP~O�MH�SRVWDþXM~FH�VD�]DPHUD"�QD�%UR\GHQRYX�WULHGX�D�Y]"DK\�SODWQp�SUH�2UHQRYX

WULHGX� GRVWDQHPH� ]R� Y]"DKRY�� NWRUp� SODWLD� SUH� %UR\GHQRYX� WULHGX� IRUPiOQRX

substitúciou matice H maticou γH.

Poznámka:��,Qê�VS{VRE�G{ND]X�9HW\������VSRþtYD�SULDPR�Y�RGYRGHQt�Y]"DKX��������9

krátkosti uvedieme hlavné kroky tohto odvodenia. ( V zmysle predchádzajúcich úvah

bude toto odvodenie pre Broydenovu triedu.)

H (H, p, y, 1, ϕ)  =

        =   H  +  )(
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��9\XåLWtP� :RRGEXU\KR� OHP\� �� YL�� >�@�� WHQWR� YêUD]� ]LQYHUWXMHPH�� 3RURYQDQtP

koeficientov vo výraze, ktorý dostaneme s výrazom H (H-1, y, p�������ϕc)  dostaneme

Y]"DK�������

Poznámka:� � =R� � Y]"DKX� ������ MH� ]UHMPp�� åH� DN�ϕ ∈ [0, 1], tak aj ϕc ∈ [0, 1] a ak

γ ∈ [π/χ, β/π], tak pre γc = 1/γ  z komplementárnej úlohy platí  γc ∈ [π/β, χ/π].

 Definícia 3.4.��+RYRUtPH��åH�IRUPXOD��H (H, p, y�����ϕ̂ ) je samokomplementárna, ak

                        platí              H (H, p, y�����ϕ̂ )  =  [H (H-1, y, p������ϕc)]-1,

                       kde  ϕc  dostaneme z ϕ̂  transformáciou

                                             H → H-1,  p → y,  y →  p.                                          (143)

                   ( Ak je ϕ̂  konštanta, tak  ϕc  =  ϕ̂ .)

Poznámka:� � 3RG�D� G{VOHGNX� 9HW\� ����� EXGH� IRUPXOD  H (H, p, y�� ��� ϕ̂ )

samokomplementárna, ak H (H, p, y,1, ϕ̂ )  =  [H (H-1, y, p, 1, ϕc)]-1a  ϕ̂ , ϕc  sú ako v

GHILQtFLL� ����� 7R� ]QDPHQi�� åH� NRPSOHPHQWiUQD� IRUPXOD� N� VDPRNRPSOHPHQWiUQHM

formule má rovnaký tvar ako pôvodná formula�V�WêP��åH�QDPLHVWR�PDWLFH�H je matica

H-1 a vektory  p a y sú navzájom vymenené.
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Ak ϕ̂  je konštantné a H (H, p, y, 1, ϕ̂ ) je samokomplementárna, tak k nej

komplementárna formula bude tvaru H (H-1, y, p, 1, ϕ̂  )

 Veta 3.22.

 Nech  H > 0 je matica typu nxn a vektory  p, y ∈ Rn��WDNp��åH��pTy > 0.

   Nech                                            ϕ̂  = 
&1

1

+
,                                                     (144)

kde                                                   ω  =  
2

�

�$
.                                                      (145)

Potom                     H (H, p, y�����ϕ̂ )  =  [H (H-1, y, p�������ϕ̂ )]-1,                         (146)

teda  formula       H+  =  H (H, p, y�����ϕ̂ ) je samokomplementárna.

3ULþRP�DN�����������������������γ* =  
$

�
,                                                                          (147)

tak  H (H, p, y�����ϕ̂ ) je optimálne podmienená.

Dôkaz:���$N�GRVDGtPH�Y]"DK\�������D�������GR�Y]"DKX��������WDN�GRVWiYDPH

                                                           ϕc = ϕ̂ .

7HGD�SRG�D�9HW\������GRVWiYDPH�Y]"DK�������

.H�åH� � � ϕc = ϕ̂ �� WDN� SRG�D� GHILQtFLH� ���� MH� H+  =  H (H, p, y�� ��� ϕ̂ )

samokomplementárna.

 Ak pre γ� SODWt� ������� WDN� SODWt� URYQRV"� ������ � D� SRG�D� 9HW\� ����� MH

H (H, p, y�����ϕ̂ ) optimálne podmienená.

                                                                                                                                        n

 Veta 3.23.

  Nech H (H, p, y����ϕ*) je optimálne podmienená ( ϕ� MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP

(114). Potom H(H, p, y, γ, ϕ*) je samokomplementárna, teda platí

                                   H (H, p, y����ϕ*)  =  [H (H-1, y, p������ϕc)]-1,                       (148)

kde ϕc dostaneme z ϕ* transformáciou (143).

Dôkaz:� � $N� GR� Y]"DKX� ������ GRVDGtPH� � ϕ = ϕ� GHILQRYDQp� SRG�D� ������� WDN

dostávame

                                      ϕc  =   
2

�$ �

�

�
$ ��

−







−

 .                                                       (149.a)
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3RG�D�9HW\������SODWt

                           H (H, p, y����ϕ*)  =  [H (H-1, y, p������ϕc)]-1,

kde ϕc�MH�GHILQRYDQp�Y]"DKRP������D��

$N��SRXåLMHPH�WUDQVIRUPiFLX��������WDN��β → χ  a  χ  →  β. Touto transformáciou

]R�Y]"DKX�������GRVWiYDPH

                          ϕ*  →    ϕ* transf.  =  
2

�$ �

�

�
$ ��

−







−

  =   ϕc.                                    (149.b)

.H�åH� � ϕ� WUDQVIRUPRYDQp� SRG�D� ������ MH� URYQp� ϕc� �� � WDN� SRG�D� GHILQtFLH� ���

H (H, p, y����ϕ*) je samokomplementárna.                                                                  o

=�9HW\������YLGtPH��åH�IRUPXOX�QD�JHQHURYDQLH�B+ dostaneme z formuly pre H+

transformáciou  H → H-1,  p → y,  y →  p, γ  → 1/γ,  ϕ → ϕc vo výraze

H (H, p, y����ϕ).  Obidve tieto formuly majú rovnakú formu vyjadrenú zobrazením

H���� �� =� WRKR� Y\SOêYD�� åH� IRUPXO\� QD� JHQHURYDQLH� PDWtF� B+ majú vlastnosti tohto

]REUD]HQLD��7HGD�QXWQp�D�SRVWDþXM~FH�SRGPLHQN\��]tVNDQp�SUH�JHQHURYDQLH�RSWLPiOQH

podmienených matíc H+�P{åHPH� URYQDNR�SRXåL"� �SR� WUDQVIRUPiFLL�� DNR�SRGPLHQN\

pre generovanie optimálne podmienených matíc B+.

Trieda optimálne podmienených matíc H+ je H* (H, p, y, γ, ϕ*), kde ϕ* je

GHILQRYDQp� SRG�D� ������ � D� � γ ∈ [π/χ, β/π@�� =� WRKR� Y\SOêYD�� åH� WULHGD� RSWLPiOQH

podmienených matíc  B+  je H*(H-1, y, p, 1/γ, ϕ* transf), kde ϕ* transf.  je definované

SRG�D�Y]"DKX������E���D�γ ∈ [π/β, χ/π@���+RUQi�KUDQLFD�SUH�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH

B+, kde B+ je z triedy formúl H*(H-1, y, p, 1/γ, ϕ* transf), je rovnaká ako vo Vete 3.18

pre maticu H+�� 7HQWR� IDNW� SRWYUG]XMH� 9HWD� ������ Y� NWRUHM� VPH� GRNi]DOL�� åH� SUH

�XERYROQp�γ je matica  H*(H-1, y, p, 1/γ, ϕ* transf)  inverzná k matici H*(H, p, y, γ, ϕ*).

Pre fixné γ�MH�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�H*(H-1, y, p, 1/γ, ϕ* transf) automaticky

PLQLPDOL]RYDQp�PLQLPDOL]RYDQtP�þtVOD�SRGPLHQHQRVWL�PDWLFH�H*(H, p, y, γ, ϕ*).

Špeciálnu formulu z triedy optimálne podmienených formúl dostaneme, ak v

(129) za hodnotu γ zvolíme γ* =  
$

�
1/2







��2GWLD��PiPH
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H*(H, p, y,)  =

=











+





−−+

+
+





)(

$

�

$

�
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&�(1 �

1

$

�
  TT

1/2

TT

1/2

HypHpyHHyyppH ,

                                                                                                                                  (150)

kde π, χ, β�V~�GHILQRYDQp�Y]"DKPL��������ω��Y]"DKRP�������D�γ ∈ [π/χ, β/π].

âSHFLiOQRX� YODVWQRV"RX� WHMWR� IRUPXO\� MH� WR�� åH� MHM� LQYHU]LX� ]tVNDPH� MHGQRGXFKR

substitúciou H → H-1,  p → y,   y →  p. ( π ani ω  sa nezmenia  a  χ  → β,   β → χ).

3.8. ��6WUDWpJLH�YR�E\�SDUDPHWURY

9�SUHGFKiG]DM~FLFK�þDVWLDFK�WHMWR�NDSLWRly sme na základe vlastností kvadratickej

IXQNFLH�RGYRGLOL�SRGPLHQN\��NWRUp�PXVLD� VS��D"� SDUDPHWUH�γk, ϕk, aby konvergencia

PHWyG\�D�MHM�QXPHULFNi�VWDELOLWD�EROL�þR�QDMOHSãLH��'RVWDOL�VPH

γk  ∈  [1/λn, 1/λ1]                                                           (151)

a                                         ϕk  =  
)�$ (� �

���(� �
2−

−
,                                                      (152)

kde  λ1, λn�V~�QDMPHQãLH�D�QDMYlþãLH�YODVWQp�þtVOR�PDWLFH�Rk = G1/2H  
kG

1/2   a  π, χ, β

V~�GHILQRYDQp�SRG�D������

�7LHWR�SRGPLHQN\�YãDN�VWiOH�QHXUþXM~�VSRPtQDQp�SDUDPHWUH�MHGQR]QDþQH��9�WHMWR

þDVWL� QDYUKQHPH� GYH� VWUDWpJLH� YR�E\� KRGQ{W� γ, ϕ a rozoberieme aj vlastnosti takto

získaných formúl.

Pre zachovanie platnosti podmienok (151), (152) nie je nevyhnutné škálovanie

DOJRULWPX�Y�NDåGHM�LWHUiFLL��$N�VD�FKFHPH�Y\KQ~"�QHSRWUHEQpPX�ãNiORYDQLX�D�FKFHPH

aby výkyvy v hodnotách γk� EROL� þR� QDMPHQãLH�� WDN� MH� YKRGQp� YROL"� γk� þR� PRåQR

QDMEOLåãLH�N�MHGQRWNH��9�WRP�SUtSDGH�GRVWDQHPH�QDVOHGRYQ~�VWUDWpJLX��6WUDWpJLX����SUH

k-tu iteráciu:
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 Stratégia 1

       Ak   
�

�
  <  1,               tak             γ  =  

�

�
  a    ϕ  =  0.

       Ak   
$

�
  >  1,               tak             γ  =  

$

�
  a    ϕ  =  1.

        Ak   
$

�
  ≤  1  ≤  

�

�
,     tak              γ  =  1    a     ϕ =  

)�$ (� 

��(� �
2−

−
.

�=�þDVWL�����YLHPH��åH�Y�SUtSDGH�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH�EXGH�PD"�PDWLFD�Rk�DVSR�

MHGQR� YODVWQp� þtVOR� URYQp� MHGQHM� SUH� N� !� ��� 3UHWR� Y� WHMWR� VWUDWpJLL� EXGH� � γk  = 1 pre

YãHWN\��N�!����3RWRP�SRG�D��9HW\������PDWLFD�Hn je ekvivalentná inverznej Hessovej

matici, teda

                                       Hn  =  G-1.                                                                          (153)

Táto stratégia v prípade kvadratickej funkcie je identická stratégii, kedy

SRXåLMHPH�IRUPXOX�]�%UR\GHQRYHM� WULHG\�QD�IXQNFLX��NWRU~�QD�]DþLDWNX�SUHãNiOXMHPH

WDN�� DE\� MHGQRWND� EROD� Y� LQWHUYDOH� PHG]L� QDMYlþãtP� D� QDMPHQãtP� YODVWQêP� þtVORP

matice R0. 

Stratégia 1 generuje rôzne postupnosti parametrov {γk}, { ϕk`�SUL�SRXåLWt�IRUPXO\

H+ = H (H, p, y�����ϕ)  a komplementárnej formuly  B+ = H (H-1, y, p�������ϕ). Ak na

generovanie postupnosti matíc {Hk}SRXåLMHPH�IRUPXOX��������WDN�]tVNDQp�SRVWXSQRVWL

parametrov   {γk}, { ϕk`�P{åHPH�SRXåL"�DM�QD�JHQHURYDQLH�SRVWXSQRVWL�PDWtF� { 1
k
−H }.

Tomuto prípadu zodpovedá nasledujúca stratégia:

 Stratégia 2

                         γ  =  
$

�
,                      ϕ  =  

$ ��

�

+
.

3UL�WDNHMWR�YR�EH�KRGQ{W�SDUDPHWURY�γk, ϕk�SODWt��åH�ϕk  ≤ 1/2.

.H�åH�γk�VD�PHQt�Y�NDåGHM�LWHUiFLL��QHSODWt�Y�WHMWR�VWUDWpJLL�Y]"DK�������


