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4.  Orenova trieda formúl  hodnosti jedna

4.1.  SR1 formula

.X� NYi]LQHZWRQRYVNêP� IRUPXOiP� V� NRUHNþQRX� PDWLFRX� KRGQRVWL� MHGQD� SDWUt

takzvaná SR1 formula ktorá má tvar:

                                          H+  =   H  +  
yr

r r
T

T

,                                                            (1)

kde       r  =  p  -  H y.                                                                                                  (2)

�2GYRGHQLH�YL��>�@��

65��IRUPXOD�VD�Y\]QDþXMH�QLHNWRUêPL�YH�PL�GREUêPL�YODVWQRV"DPL�

• Je sama k sebe komplementárna.

• Ak je korektne definovaná, tak v prípade kvadratickej funkcie konverguje za

Q���NURNRY�EH]�RK�DGX�QD�G�åNX�NURNX���2NUHP�SRVOHGQpKR�� WHQ�PXVt� E\"

rovný jednej.)

• 9� MHGQHM� LWHUiFLL� Y\åDGXMH� Y\KRGQRWHQLH� SRGVWDWQH� PHQHM� RSHUiFLL� DNR� LQp

formuly.

��'{ND]�WêFKWR�WYUGHQt�YL�>�@��

$M�NH��WLHWR�YODVWQRVWL�V~�QDR]DM�DWUDNWtYQH��PHWyGD�65��VD�Y�SUD[L�QHXMDOD��-HM

nedostatkom je:

• Pre  p =  Hy nie je korektne definovaná.

• $M�Y�SUtSDGH�� åH� �H > 0, matica  H+�P{åH� E\"� VLQJXOiUQD� DOHER� ]iSRUQH

definitná.

-HGQRX�]�PRåQRVWt�DNR�HOLPLQRYD"�VSRPHQXWp�QHGRVWDWN\��MH�]DYHGHQLH�YR�QpKR

SDUDPHWUD� GR� WHMWR� WULHG\�� 3RWRP� YKRGQRX� YR�ERX� KRGQ{W� WRKWR� SDUDPHWUD� ]DUXþL"

NRUHNWQp�GHILQRYDQLH�WHMWR�IRUPXO\�D�MHM�NODGQ~�GHILQLWQRV"�
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4.2.   SR1  metóda Orenovho typu

$N�QD�IRUPXOX�����SRXåLMHPH�WUDQVIRUPiFLX� �H  →  γH, kde γ ∈ R dostaneme

nasledovnú triedu formúl

                                          H+  =   γH  +  
yr

rr 
T

T

,                                                           (3)

kde       r  =  p  -  γH y.                                                                                                 (4)

7~WR� WULHGX� EXGHPH� QD]êYD"� SR1 so zavedeným Orenovým parametrom respektíve

SR1 Orenovho typu.

2]QDþPH�URYQDNR�DNR�Y�NDSLWROH��

                                  π  =  pTy ,                                                              (5.a)

                                  χ  =  yTHy,                                                            (5.b)

                                  β  =  pTH-1p.                                                          (5.c)

9��DOãtFK�~YDKiFK�EXGHPH�SUHGSRNODGD"��åH�YHNWRU\��p a  Hy  sú lineárne

nezávislé,

teda                                    p  ≠  α.H y                           pre ∀  0 ≠ α ∈ R.

7êP�MH�]DEH]SHþHQp��åH�p  ≠  γH y  a formula (3) je korektne definovaná.

=�WRKWR�SUHGSRNODGX�D�&DXFK\KR�QHURYQRVWL�WLHå�SODWt

                                                      β χ  >  π2.

( Ak p  = α.H y, tak celá Orenova trieda formúl stráca opodstatnenie, lebo H+  =  αH.)

Veta 4.1.

 a) Formula (3) patrí do triedy Orenovských formúl.

 b) Formula (3) je samokomplementárna.

Dôkaz:

a) Ak do Orenovej triedy formúl (3.83) dosadíme

                                            ϕ  =  
�$�

�

−
,                                                                   (6)
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WDN�GRVWiYDPH�Y]"DK�����

E��3UH�IRUPXO\�]�2UHQRYHM�WULHG\�SRG�D�9HW\������SODWt

                                H (H, p, y�����ϕ)  =  [H (H-1, y, p�������ϕc)]-1,                              (7)

ak                                      ϕc  =  
$ � )(1�

)(1�
2

2

ϕϕ
ϕ

+−
−

.                                                 (8)

Dosadením ϕ��]R�Y]"DKX�����GR�Y]"DKX�����GRVWDQHPH

                                          ϕc  =  
�- ��

 ��
.

3RXåLWtP�WUDQVIRUPiFLH

                                    H → H-1,  p →  y,  y →  p, γ  → 1/γ ,    (χ  → β,   β → χ)

dostaneme   ϕc →  ϕ��WHGD�SRG�D�GHILQtFLH�����MH�YHWD�GRNi]DQi�����������������������������������o

4.3. 3RGPLHQN\�SUH�NODGQ~�GHILQLWQRV"�IRUPXO\�65��2UHQRYKR�W\SX

Niektoré nutné podmienky kladnej definitnosti matice H+�GHILQRYDQHM�Y]"DKRP

����P{åHPH�RGYRGL"�SULDPR�]�WRKWR�Y]"DKX�

Veta 4.2.    

                Nech H  > 0 je matica typu nxn. Ak matica  H+ > 0, tak

                                          γ > 0   a     π = pTy > 0.

Dôkaz: Ak by γ < 0, tak matica  γ H  �� �� �9ãHWN\� YODVWQp� þtVOD� WHMWR�PDWLFH� V~

]iSRUQp����.RUHNþQi�PDWLFD� KRGQRVWL� MHGQD� ]PHQt�PD[LPiOQH� MHGQR� YODVWQp� þtVOR� QD

kladné. Teda pre n > 1  H+�QLH�MH�NODGQH�GHILQLWQi��þR�MH�VSRU�V�SUHGSRNODGRP�

7ULHGD� IRUP~O� ���� VS��D� NYi]LQHZWRQRYVN~� SRGPLHQNX�� WHGD� SODWt� �H+y = p�� 2GWLD�

dostávame          π = pTy  =  yT H+y > 0.                                                                       o

Odvodili sme nutné podmienky pre H+� !� ��� 2� SRVWDþXM~FLFK� SRGPLHQNDFK

pojednáva nasledujúca veta.

Veta 4.3.

Nech H  > 0. Nech H+�MH�GHILQRYDQi�Y]"DKRP������3RWRP�H+  > 0

vtedy a len vtedy, ak

                         γ ∈ ( 0, π/χ)   alebo   γ ∈ ( β/π, ∞).                                                     (9)
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Dôkaz:� � .H�åH� �H+� Pi� QDQDMYêã� MHGQR� QHNODGQp� YODVWQp� þtVOR�� WDN� QXWQRX� DM

SRVWDþXM~FRX�SRGPLHQNRX�SUH�H+ > 0 je, aby  det (H+��!����3RXåLM~F�R]QDþHQLH� ���

SRþtWDMPH

   det (H+)  =  det  
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Teda det (H+) > 0  ⇔  ak platí (9).                                                                                o

Dostali sme dve triedy kladne definitných SR1 formúl Orenovho typu. Jedna

]RGSRYHGi� YR�EH� SDUDPHWUD� γ ∈ ( 0, π/χ�� D� GUXKi� ]RGSRYHGi� YR�EH� SDUDPHWUD

γ ∈ ( β/π,∞).

Poznámka:��$N�SODWt�9HWD������WDN�SRG�D�Y]"DKX������EXGH�H+ > 0

                   vtedy a len vtedy, ak

                                    - 
2

2

�$ �

�

−
  <  ϕ  <  0                      t.j.   γ ∈ ( β/π, ∞)

                   alebo                         1  <  ϕ  <  ∞                     t.j.   γ ∈ ( 0, π/χ).

Ak γ ∈  [π/χ, β/π], tak  - ∞ < ϕ  < - 
2

2

�$ �

�

−
��3UH�WHQWR�SUtSDG�YLHPH�Xå�]�9HW\

������åH�H+ nebude kladne definitná.

9LGtPH��åH��DN��γ ∈ ( 0, π/χ), tak  1  <  ϕ  <  ∞.

 Po transformácii (H → H-1,  p → y,  y →  p)   1/γ ∈ ( β/π, ∞)

a                                           - 
2

2

�$ �

�

−
  <  ϕtransf  <  0.

SR1 IRUPXO\� 2UHQRYKR� W\SX� V~� SRG�D� 9HW\� ���� VDPRNRPSOHPHQWiUQH�� 3RG�D

SUHGFKiG]DM~FLFK� ~YDK� EXG~� PD"� NODGQH� GHILQLWQp� IRUPXO\� ]� MHGQHM� WULHG\

komplementárne formuly v druhej triede kladne definitných formúl.

Pre porovnanie v kapitole 3 sme pre kvadratickú funkciu (G�!����XNi]DOL��åH�DN

γ ∈  [π/χ, β/π]  a  ϕ ∈ [0, 1], tak H+�EXGH�NODGQH�GHILQLWQi�D�SUH�þtVOR�SRGPLHQHQRVWL

matice Rk =  G1/2HkG
1/2 platí    K(R+) ≤ K(R��1HXYDåRYDOL� VPH� R� SUtSDGH�� NHG\

hodnoty parametrov nepatria spomenutým intervalom.
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4.4. 2SWLPiOQD�SRGPLHQHQRV"�IRUP~O��65��2UHQRYKR�W\SX

Formuly SR1 so zavedeným Orenovým parametrom sú špeciálnym prípadom

2UHQRYHM�WULHG\��9HWD��������SUHWR�P{åHPH�SUL�Y\ãHWURYDQt�RSWLPiOQHM�SRGPLHQHQRVWL

Y\XåL"�YãHREHFQH�SODWQp�YODVWQRVWL�WHMWR�WULHG\�

Veta 4.4.

 Nech H > 0, γ > 0 a  H+� MH� GHILQRYDQi� Y]"DKRP� ����� 3RWRP�H+ je optimálne

podmienená vtedy a len vtedy, ak

                               γ  =  
$ �

)�$ (� $ �$ � 2−+
                                                    (10.a)

alebo                        γ  =  
$ �

)�$ (� $ �-$ � 2−
.                                                   (10.b)

Dôkaz:��3RG�D�9HW\������MH�H+ optimálne podmienená vtedy a len vtedy, ak

                                     ϕ  =  
)�$ (� �

���(� �
2−

−
 .                                                              (12)

V prípade SR1 Orenovho typu

                                      ϕ  =  
$ ��

�

−
.                                                                      (13)

Porovnaním (12) a (13) dostávame pre γ nasledujúcu kvadratickú rovnicu

                               (πχ) γ2  -  2(βχ) γ  +  βπ  =  0.                                                     (14)

Korene kvadratickej rovnice (14) sú

                                 γ1  =  
$ �

)�$ (�  $ � -$ � 2−
.                                                  (15)

                                 γ2  =  
$ �

)�$ (�  $ � $ � 2−+
.                                                 (16)

3UHWRåH��βχ >  π2, tak tieto korene sú reálne.                                                                 o

Poznámka:  Medzi γ a ϕ�MH�MHGQR]QDþQp�]REUD]HQLH�������SUHWR�DN�γ = γ1 , tak

                                 ϕ1  =   
2

�$ �

$ �
1

−
+ .                                                             (17)
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Ak γ = γ2, tak

                                 ϕ2  =   
2

�$ �

$ �
-1

−
.                                                              (18)

9LGtPH��åH��ϕ1 > 1, teda                          γ1 ∈ ( 0, π/χ).

 Na druhej strane  γ2 > β/π, teda             - 
2

2

�$ �

�

−
  <  ϕ  <  0  .

7R�]QDPHQi��åH�RELGYH�WULHG\�NODGQH�GHILQLWQêFK�65��IRUP~O�2UHQRYKR�W\SX�REVDKXM~

formulu, ktorá je optimálne podmienená.

=�SUHGFKiG]DM~FLFK� ~YDK� VD� DNR� SULURG]HQi� VWUDWpJLD� YR�E\� KRGQ{W� SDUDPHWUD� γ

MDYt�VWUDWpJLD��NWRUi�SULUDGt�Y�NDåGHM�LWHUiFLL�SDUDPHWUX�γ jednu z hodnôt γ1, γ2, kde  γ1 a

γ2�V~��GHILQRYDQp�Y]"DKPL������D������


