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���2FH RYDQLH�RSFLt

9�SRVOHGQêFK�GYRFK�GHVD URþLDFK�V�UR]YRMRP�RSFLt��DNR�GUXKX� ILQDQþQpKR�GHULYiWX�

Y]UDVWi� DM� Yê]QDP� LFK� RFH RYDQLD�� 9�WHMWR� NDSLWROH� VD� EOLåãLH� SR]ULHPH� QD� MHGHQ

z�QDM]QiPHMãtFK�PRGHORY�SUH�RFH RYDQLH�RSFLt��NWRUp�QiP�SRQ~ND�PRGHUQi�ILQDQþQi

matematika. Konkrétne pôjde o spojitý Black-Scholesov model. F. Black a

0�� 6FKROHV� XYHUHMQLOL� RGYRGHQLH� VYRMKR� PRGHOX� QD� RFH RYDQLH� GHULYiWRY� DNFLt

v�þDVRSLVH�-RXUQDO�RI� �3ROLWLFDO�(FRQRP\�Y roku 1973 [BS]. Ich práca bola ocenená

Nobelovou cenou za ekonómiu v roku 1997. Odvodenie tohto modelu je uvedené aj

LQêFK�NQLKiFK�� VSRPH PH�QDSUtNODG� NQLKX� -��+XOOD� >+@� DOHER� VNULSWi�J. Komorníka,

M. Komorníkovej a K. Mikulu [KKM].

3.1 ��%ODFN±6FKROHVRY�PRGHO�RFH RYDQLD�RSFLt

1D� þDVRYê� YêYRM� FHQ\� GHULYiWX� DNFLH� QD� ILQDQþQRP� WUKX� VD� QDMþDVWHMãLH� Y\XåtYD

Black-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica. Predtým, ako pristúpime k jej

RGYRGHQLX��MH�QXWQp�]DYLHV �QLHNR NR�R]QDþHQt�

� S je aktuálna cena akcie na trhu (stock price)

� T�MH�H[SLUDþQi�GRED��H[SLUDWLRQ�GDWH���W�M��GRED��GR�NWRUHM�VD�RSFLD�PXVt

UHDOL]RYD

� E��MH�UHDOL]DþQi�FHQD��H[FHUFLVH�SULFH���W�M��YRSUHG�GRKRGQXWi�FHQD�DNFLH

� t�MH�þDV�� ∈W  [0, T]

� V je hodnota opcie, ktorá je funkciou ceny akcie a�þDVX��W�M��V = V (S, t)

� σ je volatilita

� r je spojitý bezrizikový úrok

� D je spojitý dividendový úrok
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1DãD� ~ORKD� VSRþtYD� Y stanovení ceny opcie tak, aby v�þDVH� X]DWYRUHQLD� NRQWUDNWX

nebola zvýhodnená ani jedna strana. Nech V (S, t��MH�RSWLPiOQD�KRGQRWD�ILQDQþQpKR

derivátu, závisiaceho od ceny akcie S a�þDVX� t�� 1HEXGHPH� ãSHFLILNRYD � DNpKR

GHULYiWX�NRQNUpWQH��SUHWRåH�QDVOHGXM~FD�DQDOê]D�Pi�YãHREHFQê�FKDUDNWHU��-HGQRWOLYp

W\S\�GHULYiWRY��FDOO��SXW�RSFLH��DW ���EXG~�VS D �W~�LVW~�SDUFLiOQX�GLIHUHQFLiOQX�URYQLFX

a�RGOLãRYD �VD�Eudú len v�NRQFRYêFK��H[SLUDþQêFK��SRGPLHQNDFK�

3UHGSRNODGDMPH��åH�YêYRM�FHQ\�DNFLH�DNR�IXQNFLD�þDVX�S = S(t��VD�Y\YtMD�SRG D

stochastickej diferenciálnej rovnice,

                                                   6GZ�6GW�G6 σµ += ,                                        (3.1.1)

kde dS�MH�]PHQD�FHQ\�DNFLH�]D�þDVRYê�RNDPLK�dt, µ �MH�RþDNiYDQi�QiYUDWQRV �DNFLH�

σ� MH�YRODWLOLWD�þDVRYpKR�YêYRMD�DNFLH��=PHQX� W]Y��:LHQHURYKR�SURFHVX�VPH�R]QDþLOL

dw.

Štandardný Wienerov proces  ( ){ }�� ≥W�WZ  je parametrický systém náhodných

YHOLþtQ��SULþRP��

� ���Z  = 0,

� dw = GW�ε , kde dw je prírastok w ]D�PDOê�þDVRYê�LQWHUYDO�dt a ε je

náhodná premenná s normálnym rozdelením  pravdepodobností so

strednou hodnotou 0 a rozptylom 1, t.j.  ≈ε N(0,1)

� SUtUDVWN\�GZ�SUH�U{]QH�PDOp��SR�VHEH�QDVOHGXM~FH��þDVRYp�LQWHUYDO\�dt sú

nezávislé.

-H� YKRGQp� ]G{UD]QL �� åH� Y�þDVRYHM� DQDOê]H� MH� SRGVWDWQRX� LQIRUPiFLRX� UHODWtYQD

zmena 
6
G6

 a nie absolútna zmena ceny akcie dS. Z�WRKR� Y\SOêYD�� åH� VWRFKDVWLFN~

GLIHUHQFLiOQX�URYQLFX���������P{åHPH�SUHStVD �GR�WYDUX��

         GZ�GW�
6
G6 σµ += .                                     (3.1.2)

8YHGRPPH� VL�� åH� DN� E\� WHUD]� YRODWLOLWD� EROD� QXORYi�� σ  = 0, tak vývoj ceny akcie

S = S(t�� E\� ERO� ~SOQH� GHWHUPLQLVWLFNê�� þtP� E\� FHQD� QDUDVWDOD� H[SRQHQFLiOQH� SRG D
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RþDNiYDQHM�QiYUDWQRVWL�DNFLH� µ ��SUHWRåH� GW�6�G6 µ= ��]�þRKR�LQWHJUiFLRX�GRVWiYDPH

W

R
H6W6 µ=�� . V prípade ak �≠σ �FHQD�DNFLH�VD�VWiYD�QHSUHGYtGDWH QRX��SUHWR�P{åH

NOHVD �DM�VW~SD �

DOHM�QD�RGYHGHQLH�%ODFN�6FKROHVRYHM�IRUPXO\�EXGHPH�SRWUHERYD �,W{RYX�OHPX�

Itôova lema :

Nech f�[�� W�� MH� KODGNi� IXQNFLD� GYRFK� SUHPHQQêFK�� SULþRP� SUHPHQQi� x je riešením

stochastickej diferenciálnej rovnice GZW[GWW[G[ ������ σµ += , kde dw je Wienerov

proces. Potom prvý diferenciál funkcie f�MH�GDQê�Y] DKRP�

( ) GW
[

I
W[

W
I

G[
[
I

GI 






∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

�

�

� �
�

�σ ,                      (3.1.3)

G{VOHGNRP�þRKR�IXQNFLD�f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici :

( ) GZ
[
I

W[GW
[

I
W[

[
I

W[
W
I

GI
∂
∂+






∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ����

�

�
���

�

�

� σσµ .    (3.1.4)

$N�SUHGSRNODGiPH��åH�IXQNFLD�V = V(S, t) je nejaká hladká funkcia premenných S a t,

SULþRP�SUHPHQQi�6 vyhovuje stochastickej rovnici (3.1.1), t.j. GZ�6�GW�6�G6 σµ += ,

a teda 6�W6 µµ =��� , 6�W6 σσ =��� ��P{åHPH�SRXåL �,W{RYX�OHPX��3UHWR�IXQNFLD�V(S, t)

náhodného procesu S�EXGH�VS D �VWRFKDVWLFN~�GLIHUHQFLiOQX�URYQLFX�

       GZ
6
9

6�GW
6

9
6

6
9

6�
W
9

G9
∂
∂+






∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= σσµ

�

�

��

�

�
.             (3.1.5)

DOHM� VL� Y\WYRUtPH� VYRMH� SRUWIyOLR� P� ]ORåHQp� � ] akcií  a�RSFLt�� 7RWR� XVNXWRþQtPH

vhodnou lineárnou kombináciou difúznych rovníc (3.1.1) a (3.1.5) tak, aby sme

HOLPLQRYDOL�QiKRGQ~�þDV �D�Y\WYRULOL�EH]UL]LNRYp�SRUWIyOLR��-HGLQê�UL]LNRYê�þOHQ�Y oboch

rovniciach je dw��8YDåXMPH�SRUWIyOLR�P, obsahujúce jeden derivát a ∆ akcií. Takýto

postup sa nazýva spojitý ∆-hedging (∆� Y\MDGUXMH� SRPHU� SRþWX� DNFLt� N�SRþWX� RSFLt

v�SRUWIyOLX���7R�]QDPHQi��åH�SRUWIyOLR�P�MH�GDQp�Y] DKRP�

       P = V + ∆ S.                            (3.1.6)
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=PHQD�KRGQRW\�WRKWR�SRUWIyOLD�]D�PDOê�þDVRYê�LQWHUYDO�dt��SULþRP�d∆ = 0, je rovná:

    dP = dV + ∆ dS.                                        (3.1.7)

Dosadením rovníc (3.1.1) a  (3.1.5) do poslednej rovnice (3.1.7) dostávame

stochastickú rovnicu  pre portfólio P:

      �
�

�
�

�

�� GZ6��
6
9

6�GW6��
6

9
6

6
9

6�
W
9

G3 




 +

∂
∂+





+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= σ∆σµ∆σµ        (3.1.8)

Vhodným stanovením pomeru ∆�P{åHPH�DQXORYD �QiKRGQê�þOHQ�dw. To sa podarí

vtedy, ak ∆ zvolíme

      ∆ 
6
9

∂
∂−= .                    (3.1.9)

3RWRP�MH�]PHQD�KRGQRW\�SRUWIyOLD�Xå�GLIHUHQFLiOQD�URYQLFD�GHWHUPLQLVWLFNi�D rovná sa

                                           GW
6

9
6

W
9

G3 






∂
∂+

∂
∂=

�

�

��

�

�σ .                                 (3.1.10)

$YãDN�DE\�QHY]QLNRO�SULHVWRU�SUH�DUELWUiå�� W�M�� EH]UL]LNRYê� ]LVN� �WHQ� MH�PRåQê� OHQ� YR

YêQLPRþQêFK� SUtSDGRFK� D to po krátku dobu, lebo po jeho vyskytnutí sa ho všetci

~þDVWQtFL� WUKX� VQDåLD� KQH � Y\XåL � D�WêP� KR� YODVWQH� OLNYLGXM~��� PXVt� E\ � SUtUDVWRN

SRUWIyOLD�]D�þDV�dt�URYQê�SUtUDVWNX��DNê�E\�VPH�]tVNDOL�XORåHQtP�QDãHM�KRGQRW\�P do

banky

                                                            dP = r Pdt .                                            (3.1.11)

'RVDGHQtP�Y] DKX����������GR����������D predelením dt, dostávame:

                                               
�

�

��

�

�

6

9
6

W
9

3�U
∂
∂+

∂
∂= σ .                                   (3.1.12)
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Nakoniec z rovníc (3.1.6), (3.1.9) a (3.1.12) dostávame pre neznámu funkciu V(S, t)

tzv. Black-Scholesovu parciálnu diferenciálnu rovnicu

                                        �
�

�
�

�

�� =−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

9�U
6
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6

6
9

6�U
W
9 σ .                       (3.1.13)

6SRPHQLHPH� MHGQR�G{OHåLWp�]RYãHREHFQHQLH�%ODFN�6FKROHVRYHM� URYQLFH�D to prípad,

NH �V~�DNFLRQiURP�spojite vyplácané dividendy s konštantným dividendovým úrokom

D�� $NFLRQiU� ]D�PDOê� þDVRYê� RNDPLK�dt získa hodnotu DSdt. Z�WRKR� Y\SOêYD�� åH� DN

v portfóliu máme ∆ akcií, náš prírastok z týchto akcií za dobu dt bude ∆DSdt. Tým sa

nám znení rovnica (3.1.7) na

                                                dP = dV +∆ dS + ∆ DSdt.                                   (3.1.14)

5RYQDNêP�SRVWXSRP�HOLPLQRYDQLD�QiKRGQpKR�þOHQD�dw�GRVWiYDPH�Y] DK

                                    GW
6
9

'6
6

9
6

W
9
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�σ .                          (3.1.15)

DOHM�SRXåLWtP�P\ãOLHQN\�R zamedzení bezrizikového zisku získame rovnicu
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�σ .                    (3.1.16)

DYi� þDV � URYQLFH� QiP� Y\MDGUXMH� EH]UL]LNRYê� SUtUDVWRN� ]� ∆-hedgovaného portfólia

a pravá bezrizikový prírastok z�EDQNRYpKR� GHSR]LWX�� 7DNåH� modifikovaná Black-

Scholesova rovnica �SUH�XUþHQLH�KRGQRW\�ILQDQþQpKR�GHULYiWX�QD�DNFLX��Y\SOiFDM~FX

spojité dividendy, má tvar:

                                      ( ) �
�

�
�

�

�� =−
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3. 2   ([SLUDþQp�D okrajové podmienky

3.2.1 Európske opcie

1DMVN{U�VD�EXGHPH�]DREHUD �HXUySVNRX�FDOO�RSFLRX��-HM�FHQX�VL�R]QDþtPH�]QDNRP

HF
9 �� 1D� WR�� DE\� VPH� QDãOL� MHGQR]QDþQp� ULHãHQLH�

HF
9 (S, t) pre S ≥ 0 a t 7��∈ ,  je

SRWUHEQp�]DGD ��HãWH�]DþLDWRþQ~�D okrajové podmienky. V�QDãRP�SUtSDGH�]DþLDWRþQi

podmienka súvisí s�þDVRP� H[SLUiFLH� T�� SUHWR� UHãSHNWXM~F� WHQWR� ILQDQþQê� NRQWH[W�

EXGHPH� KRYRUL � R�H[SLUDþQHM� SRGPLHQNH�� -HM� Yê]QDP� MH� Y�WRP�� åH� DN� FHQD� DNFLH

S v�þDVH�H[SLUiFLH�T�SUHNURþt�KRGQRWX�E, na ktorú bol kontrakt uzavretý v�þDVH�t = 0,

tak cena opcie 
HF

9 �PXVt�PD �KRGQRWX�S – E��DE\�QHY]QLNRO�SULHVWRU�SUH�DUELWUiå��$N

bude S < E� �� WDN�RSFLD�QHPi�åLDGQX�KRGQRWX��SUHWRåH� MX�QHPi�]P\VHO�XSODW RYD �

7DNåH�H[SLUDþQ~�SRGPLHQNX�P{åHPH�]DStVD �Y tvare

                                          
HF

9 (S, T) = max(S –E, 0).                              (3.2.1.1)

)XQNFLD�GDQi�Y] DKRP�����������VD�QD]êYD�WLHå�FDOO�±�SD\RII�GLDJUDP�

9

( 6

HF

��
R

2EUi]RN�þ������3D\RII�GLDJUDP�SUH�FDOO�RSFLX�

Okrajové podmienky stanovíme pre hodnoty S = 0 a S ��∞→ . Ak je cena akcie

nulová, tak z�URYQLFH���������Y\SOêYD��åH�S = 0 aj v�MHM� DOãRP�þDVRYRP�YêYRML��D teda

opcia sa stáva bezcennou. Preto:

                                      
HF

9 (0, t) = 0 pre všetky t 7����∈ .                        (3.2.1.2)
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$N�FHQD�DNFLH�UDVWLH�QDG�YãHWN\�RKUDQLþHQLD��W�M��S ��∞→ , potom cena európskej call

opcie je rovná cene akcie zredukovanej o príjmy z dividend, t.j.:

                   
HF

9 (S, t) →  S ( )W���7�'H−  pre S ��∞→ a pre všetky t 7����∈ .     (3.2.1.3)

3DUFLiOQD� GLIHUHQFLiOQD� URYQLFD� QD� YêSRþHW� FHQ\� RSFLH� V podmienkami (3.2.1.1),

����������D�����������VD�Gi�ULHãL �DM�H[SOLFLWQH��7RWR�ULHãHQLH�SUL�QXORYêFK�GLYLGHQGiFK

(D� ����MH�]QiPH�DM�DNR�%ODFN�6FKROHVRYD�IRUPXOD�RFH RYDQLD�RSFLt��-HM�ULHãHQLH�Pi

tvar:

                            
HF

9 (S, t) = ( ) ( ) ( ) ( )
�

W��7��U

�

W��7�' G�1�H�(���G�16��H− ,               (3.2.1.4)

kde

( )

W���7�

W���7���'���U��
(
6

�OQ

��G

�

σ

σ






++







=
�

�
   a   W���7����G��G

�
σ=

�

a

( ) G[H�
��

�
��X�1

X

�

[

��

∫
∞−

= �

π

MH�GLVWULEXþQi�IXQNFLD�QRUPiOQHKR�UR]GHOHQLD�SUDYGHSRGREQRVWL�N(0, 1).

7HUD]� SUHMGHPH� QD� SRGPLHQN\� SUH� HXUySVNX� SXW� RSFLX�� -H� ]UHMPp�� åH� DN� Y þDVH

expirácie T je cena akcie S�YlþãLD�DOHER�URYQi�DNR�YRSUHG�GRKRGQXWi�FHQD�E, tak sa

opcia stáva bezcennou. V�RSDþQRP�SUtSDGH��NH � MH�S < E, tak cena opcie je daná

UR]GLHORP�H[SLUDþQHM�FHQ\�D�FHQ\�DNFLH��7DNåH�H[SLUDþQ~�SRGPLHQNX�P{åHPH�StVD

v tvare:

                                                  ����6�����(�PD[��7���6�9
HS

=  .                             (3.2.1.5)

7iWR�IXQNFLD�VD�WLHå�QD]êYD�DM�put-payoff diagram.
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9

( 6

HS

��
R

2EUi]RN�þ������3D\RII�GLDJUDP�SUH�SXW�RSFLX�

Okrajové podmienky:

                                    ( ) 7�����W��SUH��H�(��W����� W���7��U ∈∀=
HS

9                         (3.2.1.6)

                                 �7�����W������6�SUH������W���6� ∈∀∞→→
HS

9  .                     (3.2.1.7)

Explicitné riešenie vychádzajúce z�SXW±FDOO�SDULW\�VD�Gi�StVD �Y tvare:

                                      ( )W���7��U

HFHS

H�(�6����W���6�9��W���6�9 +=   .                      (3.2.1.8)

3.2.2 Americké opcie

2ELGYD�GUXK\�RSFLt� �SXW�þL�FDOO��VD�RG�HXUySVN\FK� OtãLD� WêP��åH� LFK�P{åHPH�XSODWQL

v� XERYROQRP�þDVRYRP�RNDPLKX�t 7����∈ ��þR�GiYD�LFK�GUåLWH RYL�]MDYQH�YlþãLH�SUiYD�

a�SUHWR�E\�PDOD�LFK�FHQD�E\ �Y\ããLD��QDQDMYêã�URYQi�FHQH�HXUySVNHM�RSFLH�

V prípade americkej call opcie nevyplácajúcej dividendy (D� ����MH�]QiPH��åH

jej cena sa rovná cene európskej call opcie, t.j. 
DFHF

9��9 = . Vyplýva to z�WRKR��åH�

                           ( ) 7�����W�����(����6�PD[��7���6���W���6� ∈∀=>
HFHF

99 .              (3.2.2.1)
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7DNåH�RSFLX�QLH�MH�YêKRGQp�XSODW RYD ��SUHWRåH�Y�þDVH�H[SLUiFLH�MH�MHM�KRGQRWD�GDQi

payoff diagramom menšia ako 
HF

9 �YODVWQHQHM�RSFLH��7DNåH�YODVWQtN�MX�EXGH�GUåD �Då

GR�þDVX�H[SLUiFLH��DOHER�MX�SUHGi�]D�FHQX�
HF

9 .

Odlišný prípad však nastáva pri akciách, ktoré vyplácajú dividendy. Na jeho

Y\VYHWOHQLH�Y\XåLMHPH�DQDOyJLX�V SUREOpPRP�SUHNiåN\.

����������3UREOpP�SUHNiåN\

3ULQFtS� SUHNiåN\� VL� Y\VYHWOtPH� QD� PRGHOL� QDWLDKQXWHM� VWUXQ\� f (x), ktorá je pevne

ukotvená v dvoch bodoch A a�%��SRQDG�SUHNiåNX�g (x���&KFHPH�]LVWL �ERG\��Y ktorých

VD�VWUXQD�SUHVWiYD��GRWêND �SUHNiåN\��
��

)��D�)
�

).

$ %)�)�

I��[�

J��[�

2EUi]RN�þ���±�6WUXQD�I�[��QDWLDKQXWi�QDG

SUHNiåNRX�J�[��

3ULþRP�SODWt�

1) – f “ (x) = 0,  x [ ] [ ]%�)��)���$�
��
�∪∈  vyplýva to z Laplaceovej rovnice

2) f (x) = g (x), ( )�)��)�[
��

�∈

3) f (A) = f (B) = 0                                                                                          (3.2.2.1.1)

4) f (
�

)
�

) = g (
�

)
�

),     f (
�

)
�

) = g (
�

)
�

)     -     Dirichletove podmienky

5) f ‘(
�

)
�

) = g ‘(
�

) ),   f ‘(
�

)
�

) = g ‘(
�

) ������������SRGPLHQND�QD�KODGNRV �
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7HQWR�SUREOpP�VD�Gi�IRUPXORYD �DM�Y tvare lineárnej komplementarity:

Z�REUi]NX�þ����YLGtPH��åH�

ak   A < x < 
�

)
�

,  tak platí   f (x) > g (x) a�WLHå�SODWt����±�f “ (x) = 0

ak   
�

)
�

< x < 
�

)
�

,  tak platí   f (x) = g (x) a�WLHå�SODWt����±�f “ (x) > 0

ak   
�

)
�

 < x < B,  tak platí   f (x) > g (x) a�WLHå�SODWt����±�f “ (x) = 0.

Z toho vyplýva:

1) f (x) ≥  g (x),       [ ]%�$��[ �∈

2) – f “ (x) ≥  0,       [ ]%�$��[ �∈

1+2)       – f “ (x) (f(x)  – g(x)) = 0                                                                   (3.2.2.1.2)

3)   f (A) = f (B) = 0

4)   f ‘ a f sú spojité funkcie na intervale[ ]%�$� .

8YHGLHPH�HãWH�MHGQX�IRUPXOiFLX�SUREOpPX�SUHNiåN\��D to v tvare YDULDþQHM�QHURYQLFH�

Nech ℜ MH�PQRåLQD�IXQNFLt�Y��SUH�NWRUp�SODWt��åH�V~�VSRMLWp�D ich prvé derivácie sú po

þDVWLDFK�VSRMLWp�� �v (A) = v (B) = 0,  v (x) ≥  g (x) pre [ ]%�$��[� �∈∀ ��+ DGiPH�IXQNFLX

f (x) ℜ∈� ��NWRUi�Pi�QDY\ãH�VSRMLW~�SUY~�GHULYiFLX�WDN~��åH�LQWHJUiOQD�URYQLFD

                                             ( ) ( ) ( )[ ] �



�

�

��G[�[I[Y�[�I ≥−∫
−

                             (3.2.2.1.3)

platí pre všetky testovacie funkcie f (x) ℜ∈� ��'i�VD�XNi]D ��åH�H[LVWXMH�SUiYH� MHGQR

ULHãHQLH�� NWRUp� DN� MH� GRVWDWRþQH� KODGNp�� MH� ]iURYH � ULHãHQtP� SUREOpPX� OLQHiUQHM

NRPSOHPHQWDULW\��DNR�DM�S{YRGQHM�~ORK\�SUHNiåN\�

8NiåPH� VL� WHUD]�� DNR� SUREOpP� SUHNiåN\� V~YLVt� V�RFH RYDQtP� DPHULFNêFK� RSFLt�

V�NDåGRP� þDVRYRP�RNDPLKX� W� [ ]7����∈  existuje 
S

6 � WDNp�� åH� SUH�6� !
S

6  je hodnota

HF
9 (S. t) pod call payoff diagramom. Ak by aj napriek tomu stále platilo 

HF
9 = 

DF
9 , tak

potom si kúpime opciu 
DF

9 (S, t) < S – E a�RNDPåLWH�MX�XSODWQtPH��ýLåH�N~SLPH�DNFLX
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za E a predáme ju za S�� SULþRP� ]D� RSFLX� VPH� ]DSODWLOL� OHQ�
DF

9 . Náš zisk by bol:

S - E - 
DF

9 !����7DNåH�PiPH�QHQXORYê� ]LVN� D�QHSRGVW~SLOL� VPH� åLDGQH� UL]LNR�� -HKR

HOLPLQiFLX�VS{VREt�DUJXPHQW�DUELWUiåH�D cena opcie 
DF

9 Y]UDVWLH�Då�QD�~URYH �SD\RII

GLDJUDPX��W�M�PXVt�E\ �QXWQH�VSOQHQi�SRGPLHQND�

                                   ( ) [ ]7�����W�������(���6����W�69
DF

∈∀≥PD[��� .                      (3.2.2.2)

Teraz sa dostávame k takzvanej úlohe s�YR QRX� KUDQLFRX� SUH� DPHULFN~� FDOO� RSFLX�

Y\SOiFDM~FX� GLYLGHQG\�� W�M�� WUHED� QiMV � NULYNX� ( )W6
I

, ktorá reprezentuje optimálnu

H[SLUDþQ~�FHQX�Y�NDåGRP�þDVRYRP�RNDPLKX [ ]7�����W� ∈ .

1. S (t) < ( )W6
I

��RSFLX�MH�YêKRGQp�GUåD ��SUHWRåH�MHM�KRGQRWD�MH�YlþãLD�DNR�SD\RII

diagram. 
DF

9 �SULWRP�VS D�%ODFN�6FKROHVRYX�SDUFLiOQX�GLIHUHQFLiOQX�URYQLFX�

2. S (t) ≥  ( )W6
I

- opcia je uplatnená a má hodnotu danú payoff diagramom, t.j.

DF
9 (S, t) = S – E.

9ãLPQLPH�VL��åH�SR�GRVDGHQt�
DF

9 (S, t) = S – E do Black-Scholesovej parciálnej

diferenciálnej rovnice

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ���(�U(���6�U(���6
6

6(���6
6

6�'���U(���6
W

>=−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

�

�

��

�

�σ ,

dostávame pre S (t) ≥  ( )W6
I

 nerovnicu

                        ( ) �
�

�
�

�

�� >−
∂

∂
+

∂
∂

−+
∂

∂
DF

DFDFDF 9�U
6

9
6

6

9
6�'U

W

9
σ  .          (3.2.2.3)

7DNåH�SUH�YãHWN\�S dostávame podmienku

                        ( ) �
�

�
�

�

�� ≥−
∂

∂
+

∂
∂

−+
∂

∂
DF

DFDFDF 9�U
6

9
6

6

9
6�'U

W

9
σ .            (3.2.2.4)

Okrajové podmienky:        
DF

9 (0, t) = 0 pre ∀ všetky t 7����∈                       (3.2.2.5)

                        
DF

9 (S, t) →S ( )W���7�'H−  pre S ��∞→ a pre∀  t 7����∈           (3.2.2.6)
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a�H[SLUDþQi�SRGPLHQND
DF

9 (S, T) = max(S –E, 0)                          (3.2.2.7)

]RVWiYDM~�QH]PHQHQp��DOH�SULEXGOL�QiP�GYH�SRGPLHQN\�QD�YR Q~�KUDQLFX

                             ( )( ) ( ) ( )( )
����

6

W�W69
����(����W6��W�W69 IDF

IIDF
=

∂
∂

=
�

� .                (3.2.2.8 -9)

3RGREQH�P{åHPH�Y\MDGUL � SUREOpP�XUþHQLD�RSWLPiOQHM�KRGQRW\�DPHULFNHM�SXW�RSFLH

v tvare úlohy s�YR QRX�KUDQLFRX�

7UHED� QiMV � VSRMLW~� IXQNFLX�
DS

9 (S, t), S ≥  0, t 7����∈  so spojitou parciálnou

deriváciou 
6

9
DS

∂
∂

 a krivku 
I

6  : [0, T] →  R  tak, aby platilo:

Black-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica

            ( )W�6��6��SUH�������
�
�

�
I�

�

�� >=−
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
DS

DSDSDS 9U
6

9
6

6

9
6U

W

9
σ  .        (3.2.2.10)

Algebraická rovnica

                                        ( ) ( )W6(W69
DS

�6��6��SUH������������
I

≤=  .                       (3.2.2.11)

Okrajové podmienky

                                     ( ) �7�������SUH��H�������� W���7��U ∈∀= W(W9
DS

                        (3.2.2.12)

                                   ��7�����W������6��SUH������W���6�� ∈∀∞→→
DS

9 .                  (3.2.2.13)

([SLUDþQi�SRGPLHQND

                                            ����������PD[���7���� 6(69
DS

= .                              (3.2.2.14)

'YH�SRGPLHQN\�QD�YR QHM�KUDQLFL

                           ( )( ) ( ) ( )( )
�����

6

W��9
���������W�� DS =

∂
∂

=
W6

W6(W69 I

IIDS
.                 (3.2.2.15-16)
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7DNåH�GRVWiYDPH�SRGREQp�SRGPLHQN\�DNR�SUL�SUREOpPH�SUHNiåN\�

� Black-Scholesova PDR sa zmenila na nerovnicu.

� +RGQRWD�VD�PXVt�QDFKiG]D �QDG�DOHER�QD�SD\RII�GLDJUDPH�

� Hodnota opcie je spojitá funkcia dvoch premenných S a t.

� Prvá parciálna derivácia 
6
9�

∂
∂

 je spojitá funkcia.

0RKOL� E\� VPH� WHGD� QDIRUPXORYD � ~ORKX� YR QHM� KUDQLFH� Y tvare lineárnej

komplementarity napríklad pre ( )W�69
DS

� :

1. ( )W�69
DS

�  a 
6

9
DS

∂
∂

sú spojité funkcie

2. [ ]∞∈≤−
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
������������

�

�
�

�

�

�� 69U
6

9
6

6

9
6U

W

9
DS

DSDSDS σ                           (3.2.2.17)

3. ( ) ( ) [ ]∞∈≥ �����������3D\RII���W�� 6669
DS

4. (BS (
DS

9 ))( ( ) ( )63D\RII���W�69
DS

� ) = 0,   [ ]∞∈ �����6

5. ( )W�69
DS

�  ∞→→ �����SUH������ 6 ,

kde  BS(
DS

9 ��MH� DYi�VWUDQD�%ODFN�6FKROHVRYHM�URYQLFH�


