O probléme premenlivej volatility v Black—Scholesovom modeli Diplomova praca

4. Problém konStantnej vs. premenlivej volatility

Poznamenajme, Ze Black-Scholesova rovnica vSak eSte stale nepredstavuje
dokonaly opis vyvoja ceny opcie. Ceny akcii sa spravaju omnoho komplikovanejSie
ako geometricky Brownov pohyb s konstantnou volatilitou. PreCo sa teda na
ohodnocovanie cien opcii pouziva prave tato parcialna diferencialna rovnica?
Jednym z dévodov je to, Ze sa v praxi [ahko pouZziva, nakolko Black-Scholesova
rovnica obsahuje len jeden parameter, ktory sa neda vypozorovat priamo z trhu. Tym
parametrom je historicka volatilita vyvoja ceny akcie. U&astnici opénych obchodov
modzu pocitat historické volatility cien akcii zo znalosti cien opcii, a naopak mézu
urovat’ ceny opcii s vyuZzitim znalosti historickej volatility akcii, a to jednoznacnym
spbésobom. Samozrejme, Ze existuju aj zlozZitejSie modely na stanovenie cien opcii,
tie vSak obsahuju viac takych parametrov, akym je pre Black-Scholesov model
volatilita (nie je ich mozné vypozorovat' priamo z trhu), a preto je ich pouzitie omnoho

ZlozitejSie.

Dal$im dévodom popularity Black-Scholesovho modelu je, Ze uZivatelia si vytvorili

rézne tzv. ,triky obchodu®, aby zuzitkovali jeho nedostatky.

4.1 Volatilita

Volatilita ceny akcie je miera nepredvidatelnosti vyvoja ceny akcie do buducnosti. Ak
narastie volatilita, tak Sanca, Ze burza bude ,pracovat” pre nas alebo proti nam, sa
zvacsi. Majitel call opcie ziskava z narastu ceny akcie a je zarovern zabezpeceny pri
poklese ceny, Ze strati len sumu, ktoru zaplatil za opciu. Podobne majitel put opcie
ma& osoh z poklesu ceny akcie a jeho strata je limitovana v pripade néarastu ceny.
Preto hodnoty oboch opcii put aj call sa zvySuja pri zvySeni hodnoty volatility. Typické
hodnoty pre osa pohybuju v intervale 0.2 — 0.4, Cize 20% az 40%.
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4.1.1 Ziskavanie volatility z historickych dat

Cena akcie je obvykle pozorovana vo fixovanych €asovych intervaloch (kazdy den,

kazdy tyzden, ¢i mesiac).

Nech n1 . pocet pozorovani
S, cena akcie na konci i-teho intervalu  i=0,1, ...n
T e, dizka ¢asového intervalu v roku

anech u; = In %E pre i=1,2, ..,n
i-1

Kedze S, =S, ,e", tak potom u; je spojite Uroeny zisk v i-tom intervale. Obvykly

odhad s, Standardnej odchylky, pre u; je dany vzorcom:

_\/%i( i (4.1.1)

\/%i (n1—1)Ei”’ g ’ (4.1.2)

kde u je aritmeticky priemer hodnét u;. Zmena v InS medzi ¢asom ta T ma

alebo

normalne rozdelenie

o? O
InST-InS::CD%u-?ET,U\/TD (4.1.3)
B

z ktorého vyplyva, Ze Standardna odchylka pre u; je rovna o T . Premenna sje

preto len odhadom o T . Takze

(4.1.4)

T

Standardna chyba takéhoto odhadu je priblizne —2— .
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4.1.2 Implikovana volatilita

Jeden parameter v Black-Scholesovej ocefiovacej formule, ktory sa neda priamo
vypozorovat z okamzitych hodnét cien akcii a opcii na trhu, je volatilita ceny akcie.
Na tomto mieste je vhodné spomenut alternativny pristup na ur€enie volatility, ktory
pouziva pojem tzv. implikovanej volatility. To je volatilita implikovana cenou opcie
vypozorovanej z trhu, t.j. taka hodnota volatility, pri ktorej (pouzijuc Black-Scholesovu
ocenovaciu formulu) dostavame realnu cenu opcie pri danej hodnote ceny akcie.
Implikovana volatilita méze byt pouZitda na monitorovanie nazoru trhu na jednotlivé
akcie. Taktiez mdze byt pouZita na stanovenie ceny opcie z ceny nejakej inej opcie.
Implikovana volatilita je teda hodnota volatility, ktord zodpoveda rieSeniu
Black-Scholesovej rovnice (nezndma je v tomto pripade o), ak pozname pozorovanu
cenu opcie. Ak nie je nijaké rieSenie pre implikovanu volatilitu, tak plati jeden

z nasledujucich pripadov:

1. likvidita je prili§ nizka (naj¢astejSi pripad),

2. moznost arbitraze.

Hlavnym ciefom tejto diplomovej prace je skumanie implikovanej volatility, preto by

bolo vhodné uviest aspon par prikladov jej vyuzitia v praxi.

4.2 Implikovany volatility smile

Poznamenajme, Ze v danom okamihu su na burze zname cena akcie a ceny opcii
vypisanych na rézne expiraCné ceny. Pri predstavovani si funkcie implikovanej
volatility je potrebné si uvedomit, Ze ide o vztah zavislosti medzi implikovanou

volatilitou a expiraénou cenou.
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Obrazok ¢.4 — Implikovany volatility smile.

Podla predpokladov Black-Scholesovej teérie by takyto ukaz, aky je vidno na
obrazku ¢.4, nemal vébec nastat, pretoze by to bolo v rozpore s predpokladom o
konsStantnosti volatility. Tento rozpor je vSak mozné vysvetlit nerealnostou

predpokladu o konstantnosti volatility v Black-Scholesovom modeli ocefiovania opcii.
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Obrazky ¢.5 a 6 — Realne implikované volatility smiles pre index S&P100,
pre hodnoty: S =558.88 (6.11.98), S = 554.26 (13.11.98)

a datumom expiracie pre obidve opcie 21.11.1998.

Jednoduché, ale pritom efektivne vyuZitie volatility smile-u v praxi vychadza
z predpokladu, Ze hoci nie je znamy priebeh grafu zavislosti implikovanej volatility od
expiratnej ceny, vpraxi sa najCastejSie vyskytuje ako konvexny. Preto tato
konvexnost' volatility smile-u sa prijala ako pravdivy predpoklad a kazdy iny tvar je
povazovany za poruchu, ktora sa rychlo odstrani. NaSou ulohou je skon$truovat
portfélio, ktorého Ulohou je zabezpe it narast hodnoty tohto portfélia prostrednictvom
odstranenia poruchy v konvexnosti smile-u. Takato stratégia sa nazyva stratégia zub.
PodrobnejSiu analyzu tejto stratégie aj s vysledkami méZzeme najst’ v diplomovej praci
M. Kmetikovej [Km].
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4.2.1 Stratégia zub

Uvazujme o troch opciach na tri po sebe iduce expiracné ceny X <Y < Z aich

implikovanych volatilitach Iy,ly,1, . Pre lokalnu vychylku z konvexnosti plati:

1. Implikovana volatilita pre expiraénu cenu Y je vacsia ako implikované volatility
ostatnych dvoch opcii X, Z, a teda plati vztah Iy > max (Iy,17).
2. Implikovana volatilita pre expiraéni cenu Y nespifia nutnd podmienku

konvexnosti, a teda plati nerovnost |y (Z - X) > Iy (Z-Y) + |, (Y = X).

MCD Calls
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Obrazok ¢.7 — Smile zo dia 25.8.1998.

V pripade, Ze sa zub nachadza v expiracnej cene Y, tak potom je pravdivy jeden

z nasledujucich vyrokov:

1. Trh spravne ocenil opciu na expiracnu cenu Y, ale vzhladom na rfiu podhodnaotil
opcie na realizacné ceny X a Z.

2. Trh spravne ocenil opcie na expiratné ceny X aZ , ale vzhladom na ne
nadhodnotil opciu na realizaénu cenu Y.

3. Alebo sucasne je nadhodnotena opcia na expiranu cenu Y a podcenené opcie

na realizacné ceny X a Z.

Vychadzajuc z nasho predpokladu o konvexnosti smile-u vSak predpokladame, Ze sa
tato situécia v spominanych troch pripadoch za kratky as upravi. Dalej si vytvorime

portfélio: Nakupime po jednej opcii na expiratné ceny X a Z a predame dve opcie na
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realizacnu cenu Y. Portfélio je zabezpeCené aj proti pohybu akcie, o si mbézeme

pozriet na pay-off diagrame.

X Z

/1

Obrazok ¢.8 — pay-off diagram portfélia pre stratégiu zub.

Cena portfolia s narastajucim ¢asom potom bude tieZ stupat.

4.3 Risk zohladnujuca stratégia ocenovania opcii

Doteraz sme brali do uvahy len pripad, ked si kupujuci zaobstarava opcie spojite
(Cize moze ich kupit' v lubovolnom &asovom okamihu) a za tato kupu zaplati len
cenu opcie. Nebrali sme v3ak do Uvahy transakéné poplatky (ako su napriklad:
provizia pre sprostredkovatela, dane, odvody pre Stat ...atd). Toto je zakladny
rozdiel medzi Black-Scholesovym modelom ocenovania opcii a realitou na
op&nych burzach. V Black-Scholesovom modeli sa investor snazi vhodnym
hedgingom (kupou a predajom opcii a akcii) vytvorit' si svoje portfélio tak, aby jeho
zisk bol aspon taky, aky by mal, keby si tie peniaze vlozZil do banky pri
bezrizikovom droku r. Ak by sme v8ak do tohto spojitého modelu zahrnuli, o i len
velmi malé transakéné naklady, mohlo by sa nakoniec stat, Zze by tieto naklady
prerastli do obrovskych rozmerov. Ztoho dévodu sa pri odvodzovani risk
zohladriujucej stratégie ocenovania opcii uvazuje nie ako o spojitom, ale ako
o diskrétnom modeli. To znamena, Ze investor si upravuje svoje portfolio v urcitych
diskrétnych casovych okamihoch anie vIlubovolnom c¢ase. Tato Casova
diskretizacia nesie so sebou aj urCité rizika, nakolko kupujuci sa nembze
dostato¢ne pruzne branit proti vykyvom ceny opcie (poklesu, narastu), pretoze
svoje portfélio méze upravovat len v danych ¢asovych okamihoch. Tieto rizika su

tym vacsSie, ¢im je dlhsi ¢asovy interval medzi dvomi zabezpeceniami portfélia.
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Tymto spésobom mu méze uniknut’ vela penazi, ktoré by v spojitom modeli mohol
zarobit, ale méze aj vela stratit. Ostatné predpoklady pre tato stratégiu su také

isté ako boli v Black-Scholesovom modeli ocefiovania opcii.

OznaCme: ¢ ocakavanu mieru rizika z variancie portfélia ako ryar,

» oCakavanu hodnotu transakénych nakladov ako ry.

Odvodenie zakladnej parcialnej diferencialnej rovnice pre tento model je podobné
ako tomu bolo pri odvadzani Black-Scholesovej rovnice. Predpokladame, Ze

hodnota akcie sleduje diskrétny difazny proces:
oS = uSo; +oS@,Jo; , (4.3.1)

teda dw =,/o;, kde & je Casovy interval (nie nekone¢ne maly), @ = N(0,1).

Vysledny tvar zékladnej parcialnej diferencialnej rovnice je potom

2
IV sV 1 g2527 V—rV:r\,ar
dt S 2 6S?

+r. (4.3.2)

Vysledkom tohto modelu je spojita parcialna diferencialna rovnica, hoci v priebehu

odvodzovania sme uvazovali o diskrétnom (nenulovom) ¢&.

4.3.1 Ocakavana miera rizika ry,;

Aku vysSku by mala mat prémia, ktorou bude investor kompenzovany za to, ze
preberd na seba riziko vyplyvajuce z hedgovania jeho portfélia len v uréitych
diskrétnych €asovych intervaloch? Urcite plati, Ze €im vacsia variancia (t.j. ¢im
dlhsi ¢as medzi jednotlivymi zabezpeceniami), tym vacsie riziko prebera na seba

investor, a preto sa zvacsuje aj jeho prémia.
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Oznaéme R tzv. variance risk koeficient. Potom o¢akavana hodnota rizika bude

_ Rvar(¢P)

Ivar > (4.3.1.1)
t

kde OJP je zmena portfélia za Casovy interval J. Po sérii Uprav dostavame

vysledny tvar pre o€akavanu mieru rizika
Fvar = 2RA?S**4,. (4.3.1.2)

Detaily odvodenia vysledného vztahu mézeme njjst’ v €lanku M. Kratku [K] alebo

v diplomovej praci M. Spustu [Sm].

4.3.2 Ocakavana miera transakénych vydavkov ri

Predpokladajme, Ze transakéné poplatky sa platia z mnozZstva uskutoCnenych
kontraktov. Oznaéme celkovy uhrn transakénych poplatkov na jeden kontrakt ako C.
Predpokladame, Ze C je konstantné. Aka bude ocakavana miera transakénych

vydavkov?

Nase uvahy budu presne opacné ako pri riziku z variancie. Teda, ¢im kratsi asovy

interval medzi jednotlivymi zabezpecCeniami, tym ich bude viac a to znamena aj

vySSie transakéné naklady, pretoze ich platime pri kazdom hedgingu. Teda
_ce|a)

fo =—5— (4.3.2.1)
t

Potom pre vysledny tvar oakavanej miery transakénych vydavkov bude platit:

cUs|r|\F
e :—\/F T (4.3.2.2)
t

kde
9%V
9082’

Presny postup odvodeni jednotlivych vzorcov mézeme najst v ¢lanku M. Kratku [K]

(4.3.2.3)

alebo v diplomovej praci M. Spustu [Sm].
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4.3.3 Hedgovacia stratégia zohl'adnujuca risk a transakéné naklady

Zo vztahov (4.3.1.2) a (4.3.2.2) dostavame:
Far + 1o = 2RS4 25, + c\Eas|r|L. (4.3.3.1)
T \/Ft

Zakladna myslienka risk zohladnujucej metodolégie je hladanie takej optimalnej
stratégie (t.j. optimalny vyber & ), pre ktoru je hodnota ry- + e minimalna. Nutna

podmienka minima pravej strany rovnice (4.3.3.1) je dana rovnostou

2Ro*S*r? —1C\Eas|r|% =0, (4.3.3.2)
2 \'m 54
t
z ktorej dostavame, Ze

1
C—oSr
s S

7 2Ro‘str?’

a teda

i _c_ @
5 = . 33
" ev2nra®s?|r| (4333

1
3
Ak oznacime konStantu k = c E/ najdeme optimalne & v tvare
R~2mT
2
5 k

= 4.3.3.4
Lot 4339

Po dosadeni optimalneho & spat do (4.3.3.1) a po jednoduchych upravach

dostaneme

rvar

+ I :%m0282|/'|%, (4.3.35)
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kde

1
2 3
m=210RC 1~ (4.3.3.6)
T

Na zaver mézeme zostavit kone€nu rovnicu risk zohladhujuce] metodoldgie

ocenovania opcii dosadenim (4.3.3.5) do (4.3.2)

1
2V risfV 2R mr 5 H v =o0. (4.3.3.7)
ot ~as 2774 ]

i . G 2
Ak by sme teraz zaviedli nova volatilitu 0 ako

0= JZH—m/'%H
] ]

tak rovnica (4.3.3.7) sa opat da identifikovat ako Black-Scholesova parcialna

diferencidlna rovnica s modifikovanou volatilitou, ktora v tomto pripade uz nie je
konstantna, ale je funkciou zavislou od €asu a ceny akcie O_(S, f). Typicky priebeh

funkcie o (S, f) je znazorneny na nasledujlicom obrazku.

Obrazok ¢€.9 — Trojrozmerny graf risk zohladfujlcej volatility v zavislosti

od ceny akcie 20< S< 80 a ¢asu T do expiracie, 0< T< 0.1.
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PredosSlé uvahy a poznatky nas vedu k myslienke vytvorit model, ktory by vychadzal

z Black-Scholesovho modelu, ale nemal by konsStantnu volatilitu o = konst., ale

volatilitu, ktora by bola premenliva a zavisela by na cene akcie a ¢ase o=0(S, {).

% +a(s,t) 2 azv
ot 2

K tejto Uprave Black-Scholesovej rovnice nas opravnuju aj nasledujuce dva dévody:

+(r D)S——rV 0.

1. Implikovana volatilita nie je konStantna, ale na zaklade predpokladov
Black-Scholesovho modelu by vS§ak takou mala byt

2. Existencia modelov, ktoré zahfhaju transakéné naklady (napriklad Kratkov
model — uverejneny v ¢lanku M. Kratku [K] , Lelandov model — uvedeny

Casopise Journal of Finance [L]).
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