O probléme premenlivej volatility v Black—Scholesovom modeli Diplomova praca

5. Praktickd analyza Black-Scholesovho modelu s premenlivou

volatilitou

V prvej Casti tejto kapitoly sa budeme sustredit na model, v ktorom bude volatilita
zavisiet len na cene akcie 0 = 0 (S). Nasim cielom bude n3jst také o = o(S), aby sme
sa pri vypocte Black-Scholesovho modelu s premenlivou volatilitou ,trafili“ do vopred
znamych realnych dat. Jedna sa teda o inverznu ulohu na vypocet difuzneho
koeficientu o = o(S), pricom su zname rieSenia parabolickej Black-Scholesovej
rovnice v koncovom Case a vSetky ostatné parametre ulohy. V druhej ¢asti uvedieme
Gvahu o metdéde urCovania volatility, zavislej nielen od ceny akcie, ale aj od €asu,
teda o = o(S, ?).

5.1 Volatilita zavisla od ceny akcie  o(S)

5.1.1 Analyza a priprava reélnych dét

Skor ako pristupime k analyze realnych dat, uvedomme si, Ze nemame k dispozicii
ceny opcii Vna rézne ceny akcii Spri pevhom E, ale prave naopak. K dispozicii

mame len jednu cenu akcie, na ktord su vypisané opcie s réznymi expiraénymi

cenami. Z tohto dévodu je vhodné zaviest nasledujuce substitucie:

S 1
=—, e=1, W=—V. (5.1.1.1)
E E

Pomocou tejto substiticie dostdvame transformované ceny akcii s jednou

konstantnou expiraénou cenou e = 1. PodrobnejSie odvodenie transformacie aj

s ukazkou mézZeme najst v dodatku A.
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5.1.2 Rozdiel medzi skutoénymi datami a Black-Scholesovym modelom

Na realnych datach si ukazeme prakticky rozdiel medzi teoretickymi hodnotami ceny
opcii, ziskanych pouZitim Black-Scholesovej formuly a skuto€nymi cenami opcii na
burzovom trhu. Budeme uvaZovat realne data o vyvoji indexu S&P100. Grafy

realnych cien opcii sme vytvorili pomocou transforméacie uvedenej v sekcii 5.1.1.
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Obrazok ¢€.10 - Graf vytvoreny pomocou Black-Scholesovej formuly.
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Obrazok ¢.11 - Graf vytvoreny pomocou realnych dat.
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Obrazok ¢€.12 - Graf porovnania realnych dat s datami

vypocitanymi pomocou Black-Scholesovej formuly.

Z grafov je mozné vidiet, Ze udaje ziskané pomocou Black-Scholesovej formuly pre

ocefiovanie opcii sa dost liSia od reality.
5.1.3 Ziskanie implikovanej volatility z realnych dat
V tejto €asti nam pdjde o rieSenie inverznej ulohy pre Black-Scholesovu rovnicu, ked

pozname ako cenu opcie, tak vSetky ostatné parametre (okrem volatility), ktoré

vstupuju do tejto rovnice a snazime sa vypocitat volatilitu.
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Obrazok ¢€.13 - Graf implikovanej volatility.

Pri vypocte implikovanej volatility z Black-Scholesovej rovnice sa vSak stale uvazuje
s podmienkou, Ze volatilita je konstantna. Preto je opodstatnené zaviest

tzv. premenlivli implikovan volatilitu, ktora by bola funkciou ceny akcie o (S). Potom
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mobézeme vypustit podmienku kons$tantnosti volatility a prejdeme ktzv. Black-

Scholesovej rovnici s premenlivou volatilitou

2
oV O'(S) 2 6V +( D)S——FV 0.
0t 2 0 S?

Nakoniec urobime Standardnu uUpravu tykajucu sa €asu, a to konkrétne zavedenim
substitlcie, v ktorej budeme uvazZovat o Case ako o Case do ukonCenia platnosti
opcie (r = T - ). Potom vysledny tvar Black-Scholesovej ocenovacej formuly

s premenlivou volatilitou bude mat’ nasledujuci tvar :

av_a(s)2 2 av

5 > -(r D)S—+rV 0. (5.1.3.1)
7

5.1.4 Algoritmus na urcenie premenlivej implikovanej volatility a(S)

e Za Startovaciu hodnotu pre premenlivi implikovanu volatilitu sigma zoberieme

hodnotu historickej volatility sigmahist (pre vSetky hodnoty S).

» IteraCny cyklus na postupné zlepSovanie premenlivej implikovanej volatility o (S).

Dol
> Vypocet hodn6t Black-Scholesovej rovnice pre premenliva volatilitu
(podrobna numericka schéma je v dodatku B)
Do[
» novesigma = sigmal[i]] — (hodnota Black-Scholesovej rovnice pre
premenlivla volatilitu[[i]] — realne déata[[i]])*deltasigma

{ ak je skutocna cena opcie menSia ako nami vypocitana, tak sa
hodnota premenlivej implikovanej volatility o(S) zmensi a v nasledujucej
iteracii uz bude cena opcie nami vypocitanej niZsia, pretoZe ¢im mensia

Je volatilita akcie, tym je aj cena opcie niZsia a opacne }
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» novesigma = Max [0., novesigma]

{ pretoZe hodnota volatility moZe byt len kladna alebo rovna 0 }
» sigma=ReplacePart[sigma, novesigma, i
{i,imin,imax}]

{ kde hodnoty imin aimax st minimalny a maximalny platny index.
Hodnoty premenlivej implikovanej volatility, mimo tohto intervalu nie su
aZ tak velmi podstatné ..... imin = 4 aimax = 96 pri hodnote

priestorového delenia n = 100 }

» Do[ sigma=ReplacePart[sigma, sigmahist, i] ,{i,1,imin-1}]
» Do[ sigma=ReplacePart[sigma,sigmabhist, i] ,{i,imax+1,n+1}]

{ hodnoty premenlivej implikovanej volatility mimo intervalu medzi
minimalnym a maximalnym platnym indexom sa budi udrZiavat na

hodnote historickej volatility }

> \ypodet L' a L” chyby, kde:

1 N SM
1 — _\/real| - _y/real
L chyba—N; \v, V, ﬂv(s) V (5.1.4.1)
L” chyba = max ‘ V, -V = max ‘ V(s)-vre (5.1.4.2)

{i,1,zvoleny pocet iteracii}]

Cely program, spracovany v Matematike 3.0, je uvedeny v dodatku C.
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5.1.5 Vysledky

V tejto Casti ukazeme graf nami ziskanej premenlivej implikovanej volatility, zavislej
od ceny akcie o(S). Dalej zobrazime porovnanie nasej implikovanej volatility o(S)
s implikovanou volatilitou vypocitanou klasickym spésobom a nakoniec uvedieme

vysledky L' a L” chyb pre jednotlivé iteracie.
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Obrazok ¢€.14 - Graf premenlivej implikovanej volatility a(S).
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Obrazok ¢.15 - Porovnanie grafov premenlivej implikovanej

volatility o(S) s implikovanou volatilitou.
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Obrazok ¢.16 - Graf odchyliek premenlivej volatility

od implikovanej volatility.

Vysledky L'a L” chyb pre jednotlivé iteracie:

Iteracia 1
L1 Chyba
Iteracia 2
L1 Chyba
lteracia 3
L1 Chyba
lteracia 4
L1 Chyba
lteracia 5
L1 Chyba
lteracia 6
L1 Chyba
lteracia 7
L1 Chyba
Iteracia 8
L1 Chyba
Iteracia 9
L1 Chyba
Iteracia 10
L1 Chyba 0.00154212
lteracia 11
L1 Chyba
lteracia 12
L1 Chyba
lteracia 13
L1 Chyba
lteracia 14
L1 Chyba
lteracia 15
L1 Chyba
lteracia 16
L1 Chyba
lteracia 17
L1 Chyba
lteracia 18
L1 Chyba
lteracia 19
L1 Chyba

0.00261524

0.00244547

0.00229026

0.00214836

0.00201864

0.00190003

0.00179292

0.00169928

0.00161557

0.00147831

0.00142212

0.00137228

0.00132792

0.00128744

0.00125047

0.00121749

0.00118757

0.00115954

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

L-nekonecno

Chyba 0.00461431

Chyba 0.00447085
Chyba 0.00433133
Chyba 0.00419658
Chyba 0.0040671
Chyba 0.00394322
Chyba 0.00382505
Chyba 0.00371262
Chyba 0.00360584
Chyba 0.00350459
Chyba 0.00340867
Chyba 0.0033179
Chyba 0.00323204
Chyba 0.00315085
Chyba 0.00307411
Chyba 0.00300158
Chyba  0.00293302
Chyba 0.00286821

Chyba 0.00280694

MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =
MaxSigma =

MaxSigma =

MaxSigma = 0.209229

0.21817

0.226833

0.235226

0.24336

0.251247

0.258897

0.266322

0.273534

0.280543

0.28736

0.293996

0.30046

0.306762

0.31291

0.318913

0.324779

0.330516

0.33613
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Iteracia 20
L1 Chyba 0.00113344 L-nekonecno Chyba 0.002749 MaxSigma = 0.341628
Iteracia 21
L1 Chyba 0.00110909 L-nekonecno Chyba 0.0026942 MaxSigma = 0.347016
Iteracia 22
L1 Chyba 0.00108622 L-nekonecno Chyba 0.00264234 MaxSigma = 0.352301
Iteracia 23
L1 Chyba 0.00106481 L-nekonecno Chyba 0.00259325 MaxSigma = 0.357487
Iteracia 24
L1 Chyba 0.00104522 L-nekonecno Chyba 0.00254677 MaxSigma = 0.362581
Iteracia 25
L1 Chyba 0.00102719 L-nekonecno Chyba 0.00250274 MaxSigma = 0.367586
Iteracia 26
L1 Chyba 0.00101014 L-nekonecno Chyba 0.00246101 MaxSigma = 0.372508
lteracia 27
L1 Chyba 0.000994004 L-nekonecno Chyba 0.00242144 MaxSigma = 0.377351
Iteracia 28
L1 Chyba 0.000978728 L-nekonecno Chyba 0.00238391 MaxSigma = 0.382119
Iteracia 29
L1 Chyba 0.000964259 L-nekonecno Chyba 0.00234829 MaxSigma = 0.386816
lteracia 30
L1 Chyba 0.000950549 L-nekonecno Chyba 0.00231448 MaxSigma = 0.391444

S kazdou iteraciou mdéZzeme sledovat pokles tychto chyb, z &oho by sa dalo

usudzovat o spravnosti algoritmu na vypoc€et premenlivej implikovanej volatility.

5.2 Priestorovo-Casova zavislost’ volatility

Aj vtomto modeli budeme vychadzat z Black-Scholesovej parcialnej diferencialnej

rovnice (3.1.17), ale volatilita tu bude funkciou, zavislou na cene akcie S a ¢ase .

0V _0(Stf g 0%V _
01 2 0 S?

Predpokladajme, Ze mame udaje vyvoja ceny opcie za poslednych M dni trvania jej

oV
r-D)IS——+rV =0 5.2.1
( )Sas (5.2.1)

platnosti. V €ase expiracie je cena tejto opcie dana jej pay-off diagramom. Na
vypocet volatility s priestorovo-Casovou zavislostou o(S, t) bude mozne vyuZzit
s malymi upravami program na vypocet volatility zavislej len od ceny akcie S, ktory je
cely uvedeny v dodatku C, pretoZze budeme pocitat’ vlastne Casové rezy grafu pre

premenlivd implikovana volatilitu oS, ).

Naznak algoritmu:

1. krok - ¢as do expiracie je At — vypoclitame o (presne tym istym spésobom,

ako by sme poditali volatilitu zavislu len na cene akcie o(S).
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2. krok - ¢as do expiracie je 2At— na vypocet 0, vyuZijeme aj ziskané hodnoty
01 . Pre €asovy interval, v ktorom sa pocitala o1 (0, Af), sa pri vypocte
novej 0> bude pouzivat nam uz znama hodnota 0; a pre zostavajuci
zvySok intervalu (At, 2Af) sa bude o0, modifikovat obdobne ako pre

volatilitu zavislu len na cene akcie o(S).

n. krok - ¢as do expiracie je nAt = T — pre vypocet o, vyuzijeme uz vSetky

zname hodnoty a1, 03, ..., 01 pre k nim dané prislusné ¢asové useky.

TakZe pre hodnotu volatility v k-tom kroku plati: o(S) = (S, kAf) a je urCovana
algoritmom s tym, Ze na vypocet Black-Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice s
volatilitou zavislou na cene akcie Sacase t (5.2.1) sme vyuzivali uz vypocitané
hodnoty oi(S, Al), 0x(S, 2A0), ..., 0k -1(S, (k - 1)Af). V kroku k uz ur€ujeme hodnotu
ak(S, nAb) tak, aby odchylka rieSenia Black-Scholesovej rovnice s volatilitou zavislou
na cene akcie a Case (S, kAf) od redlnych hodnét vtom Case Viea(S, kAf) bola

minimalna.

\%

V 1 .kroku - vypocet p,
V 2 .kroku - vypocet P,

V n.kroku - vypocet P,

n.krok

Obrazok €.17 — Pomocny obrazok znazorfiujuci postup vypoétu o(S, ) .
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