
O probléme premenlivej volatility v Black–Scholesovom modeli                                    Diplomová práca

- 32 -

5. Praktická analýza Black-Scholesovho modelu s premenlivou

volatilitou

V�SUYHM� þDVWL� WHMWR� NDSLWRO\� VD� EXGHPH� V~VWUHGL � QD�PRGHO�� Y ktorom bude volatilita

]iYLVLH �OHQ�QD�FHQH�DNFLH�σ = σ (S���1DãLP�FLH RP�EXGH�QiMV �WDNp�σ = σ(S), aby sme

VD�SUL�YêSRþWH�%ODFN�6FKROHVRYKR�PRGHOX�V premenlivou volatilitou „trafili“ do vopred

]QiP\FK� UHiOQ\FK� GiW�� -HGQi� VD� WHGD� R� LQYHU]Q~� ~ORKX� QD� YêSRþHW� GLI~]QHKR

koeficientu  σ = σ(S��� SULþRP� V~� ]QiPH� ULHãHQLD� SDUDEROLFNHM� %ODFN�6FKROHVRYHM

URYQLFH�Y�NRQFRYRP�þDVH�D�YãHWN\�RVWDWQp�SDUDPHWUH�~ORK\��9�GUXKHM�þDVWL�XYHGLHPH

úvahu o�PHWyGH� XUþRYDQLD� YRODWLOLW\�� ]iYLVOHM� QLHOHQ� RG� FHQ\� DNFLH�� DOH� DM� RG� þDVX�

teda σ = σ(S, t).

5.1 Volatilita závislá od ceny akcie σ(S)

5.1.1 Analýza a príprava reálnych dát

Skôr ako pristúpime k�DQDOê]H� UHiOQ\FK�GiW�� XYHGRPPH�VL�� åH�QHPiPH�N dispozícii

ceny opcií V na rôzne ceny akcií S pri pevnom E, ale práve naopak. K dispozícii

máme len jednu cenu akcie, na ktorú sú vypísané opcie s�U{]Q\PL� H[SLUDþQêPL

cenami. Z tohto dôvodu je vhoGQp�]DYLHV �QDVOHGXM~FH�VXEVWLW~FLH�
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V =  ,       �=H ,       9

(
:

�
= .                                (5.1.1.1)

Pomocou tejto substitúcie dostávame transformované ceny akcií  s jednou

NRQãWDQWQRX� H[SLUDþQRX� FHQRX� H�  � ��� 3RGUREQHMãLH� RGYRGHQLH� WUDQVIRUPiFLH� DM

s�XNiåNRX�P{åHPH�QiMV �Y dodatku A.
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��������5R]GLHO�PHG]L�VNXWRþQêPL�GiWDPL�D Black-Scholesovým modelom

1D�UHiOQ\FK�GiWDFK�VL�XNiåHPH�SUDNWLFNê�UR]GLHO�PHG]L�WHRUHWLFNêPL�KRGQRWDPL�FHQ\

RSFLt�� ]tVNDQêFK�SRXåLWtP�%ODFN�6FKROHVRYHM� IRUPXO\� D� VNXWRþQêPL� FHQDPL� RSFLt� QD

EXU]RYRP� WUKX�� � %XGHPH� XYDåRYD � UHiOQH� GiWD� R� YêYRML� LQGH[X� 6	3����� *UDI\

reálnych cien opcií sme vytvorili pomocou transformácie uvedenej v sekcii 5.1.1.
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2EUi]RN�þ������*UDI�SRURYQDQLD�UHiOQ\FK�GiW�V dátami

Y\SRþtWDQêPL�SRPRFRX�%ODFN�6FKROHVRYHM�IRUPXO\�

=�JUDIRY�MH�PRåQp�YLGLH ��åH�~GDMH�]tVNDQp�SRPRFRX�%ODFN�6FKROHVRYHM�IRUPXO\�SUH

RFH RYDQLH�RSFLt�VD�GRV �OtãLD�RG�UHDOLW\�

5.1.3   Získanie implikovanej volatility z reálnych dát

9�WHMWR�þDVWL�QiP�S{MGH�R riešenie inverznej úlohy pre Black-Scholesovu rovnicu, NH

poznáme ako cenu opcie, tak všetky ostatné parametre (okrem volatility), ktoré

vstupujú do tejto rovnice a�VQDåtPH�VD�Y\SRþtWD �YRODWLOLWX�
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2EUi]RN�þ�13 - Graf implikovanej volatility.

3UL�YêSRþWH�LPSOLNRYDQHM�YRODWLOLW\�] Black-Scholesovej rovnice�VD�YãDN�VWiOH�XYDåXMH

s�SRGPLHQNRX�� åH� YRODWLOLWD� MH� NRQãWDQWQi�� 3UHWR� MH� RSRGVWDWQHQp� ]DYLHV

tzv. premenlivú implikovanú volatilitu, ktorá by bola funkciou ceny akcie ( )6�σ . Potom
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P{åHPH� Y\SXVWL � SRGPLHQNX� NRQãWDQWQRVWL� YRODWLOLW\� D prejdeme k tzv. Black-

Scholesovej rovnici s premenlivou volatilitou
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1DNRQLHF�XUREtPH�ãWDQGDUGQ~�~SUDYX� WêNDM~FX� VD� þDVX�� D� WR� NRQNUpWQH� ]DYHGHQtP

substitúcie, v�NWRUHM� EXGHPH� XYDåRYD � R�þDVH ako o�þDVH� GR� XNRQþHQLD platnosti

opcie (τ = T - t��� 3RWRP� YêVOHGQê� WYDU� %ODFN�6FKROHVRYHM� RFH RYDFHM� IRUPXO\

s�SUHPHQOLYRX�YRODWLOLWRX�EXGH�PD �QDVOHGXM~FL�WYDU��
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 .               (5.1.3.1)

��������$OJRULWPXV�QD�XUþHQLH�SUHPHQOLYHM�LPSOLNRYDQHM�YRODWLOLW\� ( )6

• Za štartovaciu hodnotu pre premenlivú implikovanú volatilitu sigma zoberieme

hodnotu historickej volatility sigmahist (pre všetky hodnoty S).

• ,WHUDþQê�F\NOXV�QD�SRVWXSQp�]OHSãRYDQLH�premenlivej implikovanej volatility σ (S).

     Do[

À 9êSRþHW�KRGQ{W�%ODFN�6FKROHVRYHM�URYQLFH�SUH�SUHPHQOLY~�YRODWLOLWX

 (podrobná numerická schéma je v dodatku B)

  Do[

À novesigma = sigma[[i]] – (hodnota Black-Scholesovej rovnice pre

premenlivú volatilitu[[i]] – reálne dáta[[i]])*deltasigma

^� DN� MH� VNXWRþQi� FHQD� RSFLH� PHQãLD� DNR� QDPL� Y\SRþtWDQi�� WDN� VD

hodnota premenlivej implikovanej volatility σ(S) zmenší a v nasledujúcej

LWHUiFLL�Xå�EXGH�FHQD�RSFLH�QDPL�Y\SRþtWDQHM�QLåãLD��SUHWRåH�þtP�PHQãLD

MH�YRODWLOLWD�DNFLH��WêP�MH�DM�FHQD�RSFLH�QLåãLD�D�RSDþQH }
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À novesigma = Max [0., novesigma]

^��SUHWRåH�KRGQRWD�YRODWLOLW\�PRåH�E\ �OHQ�NODGQi�DOHER�URYQi���`

À sigma=ReplacePart[sigma, novesigma, i]

{i,imin,imax}]

{ kde hodnoty imin a imax sú minimálny a maximálny platný index.

Hodnoty premenlivej implikovanej volatility, mimo tohto intervalu nie sú

Då� WDN� YH PL� SRGVWDWQp� ������ LPLQ�  � �� D imax = 96 pri hodnote

priestorového delenia n = 100 }

À Do[ sigma=ReplacePart[sigma, sigmahist, i] ,{i,1,imin-1}]

À Do[ sigma=ReplacePart[sigma,sigmahist, i] ,{i,imax+1,n+1}]

{ hodnoty premenlivej implikovanej volatility mimo intervalu medzi

minimálnym a�PD[LPiOQ\P� SODWQêP� LQGH[RP� VD� EXG~� XGUåLDYD � QD

hodnote historickej volatility }

À 9êSRþHW� ∞/��D�/� chyby, kde:
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                              ( ) UHDOUHDO �PD[���PD[���FK\ED�/ 96999
LL

−≈−=∞                    (5.1.4.2)

�^L���]YROHQê�SRþHW�LWHUiFLt`@

Celý program, spracovaný v Matematike 3.0, je uvedený v dodatku C.
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5.1.5 Výsledky

V WHMWR�þDVWL�XNiåHPH�JUDI�QDPL�]tVNDQHM�SUHPHQOLYHM� LPSOLNRYDQHM� YRODWLOLW\�� ]iYLVOHM

od ceny akcie σ(S��� DOHM� ]REUD]tPH� SRURYQDQLH� QDãHM� LPSOLNRYDQHM� YRODWLOLW\� σ(S)

s LPSOLNRYDQRX� YRODWLOLWRX� Y\SRþtWDQRX� NODVLFNêP� VS{VRERP� � D nakoniec uvedieme

výsledky ∞/��D�/� chýb pre jednotlivé iterácie.
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��������2EUi]RN�þ����� Porovnanie grafov premenlivej implikovanej

           volatility σ(S) s implikovanou volatilitou.
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                 od implikovanej volatility.

Výsledky ∞/��D�/� chýb pre jednotlivé iterácie:

  Iteracia   1
  L1 Chyba    0.00261524       L-nekonecno  Chyba    0.00461431            MaxSigma =   0.209229
  Iteracia   2
  L1 Chyba    0.00244547       L-nekonecno  Chyba    0.00447085    MaxSigma =   0.21817
  Iteracia   3
  L1 Chyba    0.00229026       L-nekonecno  Chyba    0.00433133     MaxSigma =   0.226833
  Iteracia   4
  L1 Chyba    0.00214836       L-nekonecno  Chyba    0.00419658      MaxSigma =   0.235226
  Iteracia   5
  L1 Chyba    0.00201864       L-nekonecno  Chyba    0.0040671        MaxSigma =   0.24336
  Iteracia   6
  L1 Chyba    0.00190003       L-nekonecno  Chyba    0.00394322      MaxSigma =   0.251247
  Iteracia   7
  L1 Chyba    0.00179292       L-nekonecno  Chyba    0.00382505      MaxSigma =   0.258897
  Iteracia   8
  L1 Chyba    0.00169928       L-nekonecno  Chyba    0.00371262      MaxSigma =   0.266322
  Iteracia   9
  L1 Chyba    0.00161557       L-nekonecno  Chyba    0.00360584       MaxSigma =   0.273534
  Iteracia   10
  L1 Chyba    0.00154212       L-nekonecno  Chyba    0.00350459       MaxSigma =   0.280543
  Iteracia   11
  L1 Chyba     0.00147831      L-nekonecno  Chyba     0.00340867            MaxSigma =    0.28736
  Iteracia    12
  L1 Chyba     0.00142212      L-nekonecno  Chyba     0.0033179        MaxSigma =    0.293996
  Iteracia    13
  L1 Chyba     0.00137228      L-nekonecno  Chyba     0.00323204       MaxSigma =    0.30046
  Iteracia    14
  L1 Chyba     0.00132792      L-nekonecno  Chyba     0.00315085            MaxSigma =    0.306762
  Iteracia    15
  L1 Chyba     0.00128744      L-nekonecno  Chyba     0.00307411            MaxSigma =    0.31291
  Iteracia    16
  L1 Chyba     0.00125047      L-nekonecno  Chyba     0.00300158        MaxSigma =    0.318913
  Iteracia    17
  L1 Chyba     0.00121749      L-nekonecno  Chyba     0.00293302        MaxSigma =    0.324779
  Iteracia    18
  L1 Chyba     0.00118757      L-nekonecno  Chyba     0.00286821        MaxSigma =    0.330516
  Iteracia    19
  L1 Chyba     0.00115954      L-nekonecno  Chyba     0.00280694       MaxSigma =    0.33613
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  Iteracia    20
  L1 Chyba     0.00113344      L-nekonecno  Chyba     0.002749        MaxSigma =    0.341628
  Iteracia    21
  L1 Chyba     0.00110909      L-nekonecno  Chyba     0.0026942       MaxSigma =    0.347016
  Iteracia    22
  L1 Chyba     0.00108622      L-nekonecno  Chyba     0.00264234       MaxSigma =    0.352301
  Iteracia    23
  L1 Chyba     0.00106481      L-nekonecno  Chyba     0.00259325            MaxSigma =    0.357487
  Iteracia    24
  L1 Chyba     0.00104522      L-nekonecno  Chyba     0.00254677        MaxSigma =    0.362581
  Iteracia    25
  L1 Chyba     0.00102719      L-nekonecno  Chyba     0.00250274        MaxSigma =    0.367586
  Iteracia    26
  L1 Chyba     0.00101014      L-nekonecno  Chyba     0.00246101        MaxSigma =    0.372508
  Iteracia    27
  L1 Chyba     0.000994004    L-nekonecno  Chyba     0.00242144       MaxSigma =    0.377351
  Iteracia    28
  L1 Chyba     0.000978728    L-nekonecno  Chyba     0.00238391            MaxSigma =    0.382119
  Iteracia    29
  L1 Chyba     0.000964259    L-nekonecno  Chyba     0.00234829            MaxSigma =    0.386816
  Iteracia    30
  L1 Chyba     0.000950549    L-nekonecno  Chyba     0.00231448            MaxSigma =    0.391444

S�NDåGRX� LWHUiFLRX� P{åHPH� VOHGRYD � SRNOHV� WêFKWR� FKêE�� ]�þRKR� E\� VD� GDOR

XVXG]RYD �R�VSUiYQRVWL�DOJRULWPX�QD�YêSRþHW�SUHPHQOLYHM�LPSOLNRYDQHM�YRODWLOLW\�

5.2 3ULHVWRURYR�þDVRYi�]iYLVORV ��YRODWLOLW\

Aj v�WRPWR� PRGHOL� EXGHPH� Y\FKiG]D � ] Black-Scholesovej parciálnej diferenciálnej

rovnice (3.1.17), ale volatilita tu bude funkciou, závislou na cene akcie S a�þDVH�t.
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3UHGSRNODGDMPH��åH�PiPH�~GDMH�YêYRMD�FHQ\�RSFLH�]D�SRVOHGQêFK�M dní trvania jej

platnosti. V�þDVH� H[SLUiFLH� MH� FHQD� WHMWR� RSFLH� GDQi� MHM� SD\�RII� GLDJUDPRP�� 1D

YêSRþHW� YRODWLOLW\� V� SULHVWRURYR�þDVRYRX� ]iYLVORV RX� σ(S, t�� EXGH� PRåQH� Y\XåL

s�PDOêPL�~SUDYDPL�SURJUDP�QD�YêSRþHW�YRODWLOLW\�]iYLVOHM�OHQ�RG�FHQ\�DNFLH�S, ktorý je

celý uvedený v�GRGDWNX� &�� SUHWRåH� EXGHPH� SRþtWD � YODVWQH� þDVRYp� UH]\� JUDIX� SUH

premenlivú implikovanú volatilitu σ(S, t).

Náznak algoritmu:

1. ��NURN���þDV�GR�H[SLUiFLH�MH�∆t ±�Y\SRþtWDPH�σ1 (presne tým istým spôsobom,

DNR�E\�VPH�SRþtWDOL�YRODWLOLWX�]iYLVO~�OHQ�QD�FHQH�DNFLH�σ(S).
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2. ��NURN���þDV�GR�H[SLUiFLH�MH��∆t ±�QD�YêSRþHW�σ2 �Y\XåLMHPH�DM�]tVNDQp�KRGQRW\

σ1 ��3UH�þDVRYê�LQWHUYDO��Y�NWRURP�VD�SRþtWDOD�σ1 (0, ∆t���VD�SUL�YêSRþWH

novej σ2�EXGH�SRXåtYD �QiP�Xå�]QiPD�KRGQRWD�σ1  a pre zostávajúci

zvyšok intervalu (∆t, 2∆t)  sa bude σ2�PRGLILNRYD �REGREQH�DNR�SUH

volatilitu závislú len na cene akcie σ(S).

.

.
n. NURN� �� þDV� GR� H[SLUiFLH� MH�n∆t = T� ±� SUH� YêSRþHW�σn� Y\XåLMHPH� Xå� YãHWN\

známe hodnoty σ1, σ2, ... , σn-1 pre k�QLP�GDQp�SUtVOXãQp�þDVRYp�~VHN\�

7DNåH� SUH� KRGQRWX� YRODWLOLW\� Y k-tom kroku platí:  σ(S) = σk(S, k∆t�� D� MH� XUþRYDQi

algoritmom s�WêP��åH�QD�YêSRþHW�%ODFN�6FKROHVRYHM�SDUFLiOQHM�GLIHUHQFLiOQHM�URYQLFH�V

volatilitou závislou na cene akcie S a�þDVH� t� �������� VPH� Y\XåtYDOL� Xå� Y\SRþtWDQp

hodnoty σ1(S, ∆t), σ2(S, 2∆t), ... , σk - 1(S, (k - 1)∆t). V kroku k�Xå�XUþXMHPH�KRGQRWX

σk(S, n∆t) tak, aby odchýlka riešenia Black-Scholesovej rovnice s volatilitou závislou

na cene akcie a�þDVH�V(S, k∆t) od  reálnych hodnôt v�WRP� þDVH�Vreal(S, k∆t) bola

minimálna.

2EUi]RN�þ����±�3RPRFQê�REUi]RN�]Qi]RU XM~FL�SRVWXS�YêSRþWX�σ(S, t) .
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