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Uvod 2

Uvod

V ekondmii sa pojem portfolio pouziva na oznacenie suboru aktiv, pricom pod
aktivom rozumieme v uzSom zmysle lubovolny cenny papier obchodovany na
kapitalovom trhu, v SirSom vyzname aktivum obchodované na finan¢nych trhoch. Cielom
kazdého raciondlne zmyslajuceho drzitel'a portfélia je byt ziskovy alebo v nepriaznivom
pripade aspon nebyt’ stratovy. Vytvorenie potfélia obsahuje daaspeky. Prwm aspektom
je vyber konkrétnych aktiv z celkového mnozstva na trhu disponibilfich aktiv do portfélia.
Druhym aspektonje ur¢enie pomerného zastipenia vybranych aktiv v danom portfoliu, s
¢im suvisi optimalizacia portfolia. Tak ako aj v inych oblastiach aj v ekonomike ni¢ nie je
isté akazda investicia je spojena s rizikom. Investor, ktory investuje do kiipy resp. predga
aktiv robi tak za cielom zisku. Rizikom takejto investicie Sarozumiendstotaz néaratu
penazi a ziskom sa rozumie vynos z investicie alebo navratnost’ investicie, tj. Cisty zisk.
Velkost vynosu investicie uzko suvisi s rizikom investicie. Cim vi¢§i je pozadovany
vynos investicie tym vacsie riziko investicia obnasa. Optimalizacia portfdlia je teda vyber
takého pomerného zastupenia aktiv do portfolia, ktoré ma pri pozadovanom vynose
minimalne rizko resp. pri stanovenommiziku maximalny vynos. Takéto portfélio

nazyvame optimalne portfdlio, v texte tiez ako rizikovo optiméalne portfolio.

Prvad kapitola je venovandeortickym podkhdom pre prakticki aplikéciu
optimalizacie portfélia. Je v nej uvedeg teoreticky model sistymi predpokladmi
anasledymi implikaciami, ktoré satykaju rovnovédy na kapitéloych trhoch. V modeli je
tiez zahrnuta tedria tvorby portfolia Markowitzovym pristupom. V zavere tejto kapitoly st
zhrnuté praktické déslegktohto modelu.Zdrojom inform&ii je [1]. Druh& kapitola je
venovandaefinovaniutlohy zadanej zZNBS. V tretej kapitole su matematick®ddklad/ pre
rieSenietlohy. Stvrtakapitolaobsahuje mamatick( formul&iu Glohy a konkrétly postup
pri jej rieSeni. Na aver kapitoly je uvedery popis vytvorenéhoprogramu, porovranie
vysledkov a rieSenie ulohy s konkrétnymi realnymi ohrani¢eniami. Vysledky numeickych

experimentov ako aj rieSenia Ulplu v prilohe.
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1 CAPM

1.1 The Capital Asset Pricing M odel.

Uvedery model je jednou @ z&kladnych ¢asti modernej ekonomie. Model nam
déva preciznu predstavu vztahu medzi rizikom aktiva a jeho ocakdvanou navratnostou.
Pod rizikom rozumieme prirodzené riziko z navratnosti investicie, pretoze ni¢ nie je isté a
kazda investicia mé svoje riziko®. Tento vztah mé dva hlavné désledky. Po prvé, umoznuje
nam urobit’ vypocet odhadu miery navratnosti moznych investicii. Napr. pri analyzovani
cennych papierov nas moze zaujimat, ¢i oakdvana navratnost’, ktort predpokladame resp.
predpovedame pre nejaky CP, je menSia alebo vécsia ako ,,spravodliva® navratnost’ k
danému riziku. Po druhé, model ndm pomaha urobit’ kvalifikovny odhad hodnoty aktiva,
ktoré esSte nebolo obchodované na trhu vzhl'adom na jeho oCakavanu navratnost, alebo
odhadnut’ ako ovplyvni novy investicny projekt resp. nova investicna stratégia investormi
pozadovani navratnost’ z investicie do akcie spolo¢nosti. Hoci CAPM nespiita tiplne
empirické testy, je Siroko pouzivany, pretoze poskytuje hlbsi pohl'ad do veci a svojou

presnost’ou postacuje pre mnohé aplikacie.

CAPM je stbor predikcii tykajiicich sa rovnovahy ocakévanych navratnosti
rizikovych aktiv. K CAPM pristipime postulovanim otazky ,.Co ak®, kde Cas’ ,,ak“
odkazlje na zjednoduSenysvet. Postavenim nepoghbne rerealistického sveta nam

umoziuje relativne lahky prechod k ,,tak* Casti.

Zjednodusujuce predpoklady veduce k zakladnej verzii CAPM mdzZeme
sumarizovat' do nasledujuceho zoznamu pozostavajiiceho zo Siestich bodov [1, str. 237]
Tymito podmienkami sa pokuSame zaistit’ to, aby si jednotlivi Gi€astnici boli vzdjomne
podobni tak, ako je to len mozné, s citelnou vynimkou rozdielneho pociato¢ného bohatstva
a tolerancie rizika. Uvidime, Ze zhoda investorovho spravania sa zna¢ne zjednodusuje nasu

analzu.

! Statne dihopigstipovazované za bezizikové, t.j.navratnost’ investide je ista
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1. Je vela investorov, kazdy so zdkladnym bohatstvom, ktoré je v porovnani s
celkowm bohatstvom vSetich investorov malé.Investori su price-takes, t..
jednaju aj ked” ceny CP nie st ovplyvnené ich vlastnymi obchodmi. To je obvykla
podmienka dokonalej sut'aze v mikroekonomii.

2. Vsetci investori planuju pre jedno identické Casové obdobie. Takéto spravanie
investora sa niekedy oznacuje ako myopické v tom zmysle, Ze investor ignoruje
vSetko, ¢o by sa mohlo stat’ za koncom tohto ¢asového tseku. Myopické spravanie
sanie je vo vS@bemosti optiméne.

3. Investicie su limitované na subor verejnecbbdovarch aktiv ako su atie a
dlhopisy a na bezrizikové pozifiavanie a vypozifiavanie. Tento predpoklad
vyluCuje investovanie do neobchodovanych aktiv akymi su ludsky kapital,
sukromné podniky, vladou rezervované aktiva atd. Tiez sa predpoklada, ze
investori si moézu pozifiavat a vypoziciavat lubovolni sumu pri fixnom
bezizikovom uroku.

4. Investori neplatia dane z navratnosti investicie a transakéné ndklady z
obchodovania s aktivami. V realite su investori v roznych danovych skupinach a to
moze ovplyviovat typ aktiva, do ktorého investuju. Dait mdze zavisiet’ od toho, ¢i
je prijem zuroku, zdividendy aleboz kapitalovéhovynosu.Naviac,obchodowanie
je nakladnéa provize a poplatik zavisia od objemu obchoda od pozcie
individualneho investora.

5.  Vsetci investori st racionalnymi optimalizatormi v tom zmysle, Ze vSetci pri vol'be
portfolia pouzivaju Markowitzov® model.

6. VSetci investori angkuju &ktiva tym istym spdsobom azdielaju ten isty
ekonomicky pohlad na svet. \fsledkom je identick odhadownie distribacie
pravdepodobnosti budiceho tokenpZ z investovania do pristugoh aktiv, t.|.
pre Tubovolny subor cien aktiv v3etci odvodia ten ystvstupry list do
Markowitzovho modelu.So suborom cien aktiv a bezikovou Grokovou mierou,
vSetci investoripouzivaji tie isté ofakavané navratnosti akovarianénu maticu z

navratnosti aktiv na generovanie éektivnej hanice a jedine¢ného rizikovo

2 Harry Markowitz odvodil zaklag modernéhananazmentu portfélia v r. 1952, @& mu
bola v r. 1990 udelendobelova ena z ekonomiku. CAPM bol vyinuty 12 rokov nekor
v ¢lankoch od W. Sharpe, JLintnera J Mossin.
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optimalnehoportfélia. Tento predpokladej¢asto oznacovany ako homagénre

ocCakavania.

Tieto predpoklay reprezntuju ,ak* z nasej gk“ - ,tak" analyzy. Samozejme ignoruju
vacsinu zlozitosti redlneho sveta. S tymito predpokladmi vSak mo6zme ziskat’ nadhlad na

podstatu rovnovahna trhu &cii.

Mozeme teda zhrnat' désledky vediice k rovnovahe, ktora bude prevladat’ v tomto
hypotetickom svete aktiv a investorov. Nasledujuce casti tejto kapitoly vysvetluji a

pracuju symito implikaciami [L, str. 238]

1.  VsSetci investori si vybert k drzbe portfolio rizikovych aktiv v takom zlozeni, ktoré
je kopiou zloZenia aktiv v trhovom portféliu obsahujiiceho vsetky obchodovate’né
aktiva. Zastupenie kazdého aktiva v portféliu trhu odpoveda trhovej hodnote
predmetného aktiva (cena jedného aktiva nasobena poctom obchodovanych aktiv)
delené elkovou trhovou hodnotou vSetkh aktiv.

2. Nielen trhové portfélio bude @ hranici wkonnosti- efficient frontier, ale taktiez
portfélio uréené Ciarou alokacie kapitalu- CAL ako dotyénicou k hranici
vykonnosti odvodenou kazdym jednym investorom (vid’ obr. ¢. 4.). Vysledkom je
Ciara kapitalového trhu- CML, vychadzjluca z bezizikového Uroku cezrhové
portfolio, M (vid’ obr. ¢. 6.), ktora je tiez najlepSie dosiahnutelnou CAL. Vsetci
investori drzia M ako svoje rizikovo optimalne portfolirozdielomiba v pomere
investovaného do neho a dezhizikového aktiva.

3. Rizikova prémia z trhového portfélia bude proporcionalna k jeho riziku a stupiiom

averZe k rizku daného investora. &iematiclky :
E(ry)-r, =0,01A0; | (1.1)

kde g je variaria trhového portfélia M, A je priemerny stupeti averzie k riziku

priemerovagy cez vSetkch investorov,ry je bezizikova uUrokova mies resp.
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trokova miera zT-Bill® a E(ry)* je oSakdvana navratnost trhového portfolia.
Pretoze M je optimélne portfélio, ktoré jeefektivne diverzifikovaré cez vSetky
aktiva, tak o je ystematickériziko® takéhoto sveta.

4. Rizikova prémia individualgch aktiv bude propwionalna rizikovej prémii
trhového portfoliaM a beta koeficientu aktiva vztahujucemu sa k trhovému

portfoliu. Formalne je leta ddinovanaako

o M
Modzeme teda napisat’

E(r) -1, =%[E(rm)—w = BIE()-T,] (1.3)

M
kdei je index aktiva.

Vztah (1.1) je odvoden z uzitkovej funkcie definovagj v ¢asti 1.2.2Vztahy (1.2) a (1.3)

sU odvodené vasti 1.3.4.

3 T-Bill = bezrizikovy cenny papier (CP s nuloym rizikom strdy navratnosti investide)
* E(ry) je strednd hodnotarivratnosti trhového portfélia
% Pozi ¢ast’ 1.2.3. Diverifikécia a rizko portfélia
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1.2 Tedria portfélia

Teraz odhliadneme odefektiveho trhogho portfélia a pazeme sana to, ako

vytvéraju svojeportfélio jednotlivi investori.

Pri vytvarani optimdneho portfélia je snda dosiahnut’ ¢o najlepsSi pomer medz
rizikom a wnosom. Vo vBobenosti je kapitalové portfolio tvorén rizkovymi a
bezizikovymi aktivami. Pomer, akn investor alokuje svoj katal do rizkovej a
bezizikovej ¢asti portfélia zvisi od jeho aveiie k rizku. Cfm avermejsi je invesor k
riziku, tym vicsiu Cast’ svojho kapitélu umiestni do bezikovej ¢asti portfolia a opacne.
Urcenie rizikovej ¢ati portfolia tak, aby bola optimdna, je zalezitost’ ¢isto maematicka.
Investor iba uéi, ktoré rizkové aktiva zelkovéhomnozstva rizikovych &tiv natrhu mgu

byt v tgjto casti portfolia zahrnuté.

1.2.1 Portfdlio z jedného rizikového a jedného bezrizikového aktiva
Predpokladameze investor sauz rozhodol, aké aktivum budebsahovat’ rizikova
Cast’ optimdneho portfolia Nasleduje uréenie pomeru, agm rozdeli svoj kapital medz

rizikovu ¢ast’ a bezizikovu ¢ast’. Povedme, ze do rizikovej ¢asti P alokujey a avySok, t.j.

(1 -y) do kezrizikovej ¢asti F. Miera navatnosti celkového portfoli€ je potom daé ako

e =yre +(1=y)r,, (1.4)

Vzhladom k tomu, ze ry je dana trhom a k dispidi mame lenocakavani mieru

navratnosti rikkovej casti E(rp) :

E(re) = yE(r)+@-y)r, (1.5)

Riziko portfélia je dané jeho Standartnou oglkbu ako
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O.=Yy0, , (1.6)

kedze 0r=0. Na tomto mieste je vhodngoznamenat, ze vO velkej Casti modenej
ekonomickej tedrie & predpoklad normalne, asp. lognormalre rozdelenie miery
navratnosti aktiv,pretoze je dobre pop@né svojou strednou hodnotou a disgpelf.

Vyjadrenimy zovztahu (1.6) a dosa@nim do (1.5) dostaveaen
o
E(r)=r, +U—C[E(rp)—rf], 1.7)
P

odkid’ definujeme

g=E)1 (1.8)
GP

¢o je sklonciary alokace kapitédlu CAL (Obr. ¢&. 1.), tieZ oznacovany ako poner odmewy k

riziku.

E(r)

®[1, str. 162Juvadza, Ze navratnost a riziko portfolio s 32 akciami &ro¢nou
navratnostou maji dostato¢ne blizko k paramebm normalnemu radeleniu.
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1.2.2 Miera tolerancie rizika a alokacia aktiv

V predoslejcasti sme ukéai mozné kombinacie alokacie katalu, t.j kombinacie
navratnosti a rika, ¢coho zobraznim je CA.. Teraz naskdujeuréenie pomeruy - alokécie
kapitalu do riikovej casti portfolia. To je determinova@n mierou aerze k rizku
jednotlivéno investora Uzitok investoraz jeho portfdlia je day jeho tizitkovou funkciou

definovanou akd
U =E(r,)-0.005A0 2, (1.9)

kde A je koeficientavezie k rizku (0.01 je prevod med26 a dekadikym vyjadrenim
¢isla). Dosadeim (1.5) a (1.pdo (1.9) dostéame

U =r; +y[E(r,)-1,]-0.005Ay°0 ¢, (1.10)

Z maimalizacie uzitkovej funkcie, t.j. postaveninU / dy = 0 a nastdrym vyjadrenim y
mame

, 1.11
0.01A02 (1D

¢o jehl'adany pome. Nasledné ngdenie optimdneho patfélia C je zobrazné naobr. ¢. 2.

Ciara alok&ie kapitalu tvorea jedrym bezizikovym aktivom a trhoym indexom®
sa nayva Ciara kapitalovéhotrhu - CML a prealstavuje pasivnu stragi@l investowania

diskutovanu Wasti 1.3.2.

" Tato definicia je £1, str. 14§. Vo vSeobecnosti jmozné pouzit’ aj inak definovani
uzitkova funkiu.
& Trhowm inde>om st balily akcii spolo¢nosti ako napr. S& 500, MSDAQ
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E(r)

Efr.) |
Efr.)

1.2.3 Diverzifkacia a riziko portfélia

Ak predpokladme,ze portfolio je zlozené iba z akcii firiem, roiSujemedva druhy
zdrojovrizika. Prwym je trhowve riziko (systematiké, nediverzifikovatel'né), ktoré vaika z
neistot vyplyvajacich z drokowch sadzieb, inflacie a igch ekonomickch ¢initel'ov.
Druhym je Specfické (firermé, resystematické, diverzifikovatel'né) riziko plyntce zrizika
firmy. Diverzifikdcia je proes pridavania akdi do portfélia za ucelom znizenia
3pecifického rikka. Cim vagsi pocet akcii portfélio obsahuje, tfi nizsie je jeno Spedické
riziko, tedaaj jeho celkové riko. AvSak trhove iziko diverifikaciou znizené nemdze

byt'.

1.2.4 Portfdlio z dvoch rizikovych aktiv

Terazpredpokladjme,ze portfélio moze byt zostavené len dvoch akivpricom prvé
aktivum ma v portféliu astipeniew; a druhaw, = 1-w;. Miera navratnosti takéhoto

portfélia je

Fp =W, I +W,T,, (1.12)
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kder; ar, su navratnosti akiv arp je navratnost’ portfélia. Opat mame k dispozid iba

oc¢akavané nawatnosti akiv, preto (1.3repiSera na

E(rp)=w,E(r,)+w,E(r,) (2.13)

Varianca portfélia je @na ako

02 =w’ o +wio?+2w,w,cov(r,,r,) (1.14)

Kedze cov(r,,r,) =07 mozeme (1.14) prepisat’ na

o2 =w;cov(r,,r,)+w; cov(r,,r,)+2w,w, cov(r,,r,) (1.15)

z ¢oho vidiet, Zze variancia portfolia je vazenym priemerom kovariancii. Pripomenime, Ze
cov(r,,r,)=cov(r,,r;) ¢o znamena, Ze kovariancie akiv su usporiadané v symetrickej
matici, v tomto pripae rozmeu 2. Kovarianciu dvoch nahodnych veli¢in X a Y mozno
napisat’ ako

coV(ry,Iy)=PyyOx Oy, (1.16)

kde pyy 0<-1,1> je korela¢ny koeficient predstavujiici mieru zavislosti X od Y. V§imnime
si, ze variancia portfolia je najvyssia, ak su aktiva perfektne kladne korelované, t.j. p, = 1.
V kazdom inom pripade je nizs§ia. Vzhl'adom k tomu, ze navratnost’ portfdlia je dana ako
vazeny priemer navratnosti, vzt'ah (1.13), portfolio tvorené z akiv, ktorych 0< p<1, déva
vzdy lepsi pomer navratnosti ku riziku ako portfolio tvorené perfektne korelovanymi
aktivami. Takéto portfolio by mohlo byt’ interpretované ako drzanie dvoch akiv ,,oddelene*
Dosadenim (1.16) do (1.14 s prihliadnutim ng,, =1 vidiet, Zze variancia portfolia je
Stvorec vazenych Standardnych odchylok. Analogicky, najnizsia dosiahnutelna hodnota

variancie pafolia je pre p,, = -1.
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Pri optimdi z&cii nas zaljima, &ké pomeneé zastupaia mgu aktiva v portféliu mat,
aby toto bolo optiméne. Dosalenim w, = 1w, do (1.14) apolozenim do?2/ow, =0 a

naslednou Upravou dostime

W = 07 -cov(r,,r,)
' g2+402-2cov(r,,r,)’

(1.17)

¢o je hladané pomerné astupenie psého aktiva. Ry réxne hodnoy p,, dostadvame
samozrejme rozne hodnoty pomerného zastipenia akiv v portfoliu, o je ndzorne ukazané

na nasledovnom obriaa.

1.2.5 Portfdlio z dvoch rizikovych a jedného bezrizikového aktiva

Ak by smeuvazovali portfolio zlozené z dvoch rizkovych aktivtvoriacich rizikové
portfélio P a jedného bezikoveho aktivaF, tak amlogicky ako véadi 1.2.1,snazime sa

ziskat’ ¢o najlepSi pomer odmerk riziku, t.|.

E(r,)-r
maxs, = —0P) 7" (1.18)
w O-P
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kde E(rs) a 0p SU dag z (1.13) a (1.1%pricom opét’ W, = 1w;. PoloZenim 0S, /ow, =0
dostavame

* [E(rl)_rf]az2 _[E(rZ)_rf]cov(rl’rZ)

W, = 2 > (2.19)
[E(rz)_rf]al +[E(rl)_rf]02 —[E(rl)—E(rz)—er]cov(rl,rz)

Ostavauz len ukit pome, akym podeime kapitd medzi ¢asti P aF. Tento pomer avisi
od koeficientuaverzek riziku A a je day vztahom (1.11). Navratnost’ celkového pafolia
C je dan&zt'ahom (1.5) a zobrazna raobr. ¢. 4. Body D aE predstavuju jednotlivé aktiva

a U je uzitkova funkcia investoa definovaa vcasti 1.2.2.

£fr)

1.2.6 Markowitzov model vyberu portfélia

Teraz zovSeobecnime prga wberu dvah rizkovych aktiv na vyber viac
rizikovych aktiv. Pr¢ym krokom je njdeniennoziny kombin&ii rizika a navratnosti. Tato
mnozina predstavuje krivku, ktord saaxyva beriéra akbo hrania minimalnejvariarcie
rizikovych aktiv. Tato hraica je graf najnizSicho mozného rizika ktoré méze byt
dosiahnutépri danej nawatnosti portfolia a jeho mbraznim je paabola naobr. ¢. 5.
Poznamenajme, ze vSetky individualne aktivalezia na pravej stene od tejto hrarmie,
prinajmensomak je povolery kratky predaj. Ak by bol kratky predaj 2kazany, niektoré z

aktiv mozu lezat’ aj na hranici. Bd G leziaci na wchole paaboly je dobalnym varianénym
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minimom. VSéky body leZziace na tranici a rad bodom G su ngepSimi moznymi
kombinaciami ritkka a navratnosti portfélia a tvoriefektivnu hranicu. Pre 'ubovolné
portfélio leziace na hanici a pod bodonG existuje portfolio naefektivng casti hranici,
ktoré m& k prislichajiamu rizku vicsiu navratnost’, preto spodé cast’ krivky tvori
neefektivnu hainicu ebr. ¢. 5.). Druhy krok optimdizécie zahfiia bezizikové aktivum. Tak
ako v predchdzjlcej ¢asti, hfadime CAL s najva¢sim pomerom odmenKk riziku, t.j.
najstrmsiu CA.. Poslednoutast'ou optimdizacie je problén individudneho investorg
ktory sarozhodujepre ¢ast’ investovanu do rikového portfélia azySok do berizikového

aktiva, ako je to nabr. ¢. 4.

Efr) CAL(P)

Hranica mimmalne;
variancie

Obr.¢. 5

Teraz sa blizsie pozriane na prvy krok optimdizacie. Pre ngdenie hranice
minimalnej variancie potrebeiine ako vstup suboodhadov ocakavanej navratnosti
kazdého aktiva a odhad kovarian¢nej matice. Predpokladame, Ze investor planuje pre jeden
¢asovy horizont, napr. jedenrok a ma ybranych n akiv. Teraz, v ¢ase O vieme cery akiv
P.L....PY Pre kazdé aktivum urobime odhad o¢akavanej navratnosti za zvolené obdobie, v
tomto pripade jeden rok. T4 je ur¢end pomocou strednej hodnoty ceny E(PD),... P, a
dividendy aktivaE(D;),...,ED,) akd®

E(P)+E(D,)-P
PO

E(R)= , (1.20)

%1, str 212] Samozejmeto nie je jediy sposohuréenia otakévanej naviatnosti.
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Kovariancie medzi vynosovymi mierami analyzovanych aktiv sii zvyCajne urované z
historickych dat. S danymi odhadmi mdézme formulovat’ o¢akdvanti navratnost’ a varianciu

rizikového portfdlia zlozeného z aktiv, z ktorych ma kazda vahuw; :

E(rp)=iwiE(n>

n n n ]
2 _ 2 .2
Op= E W, O, +§ z wichov(ri,rj.)
= = j:

i#j

(1.21)

ktoré wplyvaju priamo z1.13) a (1.1%sumovanim cen aktiv.

Idea najdenia hranice optimalne rizikovych portfolii spoc¢iva v najdeni najvacsej
oCakéavanej navratnosti pre 'ubovol'ni hodnotu rizika, resp. ndjdenie minimalneho rizika
pre kazdi hodnotu oc¢akavanej navratnosti. Tieto dva postugy su ekvivalentné. ASak z
matematického hl'adiska je postup hladania minimdlnej variancie jednoduchsi, pretoze
volba ofakavanej navratnosti portfdlia je ohrani¢ena nejakym intervalom, ktorého hranice
zavisia od maximalnej a minimalnej ocakavanej navratnosti zo stiboru jednotlivych akiv.
Pri postupe hl'adania maximalnej névratnosti sa dané riziko voli v principe z intervalu

(0,+0).

V prax sa mozeme stretnut’ s ohrani¢eniami na akcie. Napriklad ngaka instituda
modze mat’ zakazané mat’ kratku poziciu v niektorych aktivach, teda vahy tychto akiv musia
byt v jej portfoliu kladné. Alebo investor mdéze pozadovat, aby dividendy z vybranych
akiv dosahovali nejakti pozadovanii hodnotu. Takéto ohrani¢enia sa pidavaj do
optimalizacného problému, avsak kazdé d’alsie pridané ohranicenie znizuje strmost’ CAL,

t.J. pomer odmewnk riziku.

Druhym a tretim krokom sii zohladnenie bezrizikového aktiva, teda ndjdenie
optimalnejCAL a propacionalne zahrnutie bezrizikového aktiva do celkovéhdfqa
individualnym investorom. Tieto kroky sa uskuto¢nia analogicky ako v &asti 1.2.1 resp.
1.2.2.
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Dal3im realnym ohrani¢enim je ohrani¢enie na bezrizikové aktivum. Ak pripustime,
Ze nie vSetci invetori si mozu poziCiavat’ za t istu bezrizikovl mieru ry, tak dospejemé&
zaveru, Ze nie vSetci investori odvodia to isté optimalne portfolio pre dany subor aktiv.

Podrobnejsie je tato Cast’ popisana v [1].
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1.3 Rovnovaha na kapit alovych trhoch

1.3.1 Preco vSetci investori drzia trhové portfélio ?

Z predpokladu z ¢asti 1.1 je 'ahko vidiet, Ze vSetci investori si budu Zelat’ vlastnit
rovnaké rizikové portfolio. Ak vsetci investori pouziju ti istat Markowitzovu analyzu
(predpoklads) aplikovanyna ten is§ suborcenrych papierov (predpoklad 3)pre €n isty
¢asovy horizont (predpoklad 2) a pouziju ten isty vstupny list (predpoklad 6), vSetci musia
dospiet’ k rovnakému urc¢eniu rizikovo optimalneho portfolia. Toto portfolio lezi na hranici
vykonnosti a je urené dotyCnicou CML, vychadzajucou z bezrizikového aktiva, k

efektivnej hanici, ako je to naasledujucom obrdal.
E) CML
Ely,)

¥ F

\

o o
Obr. €. 6.

To implikuje, ze ak véha rizikovych akcii, napr. General Motors, v kazdom beznom
rizikovom portfoliu je 1%, potom ap sme dostali gregatne trhové pafolio, sumujeme
cez portfolia vietkych investorov a trhové portfolio bude tiez obsahovat’ 1% GM. Ten isy
princip je aplikovatelny na ktorékol'vek proporcionalne zastupenie akcii v rizikovom
portfoliu kazdého investora. Ako vysledok teda mAme optimalne rizikové portfélio, ktoré

drzi kazdy z investorov a ktoré je jednoducho podiel z trhového portfolia M.

Pripug'me, ze optimalne portfolio nasich investorov neobsahuje akcie nejakej

spolo¢nosti, napr. Delta Airlines. Ak sa vsetci investori vyhnu akciam tejto spolo¢nosti,
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dopyt bude nulovy a cena akcii DA bude prudko klesat’. Ked’ akcia progresivne zlacnie,
stane sa viac atraktivnou pre investovanie a dostato¢ne atraktivnou na to, aby bola zahrnuta
do optimalneho akciového portfolia. Takyto proces garantuje to, ze vSetky akcie buda
zahrnutév optimalnom portfoliu. &inou dazkou ostava cena, pri k&rsu investori

ochotni zaradit’ akciu do ich rizikovo optimalneho portfolia.

1.3.2 Efektivna je pasivna stratégia

V jednoduchom svete CAPMM je optimdne portfdlio uréené doty¢nicou k
efektivnej hranici (obr. ¢. 6.). Tym, Ze investor drzi trhové portfolio M, mdéze vynechat’
robenie Specifickej analyzy a ziskava efektivne portfolio drzanim trhového portfolia.
Samozrgme, ak by kazdy sledoval tato stratégiu, nikto by nevykonaval analyzu akcii a
takyto stav by nebol dlhodobo udrzatelny. Teda pasivna stratégia je investovat do
trhového, indegvého, portfélia. Tento wsledoksa nieckedy nazyva teoréma spolo¢ného
fondu - mutual fund theem [1, str. 240] Na zaklade predpokladu, Ze vSetci investori
volia drzanie indexového spolo¢ného fondu, mdzeme rozdelit vyber portfolia na dva
komponery :

* technologicky problém, tj. vytvorenie spolo¢nych fondov profesionalnymi
manazérmi
» osobiy problém ZAvisiaci na investorovej &rai k riziku, t.j. alokaciacelého
portfolia medzi spolo¢ny fond a bezrizikové aktiva.
Samozrejme v realite rzni manazéri investovania rola rizikové portfolia, ktoré sa liSia od
trhového indexu. Napriek tomu vyznamnost’ teorémy spolo¢ného fondu je ta, Ze pasivny

investor moze vidiet’ trhovy index ako prva aproximaciu optimalne rizikového portfolia.

1.3.3 Rizikovéa prémia z trhoveho portfdlia.

Kazdy individualny investor si vybera pomer y, umiestreny v optimdnom portfoliu
M podrla (1.11). Jednoducha CAPM teodria bezrizikového investovania zahima poziciavanie
a vypoziciavanie si medzi investormi. Hociktord vypozi¢ana pozicia musi byt vyrovnana
poziCanou poziciou veritela. To znamend, Ze Cist¢ vypozifiavanie a pozifiavanie cez

vsetkych investorov musi byt nulové, ¢oho ddsledkom je, ze priemernd pozicia v
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rizikovom portfoliu je 100%. Ekvivalentnelosadeniny=1a P =M vo vztahu (1.11)
dostavame vztah (1.1), Co znamend, ze rizikova prémia trhového portfolia je funkciou

svojej variancie a priemerného stupna averzie k riziku.

1.3.4 OCakavané navratnosti z jednotlivych aktiv.

PrisluSn&izikovaprémiaaktiva je determinovanjej podielom na @kovom rizku
portfolia. Riziko portfolia je to, ¢o ma vyznam pre investorov a je tym, ¢o ovlada rizikovi
prémiu, ktort investori pozaduji. Pripomenme, Ze vSetci investori pouzivaju ten isty
vstupry list, t.j. rovnaké odhady ocakavanych navratnosti, disperzii a kovariancii.
Kovariancie mozu byt usporiadané do kovarian¢nej matice, v ktorej v i-tom riadkuaj-tom
stipci je €len eor;, rj), €o je kovariancia medzi priemernymi mierami névratnosti i-teho a

j-teho aktiva. Podigtteho aktiva naariancii portfolia moze byt’ vyjadreny ako
w, ij cov(r;,n) (1.22)
J:

Vyraz v sume predstavujeovariarciu i-teho &tiva s trhowm portfoliom. Inymi slovani,
najlepSie mozeme zmerat’ podiel aktiva na riziku portfélia jeho kovarianciou k tomuto
portféliu, t.j. podieli-teho aktiva na riku portfélia je

w;, cov(r,,r, ) (1.23)
Ak je kovariarcia medz i-tym aktivom a zyskom trhu regativna, taki-te aktivum ma

negativny podiel na riziku portfolia a opacne. Pripomenme, zZe mieru névratnosti trhového

portfolia moézme zapisat’ ako
r, = kzlwk r (1.24)

Preto moZeme napisat’
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cov(r,,r,, )=cov(r;, lek )= lek cov(r;,r,) (1.25)

Porovnanim vyrazu za poslednou rovnostou vo vztahu (1.25) a sumacného ¢lena zo
vztahu (1.22) vidime, Ze kovariancia i-teho aktiva s trhovym portféliom je skutocne

proporcionalna kgho podielu na vdancii trhového pdfolia.

Zmeranim tohto podielu na trhovej variancii mozeme urit’ prislusni rizikovi
prémiu pre toto aktivam. Poznamenajme, Ze trhové portfolio ma rizikovi prémiu E(ry)-ry a

variancu o}, , a podiel odmey zariziko

B )7ty (1.26)

On
Tento podiel je Casto nazyvany trhova cena rizika, pretoze vyjadruje extra navratnost,
ktoru investori pozaduji pri znasani trhového rizika. Podiel rizikovej prémie a variancie
nam hovori, kol'ko extra navratnosti musi pripadat’ na jednotku rizika portfolia. Uvazme
teraz, Ze investor by si vytvoril portfolio z tychto troch prvkov: pozicia na trhu s
navratnostou ry, kratka, zapornd, pozicia ,,mali¢kej* vel’kosti & v bezizikovom aktive,
napr. bezrizikové vypozi€anie si penazi, s navratnostou -Ory, a dlha pozicia velkosti o v
trhu s navratnostou Ory. Miera navatnosti tohtoportfolia budery+d(ry - ry) a zmena
oc¢akavanej navratnosti bude AE(r) = J [E(rw) - rj. Toto nové portfélio ma vahul¢d) v
trhu a dv bezrizikovom aktive a jeho variancia bed

0?= (1+9%a,2 = (1+258+ 0702 = 6,2+ (20+ 5% a,,°.

Kedze & je velmi malé, 52 buce v porovnani s20 , zanedbatelne* malé, ¢o do
aproXmacie, eda o 2= 0,24200,° 0 Ac?=250,%. Zosumarizovanim tychto vzt'ahov
dostavame

AE(r) _E(ry)-ry

2

, 1.27
AC 207 (1.27)

¢o je polovica trhovej ceny rizika vzt'ahu (1.26). Aplikovanim tejto ivahy na konkrétnu
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i-te aktivum dostavame vzt’ah

AE(I‘)_ E(ri)_rf
Ag®  2cov(r,,ry,)

(1.28)

¢o nazyvame hrani¢na cena rizika i-teho &tiva. Aby platila rovnovaha, musi byt’ rovnost’
medzi hrani¢nou cenou rizika i-teho aktiva a cenouizika trhového portfdlia, inak yb
investorimenili podiel tohto aktiva vo svojom portféliu, pok by sa tieto cenové rizika

nevyrovnali. Musi teda platit’

E(ri)_rf _ E(rM )_rf

= 5 (1.29)
2cov(r,,ry ) 20
Z ¢oho mdzeme urdit spravodlivi prémiu z rizika investovania do i-teho akiva ako
_cov(r,,r,)
E(r;) —G—ZE(rm) (1.30)

M

Vztah cov(r,ry)/ 0,2 vyjadruje podieli-teho aktiva na variancii trhového portfélia ako Cast’
z totalnej variancie trhovéhportfdlia, nazsvame ho bea aktiva a oznacujeme B. Vztah

(1.30) mo6Zme prepisat’ na :

E(ri):rf+ﬂ[E(rM)_rf] (1.31)

Tento vzajomny vztah medzi o¢akavanou navratnostou a beta je zvycajnym vyjadrenim

CAPM pre praktickych uzivatel'ov.

Keby niektory investor nedrzal trhové portfolio, ale napriek tomu by mal dobre
diverzfikované portfélio, bolo g toto v silnej koreléii s trhowm portfoliom a betaaktiva
by bola stidle dobrym meradlom rizika. Taktiez vztah (1.31) by platil (v nejakej
modifikovanej forme).
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Ak vztah (1.31) plati pre 'ubovol'nu aktivum, musi platit’ aj pre kombinaciu akiv,
pretoze kombindciu akiv si mozno tiez predstavit’ ako aktivum. Predpokladajme, ze aktiva
su v portfoliu astupené vahamw; i=1,...,.n Aplikovanim vztahu (1.31) na kazdé
aktivam a prenasobenim kazdej rovnosti vahou prislichajicou k danému akivu

dostavame :

w E(r) =wire +w, B[E(r, ) -1 ],
M (1.32)
WnE(rn):Wnrf.l-wnﬂ[E(rM )_rf]

Z &oho naslednym sumovanim stipcov vidiet, Ze :
E(r,)= 1y + BulE(ry)-14] (1.33)
To je ale tautologia, pretoze By = 1, ¢o mozno nahliadnut’ z definicie bety :

— COV(rM ’rM ) —_ 0-1\2/1
T T

Bu (1.34)

Ak beta trhu je 1 a trh zahmuje vSetky aktiva v ekonomike, tak vazeny priemer bety cez
vsetky aktiva musi byt’ 1. Teda bety s hodnotou vé¢Sou ako 1 st povazované za agresivne,
v zmysle investovania do akiv s vysokym beta, o znamena nadpriemernu citlivost’ na

trhové kolisanie. Bety s hodnotou ni$Sou ako 1 st povazované za defenzivne.

Ceny akiv odrdzajii verejni informovanost o prosperite firmy, ale iba risk
spolo¢nosti, v koncepte CAPM merany betou, by mal ovplyviiovat’ o¢akdvanu navratnost’.
Racionalni trhovi investori dostavaju ygoké naviatnosti, ak masaju tomu primerané

riziko.
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1.3.5 Bezpecna trhova Ciara

Beta aktiva je vhodné meradlo rizika aktiva pretoze, beta je proporciondlna riziku,
ktorym aktivum prispieva dacelkovéhorizika optimalnehoportfélia. Riziko - avezni
investori meraju riziko rizikovo optimalneho portfolmmocoujeho variancie.V tomto
prostredi budeme ocakavat odmenu alebo prémiu z rizika individudlneho aktiva v
zavislosti na riziku, ktogm prispieva do portféliaPreto predpokladame, ze rizikova
prémia l'ubovolného aktiva alebo portfolia je funkciou bety. CAPM potvrdaije tento
predpoklad - rikkova pémia akcie ¢ propocionalna akok bete tak k rizikovej prémii

trhového portfolia, t.j. rikkova prémia aktiva jeovnaf [E(ru)-ry.

Vzajomny vzt'ah medzi oakévanou navratnost'ou a beta mozno vyobrazit’ graficky
ako bezpe¢nu trhovu ¢iaru - SML, obr. ¢. 7. PretoZze beta je 1, sklon predstavuje rizikovu
prémiu trhového portfolia. Uzitocné je porovnanie SML a CML. CML znéazoniuje rizikova
prémiu

E@)

ShIL

Obr. ¢.7.

efektivneho portfélia, t.j. portfdlia astavertho trhom a beizikovym aktivom, ako
funkciu smerodajnej odchylky portfolia. Toto je opodstatnené, pretoZze smerodajna
odchylka je prijatelnym meradlom rizika pre efektivne diverzifikované portfolia, ktoré su
kandidatmi na celkové portfolid investorov. Oproti tomu, SML znézomiuje rizikova prémiu
individualneho akiva ako funkiu rizika tohto aktiva. Relevantm meadlom riika

individualneho aktiva, ktoré je castou dobre diverzifikovaného portfolia nie je jeho
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smerodajna odgltka alebo wriancia, ale prispvok aktivado variancie portfélia merany

betou aktiva.

SML poskytuje kritérium pre ohodnotenie uskutoCnenej investicie. S danym
rizikom investicie, meranym jeho betou, SML uddva rovnako, ako ¢asova hodnota penazi,
pozadovanu mieru navratnosti z investicie ako kompenzaciu za investorove riziko. Pretoze
SML je grafickym zndzornenim vztahu medzi ocakédvanou névratnostou a beta,
»spravodlivo ocenené aktiva lezia presne na SML, tj. ich oCakdvané navratnosti su
umerné ich riziku. Podhodnotené aktiva teda lezia nad SML, s danym beta si ich
oCakéavané navratnosti vicsie, ako predikuje CAPM a nadhodnotené aktiva lezia pod SML.
Rozdiel medzi spravodlivou a aktudlnou o¢akavanou mierou navratnosti aktiva sa nazyva

alfa aktiva, om. a.

Redlne je CAPM takisto pouzitelny pri rozhodnutiach o investicnom rozpocte. Pre
firmu vytvarajicu novy projekt méze CAPM poskytnit’ pozadovani mieru navratnosti,

%¢

ktoru potrebuje projekt ,,zarobit™, aby bol akceptovany investormi. Manazéri mozu pouzit

CAPM na iskanie vnutornej migrnawatnosti -IRR projektu.

1.3.6 RozSirenia CAPM

Predpoklagl, ktoré nam umoznili odvodit tato jednoduchu verziu CAPM su
nepochybme neralistické. Odkedy bol CAPM vynajdeny, bola snaha priblizitt model
redlite. SU dva typy rozSirmia z&ladng verzie CAPM. Prw sa tyka zosldenia
predpokladov, ktoré sme uviedli na zacCiatku. Zoslabenie je v predpoklade, ze nie vSetci
investori si mozu pozi¢iavat' za tu istd bezrizkovu Grokovi mieru ry resp. su dané isté
ohrani¢enia pre pozi¢iavanie a vypozifiavanie si za . To je model swulovoubeta.Druhé
rozSirmie sa tyka likvidity niektorych aktiv a modé ma na&ov Tédria likviditnych

prémii®.

9 viac o §chto modeloch jenozné sadocitat’ v [1] na str. 249 - 259



1 CAPM 26

1.3.7 Zhrnutie désledkov modelu pre praktické vyuzitie

Predpoklagt postulované pri daovani CAPM avadzaju predstavuovnovaly na
kapitalovom trhu. Fierrenim niektoych striktnych predbokladovsasice od teoretickej
rovnovahy trhu vzd’alujeme, avSak vytvaranie rizikovych portf6lii Markowitzovym
pristupom je prakticky pouzitel'né. Rovnako aj istené hodngt alfa a betaaktiva maju

ur¢iti vypovedaciu hodnotu.
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2 Definovanie ulohy

2.1 Zadanie ulohy

V prvej kapitole saivazovalo portfélio tvorené aktivami, resp. &ciami. V naom
pripade je ulohouajst’ krivku efektivnych menovgh patfélii z mien v devizovej rezerve
NBS za platnost istych Spedickych ohranic¢eni, ktoré su definovaé nizsiec. Deviova
rezerva ted predsavuje portfélio a jednotlivé mengkcie v portféliu. Podobneako pri
akciach, ychadzame zhistorickych Gdajov. Udije st daré vymennym kurzom slovenskej
koruny oproti cudzim menam urokovou sadzbou na jednotlivé ymErva vzorka dat su
denné ymenné kwy cudzj mery oproti SK uované NBS a sU z ¢asového obdobia
rokov 1994 - 1998. Tietposluzili pri testovani pro@mu. Duha vorka dat je Zasového
obdobia dnuar 1995z Februdr 2001. SU tanesa¢né vymenné kuzy a prisluS@ mesacné

drokové saday. Vzorku datmozno najst’ v prilohe.

Ked’ze vymenry kurz nejakej meg oproti inej mene Was Simozno predstavit
ako meniacu sa cenu akeiv c¢ase, preto mozno na optimalizaciu menoveho portfélia

pouzit’ teoreticki CAPM angku a Ulohuformulovat’ ako Makowitzovu Glohu.

2.2 Matematicky model

Uloha tedaspoéiva v ngdeni spo¢itatelnej mnoziny bodov M, ktord obsahuje
dvojice bodov [j,og] resp. E(ri),q), iON. Tieto bog tvoria paabolu §id obr. ¢. 5.).
Ulohu najdeniaportfolia leziaceho na krivke efektivnych portfolii historiky ako prw

sformuloval H. Markowitz
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2.2.1 Matematicka formulacia Markowitzovej tlohy

Matematicka fomulacia Makowitzovej uloly vyzerd naledovne:

Min x"Qx,
n n (2.1)
zapodmienok in =1, Zx.,.ri = E,

kde
n —pocet aktiv v portfoliu
Q —kovarian¢na matica QUI™"
X — vektor vah(rieSene), xOO", x = (X1,.. Xn)
r — vektor navatnostiy 0", r = (ry,..1y)

E; —pozadovana navratnost’ portfolia

Blizsia $pecifikacia vypoétu matice Q, vektora ravratnostir je popisana Vasti 4.4.

2.2.2 Ur€enie Specifickych ohraniceni

Specifickost ohrani¢eni sa tyka ulohy (2.1), kde sa tieto nevyskytuji.
Z matematického hladiska sa daju povazovat' za bezné. Poziadavka na tieto ohrani¢enia
vychédza z predpisov a stanoveni NBS, ktoré urcujii pomerné zastipenie jednotlivych

mien v devizovej rezerve. Ohranicenia su taktiez ovplyviiované aktualnymi pasivami NBS.
Specifické ohranidenia :
I. Nie je povolena kratka pozicia, t.j. poziadavka nezapornosti rieSenia : X; 20 i=1,..n

Il. Jednotlivé zlozky rieSenia sa musia nachadzat vo vopred stanovenom intervale t.j.

xiU<ay,b>
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Pridanim ohraniéeni 1. a Il. k Ulohe(2.1) dostdvameozadovanu maematickd formul&iu
alohy :

Min x"Qx, zapodmienok

P1) S x =1
(P2 a,<x,<h,i=12,....n (2.2)
(P3 S x,r, =E,

(P4 x,=20,0i=12,..,n
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3 Kvadratické programovanie a netddy vnutorného bodu

V tejto kapitole sa oboznadmime s ulohou kvadratickéhgrproovana a sposobom
jej rieSenia metddou vnutornétmdu. Ked'Zze tloha (2.2) dénovara v predhiadzjlcej
kapitole je uUlohou kvadratiého praramowenia, je potebné oboznamit' sa s tedriou

rieSenia takejto Ulohy.

3.1 Ulohy kvadratického programov ania - QP

Ulohou kvadratického pgramovania je najst minimum konvexnej kvadraticke;
funkcien premenrych ramnozine pripustrych rieSeni, ktora jeadan& sustavou lingéych
rovnic a neovnic. Tato sUstavaasnaz/va sustavas linearnymi ohrani¢eniami. Kazdu
sustavu s lineagmi ohrani¢eniami mozno previest na ekvivalentna sdstavu rovnic s
nezpornymi premeniymi. Z tohto dévodu sataci zaoberat’ iba Ulohou sohrani¢eniami v

prave popisanom tveyt.j. tlohou formulovanou nasleda/n

Minimalizovat’ f{x) = %2x"Qx + €'x, (3.1)

zapodmienokAx=h, x>0 (3.2)

Kvadraticktfunkciu (3.1) rmzyvame ucelova funkcia a ta je konexna prave vteg ked’
maica Q je kladne seamidefinitnd Kazda maicu Q mozno prepisat tak, aly bola
symetrickd, pricom Gloha a neameni. Ulohu kvadratickho pragramovaniamozno teda

skratenezapisat’ ako

Min{;x"Qx-¢"x|Ax=b,x=0} (3.3)

kde QUO™" je symetricka a kladne semidefinitngd, AI™", e xOd0", bOO™, m< n. Vektor x
sa nazyva pripustné riesenie, ak splia podmienky (3.2). Pripustné rieSegi ktoré
minimalizuje G¢elova funkciu (3.1) sa nazyva optimélne rieSenie a oznacujeme ho X.

Mnozinu pripustnych rieSeni ulohy (3.3) ozna¢ime ako K ={xOO"|Ax=h,x=0}. Je
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zrejmé, ze tato je konvexna. ,Relativne” wvnutro mnoziny K = ozna¢me
K° = {xOO" | Ax= b, x> 0}. MnoZinu optimélnych rieeni oznadujeme K. Predpokladame,
Ze matica A ma plni hodnost’ a mnoZzina K #0 je ohrani¢end. Uloha v tvare (3.3) sa
nazyva primanou ulohou. Brmulaciu duélnej arimarno-dualnej tilohy mozno najst’ v

2].

3.2 Podmienky optimalit y pre primarnu tlohu QP

Lagrargeova aalyza ram dava podmienkoptimality pre Ulohunaviazary extrém
Sohrani¢eniami v tvare rovnosti. Kuhn @ucker zovSeoécnili tito anajzu pre ulohuna
viazany extrém snerovnostnymi ohrani¢eniami resp. so zmieSanymi ohrani¢eniami.
NapiSemesi Lagrangeovu funkciu pre funkciu (3.1) sprvou podmienkou (3.2) aic na

zreteli druht ¢ast’ podmienky (3.2):
L(x,A) = ¥x"Qx +e'x - AT(Ax-b), x= 0 (3.4)
Kuhn-Tuckeove podmienit pre sedloy bod ulohy(3.4) ngju tvar :

L =0
x'o,L=0 (3.5)
x>0

o,L=0

Teda aby rieSenie wlohy (3.3) mohlo byt optimdlnym, musi spifiat podmienky (3.5)
Odvodenie Kuhn-Tuckerovych podmienok pre rozne typy tloh ako aj ich overenie mozno

najst’ v [2].
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3.3 Metéd y vnutorného bodu

3.3.1 Z&kladné charakteristika

Metddy vnutorrého bodu su moderng@xistuju zhruba 15 rokov) iteraéné metody
pouzivané hlavne na rie3ge Uloh lineareho ako aj kadratického pragyramovania.Princip
metod/ vnatorného bodwpociva v gererovani postupnosti bodov — rieSeni, &osa
nachadau vo “vnutri” mnoziny pripustrych rieSeni. Jednotlivé iterécie agoritmu medd
vnatorného bodwdD K° sa priblizuju k optimalnemu rie$eniu. Tot@riblizovanie je
riadené “wlepSovanim”hodnoy ucelovej funkcie. Algoritmus za¢ina zo Startovaceho
bodux’0 K°. Prechod od*0 K® k X**0 K% k=0,1,..., je ralizovary iterainou schémou

XM =Xk + ok, (3.6)

kde $00", ¢ # 0 oznacuje smerovy vektor a o*00, o > 0 je kladny skalar oznacujuci
dizku kroku v smeres. Smeroy ve ktors* musi zabezpeCit’ pripustnost’ pre d’alSiu iteraciu,
teda musi platit A = 0 azaroveir musi byt spadovy, teda pozdiz neho musi hodnota
ucelovej funkcie klesat. Volbou dizky kroku o zaruGujeme, aby aj ¥** bol vnuatorrym
bodom, t.jx**'0 K° a zaroveti ho volime tak, &by smeminimdizovali tG&elova funkciu v
danom smerg. Vypocet spadového smeru obycajne vyzaduje riesenie systému linearnych

rovnic, zatial’ ¢o vyber dlzky kroku sa realizuje ako jednorozmernd minimalizacia.

Teraz pristipime k formulacii ucelovej funkcie. RieSenie ulohy (3.3) vyzaduje
vhodnti formulaciu tcelovej funkcie. Formuldcia vtvare (3.1) nie vhodnd, pretoze pri
rieSeni nevieme zabezpecit’ splnenie druhej ¢asti podmienky (3.2), t.j. nezapornost’ rieSenia

a o v kazdej iteracii.
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3.3.2 Bariérové metody

Bariérové metoy st vhody spdsokrieSenialloh snerovnostnymi ohrani¢eniami.
Princip spociva v pridani funkcie — bariéry — do ucelovej funkcie s cielom odstranenia

nerovnostnych ohrani¢eni. Ulohu zapisant v tvare (3.1),(3.2) pepiseme dtvaru

Min T(x,u) =szTQx+ch+uiF(xi) (3.7)

zapodmienokAx =h

kde u> 0 je riadiaci paranger a I'(&) je rydzo konvexia, klesajlica spiia bariérova

vlastnost’

lim [(€) = 4o (3.8)

Transforma&né funkcia T(x,u) je teda @finovana nak® ama resledovné vlastnosti.
Je rydzo konvexa naK’ ateda pre kazdu pevnii hodnotu parametra >0 ma najviac
jedno minimumx,J K® aak je mnoZina optimalnych rieeni K tlohy (3.3 neprazna
aohrani¢ena, tak T(xu) ma vzdy minimum. Na hranici mnoziny K nadobld
transformacna funkcia, vzhl'adom k vlastnosti (3.8), nekone¢nt hodnotu, teda na hranici je
vytvorend bariéra, ktord zaruCuje, Ze minimum X, bude leZat' ,,dostatone” d’aleko od
hranice. Mnozina minim X, bariérovej funkie T,u) pre v&tky hodnoy parametra ¢ >0
vytvara centralnu trajektoriu. Centralna trajektéria je spojitd krivka, ktora zacina
v anaytickom stredé’ x, mnoziny K akonéi v optimalnom rieseni danej optimalizagnej
ulohy. Pohyb v spravnom, spadovom, smere po centralnej trajektorii nam zabezpecuje
najdenie optimalneho rieSenia. Takejto metdde priblizovania sa k optimdnemu rieSeniu po

centralnej tajektorii hovorime metdda sledania @ntralnej tajektorie.

Hlavna myslienka algoritmu metdéd vnutorného bodu, kedze minimalizujeme

ucelovu funkceiu, je v postupnom menSovani hodngtparametra . Kladny paamete uy

M Rigorézny dékaz tohto tvrdenia bol spravgien pe logaritmick( bariérovd funkciu. @
zatiatok centalng trajektrie mozno povazovat' tartovaci boot®l] K°.
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sltzi ako vaha priradend bariérovej funkcii pri snahe o udrzanie rieSenia od hranice X; = 0
pre kazdé i. Sklesajucou hodnotou pametra u kleséd vaha #riérovej funkciearadie vaha
povodnej ucelovej funkcie. Pre kazdé u predstavuje iteracné schéma (3.6) vnutorné iteracie
algoritmu metdg vnuatorného bodu, ktérpre zvolenéu déa optimdne rieSenie ulohy
(3.7). Algoritmus konéi, ak pre nejaké p* spoditame rieSenie x¥, ktoré je optimdnym
rieSenim ulohy (3.7) resp. (3.3). Pri praktickom pouziti algoritmu nevyzadujeme vzhl'adom
na zaokruhl'ovacie chyby, aby jednotlivé rieSenia lezali priamo na centralnej trajektorii, ale
uspokojime sa seSeniami leziacimi v jej ,tesng” blizkost. To istéplai ooptimanom
rieSeni Ulohy (3.3), t.j. staci nam, aby rieSenie lezalo v ,,dostatocnej* blizkosti optimalneho

rieSena

Bariérové meddy sa rozliSuju podla volby funkcie (). NajpouzivanejSou
funkciou je (&) = —In(§), podla ktorej sa potom metdda nazyva logaritmickd bariérova
metoda. Dal’Sou pouzivanou funkciou je (€)= 1/ ametdéda @ nazva Fiacco-

McCormickovou bariérovou awbdou.

3.3.3 Logaritmické bariérové metody

Volbou bariérovej funkcie [(&) =-n(§) dostwvame logaritmickd baiérova

transformacnt uc¢elova funkciu a lohu (3.7) teda mozeme zapisat’ ako
p

Min  T(x,u) =%x Qx+ ch—ﬂiln(xi) (3.9)

zapodmienokAx=b

3.3.4 Schématicky algoritmus

Po obomameni sa s predch&jzcim moézeme pristipit k napisaniu
schématickéhalgoritmu. e vhodnéozrejmit pojem ,,dostatoéne blizko spominap na

konci Casti 3.2.2. ,,.Dostato¢ne® znamena, Ze algoritmus konéi, ak norma rozdielu dvoch
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poslednych po sebe iducich rieSeni (alebo funkénych hodnot) je mensia ako vopred

zvolena presnost’ 8. Parameter 6 [0<0,1> je deliacou konStantou, ktérsa voli naaciatku.

Vstup: Q, e, A, b,0
Nastavenk Startovactho bodu® a pararatra 1, a konstant 6

k=0,X"=0
Opakuj
Ries tlohu (3.9) pre dénX - dostavame riehiex®

1= 1K 0, k =k+1, (3.10)
Pokia (|}-x¥|> )

Hlavnym problémomje rieSenie uloh (3.9). & to Gloha na viaarny extrém, no
podmienk su v tvae rovnosti, teda axnajdenie optimalneheieSeniamozno pouzit

Lagrargeovu metodu.



4 Nunerickdimplementacia 36

4 Numericka implementacia

4.1 Formul acia ulohy

4.1.1 Zapis ulohy

Uloha (2.1) s ohrani¢enim 1. je ulohou kvadratického programovania a teda uloha
(2.2) je fou tiez. V tlohe (2.2) sa viak linarny ¢len €'x nenachadz, tj. ¢ je nulow vektor.

MaticaA a vektor prawej strary d mgu tver :

acH -1 1

_Et Co r,,% (4.1)
1

d=%% (4.2)

kder = (r1,..rn) je vektor navatnostia Er je pozadovana navratnost. Ulohu (2.2) moZno

zapisat’ v tvare :

Min{%x"Qx|Ax=d, x-a=0,b-x=0,x=0} , (4.3)

kdea = (ay,..a,) ab = (by,..by) st ohrani¢enia pre X = (Xy,...Xn) aQ je kovarianéna matica,

ktora je ymetricka a kladne dfinitna.

4.1.2 Volba bariérovej funkcie

Nerovnostné podmienk odstranime t&nsformoanim Uloty  zavedenim
logaritmickej bariérovej funkcie I'(§) do tcelovej funkcie. V naSom pripade mame tri
nerovnostné ohrani¢enia. Podmienku nezapornosti rieSenia vieme zabezpecit volbou

I (x) = -In(x) resp.
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r(x)= —Z In(x;) (4.4)
Na zéklade poziadavky nezapornosti rieSenia (P4) je vhodné zaviest naslednovné
predpoklag :

a >0, b =0, i=1..n, (4.5a)

LEDLE (4.5)

aby Uloha mala rie@nie. Zosumovanim podmienkiy2) uloty (2.2) dostdame

iqsimsiq, (4.6)

z ¢oho naslednou Upravou dostavame dve nerovnosti

n

in. -a,; 20, ib,—xizo , 4.7

¢o su ostavajuce dve podmienky tulohy (4.3), ktoré mozno splnit’ sucastne volbou

bariéroej funkcie
r()=-%[In(x -a)+In@® -x,)] (4.8)
i=1

Vzhl'adom na podmienky (4.5a) a (4.7) je zrejmé, Ze je automaticky splnena podmienka
nezépornosti rieSenia (P4), z ¢oho vyplyva, ze pre splnenie nerovnostnych ohraniceni
tilohy (4.3) nam sta¢i volba logaritmickej bariérovej funkcie (4.8). Ulohu (4.3) teda

mdzeme zapisat’ nasledovne :
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Min{x” Qx-S [In(x -a) +In( )] Ax=a} (4.9)

4.2 Podmienky optimalit y

Lagrargeova funkia pre Glohu (4.9) mé tva
L(x,A) =%xTQx—uZ[ln(xi —a)+In(b -x)]+A(Ax-d) (*) (4.10)
resp. s prihliadnutim na (4.1Y4.2) ju mano rozpisat’ ako
L(x,A) =%xTQx—ui[ln(xi —a)+In(b -x)] +A(r"x-E,)+Ax"1-1), (4.11)

kde | je jednotkoy vektor. Teda podmienkou optimalit pre ulohu (4.9) je
OL(XA1,A;) =0 :

OL(y) < E 1 1 _ C_
ek ® £ X, — -——— HErAr+A,=0, i=1..n
axi‘ qu” ! a ; &, b: =X E’- H ?

LYy =0
oA, f

L) _yi=0
oA,

, (4.12)

kdey = (xA,\), g Q.

4.3 Popis algorit mu

Algoritmus sa po sémantiekstranke zhoduje s algoritmom (3.10)egerym v
Casti 3.3.4.



4 Nunerickdimplementacia 39

4.3.1 Newtonova metdéda

Zakladnym krokom je Newtonova iteracnd schéma pre vypocet nového bodu

y* =y - [F (Y F(Y"), (4.13)

kdeF : 0"- 0", F(y) = 0.V naSompripadeje F(y) = OL(X,A1,A,). Z vypoctového hladiska

je jednoduchsie pocitat’ novy bod )/‘ﬂ ekvivalentnou itera¢nou schémou

y*t =y +aks*, (4.14)
kdes je rieSenin linearndo systému

H's"=-F(y"). H* = [F'(y")] (4.15)

Vztahy uvedené v (4.15) nie st jednokrokovou zalezitostou Predstavuju vnitorné
iteracie algritmu, t.j. jedno pripustné rieSenie ulohy4.9) pe dané u, teda jedno
priblizenie sa k centralnej trajektorii. Toto priblizenie je dané hodnotou £ > 0 a predstavuje
dostacujucu presnost’ rieSenia linearneho systému rovnic z (4.15). VonkajSou iteraciou je
opétovné rieSenie tlohy (4.9) s redukovanou hodnotou transforma¢ného parametra y.. Tato

redukcia sa uskuto¢nuje vztahom
ut =04, (4.16)

kde 6 0< 0,1> je konstanta redukcie, ktorii volime na zaciatku. Volba dizky kroku o
a Startovaath hodnét je popisanadusti 4.3.2. Algoritmus konéi, ak rozdiel dvoch po sebe
idacich rieSeniah uloty (4.9) je vabsolutnej hodnote mensi akd> 0, ktor( tak isto
volime na zaGiatku. Ostdva vypodet matice H*. Ziskame ju pecidlnym derivovanim

vektora (4.12n vk-tej iter&ii ma tvar (4.17).
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+4, 49, - . C - g, r 1@
0
. |
0
4, Di +qii 4, 0
. . .0 (4.17)
0
- 0
5
4, . Dn . T, 1B
r r 0 On
1 n )
1 1 0 Of
1 1
kde D. = H +
I ﬂEKXi _ar)z (b, _xi)zg

Formalne zapisanalgoritmus wzeré resledovne :

Vstup: Q, A d,a,bh E,¢9d
Nastavenex’, 1°, 6,k=0,X"1=0
Opakuj
Ries tlohu (4.9) pre daén :
«  rieSime $R (4.15)- dostavameiesenies* s presnostou &
. Vypocet kroku o
C ey
Pt = 0K k=k+1,
Pokial (||y*"*-y4| > 9)

4 .3.2 Volba Startovacich hodn6t

Prvoradouilohou je ur&enie §tartovacieho bodu X° = (x,°,..%.)). Tak ako kazdé iné
pripustné rieSenie, musi aj bidtkpinat’ podmienky (P1) - (P4) Glohy (2.2).S prihliadnutim
na (4.5a) mozno teda (P1) - (P4) prepisat’ na (PP1)—(PP3), ktoré pe Startovai bod x°

vyzeraju resledovne:
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n

(PP) in":l
(PP) O<a <x’<b, i=1.,n, (4.18)

(PP3 zrx, - E,

Tieto podmienk spolu tvoria Ulohu linedeno progamovaniaa pre zdanu
pozadovani navratnost E, nam daeju presni Spafikaciu Statovacieho bodux’.
Standardny zéapis tlohy linearneho programovania s rovnostnymi ohrani¢eniami a dolnym

a hornym ohrani¢enim na rieSenie X je

Max e’ x
Ax=d (4.19)
as<x<f

Podmienly (4.18) pepisané do &ru uloty LP vyzeraju nasledove :
Max1
Ax=d , (4.20)
as<x<b
kde mdica A je definovana vztahom (4.1), vektor d vzt'ahom (4.2) a vektory a a b su
definované a Glohou (4.3). Staovacibod X° je teda dany ako pripustnéresp. optiméne

rieSenie Ulolg (4.20).

Dalsia podmienka sa tyka pozadovanej navratnosti E,. Aby bolo vobec mozné

splnit’ podmienku (PP3) za podmienky (PP1), musi platit’ :

minr, < E, <maxr,, i=1..n, (4.21)
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¢o je prvou podmienku kladenou na E,. Druhd podmienka suvisi s rieSenim Ojof#.20).
Uloha (4.20) nema pripustné riesenie pre l'ubovolné E,, ale iba pe E; z uréitého intervalu.

Nésobenim vzt'ahu (4.6) hodnotou r; dostavame

ir@ sirixi sirib.,, (4.22)

odkial’ s vyuzitim podmienky (PP3) dostdvame ohranicenia pre hodnotu pozadovanej

navratnostE;

n

iriaisEr sZrib,, (4.23)

1=

To znamend, Ze aby uloha (4.20) mohla mat’ pripustné rieSenie, musi sa E; nachadzat’ v
intervale uréenom vztahom (4.23). Vo vSeobecnosti sa podmienka (P4) v tlohe (2.2)
nemusi nachadzat. Vtedy je mozné urcit’ E; ako minimalizaciu dolneho ohranicenia a

maximalizaciu horného ohranic¢enia :

(4.24)

i1

n n
mianixi <E < maxZ rX
x & x £

=

Vztah (4.25) s (P1) nam dava dve ulohy LP, ktorych rieSenim dostavame interval pre

vol'bu E;. Tento postup je tiez pouzitel'ny s podmienkou (PP2).

Dal§imi parametrami, ktoré je potrebné urdit pred spustenim algoritmu su
transformaény parameter ®>0 a konStanta edukcie 60(1,0). Vo v&obecnosti
rozliSujeme algoritmy pouiivajﬁce12
\'
Jn

paamera u, ze na vratenie sa do okolia centrdlnej trajektorie staci jedna

. kratky krok : 6= , kdev je mala konstanta, ktora umozni takd redukciu

Newtonova iteacia,

12 Toto &lenenie je prebrané z[6]
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v
Jn

vratenie sa do okolia centralnej trajektérie je potrebnych niekol'ko

. kratky krok : 6 =—, kdev nezvisi od rommerun ani od presnos® a na

Newtonowch iteracii,
. dihy krok : 60(1,0) neavisi od v ani odn a teda rychlost redukcie
paametra i je vacsia, ¢o vedie k viacerym Newtonovym iteracidm.
Ked'Zze spociatku by mala byt véha bariérovej funkcie vacsia, volime /,to ,,dostato¢ne*
velké. Presné urdenie tychto parametrov je netrividlnou zalezitostou'® a Zvisi od
charakteru lohy. Experimentalne zistenia vol'by tychto parametrov pre naSu ulohu su

popisané v Casti 4.5.

Poslednym parametrom je velkost” Newtonovho kroku reprezentovana hodnotou
o, ktora sa uréuje v kazdej Newtonovej iteracii. a* < a*? predstavup Zemnenie kroku a
opacna nerovnost’ predstavuje posilnenie kroku oproti predoslej iteracii. Vo vseobecnosti
je mozné v Newtonovej iteracnej metdde o zvicsovat), pokial’ je hodnota ucelovej funkcie

spadova.

4.4 Vypocet kovarianénej matice Q a vektora navratnosti r

Pre zaciatok by bolo vhodné pripomentt’, Ze ceny aktiv resp. vymenné kurzy jednej
meny oproti inym mendm st ndhodnymi veli¢inami, t.j. za urcité ¢asové obdobie vykazuju
stochasticky charakter. Navratnosti z nich pocitané st teda tiez stochastickymi veli¢inami a

nasledovny postup vypoctu kovarianénej matice je opodstatneny.
Vypocet matice Q pozstava masledujucich trochakladnych krokov :

1. Zostawenie historickch, dronolagicky usporia@nych, dat pedstavuje maticu
rozmeru nxn, kdem je pocet Casovych tdajov a n je pocet aktiv. V nasom pripade
su dda vymennékurzy jednotlivych mien oproti SK amenaje aktivum.

2. Vypocet percentudlnych prirastkov jednotlivych aktiv za jednotlivé medziobdobia :

13 Existuju heuristické odvodenia pre niektoggy uloh.
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p, =(h-h_)/h_ +u,i=1..m-1 j=1..n, (4.25)

kdeh; je hodnota aktiva v ¢ase i au; je dividendaresp. Urokova alzba wplacara za
dané ¢asové obdobie. (4.19) teda tvori maticu P rozmeru m-1) xn

3. Vypocet kovarian¢nej matice Q, ktorej pvky su definovaa nasledove:
1 n
9 :COV(X;,X,-):EZ(XJ‘—u;)(XIf—uj), (4.26)

kdeX; je i-ty stipec matice P, x* je k-ty prvok vektoru X;, 4 je stredné& hodnota vektora
Xi, t.j. 4 = (U, ...,Un) je vektor jednotlivych ndvratnosti.
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4.5 Numericky experiment

4.5.1 Volba parametrov a popis programu

Program je implementaciou algoritmu z casti 4.3.1. Vol'ba velkosti Newtonovho
kroku jea® = 1, teda je to Ewtonova meida s jednotkovym krokom. Ako uZ bolo pisané
v Casti 4.3.2, presné urcenie parametrov 4 a 8 nie je jednoduchou zalezitostou. Numerické
experimeny s prvou vorkou dat (suboalldata.xls ), kde prvky kovarian¢nej matice
(stbor relprir.xls ) st radovo velkosti 0.1x10% az 0.1x10" a jednotlivé n&sratnosti
0.1x10®, ukazali, e vhodna vol'ba pogiatoéného i° je z intervalu (0.01, 0.1) #=%.Z
povahy dat a z rozmeru rieSenej ulohy vychadza aj volba absolitnej presnosti
Newtonowch iteracii 8 =0.1x10" a vnutornych iteracii, ¢o je riedenie linearneho systému
rovnic (d’alej SLR), gs=0.1 x108, Tieto presnosti mozno s rasticim rozmerom ulohy
zvagsit. AvSak pozadovanu presnost’ nemozno znizit na 'ubovolne mali hodnotu a to z
dvoch hlavnych dévodov. Prvym dévodom je chyba vznikajica zo zaokrtihlenia €isla, ¢i uz
pocitacom alebo kompilatorom. Druhy dovod vyplyva z presnosti zadanych cisel vo
vstupnych datach. Absolitna presnost’ rieSenia nie je jedinym kritériom pre zastavenie
iterovania. Iterovanie, ako vonkajSie tak aj vnutorné, mozno obmedzit’ poctom iteracii.
Spravanie sa programu potvrdzuje pravidlo : ¢im vécsia je pozadovana presnost’, tym vacsi
je pocet iteracii. Na rieSenie SLR je pouzitd metdda zdruzenych gradientov, ktorej popis a

schématicky algoritmus mozno najst’ v [5].

Program je napisany v Borland C++ a sklad4d sa z hlavnej Casti ipa.cpp a
pomocnych casti algebra.h |, read.h , restth , setth a cg.h . Je dostatocne
komentovany a mozno ho ndjst’ na prilozenej diskete. Vypis hlavného algoritmu je v
prilohe. Komunikacia programu s uzivatelom je pomocou vstupnych suborov s datami a
vystupného suboru s vysledkami iteracii. Program si na zaciatku vypyta mend tychto
suborov, priCcom organizacia dat vo vstupnych suboroch ma fixni formu (vid’ prilohu).
Kompilécia programu pri numerickych experimentoch bola uskuto¢nend na dvoch réznych

platformach (DOS, UNIX) pricom program daval porovnatel'né vysledky.
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Nevyhodou programu je, ze nepoéita Startovaci bod, ktory musi spifiat’ podmienky
pripustného rieSenia a preto je tento potrebné zadat’ v subore so vstupnymi udajmi.
Vypocet Startovaciecho bodu, ako je ukazané v casti 4.3.2, je tulohu linedrneho
programovania, ktora je lahko formulovatelna v bezne dostupnom software ako
MSExcel Solver aleboMathematica . Vyhodou programu je, Ze na rieSenie SLR
nemusime nutne pouzivat metédu zdruzenych gradientov reprezentovanu ¢astou cg.h

ale mozno ju nahradit’ 'ubovol'nou inou metédou na rieSenie SLR.

4.5.2 Porovnanie vysledkov

V zavislosti od pozadovanej presnosti, rozmeru ulohy a vol'by ohraniceni sa
vysledky poskytovaré Solverom mierne liSia odysledkov C++ programuipa.cpp . Pri
spravnom nastaveni parametrov vstupujucich do programu je mozné dosiahnut’ lepsi
vysledok ako dava Solver. Podstatnym faktom je, Ze Solveru trva rieSenie ulohy
nickol'’konasobne dlhsie ako uvedenému programu, ¢o je pozorovatelné zvlast’ pri ilohach
rozmeru viac¢sich ako 4. Ukazka porovnania vysledku programu so Solverom je v prilohe.
RieSenia, ktoré poskuje pragram ipa .cpp a Solver mozno porovnavat pomocou

sUborov a dat, ktoré su uliskete.

4.5.3 Uloha NBS

Ulohou nie je najdenie iba jedho optimalnehagoortfélia, ale najdene krivky
optimalnych portfolii - efektivnej hranice. Z definicie tilohy z kapitoly 2 vieme, Ze tato
krivka je definowana dvojicami bodovH(ri),5), iCN. Tieto dvojce Zskare odisnymi
volbami E; z povoleného intervalu daného vztahom (4.23) resp. (4.25) a opédtovnym

spustenim pragmu pre xolenéE,.

Meny nachadzajuce sa v devizovom portfoliu NBS a ohrani¢enia na ich
percentélne astipenie suU nasledogn: USD[ <20,50>, EUR[ <40,80>, AUD, JPY,
GBP a CHF[ <0,20>. Tieto ohrani¢enia spifiaju podmienky (4.5a) a (4.5b) a pozadovanu
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navratnost mozno volit' z intervalu E; [0 (0.006215,0.008636 ¢o je interval ziskany
rieSenim (4.25) pomocdbolver. Mesaéné vymenné kurzy tychto mien oproti SKK ako aj
mesacné Urokové sadzby pre tieto meny s v sibore NBSkurzy.xls . RieSenie Uloh a
najdenieStartovaieho bodu su v subomBSuloha.xls . Porovnania gseni prgramu
ipa a Solvera pre rozne hodnoty pozadovanej navratnosti E; si v prilohe v tabulke. Z
tabul’ky tiez vidiet, Ze dané rieSenia st porovnatelné. V prilohe je tiez hl'adany graf krivky

efektivnych menowych portfélii.

Pri rieSeni tejto Uloy progamomipa.cpp  je pri presnostNewtonowch iteracii
5=0.1x10" a presnostrie®eni SLR &5 = 0.1x10” dostatujucou volbou po&tu vnitornych
aj vonkajsich iteracii 40, ¢o mozno tiez sledovat’ vo vystupnych stiboroch pre tito ulohu

vyst6_1.txt az vyst6_6.txt

V praxi sa mozno stretnit’ aj s inymi ohrani¢eniami ako s{ ohrani¢enia na riesSenie.
Takéto ohranienie mdze byt napr. poziadavka, aby sa vynosy vypladcané aktivami resp.
vynosy z Urokowch sadzeb pre merty nachadali v nejakom intervad. V takompripadena
odvodenie tlohy a podmienok optimality mozno pouzit’ analogicka tivahu ako v Castiach

4.1 a 4.2 a podla toho upravit’ program.
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zZaver

Této diplomovapraa vznikla na podnet NB ako ulola najst’ krivku optimalrych
menowych portfélii na z&lade historidkych dat mesa¢ného vymenného kurz slovenskej
korury k cudzj mene a pslusrych (rokowch sadieb z sucasnej platnosti isych

obmedani tykajucich & pomerného astipena mien v portfoliu.

Prva kapitola posktuje ponerne stru¢ny prehlad o teoretickg rovnovahe na
kapitdlovom trhu a o tedrii tvorly portfélia. Pre tuto gicu je z tejto kapitoy
najdolezitejSou Cast'ou tvorba portfolia Markaitzovym pristupomgo savyuziva v druhej
kapitole pri definovani Uloha jej nastdnom rieSenv Stvrtej kapitole.V zévere Stvrtej
kapitoly je numertky experiment a aplikéia vytvorerého prgramu nakonkrétnureélnu
tlohu NBS.

Krivka optimalnych menowch portfélii stanovena na zakladdodagch dit a
ohranteni zafina pri navratnosti portfolia 0.006215a prebicha podla optimalnych
portfolii, ako je vidiet na prilozenom grafe a z tabulky v prilohe, az po hodnotu

navratnosti 0.008636.

Prakticky pouzitelnym vysledkom tejto prace je program v jazyku C++ na
prilozenej diskete. Vysledky programu mozno porovnat’ s rieSenim Solveru MS Excel.

Program je pouzitel'ny na 'ubovol'nti tlohu definovant v 2. kapitole.
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Vzorka mesa¢nych vymennych kurzov mien v devizovom portféliu NBS :

Datum usb EUR AUD JPY GBP CHF
30.12.1994 31.277 38.086 24.321 31.346 48.62 23.704
31.1.1995 30.74 38.348 23.347 31.091 48.824 24.091
28.2.1995 30.064 38.223 22.277 31.055 47.519 24.294
31.3.1995 28.995 38.343 21.03 32.893 46.711 25.524
28.4.1995 28.958 38.789 21.105 34.743 46.863 25.604
31.5.1995 29.271 38.828 21.11 35.118 46.793 25.569
30.6.1995 29.35 38.73 21.038 34.436 46.408 25.28
31.7.1995 29.194 39.146 21.437 32.95 46.608 25.34
31.8.1995 30.329 38.381 22.859 30.697 46.843 24.962
29.9.1995 29.538 38.521 22.251 29.648 46.708 25.831
31.10.1995 29.437 38.298 22.337 28.917 46.34 25.797
30.11.1995 29.71 38.299 22.268 29.282 45.551 25.537
29.12.1995 29.569 37.872 22.088 28.834 46.006 25.647
31.1.1996  30.198 37.285 22.389 28.286 45.502 25.034
29.2.1996 29.856 37.908 22.661 28.592 45.951 25.169
29.3.1996 30.184 37.745 23.604 28.307 45.825 25.17
30.4.1996  30.649 37.864 24.115 29.142 46.326 24.881
31.5.1996 30.974 38.203 24.692 28.853 47.592 24.635
28.6.1996 31.007 38.464 24.443 28.402 47.822 24.667
31.7.1996  30.249 38.495 23.776 28.052 47.137 25.13

Vzorka mesa¢nych urokovych sadzieb na meny v devizovom portféliu NBS :

Datum usb EUR AUD JPY GBP CHF
31.1.1995 6.09375 5.9375 7.875 2.2813 6.4375 3.8125
28.2.1995 6.125 6.25 7.71875 2.375 6.5 3.625
31.3.1995 6.125 6.625 7.625 1.8594 6.42969 3.5
28.4.1995 6.0625 6.27734 7.6875 1.4375 6.5625 3.4375
31.5.1995 6.0625 6.25 7.5 13125 6.375 3.25
30.6.1995 6.125 6.25 7.5625 1.3125 6.6875 3.125
31.7.1995 5.875 6.02734 7.5 0875 6.875 2.625
31.8.1995 5.875 5.6875 7.5 0.90625 6.75 2.875
29.9.1995 5.875 5.75 7.4375 0.46875 6.8125 2.46875
31.10.1995 5.83203 5.75 7.54688 0.46875 6.77344 2
30.11.1995 5.97656 5.5625 7.53125 0.5 6.78125 2.3125
29.12.1995 5.6875 5.1875 7.40625 0.4375 6.5625 1.8125
31.1.1996  5.4375 4.75 7.48438 0.51563 6.375 1.76563
29.2.1996  5.3125 4.71875 7.5 0.84375 6.3125 1.57813
29.3.1996  5.4375 4.65625 7.5625 0.59375 6.07031 1.76563
30.4.1996  5.4375 4.35547 7.5625 0.55078 6.0625 1.875
31.5.1996  5.4375 4.48828 7.5625 0.51172 6.09375 2.70313
28.6.1996 5.49609 4.4375 7.5625 0.52344 5.83594 2.5
31.7.1996 5.46484 4.4375 7.0625 0.50781 5.8125 2.5
30.8.1996  5.4375 4.33594 6.9375 0.49609 5.81641 2.11719
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Vypis hlavného dgoritmu z programu ipa.cpp :

// Vonkajsie (Newtonove) iteracie
for(ni=1;ni<=niiter;ni++)
{ // Kriteria zastavenia (podla nacitanej hodnoty kstop) :
// AK Euklidovska norma rozdielu poslednych dvoch po sebe
// iducich rieseni je mensia ako zadana presnost
if (kstop==1) { if ( norma < keps ) Koniec(6); }
// Ak rozdiel dvoch po sebe iducich hodnout sigma je mansi
// ako zadana presnost
else if (kstop==2) { if ( fabs(srozd) < keps ) Koniec(7); }
// Ak rozdiel dvoch po sebe iducich hodnout ucelovej funkcie je
// mensi ako zadana presnost
else if ( fabs(hurozd) < keps ) Koniec(8);
fprintf(s,"\n\n%d. Newton Iteracia : \n",ni);
// Vypocet novej matice H a vektora Fy
set_H(y);
set_Fy(y);
// Riesenie linearneho systemu H.z = Fy
cgi = cgiter;
cgco = cg(H,Fy,z,cgi,cgeps);
// Vypocet noveho Newtonovho bodu - nove riesenie ynn
for (i=1;i<=rozmer;i++) ynnli] = y[i] - z[i];
// Vypocet Euklidovskej normy rozdielu poslednych dvoch po sebe
// iducich rieseni
for(i=1;i<=rozmer;i++) pomv[i] = ynnli] - y[il;
norma = norm(pomv,rozmer-2);
// Vypocet hodnoty ucelovej funkcie s novym riesenim ynn
hu = hoduc(ynn);
// Vypis vysledkov iteraie do suboru
Vypis_iter();
// Testovanie noveho bodu na splnenie podmienok
co = Test(ynn);
if (co!'=0) Koniec(co);

else

{ // Vypocet noveho mi a zapametanie si aktualneho riesenia
mi = mi*th;
for(i=1;i<=rozmer;i++) y[i] = ynn([i];

}

if (ni-1 == niiter) Koniec(9);
else Koniec(0);
return(0);

}
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Priklad vstupného subom s maticou (matica 4x4):

0.00059%4428077360; 0.00000111202871%0; 0.000002372481155;0.0000044582451261
0.000111202871%0; 0.0000136127530662; 0.0000128366485145;0.0000117174343067
0.00002B7246011%; 0.000012886564%145; 0.0000133644106192;0.0000120441619781
0.0004458451261; 0.0000117174343057; 0.0000120441619781;0.00001 750B5618%H7

Priklad vstupného subor s datami :

0.00a14%689%H473; 0.000093B5B8XR676; 0.0001046324(B2336;0.000150440053145
0.200;0.300;0.200;0.100

0.250;0.400; 0.300;0.200

0.250D00000000000;0.30000000000000; 0.2881346662829430; 0.1618653437170520
0.00aL199; 0.06;050;1

0.00M0010M; 60;20; 0.000000100

kde prvy 1.riadok je vektor navratnosti, 2. riadok je vektor dolnych ohraniceni a 3. riadok
vektor hornych ohrani¢eni, 4. riadok je $tartovaci bod. Dalgie &isla predstavuju hodnoty
parametrov v nasledovnom poradi : pozadovana névratnost’ E;, transforma¢ny parameter g,
konStanta redukei 8, vol'ba kritéria zastavenia (1 - absolutna presnost’ rieSenia, 2 -
absolutna presnost 0> =x'Qx, 3 - absolutna presnost hodnoty tGcelovej funkcie (4.11)),
pozadovand presnost’ pre danti volbu kritéria, maximdlny povoleny pocet vonkajSich -
Newtonovych - iteracii, maximalny povoleny pocet iteracii pri rieSeni SLR, absolttna

presnost’ pri rieSeni SLR.

Vzorka vystupného subom :

Parametre IPA :
Rozmer kovariancnej matice (pocet aktiv) = 4

Transformacny parameter mi = 0.060000
Kriterium zastavenia Newton iteracii (kstop = 1) :
a) Absolutna presnost nieps = 1.0e-07

b) Max. povoleny pocet iteracii = 60

Parametre Linear Solver (CG - Metoda zdruzenych gradientov) :
Kriterium zastavenia CG iteracii :

a) Absolutna presnost (cgeps) = 1.0e-07

b) Max. povoleny pocet iteracii = 20

VSTUPY :

Kovariancna matica (matica4.csv):

5.94428077360e-05 1.11202871591e-06 2.37246011551e-06 4.45824512617e-06
1.11202871591e-06 1.36127539662e-05 1.28866495145e-05 1.17174343058e-05
2.37246011551e-06 1.28866495145e-05 1.33644106192e-05 1.20441619781e-05
4.45824512617e-06 1.17174343058e-05 1.20441619781e-05 1.75055618957e-05

Startovaci bod :
2.50000000000e-01 3.00000000000e-01 2.88134656282e-01 1.618653437171e-01

Vektor navratnosti' :
1.49565899547e-04 9.33593802676e-05 1.04632408233e-04 1.50449055314e-04
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Pozadovana navratnost = 1.199000000000e-04

Ohranicenia na riesenie :

X[1] je z <0.200000, 0.250000>
X[2] je z <0.300000, 0.400000>
X[3] je z <0.200000, 0.300000>
x[4] je z <0.100000, 0.200000>

Menim startovaci bod (odlepenie od hranice intervalu) :
2.40000000000e-01 3.10000000000e-01 2.88134656282e-01 1.61865343717e-01
Startovacie podmienky splnene.

1. Newton lteracia :

Newton mi : 6.000000e-02

CG Pripad 0 - presnost : 1.000000e-07 (9 iteracii)

CG : Riesenie z = 5.770162e-03 -1.013300e-02 8.191807e-03  -3.828967e-03
1.000149e+00 1.821537e+00

Newton RIESENIE ynn = 0.23422983784137235697 0.32013300198261651630
0.27994284957202558717 0.16569431084014801803 -0.00014937280771687433 -
0.82153728389724545167

Rozdiel dvoch poslednych rieseni : 1.568214e-05 1.016740e-05 1.041806e-05
1.106764e-05 -1.000149e+00 -1.821537e+00

Norma rozdielu dvoch poslednych rieseni : 1.5e-02

Hodnota ucelovej funkcie : 0.08577586242080453838

Rozdiel poslednych dvoch : 1.5e-02 [-Hodnota ucelovej funkcie klesla]

Sigma : 0.00001167845153949010

Rozdiel poslednych dvoch : 1.2e-05

. (2vysne iteracie)
39. Newton lteracia :

Newton mi : 2.182787e-13

CG Pripad O - presnost : 1.000000e-07 (15 iteracii)

CG : Riesenie z = 2.608484e-08 -5.372058e-08 6.643474e-08  -3.879900e-08
6.569316e-07 -8.570586e-11

Newton RIESENIE ynn = 0.21111595136515959314 0.30000029292022484251

0.28888381518623373889 0.19999994052837979930 -0.08509154779340172281 -
0.00000173314002457481
Rozdiel dvoch poslednych rieseni : 1.445995e-05 1.038483e-05 1.063646e-05

1.143692e-05 -6.569316e-07 8.570586e-11

Norma rozdielu dvoch poslednych rieseni : 9.7e-08

Hodnota ucelovej funkcie : 0.00001152826004638191

Rozdiel poslednych dvoch : 3.9e-13 [-Hodnota ucelovej funkcie klesla]
Sigma : 0.00001152825951790109

Rozdiel poslednych dvoch : 1.6e-13

6 : Dosiahnutie pozadovanej nieps presnosti 1.0e-07 na 39 Newton
iteracii.

Zadana pozadovana navratnost Er = 0.000119900000

Navratnost spocitana sucinom ynn*r = 0.000119900000

Sigma [Sqrt( Riziko portfolia ) ] : 0.00001152825951790109

Riziko portfolia : 0.00000000013290076751

RieSenie, ktoré da/Solver sym istym Startovacim bodom :

X = (0.2313824747, 0.30 ,0.2884 935253, 0.18012400 )
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o = 0.0000116793¢0 je priblizne o 0.151e-6 horSierieSenie, ktoé dava pogram

ipa.cpp.

Tabul’ka porovnani rieSeni lohy NBS, ktoré pri danom E, dava ipa.cpp a

Solver :
E;: 0.00625 0.0066 0.007
Solver : 0.000178411354 |0.0001337298679 | 0.0001347159635
Ipa.cpp : 0.000178411369 | 0.0001337298709 | 0.0001347159637
E; . 0.0074 0.0078 0.0082
Solver : 0.0001407487668 | 0.0001522693393 | 0.0001692776811
Ipa.cpp : 0.0001407487728 | 0.0001522693395 | 0.0001692776809
Krivka meno vych portfolii
0.009
0.0085 —
./
0.008 ,/
0.0075 /
=0) /
0.007 {
0.0065 X
0.006
0.0055
00% 0.0% 0%0 0,%& Q%O 0.0{% 0%70
c
Krivka efektivnych menovych p ortfélii
0.009
0.0085 —
./
0.008 //
0.0075
E() /
0.007 {
0.0065
0.006
0.0055
QO{’O Zs % 00\796‘ 00"’0 QO"‘P€ 0070
c
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