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Úvod

V ekonómii 
� Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ê Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á ß â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö

÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & # ' # ( ) * + , -
. / 0 1 2 3 4 5 6 5 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U R V R W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b a c d e f g h i j k l m n o p

omq
r s t u v w x y z { | } ~ � � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼
½ ¾ ¿ ½ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ V

Ö
ytvorenie portfólia obsahuje dva aspekty. Prvým aspektom

× Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à Þ Ý á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô ñ õ ö ÷ ø ù ú û ü
na trhu disponibilný ých aktív do portfólia.

Druh
þ

ým aspektom je ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7
8 9 : ; < = > ; ? @ A B C D E F C G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j g k l m n o p q r s r t u q p v w x y z { | }
isté a ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ ° µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á edaÂ ja
Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó î sa rozumie neistota z návratu
ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / * 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < =
> ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R K N S T U V W X Y Z W [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l g m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ { � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ � ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ° ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì
Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Ô Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  �
minimálne riziko resp. pri stanovenom riziku maximálny výnos. Takéto portfólio
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & � ' ( ) * ) + * , - . / 0 1 2 3 4 5 6 5 5 7 8 9 : ; < = > ? @ A 8 B C < 9 @ D

Prvá kapitola je venovaná
E

 teoretickým podkladom pre praktickú aplikáciu

optimalizácie F portfólia. Je v nej uvedený teoretický model s istými predpokladmi

a G následnými implikáciami, ktoré sa týkajú rovnováhy na kapitálových trhoch. V modeli je
H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
z� hrnuté praktické dôsledky tohto modelu. Zdrojom informácií je [1]. Druhá kapitola je

venovaná � definovaniu úlohy zadanej z NBS. V tretej kapitole sú matematické podklady pre

riešenie úlohy. Štvrtá kapitola obsahuje matematickú formuláciu úlohy a konkrétny postup

pri jej riešení. Na z� áver kapitoly je uvedený popis vytvoreného programu, porovnanie
� � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ £ ¥ ¢ £ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¬ ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ç Ê Vý

Ë
sledky numerických

exÌ perimentov ako aj riešenia úlohy sú v prílohe.
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1 CAPM

1.1 The Capit al Asset  Pricing M odel.

Uveden
Î

ý model je jednou zo základných Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù × Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ëì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " #  $ � % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2
3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C A C D E F E G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y T Z [ Y \ ] ^ _ ` a b c d ] ` e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y
z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1 � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ « ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á
Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ó Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä á å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô í í õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � �
	 
 � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J E K L D M N O P Q
R S T U R V W T U X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Á ½ Ã ¾ Ä Å Æ Ç È É Ç Ê Ë Ì Í Ë Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ð Õ
Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Û Þ ß à á â á ã ä å æ ç è ç é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � �
� � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 0 6 1 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M H N I O P Q R S Q T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a
b c d e f g h e i j k l m n o p k q r s t u v w x y z { | } x ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡
¢ £ ¤ ¥ ¦ ¥ § ¨ © ª « ¬ ª  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ´ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å ä æ
ç è é ê ë ì ê í î ï ð î ñ ò ó ô ï õ ö ð ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � �

� 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " ! # $ % & ' ( ) ' * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A > B

C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ Z _ ` a b c d e f b g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � �

odkaz� uje na zjednodušený svet. Postavením nepochybne nerealistického sveta nám
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª «

¬  ® ¯ ° ± ¯ ² ³ ² ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¸ ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß Þ

à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ñ ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � [1, str. 237].
� � � � �  ! " # $ % & ' ( ) $ % * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 6 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ `
a b c b d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¤ ¦ £
§ ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Î Ê Ð Î Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ö Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ä ç è ç é ã ê ë ì í
analî ýzu.

                                                
1 Štátne dlhopisy sú ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø  za bezrizikové, t.j. ù ú û ü ý þ ù ÿ � �

investície je istá.
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1. � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' & ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 5 7 8 9 8 : ;
celkov< ým bohatstvom všetkých investorov malé. Investori sú price-takers, t.j.= > ? @ A = B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z Y [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k h l m n o p q r s t u v w x y z

{ | } ~ � � � � � } | � | � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
2. � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Â Ã Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö× Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å ä æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � �

� � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( & ) * + , - . / 0 1 2 0 3 4 5 6 7 5 8 9 : ; < = > ; ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U
sa nie je vo všeobecnosti optimálne.

3. I
V
nvestície sú limitované na súbor verejne obchodovaných aktív ako sú akcie a

W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q p r s r t p u v w x y z { | } | ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ � ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ®  ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î
Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ê ì í î ï ð ñ ò ó ï ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � þ � � � � � � � � 	

 � �  � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ' ) * ) + , - . / 0 / 1 2 3 4 5 6 5 7 8 9 : ; < = > ?

bez
@

rizikovom úroku.

4. A B C D E F G H I J K L M N O P N Q R S T U V W X Y Z [ V \ ] [ ^ _ ` a b c d e f _ b g h i j k l m n o k p q r s t u v w x
y z { | y } y ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ ·
¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Õ Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î í ï ð ñ ò ó ô õ ô ö ÷ ø
je príjem z

ù
 úroku, z dividendy alebo z kapitálového výnosu. Naviac, obchodovanie

je nákladné 
ù

a provízie a poplatky závisia od objemu obchodu a od pozície

individuálneho investora.

5.
�

 ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ?
@ A B C D E F G H @ A I J K L M N O P M Q R S T U V W X Y 2

Z
 model.

6.
[

 Všetci investori anal
\

yzujú aktíva tým istým spôsobom a ] ^ _ ` a b c d e f g istý

ekonomickh ý i j k l m n no a svet. Výsledkom je identické odhadovanie distribúcie

pravdepodobnosti budúceho toku pp enazí z investovania do prístupných aktív, t.j.

pre p q r s t u t v w x súbor cien aktív všetci odvodia ten istý vstupný list do

Markowitzovho modelu. So súborom cien aktív a bezrizikovou úrokovou mierou,

všetci investori y z { | } ~ � � � � � � � isté � � � � � � � � � návratnosti a � � � � � � � � � � � maticu z

návratností o aktív na generovanie efektívnej hranice a � � � � � � � � � �   riz¡ ikovo

                                                
2

Z
 Harry Markowitz odvodil základy moderného ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª «  portfólia v r. 1952, za ¬   mu

bola v r. 1990 udelená 
®

Nobelova cena za ekonomiku. CAPM bol vyvinutý 12 rokov neskôr
v y ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ od W· . Sharpe, J. Lintner a J. Mossin.
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[

optimálneho · portfólia. Tento predpoklad je ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ ako homoÇ génne
È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Î Ñ

Tieto predpoklad
Ò

y reprezentujú „ak“ z našej „ak“ - „ tak“ analýzy. Samozrejme ignorujú
Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è å é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � �
podstatu rovnováh� y na trhu akcií.

� � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 - 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \
] ^ _ ` a b a c d e ` f g h i j i k l m n o p q r s t u v w x w s y z { | } ~ � � � � � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
pracujú s t� ýmito implikáciami [1, str. 238].

1.   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä ¾ Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � ! " # $ % & '
( ) * + , ( - . / 0 1 2 3 4 5 6 4 7 8 9 : ; < = > ? @ A B > C D E F G H I J K L M N O P Q R S Q T U R V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a _ b c
d e f g h f i j k l m n o p q r n s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡
delené c

¢
elkovou trhovou hodnotou všetkých aktív.

2.
£

 Nielen 
¤

trhové portfólio bude na hranici výkonnosti - ¥ ¦ ¦ § ¨ § © ª « ¬  ® ¯ ° ± ²  ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½
¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å ¿ Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á  - â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù
ú û ü ý þ þ ý ÿ � � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � (� � �  ! " # $ % & ' ( . Výsledkom je
) * + , + - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 4 8 9 : ;

 - CML, vychádzajúca z bezrizikového úroku cez trhové

portfólio, � M (< = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ X \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s
t u v w x y z { t | } ~ � �

M
�

 ako svoje rizikovo optimálne portfólio s rozdielom iba v pomere

investovaného do neho a do b
�

ezrizikového aktíva.

3. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ § ¦ © ª § « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â
averzÃ ie k riziku daného investora. Matematicky :

2.01
Ä
,0

Ä
)

Å
( Mf

Æ
M A

Ç
rrE

È σ=−  , (1.1)

kde 
É 2

Ê
M

Ëσ  je variancia trhového portfólia M, A Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ñ Ï Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è
priemerované ý cez všetkých investorov, r f

ê  je bezriziková úroková miera, resp.



1 CAPM 7
ë

úroková miera z
ì

 T-Bill 3 a E(rM)
í 4

î ï ð ñ ò ó ô õ ö ó ÷ õ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � �
� � � � � � �

 M je optimálne portfólio, ktoré je 
�

efektívne diverzifikované cez všetky

aÃ ktíva, tak 2
�
Mσ   je s� ystematické riziko5

�
 takéhoto sveta.

4. Riziková prémia individuálnych aktív bude proporcionálna rizikovej prémii

trhového portfólia
�

 M � �  ! " # $ % & ' ( ' % ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < 7 = > ? @ A B C D E F G
portfóliu. FH ormálne je beta definovaná ako

2

)
I

,cov(J
M

Mi
K

i
K rr

σ
β

L
= (1.2)

M N O P Q R S R T U V U W X Y U Z

])
I

([])
I

([
)

I
,cov(J

)
I

(
2 f

[
M

\
i

K
f

[
M

\
M

Mi
K

f
[

i
K rrErrE

rr
rrE −=−=− β

L
σ

(1.3)

kde 
É

i je index aktíva.

] ^ _ ` a b c d c e
je odvoden

�
ý z f g h i j k l m n funkcie definovanej v o asti 1.2.2. Ã p q r s t u v w x y z { | } ~ � �

sú odvodené v � � � � � � � � � � �

                                                
3 T-Bill =  bezrizikový cenný papier (CP s nulovým rizikom straty návratnosti investície)
4

î
 E

�
(rM

� ) je stredná hodnota z
�

 návratnosti trhového portfólia
5

�
 Pozri � � � �  1.2.3. Diverzifikácia a riziko portfólia



1 CAPM 8

1.2 Teór ia portfólia

Teraz odhliadneme od efektíveho trhového portfólia a pozrieme sa na to, ako

v� ytvárajú svoje portfólio jednotliví investori.

Pri v
�

ytváraní optimálneho portfólia je snaha � � � � � � � � �  � �  najlepší pomer medzi

riz� ikom a výnosom. Vo všeobecnosti je kapitálové portfólio tvorené rizikovými a

bez
�

rizikovými aktívami. Pomer, akým investor alokuje svoj kapitál do rizikovej a

bez
�

rizikovej   asti Ã portfólia závisí od jeho averzie k riziku. ¡ í
¢
m averznejší je investor k

riz� iku, tým £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬ svojho kapitálu umiestni do bezrizikovej  ® ¯ ° ± portfóliaH  a ² ³ ´ µ ¶ · ¸¹ º » ¼ ½ ¾ ¼
 rizikovej ¿ À Á Â  portfólia tak, aby bola optimálna, je Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì  Í Î Ï Ð Ñ  matematická.

Investor iba urÒ Ó Ô ktoré rizikové aktíva z celkového Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü rizikových aktív na trhu majúÝ Þ ß à
te

�
jto á â ã ä å portfólia zH ahrnuté.

1.2.1 Portfólio z jedného rizikového a jedného bezrizikového aktíva

Predpokladáme, æ ç è é ê ë ì í î ï sa ð ñ rozhodol, aké aktívum bude ò ó ô õ ö ÷ ø õ ù rizikováú û ü ý
optimáþ lneho portfólia. Nasleduje urÿ � � � �

pomeru, akH ým rozdelí svoj kapitál medzi

riz� ikovú � � � � � bez
�

rizikovú 	 
 � �  Povedz
�

me, � � � � ri� zikovej � � � � � P
�

 alokuje y � a zÃ vyšok, t.j.

(1 - y� ) do b
�

ezrizikovej � � � � � F
�

. Miera návratnosti celkového portfólia C je potom daná ako

f
[

P
�

C ry yr r )
I

1( −+!= , (1.4)

" # $ % & ' ( ) *
tomu, 

� + ,
r f

-  je daná trhom a k dispozícii máme len . / 0 1 2 3 0 4 5 mieru6
návratnosti riz7 ikovej 8 9 : ; < E

�
(rp= ) :

�

f
[

P
�

C ry ryE rE )
I

1()
I

()
I

( −+= (1.5)

Riziko portfólia je dané jeho štandartnou odchýlkou ako
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>

P
�

C y σσ =  , (1.6)

ke
É ? @ A

σf
-  = 0. Na tomto mieste je vhodné B C D E F G H E F I J K L vo � M N O P Q R S T U V W mode6 rnej

ekonomickej teórie s� a predpokladá normálne, resp. lognormálne rozdelenie miery

návratnosti aktív, X Y Z [ \ ] ^ je dobre popís
�

ané svojou strednou hodnotou a disperziou6.

V
_

yjadrením y�  zo ̀ a b c d e f g h i j c dosad
k

ením do (1.5) dostávame

[ ] ,)
I

()
I

( f
[

pl
P

C
f

[
C rrE

m
rrE

m −+!=
σ
σ

(1.7)

odkiaþ n definujeme
k

P

f
[

pl rrE
m

S
o

σ
−

=
)

I
(

 
, (1.8)

p
o je sklon þ q r s t u alÃ okácie kapitálu CAL (v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � ako pomÃ er odmeny k

riz� iku.

   � � � � � � � �

                                                
6 [1, str. 162] � � � � � � � � � � � � � �   � ¡ ¢ £ ¤ riz� iko portfólio s 32 akciami a ¥ ¦ § ¨ © ª ¨ «¬  ® ¯ ° ± ¬ ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ ú 

ì º » ¼ ½ ¾ ½ » ¿ À Á
blíz

�
ko k parametrom normálnemu rozdeleniu.



1 CAPM 10

1.2.2 Miera tolerancie rizika a alokácia aktív

V predošlej 
_ Â Ã Ä Å Æ

sme ukázali Ç È É Ê Ë kombinácie alokácie kapitálu, t.j kombinácie

návratnosti a rizika, Ì Í Î Í zobrazením je CAL. Teraz nasleduje Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ pomeru H y�  - alokácie

kapitálu do riz
É

ikovej Ö × Ø Ù Ú portfólia. To je determinovanH é mierou averzie k riziku

je
�

dnotlivého investora. Û Ü Ý Þ ß à investora z jeho portfólia je daný jeho á â ã ä å æ ç æ è funkciou

definovanou ako
k  7

2005
é
.0

é
)

I
( Ccê A

ë
rE

m
U σ−= , (1.9)

kde 
É

A
ì

 je koeficient averzie k riziku (0.01 je prevod medzi % a dekadickým vyjadrením
í î ï ð ñ

). Dosade
�

ním (1.5) a (1.6) do (1.9) dostávame

22005
é
.0

é
])

I
([ Pf

[
plf

[ Ay
ë

rrE
m

y rU σ−−+!= , (1.10)

Z
ò

 maximalizácie ó ô õ ö ÷ ø ù ú û  funkcie, t.j. postavením ∂U / ∂y � = 0 a následným vyjadrením y�
máme

2
*

01
é
.0

é )
I

(

P

f
[

pl
A

ë rrE
y 

σ
−

= , (1.11)

ü
o je þ ý þ ÿ � ÿ � � pomeH r. Následné nájdenie optimálneho portfólia C je zobrazené na � � � � � � 	 �



iara aloká

�
cie kapitálu tvorená jedným bezrizikovým aktívom a trhovým indexom8

sa nazýva � �  � � kapitálového trhu - CML a predstavuje pasívnu stratégiu investovania

diskutovanú v 
k � � � � � � � � � � �

                                                
7

�
 Táto definícia je z [1, str. 146]. Vo všeobecnosti je � � � � �  �  ! " # $  aj inak definovanú% & ' ( ) * + ,

 funkiu.
8 Trhovým indexom sú balíky akcií - . / 0 / 1 2 / - 3 4  ako napr. S&P 500, NASDAQ



1 CAPM 11

    Obr. 5 . 2.

1.2.3 Diverzifkácia a riziko portfólia

Ak predpokladáme, 6 7  portfólio je 8 9 : ; < = >  iba z akcií firiem, rozlišujeme dva druhy

zdrojov ? rizika. Prvým je trhové riziko (systematiké, @ A B C D E F G H I H J K L M N O P Q R S T ktor
U

é vzniká z

neistôt 7 vyplývajúcich z úrokových sadzieb, inflácie a iných ekonomických V W X W Y Z [ \ ] ^
Druhým je špecifické (firemné, nesystematické, _ ` a b c d e f e g h i j k l m n o ) riz

�
iko plynúce z rizika

firmy. Diverzifikácia je proces pridávania akcií do portfólia za p q r s t u v w x y z { | }
špecifického rizika. ~ ím 

� � � � � � � � � � �
akcií portfólio obsahuje, tý� m � � � � � � j

�
e jeho špecifické

riz� iko, teda aj jeho celkové riziko. Avšak trhové riziko diverzifikáciou � � � � � � �  � � � � � �  ¡ ¢
.

1.2.4 Portfólio z dvoch rizikových aktív

Teraz predpokladajme, £ ¤ portfólio H ¥ ¦ § ¨ © ª « zostavené len z dvoch akív, ¬  ® ¯ ° ± prvéH
aktívum má v portfóliu z� astúpenie w² 1 a druhá w² 2 = 1-w² 1. Miera návratnosti takéhoto

portfóliaH  je

2
�

2
�

11 rw³rw³rP
� += , (1.12)
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kde 
U

r1 a r2 sú návratnosti z akív a rP je ´ µ ¶ · ¸ ¹ ´ º » ¼ portfólia. H ½ ¾ ¿ À máÁ me k dispozícii iba
Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê návratnosti akív, preto (1.12) prepíšeme na

)
I

()
I

()
I

( 2
Ë

2
Ë

11 rE
m

wÌrE
m

wÌrE
m

P += (1.13)

Varianci
Í

a portfólia je daná ako

)
I

,cov(J2 2121
2
2

2
2

2
1

2
1

2 rrwÌwÌwÌwÌP +!+!= σσσ (1.14)

Î Ï Ð Ñ Ò 2
111 )

I
,cov(J σ=rr Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ú Ü Ý Þ ß Ø Þ à á â ã ä å

)
æ

,cov(ç2
è

)
æ

,cov(ç)
æ

,cov(ç
2

Ë
12

Ë
12

Ë
2

Ë2
Ë
2

Ë
11

2
Ë
1

2
Ë

rrwÌwÌrrwÌrrwÌP ++=σ (1.15)

é ê ë ì ë í î ï î ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ö ù ú ø ö û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * +
)

æ
,cov(ç)

æ
,cov(ç

1
,

2
-

2
-

1
, rrrr = . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? = @ A ? B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _

maÁ tici, v tomto prípade rozmeru 2x̀ a b c d e f g e h i j k l m n o p q r s t u q v w x y z { | } ~ � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

YXXYYX rr σσρ�=)
�

,cov(� , (1.16)

kde 
U

ρ� XY ∈<-1,1> � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¤ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¿ Â ¾ Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï
Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ö Ù Ú Ø Ö Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ó ø ù ú û ü ý þ ÿ ü � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � ρ� 12

�  = 1.
� � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E @ F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z
[ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p m q r s t u v w x y z y { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  < ρ�  <1, dáva
� � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ® ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å ¿ Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ñ Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à
á â ã ä å á æ ç è é á â ê ã ë ì ë í ã î ï ð ç ë ñ ò ó ô õ ö ô ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ þ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
Dosadením (1.16) do (1.14) a s prihliadnutím na ρ� 12 = ! " # $ # % & ' ( ) * + , - + . / - + 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � �
variancie po� rtfólia je pre ρ� 12 = -1.
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Pri optima
�

lizácii nás zaujíma, aké pomerné zastúpenia majú aktíva v portfóliu � � � ,

a� by toto bolo optimálne. Dosadením w� 2
�  = 1-w� 1 do (1.14) a � � � � � � � � � 0

�
1

2 =∂∂ w�Pσ  a

následnou úpravou dostávame

)
�

,cov(� )
�

,cov(�
*

21
2
2

2
1

2
-

1
,2

-
2

-
1 rr2

� rr
w�

−+�
−=

σσ
σ

, (1.17)

�
o je � � �   ¡   ¢ £ pom¤ erné zastúpenie prvého aktíva. Pre rôzne hodnoty ρ¥ 12  

� dostávame
¦

§ ¨ © ª « ¬  ® ¯  ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¶ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î
na nasledovnom obrázku.

   ï ð ñ ò ó ò ô ò

1.2.5 Portfólio z dvoch rizikových a jedného bezrizikového aktíva

Ak by sme õ ö ÷ ø ù ú û ü ý portfólio ¤ þ ÿ � � � � � � dvoch riz
¦

ikových aktív tvoriacich rizikové

portfólio ¤ P
�

 a jedného bezrizikového aktíva F
�

, tak analogicky ako v � as� ti 1.2.1, 	 
 � �  � � sa
� � � � � � � � najlepší pomer odmen� y k riziku, t.j.

P
�

f
�

P
P

w

rrE
�

S
�

i σ
−

=
)

�
(

 max� , (1.18)
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kde E
�

(rP
� ) a 

 
σP

�  sú dané z (1.13) a (1.14) ! " # $ % & ' ( ) * w� 2
�  = 1-w� 1. + , - , . / 0 1 2 0

�
1 =∂∂ w�S

3
P

�
dostávame

¦

)
�

,cov(�]2)
�

()
�

([])
�

([])
�

([

)
�

,cov(�])
�

([])
�

([

2121
2
21

2
12

2
4

12
42

4
2

4
1*

1 rrrrErErrErrE

rrrrE
5

rrE
5

w�
f

6
f

6
f

6
f

6
f

6
−−−−+−

−−−
=

σσ
σ

(1.19)

Ostáva 
7 8 9

len ur
: ; < =

pome¤ r, akým podelíme kapitál medzi > ? @ A B P
�

 a F
�

. Tento pomer závisí

od koeficientu � averzie k riziku A a je daný C D E F G H I J K L K K M L N O P Q R S T U V W celkového porX tfólia

C je daná Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d \ zobrazená na e f g h i j k l m n o p D a E predstavujú jednotlivé aktíva

a � U je q r s t u v w x funkcia investora definovaná v y z { | } ~ � � � � �

     � � � � � � � �

1.2.6 Markowitzov model výberu portfólia

Teraz
�

 zovšeobecníme prípad výberu dvoch rizikových aktív na výber viac

rizikových aktív. Prvým krokom je nájdenie � � � � � � �  kombinácii rizika a návratnosti. Táto
� � � � � � � predstavuje krivku, ktorá sa n¤ azýva bariéra alebo hranica minimálnej variancie

rizikových aktív. Táto hranica je graf � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § rizika ktoré ¨ © ª « ¬  ®
dosiahnuté 

¦
pri danej návratnosti portfólia a jeho zobrazením je parabola na ̄ ° ± ² ³ ´ µ ¶

P
�

oznamenajme, · ¸ všetky�  individuálne aktíva ¹ º » ¼ ½ na pr� avej strane od tejto hranice,

prinajmenšom ¤ ak je povolený krátky predaj. Ak by bol krátky predaj zakázaný, niektoré z

a� ktív ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ aj na hranici. B� od G Ç È É Ê Ë Ì Í na vrchole paraboly je globálnym Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ó Õ Ö
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minimom. Vše× tky body Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ na h� ranici a nad bodom G sú najlepšími ß à á â ã ä å
kombináciami rizika a návratnosti portfólia a tvoria efektívnu hranicu. Pre æ ç è é ê é ë ì í
portfólio ¤ î ï ð ñ ò ó ô na hranici a pod bodom G existuje portfólio na efektívnej õ ö ÷ ø ù hranici,

ktoré má k prislúchajúc
ú

emu riziku û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 �
preto spodn¤ á �  � � krivk

ú
y tvorí

neefektívnu hr� anicu (� � � � � � � � � � D
�

ruhý krok optimalizácie � � � � � � bez
�

rizikové aktívum. Tak

ako v predch� ádzajúcej � a� sti,  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 pomerom odmen¤ y k riziku, t.j.

najstrmšiu CAL. Poslednou 4 5 6 7 8 9 optima� lizácie je problém individuálneho investora,

ktor
ú

ý sa rozhoduje pre : ; < = investovanú do riz
>

ikového portfólia a zvyšok do bezrizikového

aktíva, ako je to na � ? @ A B C D E D

     F G H I J I K

Teraz
�

 sa L M N O P N Q pozrie¤ me na prvý krok optimalizácie. Pre nájdenie hranice

minimálnej variancie potrebujeme ako vstup súbor R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k h lm n o p q r s t u v w x t y z { | } { ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ
¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É

jeden 
Ê

rok a má vybraných nË Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û 0 vieme ceny akív

P
�

1
0

Ü
,...,PÝ nÞ 0

Ü ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ÷ ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � 	  � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �  � � ! " # ! $ % & ' ( ) ( * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; : < : = > ? @ A B C D E F G H I G J K L M N O

E
�

(P
�

1
0

Ü
)

 
,...,EÝ (P

�
nÞ 0

Ü
) a

 

dividend
¦

y aktíva E(D1)
 
,...,EÝ (DnP ) ako
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9

Q
 [1, str 212]. Samozrejme to nie je jediný spôsob V W X Y Z [ \  ] ^ _ ` a b _ c d e  návratnosti.



1 CAPM 16

f g h i j k i l m k n o p q r s t u v w x w y z { | } ~ � � � } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦
§ ¨ © ª « ¬ ¨  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À ¾ Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í É Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö Ó × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç å è é ê ë
ì í î ï ð ñ ò ó ô ñ õ ñ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � w� i :

∑ ∑∑

∑

=
≠ = =

=

+=

=

n!

i
"
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j
#

i
"i"
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# j

#
i
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"
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n!
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" i
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"
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(

σσ
, (1.21)

ktoré vyplývajú priamo z (1.13) a (1.14) sumovaním cez nË  aktív.

) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o

p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¥ ¨ © ª © ¨ « ¬ ª  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ
¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¿ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö Ó × Ø Tieto 

Ù
dva postupy sú ekvivalentné. Avšak z

Ú Û Ü Ý Ú Û Ü Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê æ ë ì í î ï ð ñ í ò ó ô õ ô ö ÷ ø ù ú û ú ü ý þ û ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � � 
  � � � � � � � � � � � �
� � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ \ ` a b c d e f
g h i j k j l m n o p q r s t u v w x y z { | { } ~ � | � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬ 
® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ± ¶ · ¸ ¹ º ¹ » ¼ ¹ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Ç Í Î Ì Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ á ç è é ê ë ì í î ï ð ñ

(0,+∞).
ò

V prax
ó

i ô õ ö ÷ ø ù ú ù û ü ý þ ü ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � � � �  � � � � � � � Napríkla
�

d nejaká inštitúcia
� � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D @ E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^
_ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢
£ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¨ ¬ ª  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¸ ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¿ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ sa pridávajú do
Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ù Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � 	 � �  � � � � � � � � � � � � � � � �
t.j. pomer odmen

�
y k riziku.

�  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / . 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : 9 ; : < = > ? @ A B C D E F G D H I J K L H M N O P Q R S T U V W X V
optimálnej Y CAL a proporcionálne zahrnutie bezrizikového aktíva do celkového portfólia

individuáln
Z

ym investorom. Tieto kroky [ \ ] ^ _ ] ` a b c d e f g f h i j k l m n o p q r s t u v w x y z y x { | } ~ �
1.2.2.



1 CAPM 17

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   � � ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  © ® ¯ « ° ± ² ³ © ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾
¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ê Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ú Ü Ý Ü Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö

r f
÷ , tak dospejeme k

ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - ' . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ?
@ A B C A D E F G H I F G F J K J A L M N O P Q P R S T U V W

[1].
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1.3 Rovnováha na kapit álov ých t rhoch

1.3.1 X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v portfólio ?

w x y z { | } ~ � � { � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ � § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹
º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ê Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á Ú â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü û ý þ ÿ �
(predpoklad 5) aplikovaný na ten istý súbor cenných papierov (predpoklad 3) pre ten istý
� � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = 8 > ? @ A B C D E F G H I J K
L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j i k l m n o p q r s t k u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ë Ï Ð Ñ Ò Ó Ï Ô Õ
efektívnej hrÖ anici, ako je to na nasledujúcom obrázku.

× Ø Ù Ú Û Ú Ü Ú

Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

rizikovom portfóliu je 1%, potom aby sme dostali agregátne trhové portfólio, sumujeme
 ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; : 6 < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X T Y W Z [ % GM. Ten istý
\ ] ^ _ ` a \ b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È áme optimálne rizikové portfólio, ktoré

É
Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ú Ö Ü Ý Ù Ú Û Þ ß à ß à á â ã á ä å æ ç è ç é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ð ñ ô ñ ï î õ ö ÷ ø ù

M.

Pripus
ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ! ) * + , - . / 0 1 2 / 3

4 5 6 7 6 8 9 6 4 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J H K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` Y a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t s u v s q w x y
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z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ³ ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿
À Á Â Ã Ä À Â Å Æ Â Ç È É Ê È Ë É Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Ö Û Õ Ô × Ü Ý Þ ß à á à Þ â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � �
� � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J
zahrnuté K v optimálnom portfóliu. Jedinou otázkou ostáva cena, pri ktorej sú investori
L M N L O P Q R S T S U V W X Y Z [ \ ] ^ [ Z _ ` [ a b c d e d d f g h i j k l m n d f d o g p q k h r s

1.3.2 Efektívna je pasívna stratégia

V jednoduchom svete CAPM,
t

 M je
u

 optimálne portfólio v w x y z { | } ~ � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¸ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì
Í Î Ï Ð Ñ Ò Ð Ó Ô Õ Ö × Ø × Ö Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é è ê ë ê ì í î ï ð ê ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � �
Samozrejme, � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) ' * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M
N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c b d b e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y u z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � �
trhového, index

�
ového, portfólia. Tento výsledok � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª © « ¬  ® ©

fondu - mutual fund theorem [1, str. 240]¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¼ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ì
Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è å é ê ë ì ë í î ï ð ë ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ú ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � �
komponent

�
y :

• � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . - / 0 1 2 3 4 5 6 7 5 8 9 : ; : < = > ? @ A B C D B E F G H I J K L M N O P N Q R S
T U V W X Y Z [ \

• osobn] ý problém závisiaci na investorovej averzii k riziku, t.j. alokácia celého

portfó^ _ ` a b c d e f g h i j i k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ z � � | ~ �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

éri 
�

investovania robia rizikové portfóliá, ktoré sa líšia od
� � � � �   � � ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¶ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Å Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ
ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í ì ê î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � ú ý þ ü � � � � � � � � 	 
 � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1.3.3 Riziková prémia z trhového portfólia.

� �  ! " # $ % # & # % ' ( ) $ * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ?
y@ , umiestnený v optimálnom portfóliu

M
A B C D E F G H I H H J I K L M N O M P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i f j k l m n o p l q k j q r s t u v w x y z { | { } ~ } � { �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ ¢ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç Æ È
É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ Û ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ø ú û ú ü ø ý þ ÿ � � � � � � � � � � � � 	 

� �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , + - . / 0 1 - 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > = ; ? @ A B C D E F G H
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I

rizJ ikovom portfóliu je 100%. Ekvivalentne, dosadením yK  = 1 a P = M L M N O P Q R S T U V U U WX Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h g i j k l m n o p q n r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �   � � ¡ ¢ £ ¡ ¤ ¥ £   ¦ § ¨ © ª « ª ¨ ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ » ¿ À Á Â Ã

Ä Å Æ Å Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ï Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Õ Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì

Príslušná 
í

riziková prémia aktíva je determinovaná jej podielom na celkovom riziku

portfólia. î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - .
/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B ; C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f _ g h i j k l m n o p q r s t u v
vstupnw ý list, t.j. x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © § ª « © ¬ ® ¯ ° ± ² ³ ± ´ µ ³ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Ä Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ñ Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã

i-tom riadku a j
ä
-tom

å æ ç è é ê ë ì í î ï ð covñ (r i, r j
ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ü ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � � 	  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � i-teho a

j
ä
-teho aktíva. Podiel i-teho aktíva na variancii portf ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6

∑
=

n7
j

8 i
9

j
8

j
8

i
9 rrw:w:

1

)
;

,cov(< (1.22)

V
=

ýraz v sume predstavuje kovarianciu i-teho aktíva s trhovým portfóliom. Inými slovami,
> ? @ A B C D E B F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � �
portfóliu, t.j. podiel î i-teho aktíva na riziku portfólia je

)
�

,cov(�
M

�
i

�
i

� rrw� (1.23)
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Racionálni trhoví investori dostávajú vysoké návratnosti, ak znášajú tomu primerané

rizó iko.
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â ã ä å æ ã ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " #
$ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V S W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f c g h
i j k l m n o p q r s t u r v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¤ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³
CAPM na z

´
ískanie vnútornej miery návratnosti - IRR projektu.

1.3.6 Rozšírenia CAPM

Predpoklady, ktorµ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ ¾ À Á Â À Á Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Ë Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý
Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï í ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
re alite. Sú dva typy rozšírenia základnej verzie CAPM. Prvý sa týka zoslabenia
! " # $ ! % & ' ( $ % ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? = @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T Q U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f
g h i j k l m n g o p q r s t u v w x y z { | { } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

r f
�  resp. sú dané isté

� � � � �   ¡ ¢ �   � £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª © « ¬ «  © ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ µ · ¸ · ¹ µ º » ¼ ½ ¾ r f
� . To je model s nulovou beta. Druhé

rozšíre nie sa týka likvidity  niektorých aktív a model má názov Teória likviditných

pré¿ mií10.

                                                
10 Viac o týchto modeloch je À Á Â Ã Ä sa Å Æ Ç È É Ê Ë Ì [1] na str. 249 - 259
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Î Ï Ð Ï Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü

Predpoklad
ý

y postulované pri definovaní CAPM zavádzajú predstavu rovnováhy na

kapitálovom trhu. Z
þ

miernením niektorých striktných predpokladov sa síce od teoretickej
ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % $ & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = 9 > ? @
A B C D E F A G H I J K L M N O P Q N R S T U V W X Y Z [ \ ] Rovnako aj zistené hodnoty alfa a beta aktíva majú
^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p j q p r n s



2 Definovanie úlohy 27
Í

2 Definovanie úlohy

2.1 Zad
t

anie ú lohy

V prvej kapitole sa 
u v w x y z { | } z

portfólio tvore¿ né aktívami, resp. akciami. V našom

prípade je úlohou n¿ ~ � � �  krivku efektívnych menových portfólií z mien v devízovej rezerve

NBS
�

 za platnosti istých špecifi ckých � � � � � � � � � � , ktoré sú definované � � � � � � . Devízová

rezerva ted a predstavuje portfólio a jednotlivé meny akcie v portfóliu. Podobne ako pri

akciách, v� ychádzame z historických údajov. Údaje sú dané výmenným kurzom slovenskej

koruny oproti cudzím menám úrokovou sadzbou na jednotlivé meny. Prvá vzorka dát sú

denné v
�

ýmenné kurzy cudzej meny oproti SK ur� � � � � � � � � � sú z � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ obdobia¦
rokov 1994 - 1998. Tieto  § ¨ © ª « ¬  ®   pri testovaní programu. Druhá vzorka dát je z ¯ ° ± ² ³ ´ µ ²
obdobia J¦ anuár 1995 ¶ ·  Február 2001. Sú to ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ vý¿ menné kurzy a príslušné À Á Â Ã Ä Å Æ
úrokové sadz

Ç
by. Vzorku dát È É Ê Ë É  Ì Í Î Ï Ð  v prílohe.

Ñ Ò Ó Ô Õ
v¿ ýmenný kurz nejakej meny oproti inej mene v Ö as� e si × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å

ako � meniacu sa cenu akcie v æ ç è é ê pr¿ eto ë ì í î ï na optimalizáciu menového portfóliað
ñ ò ó ô õ ö teoretickú CAPM anal

÷
ýzu a úlohu ø ù ú û ü ý ù þ ÿ � ako Ma� rkowitzovu úlohu.

2.2 Matematický  model

Úloha teda 
� � � � � � � � 	

nájdení 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � bo
�

dov M, ktorá obsahuje

dvojice bodov [
�

r i,σi]
�
 resp. [E(r i),

�
σi], 

�
i∈N. Tieto bod

�
y tvoria parabolu ( ! " # $ % & ' ( ) * + ,

Úlohu nájdenia 
�

portfólia - . / 0 1 2 3 4 5 na krivke efektívnych portfólií historicky ako prvý

sformuloval H. Markowitz.
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2.2.1 Matematická formulácia Markowitzovej úlohy

Matematická fo
6

rmulácia Markowitzovej úlohy vyzerá nasledovne:

r7i
8n9

i
8 i

8n9
i

8 i
8

x:
E.r;x<,=x<

x<Qx<Min

== ∑∑
== 11

T

1 :podmienok ¿ za

 ,

(2.1)

kde
þ

n>  – ? @ A B C a� ktív v portfóliu

Q – D E F G H I G J K L M matica Q∈∇nN xO nN
x<  – vektor váh (riešenie), x< ∈∇nN , x < = (x< 1,..,x

<
nN )

�
r – vektor návratností, r∈∇nN , r = (r1,..,rnN )

�
Er – P Q R S T U V S W X W X V Y Z [ \ ] ^ _ portfólia¿

` a b c d e f d g h i e j e k l i e f m n o p q r s t u v w x y
Q, vektora návratností r je popísaná vz { | } ~ � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
  ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¤ £ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Ê Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù

Z
Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ê ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � 
 �  
 � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 5 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e
f g h i j k h j l m n o p q r p s t u v t w x y u z { | } ~ { | � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ � £ � ¤ ¥ ¦ §

¨ © ª « ¬  ¬ « ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ´ µ ³ ¸

 I.
¹

 º » ¼ ½ ¼ ¾ ¿ À ¿ Á ¼ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ó Õ Ö × Ø Ù Ú Ù Û Ü Ù Ý Þ ß à á â ã ä â å æ ç ã ç è é è ä ç ê ë x< i ≥0 
ì

∀i=1,..n

 II. í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � ÿ � þ � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + ' , - . -
x< i∈<a/ i,b= i>
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0

Prida
1

ním 2 3 4 5 6 7 8 9 6 : ; < a I= I. k úlohe (2.1) dostávame > ? @ A B C D E F G matematickú formuláciu

úloh
H

y :

,...,n=2,=1i,=0x<
Erx<

,...,n=2
I
,=1i,=b

J
x<a/

x<
x<Qx<Min

i
8

r7i
8n9

1
K

i
8 i

8
i

8
i

8
i

8

n9
1

K
i

8 i
8

x:

=∀≥

=

=≤≤

=

∑

∑

=

=

)
�

P4(

)
�

P3(

)
�

P2
1

(

1(P1)

 :podmienok L za ,T
M

(2.2)
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3 Kvadratic
N

ké programovanie a metódy vnútorného bodu

V tejto kapitole sa oboznámime s úlohou kvadratického pro
O

gramovania a spôsobom

jej riešenia metódou vnútorného 
P

bodu. Q R S T U úloha (2.2) de
H

finovaná v predchádzajúcej

kapitole je úlohou kvadratick
V

ého programovania, je potrebné W X W Y Z [ \ ] ^ sa s teóriou

rie_ šenia takejto úlohy.

3.1 Úloh
`

y kvadratického programov ania - QP

Úlohou kvadratického p
a

rogramovania je b c d e f g h i h j k j konvex
V

nej kvadratickej

funkcie 
l

n>  premenných na m n o p q r s prípustnt ých riešení, ktorá je zadaná sústavou lineárnych

rovníc a nerovníc. Táto sústava sa nazýva sústava s lineárnymi u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � �
sústavu s lineárnymi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � na ekvivalentnú sústavu rovníc s

nez  ápornými premennými. Z tohto dôvodu sa ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  iba úlohou s 
® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼

práve popísanom tvart e, t.j. úlohou formulovanou nasledovne :

½ ¾ ¿ ¾ À Á Â ¾ Ã Ä Å Æ Ç
f

È
(x< ) = ½ 

�
x< T

É
Qx + cÊ T

É
x< , (3.1)

za podmienok Ax = b
J
, x<  ≥ 0 (3.2)

Kvadratickú funkciu (3.1) nazývame Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ funkcia a tá je konvexná práve vtedy, Ò Ó Ô
matica Q je kladne semidefinitná. Õ Ö × Ø Ù maticu Q Ú Û Ü Ý Þ ß à á ß â ã ä å tak, ab

æ
y bola

symetrická, ç è é ê om úloha së a nezmení. Úlohu kvadratického programovania ì í î ï ð te
æ

da

skrátene ñ ò ó ô õ ö ÷ ako=

}0
ì

,|{ T
M

T
M

2

1 ≥=− x<b
J

Ax
ø

x<cÊQxx<Min
ù

x: , (3.3)

kde Q∈∇nN xn
N
 je symetrická a kladne semidefinitná, A∈∇mú xn

N
, c,Ê x∈∇nN , b

J
∈∇mú , m û ≤ n> . Vektor x<

ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " y#  (3.2). Prípustné riešenie, ktoré
$ % & % $ ' ( % ) * + , - . / 0 1 2 - 3 4 5 6 7 8 4 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c x< ˆ .
d e f g h i j k l m k n o p q r s t u v w x w y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � �

K
�

 = {x< ∈∇nN  | Ax
ø

 = b
�
, x<  ≥ 0}. Je
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� � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± « ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ K À Á Â Ã Ä Å Æ
K0

Ç
 = {x< ∈∇nN  | Ax = b

�
, x<  > È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ï Õ Ö × Ð Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê é K̂ . Predpokladáme,

ë ì í î ï ð ñ î
A ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ù ü ý þ ÿ � � � � � �

K̂  ≠� � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  !  " # $
nazýva primárnou úlohou. Formuláciu duálnej a% & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D
[2].

3.2 Podm
`

ienky  op timalit y pre primárnu úlohu QP

Lagrangeova analýza nám dáva podmienky optimality pre úlohu na viazaný extrém

s E F G H I J K L I J H M N O  tvare rovností. Kuhn a Tucker zovšeobecnili túto analýzu pre úlohu na

viP azaný extrém s Q R S T U Q T V W Q X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f d g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � �
Napíšeme 

�
si Lagrangeovu funkciu pre funkciu (3.1) s prvou podmienkou (3.2) majúc na

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢

L(x£ ,λ
¤

) = ½
¥

x£ T
É
Qx + cÊ T

É
x£  - λ

¤ T
É
(Ax-b

¦
), 

¥
x£  ≥ 0 (3.4)

Kuhn-Tuckerove podmienky pre sedlový bod úlohy (3.4) majú tvar :

∇x§ L ≥ 0

x£ T
É

∇x§ L = 0 (3.5)

x£  ≥ 0

∇λ
¨ L

©
 = 0

ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ ³ µ ² ³ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¼ ¾ ¿ À Á Â À Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è
é ê ë ì ê í î ï í ð ñ ò ó ô õ ñ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % # & ' ( ) *
+ , - . / 0 [2].
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3.3 Metód
`

y vnútorného bodu

3.3.1 Základná charakteristika

Metód
1

y vnútorného bodu sú moderné (existujú zhruba 15 rokov) 2 3 4 5 6 7 8 9 me: tódy
; < = > ? @ A B C hlavne na rieše

D
nie úloh lineárneho ako aj kvadratického programovania. Princíp

metódy vnútorného bodu E F G H I J K L genM erovaní postupnosti bodov – riešení, ktoré sa

nachádzajú vo “vnútri” N O P Q R S T pU rípustných riešení. Jednotlivé iterácie algoritmu metód

vnútorného bodu V x£ k
W
∈ K

X 0
Ç
 sa Y Z [ \ ] [ ^ _ ` a b optic málnemu riešeniu. Toto d e f g h f i j k l m n o  je

riadené “vylepšovaním” hodnoty p q r s t u r v  funkcie. Algoritmus w x y z { x  zo štartovacieho

bodu 
|

x£ 0
Ç
∈ K0

Ç
. Prechod od x£ k

W
∈ K0

Ç
 k x£ k

W
+1}

∈ K0
Ç
, k

~
 = 0,1,… , je realizovaný itera� � � � � � � � � � �

x£ k+
W

1 = x£ k
W
 + αk

W
s� k

W
, (3.6)

kde 
�

s� k
W
∈∇n� , s� k

W
 ≠� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ αk

W
∈∇, αk

W
 > ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Â Å Æ

 smere s� k
W
. Smerový vektor s� k

W Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Ú Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í è î ï
ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý

Ask
W
 = 0 aþ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) ' * +

, - . / 0 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N L O
αk

W
 P Q R S T S U V W X Y abZ y aj x£ k+

W
1 bol vnútorným

bodom, t.j. 
|

x£ k+
W

1∈ K0
Ç
 a [ \ ] ^ _ ` a b c volímeV  tak, aby sme minimalizovali d e f g h i d funkciu v

j
danom smere 

k
s� k

W l m n o p q r s t u v w x y z { x | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦
§ ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ¯ ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¿ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ì Í Ñ Ò Ð Ó Ð Ô Õ Ö × Ø Ù Õ Ú Ø Ú Õ Û Ü Ú Ý Þ ß à á â

Teraz pristúpime k ã ä å æ ç è é ê ë ë ì í î ï ð ñ î ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ý ÿ ü ý � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % " & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  tva: ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T
U V W X W Y Z [ \ ] ^ \ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o n p o q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
a tZ o v � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¢ ¦ § ¨ ¤ ¤ ©
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3.3.2 Bariérové metódy

Bariérové metódy sú vhodný spôsob riešenia úloh s ª « ¬  ® ¯  ° ± ¯ ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À ¾ Á
Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	

 � �  � 
  � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * +  tvare (3.1), (3.2) prepíšeme do tvaru

b
,

Ax

x-x-c.Qxx-x-/ n0
i

1 i
1

=

∑
2

Γ++ = ,(
=

podmienok 3 za

)
4

(½
5

)
4

 Min
6

1

TT µ7µ7
, (3.7)

kde µ8  > 0 je riadiaci parameter a Γ(ξ)
¥
 je rýdzo konvexná, klesajúca a9 : ; < = > ? @ A B C D E F

G H I J K L M J N
+∞O=Γ

+P→Q )
R

(lim
S

0
T ξ

ξ
U (3.8)

V W X Y Z [ \ W ] X ^ _ ` a b c d e f g
T(x£ ,µ8 ) j

¥
e teda definovaná na K

X 0
h
 a Z má nasledovné vlastnosti.

J
i
e rýdzo konvexná na K0

h
, a j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ | � � � � � � � � � � � µ8  > 0 má najviac

jedno minimum 
�

x£ µ� ∈ K0
h
 a a� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¢ ¤ ¥ K̂  úlohy (3.3) neprázdna

aZ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ T(x£ ,µ8 ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¼ » ¾ » ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Ê Î K nadobúda
Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ð Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ï ð ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ û ÿ þ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �  ! " # ! $ % & ' ( ) * + , - . / . 0 1 2 3 4 5 6 7 6 8 9 : x; µ� < = > ? @ A B C D E F G H I J I K L M N O P Q R S T U V W
X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k

x; µ�  bariérovej funkcie T(x; ,µ8 ) 
l

pre všetky hodnoty parametra µ8  > 0
m n o p q r s t u v w x y z v { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ¯
v anal³ ytickom strede11 x; a´ µ ¶ · ¸ ¹ º » K

¼
 a ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ç Ì Í Î Ï Î Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Ú Þ ß à á â ãä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ý ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' $

( ) * + , ( - , . / 0 1 2 3 4 5 6 7 . 8 9 : ; : < 9 = > ? @ A B C D E F G H I J G K L M N O M P Q R S T U S V W X  optimálnemu riešeniu po

centrálnej trY ajektórii hovoríme metóda sledovania centrálnej trajektórie.

Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | x } ~ { � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £

 postupnom zmenšovaní hodnoty parametra µ¤ . Kladný parameter µ¤

                                                
11 Rigorózny dôkaz tohto tvrdenia bol spravený len pre logaritmickú bariérovú funkciu. Za¥ ¦ § ¨ ¦ © ª «  centrálnej trajektórie ¬  ® ¯   ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸  štartovací bod x¹ 0

º
∈ K0

º
.
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» ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É È Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ò ô ñ õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ x¹ i = 0
ÿ � � � � � � � i. S klesajúcou hodnotou parametra µ¤  klesá váha bariérovej funkcie a rastie váha
� � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % µ¤ & ' ( ) * + , - . / ( 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H D I J K L M N O P Q

algR oritmu metódy vnútorného bodu, ktorá pre zvolené µ¤  dáva optimálne riešenie úlohy
S T U V W U X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r

µ¤ k
s t u v w x y z { | } ~ � � � � � �

x¹ k
s
, ktoré je optimálnym

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¤ ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Ã Å Æ Ç È É Ê Ë Ì
Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �
uspokojíme sa s� � � � � � � �  ! � " # $ % & ' % ( % )  jej „tesnej“  blízkosti. To isté platí o optimálnom
* + , - , . / 0 1 2 3 4 5 6 7 6 8 9 : ; < ; = > ? @ A B C D E F G H I J K L K M J K N O P Q R S T U V W X Y Z Y W [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s
rit ešenia.

Bariérové metódy sa rozlišujú u v w x y z { | } ~ funkcie Γ(ξ� � � � � � � � � � � � � � � � � �
funkciou je 

�
Γ(ξ) = –ln(

�
ξ� � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ £ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â À Ã Ä Å

Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã Þ ä å Γ(ξ) = 1/
æ ξ a metóda sa nazýva Fiacco -

 McCormickovou bariérovou metódou.

3.3.3 Logaritmické bariérové metódy

ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ï ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü
Γ(ξ) = –

æ
ln(ξ) 

æ
dostávame logaritmickú bariérovú

ý þ ÿ � � � � þ � ÿ � � � � � � 	 
 � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % $ & ' ( ) * + , - . /

b
0

Ax
1

x2x2c3Qxx2x24 n5
i

6 i
6

=

∑
7

−+8 = ,(
=

podmienok 9 za:
)

;
ln(½

<
)

;
 Min

1

TT µ=µ=
 , (3.9)

3.3.4 Schématický algoritmus

Po oboz
>

námení sa s predchádzajúcim ? @ A B C D E F G H I J K G L M napísaniuN
schématického algoritmu. Je vhodné O P Q R S T U V pojem W X Y Z [ \ ] \ Z ^ _ ` a  blízko spomínaný nab c d e f g h i j k l m n m n m o p q r s t s q u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦
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§ ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ´ ¶ · ¸ ¹ º ¹ » ¼ ½ ¾ ¿ ¾ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è
é ê ë ì í î ï ð ñ í ò î ë ò ó δ. Parameter θ ∈<0,1

ô
> je deliacou konštantou, ktorá sa volí na õ ö ÷ ø ö ù ú û ü

Vstup : Q, cý , A, b
þ
,δ

N
ÿ

astavenie štartovacieho bodu x� 0
�

 a param� etra µ� 0
�
, a konštanty θ

k
�
 = 0, x� k+

�
1 = 0

Opakuj
Rieš úlohu (3.9) pre dan

�
é µ� k

�
 - dostávame riešenie x� k

�
µ� k+

�
1 = µ� k

�
*θ, k

�
 = k+1

�
, (3.10)

Pokia�  ( ||x
� k+

�
1-x� k

�
|| > δ )

æ

Hlavným problémom je riešenie úlohy (3.9). Je to úloha na viazaný extrém, no

podmienk� y sú v tvare rovností, teda na nájdenie optimálneho riešenia 	 
 � �  � � � � � �
L

�
agrangeovu metódu.
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4 Numerická implementácia

4.1 Formul ácia úlohy

4.1.
�

1 Zápis úlohy

� � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( % ) * + , - . / 0 1 2 1 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L J M N O P Q R S T U V
W X Y X Z [ \ ] ^ _ ` a b c d

V
e f g h i j k l m l n o p q r s t u v w x y w z { | } ~

cý T
�
x�  nenachádza, t.j. cý  je nulový vektor.

Mat
�

ica A a vektor pravej strany d
�
 majú tvar :







=

n�rr
A

...

1...1

1

, (4.1)







=

rE
�d

� 1
, (4.2)

kde r = (r1,..,rn� ) je vektor návr
æ

atností a Er
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ £ ¥ ¦ § ¨ © ª

« ¬  ® ¯ ° ± ²  tvare :

}{ 0
ô

,0
ô

,0
ô

,|½
³ T ≥≥−≥−= x�x�b

þ
a´x�d

�
Ax

µ
Qxx�Min

¶
x· , (4.3)

kde 
¸

a´  = (a´ 1,..,a
´

n� ) a 
æ

b
þ
 = (b

þ
1,..,b

þ
n� ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã À Á Ä Å Æ Ç x�  = (x� 1,..,x

�
n� ) a 

æ
Q È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ñ Ó Ô Õ Ö × Ø Õ Ù

ktorá je s
¸

ymetrická a kladne definitná.

Ú Û Ü Û Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó

Nerovnostné podmienk
ô

y odstránime transformovaním úlohy zavedením

log
õ

aritmickej bariérovej funkcie Γ(ξö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � �
� � �  ! �  " # � $ % & ' ( ) * + , ) * ( - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > < ? @ A B C D E F G H I J K L M L N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ]
Γ(x� ) =

æ
 -ln(x� ) resp.

æ
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∑
=

−=Γ
n^

i
_ i

_x2x2
1

)
`

ln(
a

)
`

( (4.4)

b c d e f g h i j k l m n o p o q r s t u v w x y z { y | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢   £
predpoklad� y :

n¤1i0
¥

b
0

0
¥

i
_ ,..,,,a¦ i =≥≥ , (4.5a)

∑ ∑
= =

≥≤
n^

i
_

n^
i

_ i
_

i
_ b

0
a§

1 1

1,1 , (4.5b)

ab� y úloha mala riešenie. Zosumovaním podmienky (P2) úlohy (2.2) dostávame

,
111

∑∑∑
===

≤≤
n^

i
_ i

_n^
i

_ i
_n^

i
_ i

_ b
0

x2a§ (4.6)

¨ © ª « ª ¬  ® ¯ ° ± ¬ ª ² ³ ´ µ ¶ · ª ² ± ª ® ¸  · ¹ º » ¼ ½ » ¾ » ¿ À Á Â À Ã Ä Å

∑∑
==

≥−≥−
n^

i
_ i

_
i

_n^
i

_ i
_

i
_ x2b

0
a§x2

11

0
Æ

,0
Æ

 , (4.7)

Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ ü � � � � � � � � �
bariérov

	
ej funkcie

][ )
æ

ln(
õ

)
æ

ln(
õ

)
æ

(
1

i
_

i
_n^

i
_ i

_
i

_ x�b
þ

a´x�x� −+
∑
�

−−=Γ
=

(4.8)

�  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < 8 : = > ? @ A B C D E D F G H I J K L M N O
P Q R S T U V W U X Y Z [ \ ] ^ ] _ \ ` a b c d e f g h i h j k l m n o p q r s t u v w x y z { z | { } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ® ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ · º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ç Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö ×
Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì å é í
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}{ |)
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ln(
ï

)
î

ln(
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aôxòQxxòMin
¶

i
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i
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i
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_
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_
x· =−+
−− ∑

=

µõ (4.9)

4.2 Podm
ö

ienky  op timalit y

L
÷

agrangeova funkcia pre úlohu (4.9) má tvar

(*))
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î
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)
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ï

½
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)
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d
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λ
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µõλ
ù

(4.10)

resp. s prihliadnutím na (4.1) a (4.2) ju moú û ü ý ü þ ÿ � � � � � � �

)
î

1()
î

()
î

ln()
î

ln(½
³

)
î

,( T
ð
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λ
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, (4.11)

kde 
	

Ι  je jednotkový vektor. Teda podmienkou optimality pre úlohu (4.9) je

∇L
ø

(xò ,λ1,λ2) = 0 :
î

0xòy
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λ
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λ
ù

λ
ù

µõ

, (4.12)

kde y
  = (xò ,λ1,λ2
� ), î

q� ij  ∈Q.

4.3 Popis algorit mu

Alg
�

oritmus sa po sémantickej stránke zhoduje s algoritmom (3.10) uvedeným v� � � � � � � � � � �
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4.3.1 Newtonova metóda

� � � � � � �  ! " # $ % $ & ' ( ) ( * + , - , . / 0 + 1 2 / 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J G K G L M

)
î

(.)]
î

([ 11 k
N

k
N

k
N

k
N

yOFyOFyOyO −+P ′−= , (4.13)

kde F
Q

 : ∇nR → ∇nR , F
Q

(yO ) = 0. 
î

V našom prípade je F
Q

(yO ) =
î

 ∇L
ø

(xò ,λ1,λ2S T U V W X Y Z [ Y \ ] ^ Y _ ` a b c d e af g f g h i j h k l m n o g p j q r s t u v w x y z { |
yO k+

}
1 ~ � � � � � � ~ � � � � � � � ~ � � � � � � � � � � � � �

,k
N

k
N

k
N

1
�

k
N

s�yOyO α+
=+P (4.14)

kde s� k
}
 je riešením lineárneho systému

)]
î

([)
î

( k
N

k
N

k
N

k
N

k
N

yOF
Q

  , H�yO-Fs�H
� ′== (4.15)

� � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · µ ¶ µ ¸ µ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö Ò ×
iterácie alg

Ø
oritmu, t.j. jedno prípustné riešenie úlohy (4.9) pre dané µõ , teda jedno

Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â à ã ä å æ ç è é ê ë ì è ç í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ÷ ø ù ú û ú ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � �  �  � ε > 0 a predstavuje� � � � � � � � � � � � � � �  ! � " # $ % & % ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G D H I J K L M N I O P Q R S T U V W X Y Z
[ \ ] ^ [ _ ` a b c d e d f c g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { x v | } ~ � } � } � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � µõ .. Táto
� � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ £ ¦ § ¨ © £ ª « ¬  ® ¯ ° ± ²

k
N

k
N

µõθµõ .1 =+ , (4.16)

kde θ ∈< 0,1 > ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º · ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á ¼ Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ñ Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä â å αk
}

a æ štartovacích hodnôt je popísaná vç è é ê ë ì í î í ï í ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � �
idúcich riešenia

Ø
ch úlohy (4.9) je v absolútnej hodnote menší ako δ > 0, ktorú tak isto

� � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 H
� k

}
. Získame ju parciálnym derivovaním

vektora (4.12)6  a v k-
7

tej iterá
8

cii má tvar (4.17).
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E xFb

G
aHxFi

D
I µJ

F
K

ormálne zapísaný algoritmus vyzerá nasledovne :

Vstup : Q, A, d, a, b, Er, ε, δ

N
L

astavenie xò 0
M
, µõ 0

M
, θ, k

7
 = 0, xò k+

}
1 = 0

Opakuj

Rieš úlohu (4.9) pre dan
N

é µõ k
}
 :

• riešime SLR (4.15) - dostávame riešenie s� k
} O P Q R O S T O U V W

ε

• X Y Z [ \ ] ^ _ ` a _ b αk
}

• yO k
}
+1c

 = yO k
}
 +αk

}
s� k

}
µõ k+

}
1 = θ.µõ k

}
, k

d
 = k+1

d
,e f g h i j

 (||yk+
}

1-yk
}
|| >k  δ)

l

m n o n p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � �

Prvoradou
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £

x¤ 0
¥
 = (x¤ 1

0
M
,...x¤ nR 0

M ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ
prípustné riešenie, musí aj bod ¶ x¤ 0

¥ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É
 - (P4) úlohy (2.2).S prihliadnutím

Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ  - (P4) preß à á â ã ä å æ ç è é ê  – (PP3), ktoré pre štartovací bod x¤ 0
¥

vë yzerajú nasledovne:
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E i
E

Ex¤r

nîib
ï

x¤að
x¤

1

0
ñ

0
ñ1

0
ñ

)
l

PP3(

,..,1,0
ò

)
l

PP2
�

(

1)
l

PP1
�

(

, (4.18)

Tieto podmienky spolu tvoria úlohu lineárneho programovania a pre zadanú
ó ô õ ö ÷ ø ù ö ú û ü ý þ ÿ � � ü � � � Er nám dávajú presnú špecifikáciu štartovacieho bodu x¤ 0

¥
.� � � � 	 � 
 	 � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * ( + , - . / - 0 1 / 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ > A B C D E F G

H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b ` x¤  je

β
c

α ≤≤
=
xF
d

d
Ax

xFce
xf TMax

(4.19)

Podmienk
�

y (4.18) prepísané do tvaru úlohy LP vyzerajú nasledovne :

b
G

xFaH
d

d
Ax

g xf

≤≤
=

1 Max
h

, (4.20)

kde
i

 matica A
j k l m n o p q r s t q u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � �

d
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

að  a b
ï
 sú

definované z
�

a úlohou (4.3). Štartovací bod x¤ 0
¥
 je teda daný ako prípustné resp. optimálne

riešenie úloh� y (4.20).

  ¡ ¢ £ ¤ ¡ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç Ä È
Er É Ê Ë Ì Í Î Ï Î Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù

Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � �

n�irEr i
E

ri
E ,..,1,max	min	 =≤≤  , (4.21)
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� �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % &
Er. Druhá podmienka súvisí s riešením úlohy (4.20).' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 6 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M L N O P

E
Q

r, ale iba pre E
Q

r R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c de f g h i j k l m n o p q r s t u v w x r y z { y | y s
r i dostávame

,∑∑∑
===

≤≤
nì
1i

E i
E

i
Enì

1i
E i

E
i

Enì
1i

E i
E

i
E b

G
rxFraHr (4.22)

} ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ± ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ¹ ½ ¾ ¿
návratnosti Er

,
11

∑∑
==

≤≤
nì

i
E i

E
i

E
r

nì
i

E i
E

i
E b

G
rEaHr (4.23)

À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î í ï ì í ð ñ ò ó ô õ ö
Er ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ �� � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B A C

D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d E
e

r f g h i j k j i l m j n o p q r s t u v w x t y z { | } ~ � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

∑∑
==

≤≤
nì
1i

� i
�

i
�

xfr

nì
1i

� i
�

i
�

xf x�rE
 

x�r max¡min¡ , (4.24)

¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ
ç è é ê ë Er ì í î ï ð ñ ò ñ ó ð ô ò õ î ð ö î ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � �   � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = ; > ? @ A B C D E F G H I J K L M
N O P Q R S T O U P V W X Y Z [ \ ] ^ _ ^ ` µa 0

b
 > 0 a konštanta redukcie θ ∈(1,0). Vo všeobecnosti

c d e f g h i j k l k m f n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � 12

• krátk
�

y krok : 
n�

v�=θ , kde v� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ £

pa§ rametra µ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » º ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Á À Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ë Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú
Newtonova iter

Û
ácia,

                                                
12 Toto Ü Ý Þ ß Þ ß à Þ je p

á
rebrané z [6]
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â

• krátky krok : 
n�

v�=θ , kde v�  nezávisí od rozmeru nã  ani od presnosti δ a na

ä å æ ç è é ê è ë ì í î ï ð ï ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � þ � ÿ � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � �
Newtonov

Û
ých iterácii,

• dlh
�

ý krok : θ ∈(1,0) nezávisí od v�  ani od nã � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . /
pa§ rametra µ¨ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > < ? ; > @ A B C D E F G H I J K J L M N O P Q R S T U S V W

X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j i k l m n o p q r s t u v t w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � µ¨ 0
� � � � � � � � � � � � �

� � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « © ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ ³ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Á Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó 13 a závisí od
Ô Õ Ö × Ö Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ë ï ð ñ ò ó ô õ ñ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � �
� � � � � � � �  ! � � " # $ % & %

' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 4 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G F H I F J K L J M N O P N Q R S T U V W X T Y Z [ \ ] [ ^ [ _
αk

` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { z | w } ~ � � � � � � � �
αk

`
 < αk-

`
1 predstavuje zjemnenie kroku a

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¤ ¢ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  « ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¹ ¹ ¿ Vo vš
À

eobecnosti
Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Í Ï Ê Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ Û

αk
` ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô ò õ ö ÷ ø ù ú û ü ù ý þ ÿ � � � � �

spádová.

� � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �
Q a vektora návratnost í r

� �  ! " # $ " % & ' ( ) * + , + - . / 0 1 2 3 4 5 3 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q Q R S T U V W X Y Z [ \ ]
^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w s x y z { | } ~ � ~ � � � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡
¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¢ £ ¨ ¥ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ º ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ö × Ü Ù Ý Þ ß à á â ã ä å ä æ ç è é ê
ë ì í î ï ð ñ ò ë ó ô õ ö ÷ ø ô ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � 	 
 � � � � � � � � � � � � � �

� � � � �  ! " # $ % & '
Q pozostáva z nasledujúcich troch základných krokov :

1. Z
(

ostavenie historických, chronologicky usporiadaných, dát predstavuje maticu

roz) meru m* xn+ , kde m* , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A n+ B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [
sú dáta výmenné kurzy jednotlivých mien oproti SK a mena je aktívum.

2. \ ] ^ _ ` a b c a d e f g h i j k g l m n o p q p r s t u v w x y z { v t | } w ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
                                                
13 Existujú heuristické odvodenia pre niektoré typy úloh.
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( =−=+−= −− , (4.25)

kde h
¤

i ¥ ¦ § ¨ © ª ¨ « ¬ ¬  « ® ¯ ¬ ¯ ° ¬ ± ² i a ui je dividenda resp. úroková sadzba vyplácaná za³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ º ½ ¾ º ½ ¿ À Á Â Ã Á Ä Å Æ Ç È É Ê Ç Ë Ì Í Î Ï Ê Ç Ð Ñ Ò
P rozmeru (m-1* ) 

Ó
x n+

3. Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã â ä å æ á ç à è é Q, ktorej prvky sú definované nasledovne:

)
£

()
£

(
1

)
£

,(
1

j
êk

ë
j

ênì
k

ë i
¡k

ë
i

¡
j

ê
i

¡
ij

¡ xíxí
n�X

î
X

î
Covqï µðµð −−== ∑

=

, (4.26)

kde 
ñ

X
ò

i je
ó

 i ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � P
�

, x� i
k

�
 je k

�
-ty prvok vektoru X

ò
i, µ� i je stredná hodnota vektora

Xi, t.j. µ�  = (µ� 1,…,µ� n� ) je
Ó

 vektor jednotlivých návratností.
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4.5 Numerický  experiment

4.5.1 V 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " #
$ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J I K I L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ ] _ ` ]

kroku je αk
a
 = 1, teda je to Newtonova metb c d e f g h i j k l j m n o p q r s r t u v w x y z { | } | ~ � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ µ¦  a θ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ® ± ² ³ ° ± ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É
exÊ perimenty s prvou vzorkou dát (súbor alldata.xls Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Ø Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å
(súbor relprir.xls æ ç è é ê ë ì í ì î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø x10-2 ù ú û ü ý

x10-7 a jednotlivé návratnosti

0.1
þ

xÿ 10-4� � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � µ¦ 0
�
 je z intervalu (0.01, 0.1) a θ = ½. Z

 ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 4 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ Z ] ^

Newtonov
_

ých iterácii δ = 0.1 x10-7 ` a b c d e f g h i j k l m n o p q q r s t u v w x y z { | } { ~ � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � εls

   = 0.1 x10-8 ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬ ª  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É
Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Ú Þ ß à á â ã ä å ã æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú ù û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 �
�  � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " #  # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 1 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A 8 B C D E F G H I J K
L M N O P Q N M R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ Y ` Y Z a b c d e f g h i j g k l m n o p q r s t u v w x v y z { | } ~ � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¦ © ª « ¬  ¬ ® « ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À ½ ¾ Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ì
Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö Ï Õ × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù õ ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � 
  � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M J N O P Q R S T U S V W X Y Z [ \ ] ^ _
` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x v y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¦ ¨ © ª

« ¬  ® ¯ ° ± ² ¬ ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¼ ¸ ¿ À Á À Â Ã Ä Å Æ [5].

Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Ñ Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷
ipa.cpp  a

ø ù ú ù û ü ý þ ÿ � � � � � algebra.h , read.h , rest.h , set.h  a cg.h � � � � 	 
 � � � 	  � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 6 8 9 : ; < = > ? @ A B C > D E F G H I J K L M N O P
Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a ^ b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z y { y | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ° ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ä Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù
Ú Û Ü Ý Þ Ý ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �
 ! " # $ % & ' $ ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E B F G H I J K L M N O P Q O R S T U V U W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e
f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � { | � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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�

� �   ¡ ¢ £ ¤ £ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à
á â ã á ä å æ ç è é ê ë ì í î í ï ì ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! "
# $ % & ' ( ) * + , - + . / , 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K L M N M O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] Z [ ^ _
` a b c a d e b f d g h d i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

MS
�  Excel

�  Solver  alebo Mathematica
� �   ¡ ¢ £ ¤ £ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ · ¹ ¶ · º » ¼

½ ¾ ¿ À Á Â ¿ ¾ Ã Ä Å Ã Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô ð õ ö ÷ ø ù ú û cg.h ,
ü ý þ ÿ � � � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  !

4.5.2 Porovnanie výsledkov

" # $ % & ' ( ) ' * & + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = ; > ? @ A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^

v_ ýsledky poskytované Solverom mierne líšia od výsledkov C++ programu ipa.cpp . Pri
` a b c d e f g h i j k i l m n o p q r s t u v r w x y z { | } | ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢
£ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ½ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ú Ü Ù Ú Ý Þ ß à á
â ã ä å æ ç è é ê ë ì é í ê î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( &
) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D C E F G H I G J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a ] b c d e f g h i j k l m
Riešenia, ktoré poskytuje program ipa .cpp n o p q r s t u v w x y z { | { } ~ � } � � � � � � � � �
súborov a dát, ktoré sú na diskete.

4.5.
�

3 Úloha NBS

Úlohou nie je nájdenie iba jedn
�

ého optimálneho portfólia, ale nájdenie krivky
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ � ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ² ° ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È Ç É Ê Ë Ì Í Î Ï
krivka je definovaná dvojicami bodov [E(r i),

Ð
σi],

Ñ
 i∈N. Ti

Ò
eto dvojice získame odlišnými

Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Er Ú Û Ü Ý Ü Þ ß à á â Ü ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � �
spustením programu pre zvolené Er.

� � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - , . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K
percentuL álne zastúpenie sú nasledovné : USD ∈ <20

M
,50>, EUR ∈ <40

N
,80>, AUD, JPY,

GBP
O

 a CHF ∈ <0,20
P

> Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � �
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�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § Er ∈ (0.006215,0.008636¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼
riešením (4.25) pomocou ½ Solvera. ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ú Ý Þ ß à à á â ã ä å
æ ç è é ê ë ì í î ï ð ï ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ü ÿ � � � � � � � � � 	 
 � � NBSkurzy.xls

 . Riešenie úlohy a

nájdenie � štartovacieho bodu sú v súbore NBSuloha.xls . Porovnania riešení programu

ipa � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! "  # $ % & ' ( ) * + ( , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 4 8 Er 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I J K LM N O P Q R S T U V W X Y Z Y [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g f h e i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
e� fektívnych menových portfólií.

Pri riešení tejto úloh
�

y programom ipa.cpp  je pri presnosti Newtonových iterácií

δ = 0.1 x10-7 a presnosti riešení SLR εls
�  = 0.1 x10-7 � � � � � �   ¡ ¢ £ �   ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ ° µ ¶ ·

¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � �
vyst6_1.txt � � vyst6_6.txt .

� � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 6 7 5 : ; < = > ? @ A B @ C
D E F G H I J K L M N O P Q R S Q T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e d f g d h i j k l m n o p q r s t u v w x y z { | } ~ � � � } � � � � � � �
v� ýnosy z úrokových sadzieb pre meny nachádzali v nejakom intervale. V takom prípade na
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¡   ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È Å É Ê
Ë Ì Í Î Ë Ì Ï Î Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ö Ø Ù Ú Ô Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å
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Záver

Táto 
æ

diplomová práca vznikla na podnet NBS ako úloha ç è é ê ë krivku optimáln
ì

ych

meí nových portfólií na základe historických dát î ï ð ñ ò ó ô õ ö vý� menného kurzu slovenskej

koruny k cudzej mene a príslušných úrokových sadzieb za ÷ ø ù ú ÷ û ü ý platnosti istþ ých

obmedzÿ ení týkajúcich sa pomerného zastúpenia mien v portfóliu.

Prvá 
�

kapitola poskytuje pomerne � � � � � � � � � 	 
 � �  � te
�

oretickej rovnováhe na

kapitálovom 
�

trhu a o teórii tvorby portfólia. Pre túto prácu je z tejto kapitoly
� � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % tvorba portfólia Marko

�
witzovým prístupom, & ' sa ( ) * + , - . / dru

0
hej

kapitole pri definovaní úlohy a jej následnom riešení v štvrtej kapitole. V závere štvrtej

kapitoly je numerický experiment a aplikácia vytvoreného programu na konkrétnu reálnu

úlohu NB
1

S.

Krivka optimálnych menových portfólií stanovená na základe dodaných dát a

ohraniÿ 2 3 4 5 6 7 8 9 : 7 ; < = > ? @ A B C D E F C G H I J K L M N O P 0.006215
Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j

k l m n o p q r s t u v w x y z { | { } ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © § ª «
návratnosti 0.008636.�

¬  ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ã ä å
æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ô ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � � � � � � � � � 	 
 � �  �  � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & ' ( ) *
+ , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D C E F G G H I J K L M N O F I P Q F G P R S T Q U O V I H M S
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Príloha
X

Vzorka m
Y

esZ [ \ ] ^ _ ` a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z y { | } ~ � � � � � � � � � �
Dátum USD EUR AUD JPY GBP CHF
30.12.1994 31.277 38.086 24.321 31.346 48.62 23.704
31.1.1995 30.74 38.348 23.347 31.091 48.824 24.091
28.2.1995 30.064 38.223 22.277 31.055 47.519 24.294
31.3.1995 28.995 38.343 21.03 32.893 46.711 25.524
28.4.1995 28.958 38.789 21.105 34.743 46.863 25.604
31.5.1995 29.271 38.828 21.11 35.118 46.793 25.569
30.6.1995 29.35 38.73 21.038 34.436 46.408 25.28
31.7.1995 29.194 39.146 21.437 32.95 46.608 25.34
31.8.1995 30.329 38.381 22.859 30.697 46.843 24.962
29.9.1995 29.538 38.521 22.251 29.648 46.708 25.831

31.10.1995 29.437 38.298 22.337 28.917 46.34 25.797
30.11.1995 29.71 38.299 22.268 29.282 45.551 25.537
29.12.1995 29.569 37.872 22.088 28.834 46.006 25.647
31.1.1996 30.198 37.285 22.389 28.286 45.502 25.034
29.2.1996 29.856 37.908 22.661 28.592 45.951 25.169
29.3.1996 30.184 37.745 23.604 28.307 45.825 25.17
30.4.1996 30.649 37.864 24.115 29.142 46.326 24.881
31.5.1996 30.974 38.203 24.692 28.853 47.592 24.635
28.6.1996 31.007 38.464 24.443 28.402 47.822 24.667
31.7.1996 30.249 38.495 23.776 28.052 47.137 25.13

Vzorka m
Y

es� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   � � ¡ ¢ £ � £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ±
Dátum USD EUR AUD JPY GBP CHF

31.1.1995 6.09375 5.9375 7.875 2.2813 6.4375 3.8125
28.2.1995 6.125 6.25 7.71875 2.375 6.5 3.625
31.3.1995 6.125 6.625 7.625 1.8594 6.42969 3.5
28.4.1995 6.0625 6.27734 7.6875 1.4375 6.5625 3.4375
31.5.1995 6.0625 6.25 7.5 1.3125 6.375 3.25
30.6.1995 6.125 6.25 7.5625 1.3125 6.6875 3.125
31.7.1995 5.875 6.02734 7.5 0.875 6.875 2.625
31.8.1995 5.875 5.6875 7.5 0.90625 6.75 2.875
29.9.1995 5.875 5.75 7.4375 0.46875 6.8125 2.46875

31.10.1995 5.83203 5.75 7.54688 0.46875 6.77344 2
30.11.1995 5.97656 5.5625 7.53125 0.5 6.78125 2.3125
29.12.1995 5.6875 5.1875 7.40625 0.4375 6.5625 1.8125
31.1.1996 5.4375 4.75 7.48438 0.51563 6.375 1.76563
29.2.1996 5.3125 4.71875 7.5 0.84375 6.3125 1.57813
29.3.1996 5.4375 4.65625 7.5625 0.59375 6.07031 1.76563
30.4.1996 5.4375 4.35547 7.5625 0.55078 6.0625 1.875
31.5.1996 5.4375 4.48828 7.5625 0.51172 6.09375 2.70313
28.6.1996 5.49609 4.4375 7.5625 0.52344 5.83594 2.5
31.7.1996 5.46484 4.4375 7.0625 0.50781 5.8125 2.5
30.8.1996 5.4375 4.33594 6.9375 0.49609 5.81641 2.11719
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Výpis hlavného a
Y

lgoritmu z programu ipa.cpp :

// Vonkajsie (Newtonove) iteracie
for(ni=1;ni<=niiter;ni++)
 { // Kriteria zastavenia (podla nacitanej hodnoty kstop) :

// AK Euklidovska norma rozdielu poslednych dvoch po sebe
// iducich rieseni je mensia ako zadana presnost

  if (kstop==1) { if ( norma < keps ) Koniec(6); }
// Ak rozdiel dvoch po sebe iducich hodnout sigma je mansi
// ako zadana presnost

   else if (kstop==2) { if ( fabs(srozd) < keps ) Koniec(7); }
// Ak rozdiel dvoch po sebe iducich hodnout ucelovej funkcie je
// mensi ako zadana presnost
 else if ( fabs(hurozd) < keps ) Koniec(8);

  fprintf(s,"\n\n%d. Newton Iteracia : \n",ni);
// Vypocet novej matice H a vektora Fy

  set_H(y);
  set_Fy(y);

// Riesenie linearneho systemu H.z = Fy
  cgi = cgiter;
  cgco = cg(H,Fy,z,cgi,cgeps);

// Vypocet noveho Newtonovho bodu - nove riesenie ynn
  for (i=1;i<=rozmer;i++) ynn[i] = y[i] - z[i];

// Vypocet Euklidovskej normy rozdielu poslednych dvoch po sebe
// iducich rieseni

  for(i=1;i<=rozmer;i++) pomv[i] = ynn[i] - y[i];
  norma = norm(pomv,rozmer-2);

// Vypocet hodnoty ucelovej funkcie s novym riesenim ynn
  hu = hoduc(ynn);

// Vypis vysledkov iteraie do suboru
  Vypis_iter();

// Testovanie noveho bodu na splnenie podmienok
  co = Test(ynn);
  if (co!=0) Koniec(co);
   else
    { // Vypocet noveho mi a zapametanie si aktualneho riesenia
      mi = mi*th;
      for(i=1;i<=rozmer;i++) y[i] = ynn[i];
    }
 }
if (ni-1 == niiter) Koniec(9);
 else Koniec(0);
return(0);
}
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²

P
³

r íklad vstupného súboru s maticou (matica 4x4)
´

:

0.000
µ

0594428077360; 0.0000011120287159; 0.0000023724601155; 0.0000044582451261
0.000
µ

0011120287159; 0.0000136127539662; 0.0000128866495145; 0.0000117174343057
0.000
µ

0023724601155; 0.0000128866495145; 0.0000133644106192; 0.0000120441619781
0.000
µ

0044582451261; 0.0000117174343057; 0.0000120441619781; 0.0000175055618957

Príklad vstupného súboru s dátami :

0.000
µ

1495658995473; 0.0000933593802676; 0.0001046324082336; 0.0001504490553145
0.200;
µ

 0.300; 0.200; 0.100
0.250;
µ

 0.400; 0.300; 0.200
0.250
µ

000000000000; 0.30000000000000; 0.2881346562829430; 0.1618653437170520
0.000
µ

1199; 0.06; 0.50; 1
0.000
µ

0001000; 60; 20; 0.000000100

¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ò Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Þ ß à á â ã ä å æ ç è é ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ � �
� � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ! " # $ % & $ ' ( ) * + , - . / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B C D E F G H I G J K
L M N M O P Q N R S T U V W X Y Z [ \ ] [ ^ _ ` a b c d e f g h i j k l i m n o p q r s t u v w x E

y
r z { | } ~ � � � | � } � � � � � � � � � � � � µ� ,

konštanta redukci
�

e θ� � � � � � � � � � � � � � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ © ª « ¬  ® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · µ ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã
Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ä Ì Í Î Ï Ð Ñ Ï Ò σ2 = xÓ TQx, Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Û Ü Ý Ö Þ ß à á â ã á ä å æ ç è æ é ê ë ì í î ï ð í ñ ò ó ô õ ö ÷ ø ù ú û ü ü ý þ ÿ
� � � � � � � � � � 	 
 � �  � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � ! " # $ % & ' ( ) * + , - . - / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? @ A B
C D E F G H G I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ ` a b a c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z y { | } ~ � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

V
�

zorka výstupného súboru :

Parametre IPA :
Rozmer kovariancnej matice (pocet aktiv) = 4
Transformacny parameter               mi = 0.060000
Kriterium zastavenia Newton iteracii (kstop = 1) :
        a) Absolutna presnost nieps      = 1.0e-07
        b) Max. povoleny pocet iteracii  = 60

Parametre Linear Solver (CG - Metoda zdruzenych gradientov) :
Kriterium zastavenia CG iteracii :
        a) Absolutna presnost (cgeps)    = 1.0e-07
        b) Max. povoleny pocet iteracii  = 20

VSTUPY :
Kovariancna matica (matica4.csv):
5.94428077360e-05 1.11202871591e-06 2.37246011551e-06 4.45824512617e-06
1.11202871591e-06 1.36127539662e-05 1.28866495145e-05 1.17174343058e-05
2.37246011551e-06 1.28866495145e-05 1.33644106192e-05 1.20441619781e-05
4.45824512617e-06 1.17174343058e-05 1.20441619781e-05 1.75055618957e-05

Startovaci bod :
2.50000000000e-01 3.00000000000e-01 2.88134656282e-01 1.618653437171e-01

Vektor navratnosti' :
1.49565899547e-04 9.33593802676e-05 1.04632408233e-04 1.50449055314e-04



Príloha 53
²

Pozadovana navratnost = 1.199000000000e-04

Ohranicenia na riesenie :
x[1] je z <0.200000, 0.250000>
x[2] je z <0.300000, 0.400000>
x[3] je z <0.200000, 0.300000>
x[4] je z <0.100000, 0.200000>

Menim startovaci bod (odlepenie od hranice intervalu) :
2.40000000000e-01 3.10000000000e-01 2.88134656282e-01 1.61865343717e-01
Startovacie podmienky splnene.

1. Newton Iteracia :

Newton mi : 6.000000e-02
CG Pripad 0 - presnost : 1.000000e-07 (9 iteracii)
CG : Riesenie z = 5.770162e-03 -1.013300e-02 8.191807e-03 -3.828967e-03
1.000149e+00 1.821537e+00
Newton RIESENIE ynn = 0.23422983784137235697 0.32013300198261651630
0.27994284957202558717 0.16569431084014801803 -0.00014937280771687433 -
0.82153728389724545167
Rozdiel dvoch poslednych rieseni : 1.568214e-05 1.016740e-05 1.041806e-05
1.106764e-05 -1.000149e+00 -1.821537e+00
Norma rozdielu dvoch poslednych rieseni : 1.5e-02
Hodnota ucelovej funkcie : 0.08577586242080453838
Rozdiel poslednych dvoch : 1.5e-02 [-Hodnota ucelovej funkcie klesla]
Sigma : 0.00001167845153949010
Rozdiel poslednych dvoch : 1.2e-05

.

. (Zvyšné iterácie)

.
39. Newton Iteracia :

Newton mi : 2.182787e-13
CG Pripad 0 - presnost : 1.000000e-07 (15 iteracii)
CG : Riesenie z = 2.608484e-08 -5.372058e-08 6.643474e-08 -3.879900e-08
6.569316e-07 -8.570586e-11
Newton RIESENIE ynn = 0.21111595136515959314 0.30000029292022484251
0.28888381518623373889 0.19999994052837979930  -0.08509154779340172281 -
0.00000173314002457481
Rozdiel dvoch poslednych rieseni : 1.445995e-05 1.038483e-05 1.063646e-05
1.143692e-05 -6.569316e-07 8.570586e-11
Norma rozdielu dvoch poslednych rieseni : 9.7e-08
Hodnota ucelovej funkcie : 0.00001152826004638191
Rozdiel poslednych dvoch : 3.9e-13 [-Hodnota ucelovej funkcie klesla]
Sigma : 0.00001152825951790109
Rozdiel poslednych dvoch : 1.6e-13

6 : Dosiahnutie pozadovanej nieps presnosti 1.0e-07 na 39 Newton
iteracii.
Zadana pozadovana navratnost Er = 0.000119900000
Navratnost spocitana sucinom ynn*r = 0.000119900000
Sigma [Sqrt( Riziko portfolia ) ] : 0.00001152825951790109
Riziko portfolia : 0.00000000013290076751

Riešenie, ktoré dáv
�

a Solver s tým istým štartovacím bodom :

x = Ó (0.2313824747, 0.30 , 0.2884 935253 , 0.18012400 )
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²

σ2
�
 = 0.0000116793�   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¦ © ª « ¬ 0.151e-6 horšie 


riešenie, ktoré dáva program

ipa.cpp.

® ¯ ° ± ² ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » º ¼ ½ ¾ ¿ À Á Â Ã Ä Å Æ Ç È É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ù
ErÚ  dáva ipa.cpp a

S
Û

olver :

Er : 0.00625 0.0066 0.007
Solver : 0.000178411354 0.0001337298679 0.0001347159635
Ipa.cpp : 0.000178411369 0.0001337298709 0.0001347159637
Er : 0.0074 0.0078 0.0082
Solver : 0.0001407487668 0.0001522693393 0.0001692776811
Ipa.cpp : 0.0001407487728 0.0001522693395 0.0001692776809

Krivka meno vých portfólií

0.0055

0.006

0.0065

0.007

0.0075

0.008

0.0085

0.009

0.0110

0.0115

0.0120

0.0125

0.0130

0.0135

0.0140

σ

E(r)

Krivka efektívnych menových p ortfólií

0.0055

0.006

0.0065

0.007

0.0075

0.008

0.0085

0.009

0.0110

0.0115

0.0120

0.0125

0.0130

0.0135

0.0140

σ

E(r)
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