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1. Uvod.

Univerzalita vspravani sa komplexnych systémov sa casto odhaluje
prostrednictvom Skélovo invariantnych rozdeleni ktoré nie su zéavislé na detailoch
mikroskopickej dynamiky. Reprezentativnym vzorom komplexného spravania sa
v prirode je kooperativna evollcia. Interakcia jedincov dava podnet na rozvoj Sirokej
Skély prvkov kolektivneho fenoménu, ktory sa silne odliSuje od individuélnej dynamiky
- presne ako demografickd evollcia, kultdrny atechnologicky rozvoj a ekonomické
aktivita. Vystiznym prikladom vysSie zmienené¢ho kolektivneho fenoménu je napr.
formacia mestskych aglomeracii, vznik a nasledny vyvoj firiem (hromadenie statkov)
a mnoho inych.

U sidiel na celom svete st pozorovateI'né podobné znaky, ktoré prenesené do
vSeobecnych zékonov, popisujuich formovanie avyvoj. Takmer cely svet preSiel
v poslednych desatrociach explozivnym rastom mestskej populacie, pricom tento trend
eSte neustal. PresnejSie, mnohé z miest, s ktorymi alienosti pocita ako s
.,megapolami, t.j. mestskymi centramipsétom obyvatelov nad 10 miliénov,
zaznamenaju wasledujucich desatroéiach 3%-nt roénd mieru rastu populacie. Tento
,»problém* sa tyka hlavne krajin treticho sveta, kde ma podla progndéz na zaklade
sucasnych tudajov vzniknit do roku 2025 eSte 13 takychto centier pri ich si¢asnom
stave 14, ktorych len 4 leZia vo vyspelych krajindch. Vo vyspelych krajinadch uz do
roku 2025 nevznikne Ziadne nové centrum s po¢tom obyvatel'ov nad 10 miliénov. Aj
toto je dévodom na spoznanie procesu vytvarania a formovania sa mestskych centier.
Existuja pokusy na modelovanie tychto procesov pomocou klasickych ekonomickych
teorii ale neuspeli. Tym ekondomov zoskupenych okolo P. Krugmana vytvoril vel'mi
komplexny model [8] ale vysledky neboli uspokojivélzdiska naplnenia znameho
predpokladu, ktorym je fakt, Ze Struktara sidiel na celom svete sa sprava podla tzv.
Zipfovho zdkona. Preto sme sa rozhodli zmapovat a zaroven aj prakticky vyskuSat
niektoré pristupy zaloZené na matematicko — fyzikalnych principoch.

Rast populacie mesta pozostava z dvoch zakladnych mechanizmov :

- prvym je vnutorny rast, tzn. prevaha poérodnosti nad imrtnostou (tieZ zndma ako
prirodzeny prirastok)

- tym druhym je migracia.



Z tych menej dolezitych by som eSte mohol spomenut’ predefinovanie hranic sidiel,
resp. spojenie viacerych z nich do mestského celku.

Kym prirodzeny prirastok je dolezitym faktorom v neskorSich obdobiach vyvoja
mesta, migracia je zakladnou hybnou silou na jeho zaciatku, priCom pocas celého
procesu formovania mesta prebieha presun populacie v ramci jeho hranic, t.j. jednotlivci
sa rozhoduju, ktorej Casti sa usadia a toto vSetko formuje mikro aj makroskopické érty
sidla. Pozorovatel' nachddzajliici sa vo vnutri mesta by nepochybne objavil kultirne
alebo politické rozdiely medzi mestami v Europe a mestami v Afrike. Napriek tomu ak
sa prenesiemetgjto mierky do mierky globalneho demografického pohladu zistime, ze
tieto rozdiely sa stand nepodstatnymi a vyjdd na povrch ich vzajomné podobnosti
a suvislosti medzi nimi.

Jeden z najznamejSich zakonov popisujucich principy rastu mesta a
morfologicka organizaciu je uz spomenuty Zipfov zakon [1], ktory hovori, Ze zlomok
miest f(n) sn obyvatel'mi sa sprava podl’a mocninového zakona, t.j.:

f(n) O n', kder = 2.

V jeho pbvodnej forme tento zakon predstavuje populaciu miest P(R) ako funkciu
umiestnenia thierarchii miest podl'a poc¢tu obyvatelov: tzn. R = 1 prislucha
najvacsiemu mestu, R = 2 druhému najvdcSiemu atd. Na zdklade empirickych
poznatkov je zname, Ze pozorovana zavislost P(R) = R nezavisi na kultarnych,
socialnych alebo historickych faktoroch, ani na kratko alebo dlhodobych politickych
resp. ekonomickych cieloch a planoch. Svoje prvé pozorovania Zipf robil ohl'adom
frekvencie vyskytu anglickych slovliteratare, pricom zistil, ze slovo ,,the, ktoré bolo

prvé vporadi sa vyskytuje dvakrat CastejSie ako slovo druhé v poradi ,,of, atd’. Na
zéklade toho sa zacal venovat’ viacerym oblastiam so zdmerom potvrdit’ alebo vyvratit
platnost’ jeho zakona v nich. Ohl'adom vyskumu v problematike rozlozenia sidiel podl'a

ich velkosti svoje tvrdenie podlozil aj prakticky, a to analyzou rozloZenia sidiel v USA

spoctom obyvatel'ov viac ako 2500 v obdobi od roku 1790 do roku 1930. V tom

obdobi bol rast populacie vel'mi nerovnomerny — striedali sa obdobia s mimoriadne
vysokym narastom celkového poétu obyvatel'ov s obdobiami s jeho Uplnym atlimom.
Napriek tomu profil funkcie P(R) ostal zachovany.
TaktieZ rozlozenie f(a) zlomku miest s plochoua zretelne reprezentuje
vSeobecny tvar
f@) 0 a®, kdes= 1,85[2].



Toto pozorovanie sa mdze dat’ do suvisu so Zipfovym zakonom ak uvazime ako
suvisi rast populacie mesta s rastom jeho plochgkutbénosti Stidie v teréne dokazali,
7e plati tzv. ,,populatno-plosny zakon®, ktory hovori, 7e nO & , kdeb = 1, tzn., e
plocha mesta rastie proporcionalne s jeho populaciou [2].

Pri zmene mierky Studia problematiky jé&azdom meste pozorovatel'ny pokles
hustoty osidlenia urbanizovanych oblagti(d,t) srasticou vzdialenostou d od
kompaktného jadra mesta. Toto jadro mesta s najvySSou hustotou populacie posobi
pritahujuco pre populaciu ostatnych Casti mesta a zvycajne sa nazyva Central business
district (CBD).

Skuto¢né udaje poukazuju na zavislost’ tvaru :

odt O et
kde funkcia A(t) sa meni Scasom, prinajmensom v rannych Stadiach vyvoja mesta,
pokial’ toto nedosiahne viac-menej stabilnu populaciu. Vo vSeobecnosti plati, ze o(d,t)
klesa rychlejSie pri nizSich hodnotach t a jeho pokles sa spomaluje v neskorSich
Stadiach vyvoja. Tento pokles sa da interpretovat’ ako sklon k decentralizacii, ktory
sprevadza rast mesta .

V ramci mesta je pozorovatelna este jedna Crta : morfoldgia vonkajSieho obvodu
mestskej hranice je fraktalnalsnenziou D, ktora bola vo vécsine pripadov vycislena
na 1,2 az 1,4 [2].

VSetky tieto pozorovania koherentnych makroskopickych vzorov v demografii
a praca G.K.Zipfa viedli kytvoreniu niekol’kych teoretickych pristupov k modelovaniu
vyvoja miest a k porozumeniu ako rastt a formuju 8as¥. Vsetky z nich bez ohl'adu
na ich rozdiely obsahuji spolocny kli¢ovy predpoklad : mesta pritahuja I'udi. Toto je
¢rta ktora vedie k pozitivnej spatnej vazbe v dynamike mestskych sidiel. Naviac je
v nich obsiahnutd eSte jedna spolo¢nd charakteristika: mesta rasti na dvojrozmerne;j

priestorovej zakladni kde prebiehaju difGzneea agregacné procesy.

NajrannejSie  pokusy o modelovanie [3] vychadzali zjednoduchého
avseobecného mechanizmu multiplikativnej povahy kde sa rozdelovali mesta podla

poctu obyvatel'ov alebo okrem iné¢ho aj vedci podl'a poctu publikovanych préc.



Vo vSeobecnosti sa dnes na predikaciu vyvoja objemu a hlavne Struktary
rozmiestnenia populacie uplatiiujii nasledujuce modely:

1.) model korelovanych perkolacii za pritomnosti gradientu hustoty — zaobera sa
hlavne morfol6giou miest @zlozenim plochy podzhlukov v mestskom systéme

2.) stochasticky model generujici prerusované priestorové Struktury a predikuje
rozdelenie populécie v suhlase s empirickymi pozorovaniami

3.) model zaloZzeny na vstupe premennych odhadujucich interakcie medzi jedincami
zijucimi v meste, ktori s prepojeni urcitym mnozstvom spolo¢nych &ft, ktoré

vV kone¢nom dosledku definujii samotny koncept mesta.

V nasledujicom texte by som chcel popisat moje praktické skasenosti s
reprodukciou vystavby modelu vychadzajucehoprigtupu vysSie oznaceného
poradovym c¢islom 2, navySe podralejsie popisat’ aj ostatné z nich ataktiez iné prace
vo vztahu k tejto problematike. Osobitnt ¢ast’ budem tiez venovat’ podrobnému popisu
jedného z vySSie spomenutych rannych pristup&wda taktiez prispejem praktickymi

skusenostami s vystavbou modelua nom zalozenom.



2. Univerzalita aplatnost’ Zipfovho zakona.

2.1. Vystavba modelu.

Nasledujuci model [4] je pravdepodobne najjednoduchSi model reprodukujdci
Zipfov zakon aeda zaroven potvrdzujaci jeho platnost. Vlastne bol jeho autormi
skonStruovany vyslovene tgmto cielom. Ponatim ¢asového vyvoja modelu ako
nahodného pohybu d’alej teoreticky vysvetlime preco tento model reprodukuje Zipfov
zakon, aikazeme, Ze jeho spravanie je vel'mi robustné a univerzalne.

Zipfovzakon je zalozeny na pozorovani, ze frekvencia P vyskytu rozli¢nych udalosti sa
sprava podla inverzného mocninového zakona P(>s) ~ s ,kde hodnota s je podmienena
zostupne usporiadanym poradim frekvencii kazdej udalosti. Jeho platnost’ bola ukézana
vo viacerych oblastiach vratane populécie miest, omu sa budeme venovat neskor a
rozdelenia spolocnosti podla objemu ich aktiv. Napriklad, pre rozdelenie prijmov
potvrdzuje, ze velkost’ a pocet spolocnosti st navzdjom v inverznom vztahu, tzn. ze
pocet spolocnosti s viac &o desat- nasobnym objemom aktiv je desat- krat menej ako
spolocnosti so zdkladnym objemom a od nich vé¢sich. Tento model sa dd povazovat aj
za model popisujuci ¢asovy vyvoj rozdelenia spolo¢nosti podl'a objemu aktiv a taktiez

pre nas ddlezitejsi casovy vyvoj rozdelenia populacie v mestach.

Predpoklady modelu su nasledujuce:
Uvazujme mnozinu kladnych hodnét x; si = 1,...,N prvkami. Tieto kladné
hodnoty mo6zu predstavovat’ populdciu N miest. Pre zjednoduSenie uvazujme

vSetky hodnoty xs rovnakymi hodnotami.

Nasledne za tychto predpokladov opakujme nasledujuce procesy v T iteraciach :
1.) Nahodne vyberieme poradie prvkudanej mnoziny pre 1 < i < N
2.) Pre i > 1 presunieme z (i - 1)- vého prvku do i — teho prvku olojen.,,

kdea je konStantny parameter z intervalu < 0, 1 >. Inymi slovami:

Xii - (1 —0).xi1 (1)

Xi - Xt oXi1 (2)



3.) Pre i =1 zvySime vSetky hodnotyorovnaky objem xa/N.
4.) Znovu zoradime vSetky prvky zostupne podla vel'kosti
Tato proceduraa da povazovat' za zjednodusené znazornenie pohybu medzi

dvoma mestami resp. obchodu medzi dvoma firmami.

2.2. Teoretické overenie modelu.

Predpokladajme, Ze N - o . Potom hodnota i — teho prvku je takmer rovnakéa
ako (i — 1) — vého prvku, teda % Xi1. Preto mdzeme mnozinu premennych x;
povazovat za spojiti premennu x. Teraz sa zamerajme na c¢asovy Vyvoj

pravdepodobnostného rozdelenia x. Z vyrazov (1) a (2) dostavame:

X - (1-0).x

X - xtoax=(1+a)x

Evolu¢na rovnica funkcie P(X) je potom nasledujuca:

Y >+ p*p

0
—P X, t ==2y.P X, t)+ . )
ot (.0 y-Ple1) l1-a 1-a 1+a 1+a

3)

kde P(x,t) je pravdepodobnostna funkcia premernefase t ay je nejaka konstanta.
Prvy vyraz na pravej strane je tobbadu x do bodov (1 — a)x a (1 + a)x, kym druhy

a treti vyraz predstavuju tokbodov x/(1 — a) resp. x/(1 + o) do bodu Xx. Koeficienty

1/(1 —a) a 1/(1 + a) sU vrovnici (3) potrebné na zachovanie pravdepodobnosti. Aby

sme si to overili integrujme (3) podla X :
9 p(xtydx = =2y [ Ple.tydx +—Y— (P v +—Y [P .yax ()
at! ’ ! ’ l—a! 1-a’ 1+a! l+a’

x
Nech y =

az= .
l1-a 1+a

Po tejto substiticii premennych mdzeme zapisat’ (4) ako:

a 00 o] o] o]
—[P(x,t)dx = =2y [P(x,t)dx +y[P(y,t)dy +y[P(z,t)dz =0
ol I I I

preto celkova pravdepodobnost’ je zachovana.



Aby sme videli rovnost’ (3) z iného uhla pohl'adu urobime substiticiu v = In(x).

Funkcia rozdelenia pravdepodobnosti je potom transformovana na:
P(x, t)dx = P(& t)e".dv = P’(v, t)dv
Inymi slovami definujeme:
P'(v, t) = P(x, t)x = P(§ t)€’ (5)
Nasledovnym prepisanim P pomocou P’

P(x,t) = &.P'(v, t) = (1/x) . P’(In(x), 1)
Px/(1 +a)t) = (1+a)x.P(Inx/(1+a)),t)=1+a)x.P(v-In(l+ a),t)

sa rovnost’ (3) pretransformuje na :
0
EP'(V’ 1) ==2y.P'(v,()+y.P'(v+ B, 1) +y.P'(v=B_,1) (6)

kde Bs=-In(1-0)>0 a B.=In(l+a)>0.

Rovnica (6)sa da chapat’ ako nahodny posun z v do (v + B+) a (v - B.) t.j. ndhodny
posun dixovanou velkost'ou kroku. Aj ked’ sa rovnica (6) da riesit’ exaktne, je zrejme,
7e jej stacionarny stav je Vv P’(v, t) = kon$t. ked t - o. Spatnou zamenou
premennych k = €’, dostavame P(x, t)] x'ked't - o, &o je Zipfov zakon.

Ako bolo vyssie ukazané, vysledné rozdelenie vzdy spiia Zipfov zékon pokial
difdzia prvkov x je rovnomerna v garitmickej mierke. Preto mézeme zov$eobecnit
model spomenuty v prvej podkapitole.i¥m sme predpokladali, Ze nejaky prvok
odovzda ¢ast’ svojho obsahu prvku umiestnenému o jedno miesto poradia nad nim, Ale
po overeni teoretického pozadia modelu uz to nie je nutné. Model bude reprodukovat’

Zipfov zékon, pokial bude tok ax; proporcionalny jeho velkosti.



Tak napriklad nasledujuca proceduara bude tiez reprodukovat’ Zipfov zakon:

1.) Nahodne vyberieme poradie prvkudanej mnoziny pre 1 < i < N
2.) Prida, alebo sa odoberie mnozstvo ax;z vybraného prvku:
Xi - Xtox,alebo

Xi - X - oXj

Dokonca v tejto procedudre ani nie je nutné, aby bola hodnofaxovana. Jej
nahodnym vyberom v kazdom kroku z intervalu < 0, 0.99> dostaneme podobné
vysledky ako gixovanou hodnotou a. V tomto pripade je vSak nutné obmedzit’ diftziu
v prvkochx, leboinaé P(x, t) — O prit — oo. Doporutené obmedzenie je 107%< x< 1

[4]

Numerické demonstracie faktu ktory, sme tu podopreli teoretickyjt najst’
vo viacerych pracach. Vysledky tychto ako aj naSich numerickych simulécii, v
neskorSich kapitolach popisanych, indikuju, zZe si€asné vysvetlenie Zipfovho zakona je

aplikovatel'né v Sirokej Skale problematik, ako socialnej tak aj prirodnej povahy.



3. Niektoré pristupy k rieSeniu problematiky

formovania mestskych centier.

3.1. Priestorova konkurencias;

3.1.1. Zakladny model.

Tento model pracuje na 2-dimenzionalnej matici typw LL s periodickymi
hrani¢nymi podmienkami. Jej prvky st oéislované i = 1, ... ,N. Kazdy z nich na z#éiatku
predstavuje vlastne samostatné centrum oznacené c(i), a teda c(i) = i a navySe centier je

na zaciatku N.

Dynamika systému je takd, ze v kazdom ¢asovom kroku sa nahodne vyberie
centrum c(i), vymaze sa a toto prazdne miesto sa zaberie okolitymi centrami. PresnejSie
povedané: najskér vyberiemed 1 po N, potom, pokial’ eSte existuje centrum s tymto
poradovym c¢islom, tak sa vymazu vSetky bunky nim obsadené — d’alej si ich budeme
oznaCovat’ ako ,,mftve”. Potom nechame okolité centrd, aby zabrali plochu mftvych
buniek. Ina¢ povedané, mitve bunky si nahodne vyberi svojho suseda a ak je tento
aktivny, teda nie mftvy, tak si priradia jeho ¢islo centra a tym sa k nemu pridajd. Tento
proces sa opakuje znova a znova V rgjadiného ¢asového kroku, pokial’ neostant
ziadne mftve bunky. AZ potom sa prejde do d’alSieho ¢asového kroku a je vybraté d’alSie
centrum pre vymazanie jeho obsahu.

Vo fyzike sa tento postup nazyva ,domain coarsening scheme“ teda ,postup
zdrsiiovania oblasti“. Zdoraziiujeme, Ze vysSie popisany proces sa deje v rdmci uplnej
separacie Casovych usekov, tzn., Zze dalSie centrum sa vymaZe az ked sa priradi
posledny miftvy prvok matice. Dalej budeme centrum s nenulovou (a teda > 0)
velkostou nazyvat aktivhym. VSimnime si, ze pre vymazanie mdze byt vybraté

centrum ktoré uz raz vymazané bolo, alebo tento takt moéZeme vylucit.

Na zaklade tohoto mdézeme uvazovat’ dve rozne definicie ¢asu v tomto systéme:
1.) Prirodzeny ¢as t — vkazdom ¢asovom kroku je pravdepodobnost’ vybratia

ktoréhokol'vek centra na vymazanie konStantnd — 1/N, kde N =xLL je



velkost' systému. Tzn., Ze je mozné vybrat centrum velkosti 0. V tom
pripadesa so systémom nedeje ni¢, len sa posunie ¢as z t do t + 1.

2.) Neprirodzeny ¢as t> — na vymazanie sa mozu vyberat’ len aktivne centra.
Potom vkazdom ¢asovom kroku je pravdepodobnost’ ktoréhokol'vek centra
na vymazanie i(t’), kde n(t’) = N — t’ je poCet zostavajtcich aktivnych

centier v systéme.

Aj ked’ dynamika takéhoto systému mdze byt prirodzenejSie popisana ¢asom t’,
autori tohoto modelu uprednostiiuji pouzitie ¢asu t.

V kazdom konkrétnom c¢asovom kroku je nejakd typickda velkost centra.
V pripade Casu t’, kedZe je v systémen(t’) aktivnych centier, je priemerna velkost
centra S(t’) = N/n(t’). Ked’ sa vel'kost’ centier spriemerovala pre vSetky casové kroky
objavil sa mocninovy zakon [5]. Pre neprirodzeny ¢as bol numericky blizko k n(s)= s 3
resp. pre kumulovan( $tatistiku n(>s)s?, kde sje velkost’ centra, n(s) je podet centier
velkosti s an(>s) je pocet centier velkosti vacSej ako s. V pripade, Ze berieme do uvahy
prirodzeny cas t, si vel'ké zhluky stabilnejSie, lebo ¢as sa pohybuje pomalSie smerom
k skon¢eniu procesu zdrstiovania . Vysledkom je znova mocninovy zakon, avSak
s exponentmi visidvoch pripadoch zvacsenymi o 1. Tzn. n(s)= s?, resp. n(>sj s™.

Dolezité je ale uvedomit’ si, ze toto nie je vysledok v stabilnom stave, ale je
dosiahnuty spriemerovanim cez celi ¢asovu evoluciu, zafinajucu s N centrami vel'kosti

1 akonciacu s jednym centrom velkosti N.

3.1.2. Celoplosné nahodné pridavanie centier.

Z pohl'adu evoltcie, napriklad v ekonomii alebo bioldgii, by bolo priblizenim sa
k realite keby sa k procesom pévodného modelu pridalo aj nahodné vsavanie novych
centier. Zhl'adiska demografického vyvoja by sa to dalo interpretovat ako vznikanie
novych miest \priebehu ¢asu vd’aka migracii. Ide teda o moznost’ pridavat’ ich na
nahodné pozicie systéme. Takze v kazdom ¢asovom kroku, pred vymazanim nejakého
centra ako to bolo opisané vySSigyrs/depodobnostou p sa vyberie ndhodna bunka
(prvok matice) €islom i aprida sa do nej centrum velkosti 1. Tzn., Ze preznac¢ime c(i)
v i. Tento krok bude nasledovany klasickym vymazanim nejakého centra.

Tento algoritmus zachovéva Gplna ¢asovl separaciu medzi vymazavanim centier
aich rastom do miftvej zony. V tejto podkapitolesa uvazuje vyluéne s prirodzenym

c¢asom.



Pravdepodobnost’, Ze pridané centrum je skutone nové (efektivnha miera
priddvania centier), je pravdepodobnost’ p zmensena pravdepodobnost'ou vyberu centra
ktoré je este aktivne. Pravdepodobnost’ vyberu aktivneho centra je n(t)/N, kde n(t) je
znova pocet zostavajucich aktivnych centier. Ako dosledok, efektivna miera pridavania
centier je:

rh=p- n(t)/N.

Podobne, efektivha miera vymazavania centier zavisi na pravdepodobnosti vyberu
aktivneho centra. Tzn.:
ry = n(t)/N.

Teda stabilny stav systému sa dosiahne, ked’ nastane rovnost’ medzi pridavanim centier
a ich vymazéavanim :
nN/IN=p-n/N ,zého n=N.p/2,

kde n je podet aktivnych centier systému v stabilnom stave.

Z &oho dostavame, Ze priemerna vel’kost’ centra v stabilnom stave ge:
s =N/n = 2/p.

Rozdelenie velkosti centier pre model v tejto sekcii je numericky blizke log-
normalnemu rozdeleniu [5]. V kontraste s modelom v predoslej sekcii je toto vysledok
dosiahnuty v stabilnomntave. Co sa tyka vysledného rozdelenia momentalne ani autori
predlohy samotni nemaju poruke konzistentné vysvetlenie pre log — normalne
rozdelenie v modeli &jto Casti. Jedno mozné vsak predsa len pontikaju: spociatku

sa najviac novopridanych centier velkosti jeden nachadza v ramci hranic nejakého
starSieho &icsieho centra. Moze nastat’ pripad, Ze toto vicsie a starSie centrum bude
vymazané a novofifané centra velkosti jeden v iom sa nachadzajice sa zvicSia za
ucelom zabratia mftvej zony po vymazanom viaéSom centre. V priebehu tejto fazy
rychleho rastu je rychlost’ tohoto rastu proporcionalna perimetru priemerne velkého

centra ateda *§, kde sje vekost tejto plochy. Preto s*?

sa sprava podla
multiplikativneho nahodného posunu, o znamens, ze  In($9) = In(s)/2 sa sprava
podla aditivneho nahodného posunu. Dosledkom toho, ked’ sa zastavi proces rastu bude

In(s) normalne rozdeleny, atedessamotné bude rozdelené lognormalne. Aby toto



fungovalo, bolo by potrebné, aby sa proces rastu zastpsibblvzne rovnakom Case pre
vSetky zahrnuté centra,t@ vd’aka tomu, Ze typickd vzdialenost medzi miestami

pridavania je inverzne proporcionalna miere pridavania.

3.1.3. Nahodné pridavanie centier na priamke.

Mozno je intuitivne jasné, Ze pridavaci mechanizmus modelu z podkapitoly
3.1.2. neguje vysledok modelu bez nahodného pridavania centier z podkapitoly 3.1.1.,
ktorym je mocninovy zakon. Existuje ale pridavaci proces ktory generuje stabilny stav
pri zachovani mocninového zakona. Takymto je nahodné pridavanie centier do matice
sktorou pracujeme len pozdiz 1-d priamky. Teda na rozdiel od celoplodného nahodného
pridavania v podkapitole 3.1.2raz napevno stanovime, Ze:

c@i) =i

pre vietky bunky pozdiz danej priamky. V tomto pripade n&jdené numerické rieSenie

[5] skuto¢ne predstavuje mocninovy aj ked’ sice nie Zipfov zakon, konkrétne :

nis)= s*®  resp. n(>sy s°°

Ked’ze pridavaci mechanizmus tu nezavisi od Casu, a ked’ze rozdelenie velkosti centier
je stacionarne, je nezavislé aj na definicii Casu, ktora bola v predchadzajucich pripadoch

dolezita.

3.1.4. Formovanie cien.

Napriek tomu, Ze sa tato podkapitola nebude presne zaoberat’ problematikou
formovania sa miest i@h rozdelenia podla velkosti ale formovanim sa cien
v ekonomike, uvadzam ju ako dobry priklad rieSiteInosti Sirokej Skaly problémov
pomocou pristupov rozoberanych v tejto praci. Uvedeny model bude len jednoduchy
anebude sledovat’ mnozstvo detailov vel'mi komplexnej obchodnej ¢innosti v realnom
svete.

V principe teda ide o pridanie mechanizmu formovania cien do modelu
priestorovej konkurencie ktory bol vo viacerych variantoch popisany vysSie. Jednotlivé
prvky matice \ktorej pracujeme budeme teraz povazovat za zakaznikov -
konzumentov. Centra, teda zhluky prvkov koreSponduju so skupinami zakaznikov ktori
nakupuju u jedného producenta. Intuitivne je jasné ako to budevhthgooducenti,

ktori nie st schopni konkurencie odidu z podnikania aich z&kaznici budu prebrani



ostatnymi spolo¢nostami. Redukcia poc¢tu predavajucich spolo¢nosti bude vyrovnavana
prostrednictvom priddvania zacinajucich producentov. Producenti mézu skoncit’
s podnikanim v principe &voch pri¢in: strata privel'a penazi alebo strata prili§ vel'a
zakaznikov. Prva pri¢ina koreSponduje s priliS nizkou cenou vyrobkov a druha s prilis
vysokou.

Predpoklady modelu su rovnaké ako v predoSlych podkapitolach: znovu mame
maticu s N prvkami typu Lx L speriodickymi hrani¢cnymi podmienkami. V kazdom
prvku mame zakaznika a producenta. Tito vSak nie sU spojeni v nijakom zmysle okrem
priestorovej pozicie. Firmy, ktoré maju zékaznikov sa nazyvaju aktivne, tie ostatné

neaktivne. Casovy krok pozostava z nasledujtcich podkrokov:

- sU vykonané obchody

- spoloc¢nosti s negativnym ziskom sa zatvaraju
- zostavajuce spolo¢nosti menia ceny

- su pridané nové spolo¢nosti

- spotrebitelia m6Zu zmenit’ spolo¢nost’ u ktorej budu d’alej nakupovat’

Dalej opiSeme jednotlivé kroky podrobnejSie:

Vykonanie obchodov: Vsetci zakaznici maji zaciatoéné mnozstvo penazi M,
ktoré celé minld yedom casovom kroku a v d’alSom bude znovuobnovené. Kazdy
zakaznik tiez vie, od ktorej spolo¢nosti j = f(i) nakupuje. Teda ¥azdom casovom
kroku obdrzi za objem M pefiazi mnozstvo vyrobkov Q; = M/P, , kde Rje cena vyrobku
u danej spolocnosti. Nech ma tato spolo¢nost’ n; zakaznikov. Bude teda produkovat’
apredavat’' Q; = n.M/P; vyrobkov a zozbiera za ngM jednotiek penazi.

Odstupenie stratovych spolo¢nosti: Predpokladajme externe zadanu nakladovu

funkciu pre produkcil(Q), ktora je pre kazdého producenta rovnaka. Ak zisk

I, =n.M - C(n.M/P)
je zaporny, potom spolo¢nost’ straca peniaze a ihned’ konéi podnikanie (vymazavanie
centier). Vtomto modeli nie je samozrejme pripustend ziadna akumuldcia aktiv.
Hodnota ceny vyrobku takejto spolo¢nosti bude umelo stanovena ako oo. Nakladova
funkcia nami pouzita bude linedrna. Désledkom toho spolo¢nosti s cenou P< 1 ihned’

skoncia spodnikanim akonahle pritiahnu aspon jedného zékaznika.



Zmena cien: Nahodne vyberieme hodnotu medzi 1 a N. Ak je na tej suradnici
aktivna spoloc¢nost’ s tymto ¢islom, jej cena sa nahodne zvysi alebo znizi o d.

Pridavanie novych spolo¢nosti: Spolo¢nosti sa stavaju aktivnymi ak pritiahnu
aspon jedného zakaznika. S pravdepodobnostou p nahodne vyberieme miesto na
suradnici i a zakaznikapbsleme nakupovat’ do spolo¢nosti i. Cena za ktor bude tento
spotrebitel’ v danej splo¢nosti nakupovat’ bude pdvodna za aka nakupoval nahodne
zvacsena alebo zmensena o d.

Adaptacia zakaznika: VSetci zdkaznigiktorych cenysa zvysili, ¢i uz z dévodu
odchodu ich byvalej spolo¢nosti z podnikania, alebo kvoli zmene cien si budi hladat
novu spolocnost’. Tito hl'adajici konzumenti koresponduju s nmitvymi zénami z modelu
priestorovej konkurencie iah dynamika bude vyzerat nasledovne: vSetci siCasne si
nahodne vybert najblizSieho suseda. Ak aj tento hl'ada spolo¢nost’ tak sa ni¢ nedeje
ahl'adanie pokracuje d’alej. Ale ak nie geho sused plati niz§iu sumu, tak nas hl'adajtci
konzument sa pripoji $poloc¢nosti jeho suseda. Toto sa bude opakovat’ kym nezostant

ziadni hl'adajuci zékaznici.

V takomto modeli bude cena konvergovat’ k jednotkovej cene produkcie, ktora
je  kompetitivnou cenou. Jeho dynamika sa neopiera o te6riu racionalnych
predpokladov, nakol’ko firmy menia ceny nahodne a koncia s podnikanim bez varovania
ked’ stratia peniaze. Nové spoloCnosti su priddvané ako malé varidcie existujucich
vicsich. Zakaznici menia spolo€nosti u ktorych nakupuju len ked’ musia tzn., Ze bud’ ich
spolocnost’ zanikla (nekonecne vysoka cena) alebo sa im zdvihli ceny, priCom len
v poslednom pripade z nich prichddza do Uvahy reélne porovnavanie cien. Na
identifikovanie sposobu ako sa hlada informacia o alternativnych miestach na
obchodovanie tu bolo pouzit¢ modelovanie na rovine v €ase,. Toto ,,ochraiiuje* tento
model pred singularitami modelov Bertrandovho §tylu, kde podiel kazdej spolo¢nosti na
trhu nezavisi od minulosti, o mdze viest' k neredlne velkym fluktudcidm. Za tymto
vSetkymsa vsSak da pozorovat’ rozdelenie firiem podl'a velkosti spravajuce sa podla

mocninového zakona, ¢o je predmetom nasho zaujmu.



3.2. ZovSeobecneny model Lotka - Volterra;

3.2.1. Teoretické pozadie.

Podra svojich tvorcov méa tento model nasledujuce vyhody:

1) zaruluje stabilny exponent o mocninového zakona P(w¥ w'™
dokonca pri pritomnosti vel'kych fluktudcii parametrov.

2.) hodnota a(t) a priemerny majetokt) sa mozu menit' v priebehu tahu
asamozrejme medzi nimi bez vplyvu na exponent a.

3) a(t) typicky nadobuda hodnoty aj mensie aj vicsie ako 1

Uvazujeme N obchodnikov, z ktorych kazdy ma majetok wi, i = 1, ... ,N a tento

sa vyvija Wase podl'a nasledovnej rovnice:
wi(t + 1) = a(t).w(t) + b(t).w(t) — c(t).w(t).wt)

kde w(t) je priemerny majetokdase t , ktory zastupuje vymenu medzi jednotlivcami:
w(t) = (wa(t) + wa(t) + ... + Ww(D))/N-

a(t) je kladna ndhodna premenna s rozdelenim pravdepodobnosti p(a). V demograficky
zaloZenej interpretacii to modze byt miera prirodzeného prirastku obyvatel'stva
v systémePodl'a vztahu s realnym svetom by mala nadobudat’ hodnoty blizke 1 sprava,
ale samozrejme sU na svete aj regiony kde by a(t) systematicky a dihodobo nadobudal
hodnoty menSie ako 1. Koeficienbyac sl vo vSeobecnosti funkcie zavislé od ¢asu
zachycujuce meniace sa podmienky v prostredi.

Koeficient b vyjadruje auto - katalytickuastnost’ majetku resp. populacie t.j.
reprezentuje majetok ktory jednotlivec ako clen spolocnosti v platbach, sluzbach
a socialnych prispevkochlo je pri¢ina pre¢o je to proporcionalne priemernému
majetku vspolo¢nosti (v matici). Jeho hodnota by mala byt rddovo mensia od a kvoli
porovnaniu vyznamnosti vplyvu spolo¢nosti s vplyvom snahy jedinca samotného. V
naSom pripade sme v simulaciach odskusali rézne hodnoty tohoto koeficientu. Tieto sa

ustalili zhruba na intervale 0,05 az 0,15.



Koeficient ¢ ma pbvod v konkurencii medzi jednotlivcom a zvySkom
spolo¢nosti. Ma efekt obmedzovania rastu w(t) na hodnoty odévodnené pre momentalne
podmienky adroje. Jeho hodnoty museli kompenzovat vysoku hodnotu sucinu

W(t).wi(t) oproti ostatnym ¢lenom a teda sa pohybovali okolo £0

3.2.2. Vystavba modelu a numerické simulacie.

Ked'Ze sme sa ohl'adom tohto modelu dostali len k ¢lankom popisujucim jeho
teoretické odvodenie @erenie, nemali sme ziadny zachytny bod pri stavbe programu
potrebnom na uspes$né prevedenie numerickych simulacii. Teda az na rovnicu vyvoja,
ktora je uvedena vysSie. VSetky technické detaily sme si teda museli pripravit
aodskusat’ len s provizérnymi predpokladmi. Zrejme aj toto bol jeden z dévodov
neuspokojivych vysledkov dosiahnutych v naSich simulaci®eprick tomu, ze sme
podla naSho ndzoru postupovali podl'a rozumnych predpokladov nepodarilo sa program
doladit’ do tej podoby aby, reprodukoval model podl'a naSich predstav. Napriek
negativnemu vysledku ale uvadzame asponi skusenosti s jeho stavbou, ktoré mozno raz
pomdzu pri spravnom urCeni vSetkych aspektov a detailov potrebnych na uUspesné
spustenie analyzovanie simulacii zalozenych na zovSeobecnenom modeli Lotka —

Volterra. Vypis tohto programu je pripojeny ako Priloha ¢.1.

Simulacie sme prevadzali na Stvorcovej matici s rozmermi 20000. Pred
spustenim iteracii sme kazdy prvok matice obsadili populdciou, ktorej objem bol
vybraty z rovnomerného rozdeleniarsitou strednou hodnotou a Suréitym rozptylom,
pricom, ked’ze sme modelovali vyvoj objemu populdcie, museli sme tento proces oSetrit’
proti zapornym hodnotam. Ada takéto vyskytli, vynulovali sme obsah doty¢nej bunky.
Samotny tvar rovnice vyvoja systému neskor zabezpecoval, ze po takomto oSetreni na
zaCiatku procesu arozumnom zvoleni koeficientu ¢ sa uz neskor zaporné hodnoty
v matici nemohli vyskytovat. V priebehu iterovania sa kazdom casovom kroku
vyberali hodnoty koeficientog, b ac nahodne zovnomerného rozdelenia rozlozeného
v rozumnych intervaloch okolo hodnoét, ktoré sme uz vysSSie spomenuli. Na obr.¢.1 je
zachyteny stav syst¢ému po nahodnom osadeni matice pociatocnou populaciou. Na
obr.¢.2 potom vysledok dosiahnutfo vsetkych simulaciach uskutoénenych pomocou
nasho programu bez ohl'adu na r6zne zmeny vstupnych koeficientov a, b, ¢ a iné menSie
modifikacie v programe. Ndalsich obrazkoch je zachyteny vyvoj systému z r6znych

aspektov, spejuci #plnému zahladeniu akychkol'vek nehomogenit medzi bunkami.



V tomto pripade hlavna tlohu zohrali diftzne javy, ktoré prevazili nad vSetky ostatné

vplyvy v modeli a vysledkom bola rovnaka populécia vo vSetkych bunkach matice.

Obrazok ¢.1

Lotka-Volterra - stav po.skon&eni iterovania

Obrazok ¢.2

Na preukazanie vel'mi neuspokojivého spravania sa modelu pocas simuldcii sme
vybrali dve kritéria, ktoré v nasledujucom dokladame aj graficky.

Logicky prvym anajdolezitejsim z nich je vybraty ¢asovy vyvoj rozdielu medzi
maximalnym majetkom max((t)) a minimalnym majetkom jednotlivcov min{y).

Vdaka tomu na grafe na obr.C.3 zretelne vidiet nepochybny sklon k zahladeniu



akychkol'vek rozdielov v hodnotach prvkov matice uz okolo 13. iteracie. Celkovo sa
tento sklon k definitivnemu zahladeniu prejavoval od 12. pol6. iteratinto stavu sa

uz systém potom nedostal azotrval viiom az do skoncenia v I'ubovolnom case.

Vyvoj rozdielu medzi max(w) a min(w)

Hodnota rozdielu

50 |-

1
0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

lteracie

Obrazok ¢.3
Dal§im je ¢asovy vyvoj celkového objemu populécie v systéme (Obr.¢.4), ktory
sice spoCiatku pomerne rovnomerne rastol ale vcelom d’alSom priebehu simulacii
kolisal bez nejakého zretelného sklonu ku konvergencii k nejakej hodnote, alebo
stabilizovani sa wejakom ¢asovom vzore resp. intervale. Celkovy objem populacie
dokonca vzdy kolisal eSte aj v iteracidch po vySSie spomenutom Uplnom zahladeni
celého systémua rovnaka hodnotu ¢o sa vzdy udialo najneskor okolo 16. iteracie

.«  Casovy vyvoj celkového objemu populacie

10

Objem populacie

lteracie

Obrazok ¢.4.

Zahladenie rozdielov medzi jednotlivymi prvkami matice vlastne uplne vylacilo

naSe d’alSie skiimanie modelu, nakolko na$ zakladny ciel' — ktorym bolo sledovanie



morfologického a dynamického vyvoja nehomogenit v osidleni nejakej oblasti bol tym
padom uZ vo svojej podstate nesplnitelny. V tomto Stadiu sme od sledovania tohto
modelu upustili aenovali sme sa vyluéne modelu ktorému je venovana nasledujica

kapitola.



4. Dvojkrokovy diftzne — reakény model. 12

4.1. Teoretické pozadie modelu.

Tento vcase aj v priestore diskrétny model pracuje na matici typy n
S otvaenymi hraniénymi podmienkami, v ktorej kazdy prvok s poziciou i, j Wase t
symbolizuje malld jednotku priestoru v kontexte matice ako ,krajiny“dal¥om
budeme populaciu kazdej takejto bunky oznacovat’ ako m(i .j ,t). Idea casového vyvoja
modelu pozostava z nasledujucich dvoch po sebe iducich krokov ktoré sa odohraju

V jednej ¢asovej iteracii (odtial’ dvojkrokovy model) v nasledovnom poradi:

1.) Difazia. Reprezentuje prirodzeny sklon k ,,rozptylitelnosti* populacie kvoli
vyhnutiu sa prili§ vysokej hustote populacie na jednom mieste. Prili§ vysoka
hustota je vsak len relativny pojem, nakol’ko je zrejmé, ze vo vacsich centrach sa

moézu vytvorit miesta s vySSou hustotou populacie ako v menSich centrach
vd’aka ich vicSej pritazlivosti pre okoliti populaciu. V naSom modeli to
znamena, ze v kazdom casovom kroku strati kazdy prvok matice (d’alej bunka)
zlomok a zo svojho obsahu. Této ¢ast’ o ktort bunka pride je ihned’ rovhomerne
rozdistribuovana medzi bunky ktorénsu susedia. PresnejSie tento proces

mozno vyjadrit’ vzt'ahom:

m(, j, t + %) = (1 — a).m(i, j, t) + (c/4). ;D m(k, I, t)

kde [k, |0 indikuje sumaciu cez mnozinu susediacich buniek. Tzn., ze bunka

nachadzajuca sa vrohu matice susedi s dvomi, bunka nachadzajuca sa na
krajnom riadku alebo stipci ale nie v rohu s tromi a bunka vo vndtri matice so
Styrmi bunkami. Oznacenie t + %2 je pomocné a len nim zdoraziujeme Ze difuzia

sa odohrava ako prvacasovom kroku. Pri¢ina pritomnosti difuzie je zrejma

a jej interpretaciou je v Uvode spomenuty druhy mechanizmus rastu mesta a to
migracia.

2.) Reakcia.Kazda bunka znasobi s pravdepodobnostou p svoj obsah

multiplikatorom p* a sdoplnkovou pravdepodobnostou (1-p) svoj obsah strati.



Totosa da vyjadrit’ vzt'ahmi:

m(, j, t + 1) = p.m(i, j, t + %) spravdepodobnostou p
m(, j,t+1)=0 prasdepodobnostou 1-p

VSeobecne samxakénom kroku vyskytuju dva parametre: p (0 <p <1) a
g(0 < g < 1). S ktorymi vyzerd matematicky zapisana reakcia nasledovne:

m(i ,j, t+ 1) = (1 = g)*pn(i, j, t + ¥2) spravdepodobnostou p
m(i ,j, t + 1) = q.(1 — Phm(i, j, t + 1) spravdepodobnostou 1-p

Kvoli symetrii moznych vystupov pre m(i ,j, t + 1), hodnota q mdze byt
obmedzena na intervallD, 1/2[1 AvSak nami modelovany proces je
zovSeobecnenie Zeldovicovho modelu prerusovania [6] kde q = 0. V tomto
modeli, ktory bol mimochodom vypracovany pre pripad spojit¢ho casu a
priestorusa dokazalo, ze difizia nie je schopna v nizkodimenzionalnom modeli

nasho typu negovat’ preruSovania generované reakciou. Prave reakcia je pri¢inou

divergencie populaénych momentov: p(t) = Zn(x,t)k, kde k > 1. Tato

divergencia, ktorA& matematicky charakterizuje preruSovanie je spojena
s formovanim nehomogenit v rozdeleni populacie, ktoré si napokon podstatou
nasej prace. Bvazovanim parametra q s malou hodnotou (q << 1-p) sa v matici
objavuju vyrazne ostrejSie extrémy s rasticou vyskou objemu populacie na
miestach davorizovanou polohou, priCom na ostatnych zostavajtcich
stiradniciach, ktorych pocet s ¢asom rastie, populacia rapidne klesa. Dynamika je

V tomto pripade silne ovplyviiovana fluktudciami.

Aj ked difuzia moéze byt l'ahko implementovana v numerickych simuléciach,
analyticky problém, ktorysa moéze zapisat ako reakéne - difizna rovnica s vySSie
popisanou stochastickou reakénou castou, je ale komplikovane rieSitelny
v dvojdimenzionalnom priestore [2]. V podstate s0 zname len niektoré vSeobecné
vlastnosti jeho rieSenia. Preto sa v modeli s ktorym pracujeaigje len zjednodusena

verzia diflzie, ktora je popisana vyssie.



Parametres. ap popisuju socidlne podmienky vyvoja mesta (do toho sa da
zahrnut' ekondémia mesta, urbanizaéné planovanie, miera pohybu v danej krajine
smerom do mesta atd’.). Intuitivne je zrejmé Zze v oblastiach ®iz§im prirastkom
obyvatel’stva a starou urbanizacnou tradiciou ako napriklad Zéapadna Europa bude p
blizke 1 ao blizke 0. Pricom u miest v oblastiach v&¢sim pohybom obyvatel'stva,
velkym prirastkom, ktory samotny mimoriadne dynamizuje demografickt situaciu
v krajine kde mestd st natené absorbovat’ podstatne vicSie pocty migrujucich, ako
napriklad Juhovychodna Azia resp. Subsaharska Afrika, budii hodnoty p niZsie
ahodnoty o vySSie. V najvSeobecnejSom pripade by sa mali hodnoty pnaenit
sc¢asom v stochastickom zmysle, no naSom modelovani sme pouzili fixované
hodnoty.

Néasledkom iterovania pomocou vysSie spomenutych krokov je formacia zhlukov
obyvanych buniek, ktoré mdézeme nazvat' centrami. Tieto zhluky su definované ako
mnoziny navzajom spojenych buniek s nenulovou populacioWo vseobecnosti plati, ze
¢im vacsi zhluk tym je v ¢ase stabilnejSi. Tento intuitivne jasny fakt sa potvrdil aj
v nasich simulaciach. Toto je nasledkom toho, Ze v okoli bunky postihnutej reakciou
(t.j. bunky ktorej obsah sargakénom kroku vymaze) sa nachadza dostatok buniek
schopnych jej wasledujicom ¢asovom kroku vdaka difuzii odovzdat® Cast’ svojho
obsahu aeda bude zachovana celistvost’ zhluku. Je zrejmé, ze ¢im bude diameter
tohoto zhluku va¢si tym bude lepSia moznost’ vzdjomnej podpory u buniek. Najvicsie

zhluky su wase naozaj stabilné a v naSom modelovani pretrvali celd dobu pozorovania.

4.2. Vystavba modelu.
Samozrejme su mozné rdzne interpretacie vyssie spomenutych principov difizne
— reakéného modelu. My sme na zéklade rozumnych predpokladov [2] postupovali

nasledovne:

-- Vkazdom c¢ase t a Smalou pravdepodobnostou p, vV naSom pripade rovnou
0,02 si nahodne vybraté prazdne bunky a je do nich dosadena populacia
ktorej objem je vybraty ndhodne z rovhomerného rozdelenia z inte®a090]

-- V kazdom case t je ndhodne vybraté konstantné mnozstvo Q (u nas 10) buniek

do ktorych je eSte dosadena populaaiana zaklade rovnakych principov ako

vysSie. Tento krok je nutmya udrzanie dynamickych vlastnosti modelu



-- V kazdom case t po aplikovani predchadzajucich pravidiel je redistribuovana
celkova populdcia podla pravidiel diftzne - reakéného procesu, ktoré boli
diskutované \predchadzajicej Casti. Nami pouzité hodnoty parametrov p a o sU
0,75 resp. 0,25.

Konkrétna vol'ba parametrov p,, Q a Am neovplyvni Statistické vlastnosti
systému pokial' je pridavanie dalSej populdcie do systému dostatoéne pomalé.
L
Presnejsie, ak uvazime celkovy objem populacie N(t) = Z m(i, j, t), kde L je celkovy
i,j=l1
pocet buniek s nenulovou populaciou, znamené pomalé pridavanie populagia <
N(t). Tato podmienka nie je splnena lempodiatoénych stadiach formovania centier
apre na$e hodnoty bude vzdy splnena pre velké t. Co sa tyka obsadzovania prazdnych
buniek populéaciou je potrebné aby bolg dpstatoéne malé. Stupent schopnosti novo
obsadenej bunky stat’ sa centrom by totiz na zdklade realnych dat mal klesat’ pretoze uz

sa vsystéme nachadza minimalne jedno velké centrum, ktoré pohlcuje pridavanu

populaciu.

4.3. Analyza vysledkov.

Rozmer matice nami pouzivanej je 500 x 500 apocet iteracii t = 500. Tieto
hodnoty st dostatotné na preukazanie Statistickych vlastnosti modelgaraven
maximalne aldévodov ¢asovej naro¢nosti pocitacovych simulacii. Z dévodov
vizualizicie sme do stredu matigiestnili pred zaciatkom iterovania uz vytvorené
centrum srozmermi stran 20 10 a hodnotami populacie v jednotlivych bunkach

vybratych podl'a rovhomerného rozdelenia z intervaltD,100Cl Toto centrum si

zachovalo existenciu pocas celého trvania simulacie adokonca posobilo ako
dominantné (malo najvys$si pocet populacie aajvicsiu obsadent plochu). Aj ked’ na
zéklade pozorovani vt = 100= 200 atd. sa jeho dominancia oslabovala silnejacimi
centrami vzniknuvSimi priebehu simulacie, vzdy si udrzalo svoju poziciu az do konca.
Celkovo bola zrejma tendencia modelu k decentralizacii ale emwmysle, ze sa
prejavoval sklon k preberanpozicie nejakého centra inym. Samotné ¢lenenie systému

na centra alabo osidlené ¢asti bolo vzdy zretel'né. Na obrazku ¢&.5.je zachyteny stav

systému po skonceni iterovania .



Obrazok ¢.5

Na zaklade definicie centra (navzajom spojené bunky s nenulovou populéciou,
pricom za spojené bunky povazujeme bunky navzajom pril'ahlé v smere hlavnych
svetovych stran ale nie po diagonédlach) sme vSak museli po skonceni iterovania upravit’
model z d®odu osidlenia vSetkych buniek aj ked” vdcSinou malou, ale predsa
nenulovou populaciou. Pricom toto osidlenie sa uskutocnilo uz vo vel'mi skorom Stadiu.
Preto sme zvolili nasledovny umely krok: vo vystupe simulacie ktorym bola matica
s rozmiestnenim popul@csme uskuto¢nili rez rovinou rovnobeznou so zakladfiou
vo vySke zodpovedajucej hodnote
( max(m(i, j, 500)) —min(m(i, j, 500)) )/10. Pricom bunkam nachadzajucim sa pod touto
hranicou sme priradili nulové hodnotypankam nad fou zostali pdvodné po odpocitani
hodnoty trovne tohto rezu. Tym sme docielili dostato¢né ,,zdisjunktnenie® jednotlivych

centier anasledne spristupnili moznost ich d’al$ej analyzy.



Najskor bola teda potrebna spolahliva identifikacia centier aich vzajomné
odliSenie. V ohizku ¢.6 su jednotlivé centra farebne odliSen&stfarebnom spektre.
V tejto konkrétnej simulécii zachytenej na obrazku sa ich tam nachadza 3102. V strede
obrazku je zretelné umelo od zaciatku nasadené centrum spravajice sa ako dominantné.

Ostatné centra st priestorovo rozlozené priblizne rovnomerne.

Obrazok ¢.6

Néasledne v nich bola kazdom osobitne spoc¢itana populacia a ich plocha. Po
ich zoradeni podla velkosti objemu populacie resp. plochy bolo mozné graficky
znazornit' zavislost’ logaritmu populacie resp. plochy v zavislosti od logaritmu

poradového umiestnenia prislusného ceniwéicku podl'a velkosti(Obr.¢.7).



Rozdelenie podl'a populacie Rozdelenie podla plochy
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Obr.8.7

Z grafov je evidentné, ze nas pokus bez vyhrad potvrdil predpokladant zavislost’
(Zipfov z&kon) urozlozenia centier podl'a velkosti plochy (Obr.¢.7 — vpravo) ktoru
zaberaju. Schodovitost’ grafu v jeho koncovej Casti je spdsobend mnohopocetnost’ou
centier s malou plochou, u nas konkrétngoshou jednej, dvoch az po zhruba Sest
buniek. Potom sa schodovitost’ straca z dovodu jemngieho ¢lenenia pocétu centier
v zavislosti od ich plochy eentralna Cast’ grafu, ktora je pre nas najilustrativnejsia a pre
suvislost’ modelu s redlnym svetom aj najddlezitejSia, nabera vel'mi zretel'ne linearny
trend so sklonom vel'mi blizkym —1 ¢o samo o sebe wostato¢nej miere potvrdzuje
platnost’ Zipfovho zékona. Hodnota v l'avej Casti grafu ktord d’aleko prevysuje za tiou
nasledujice hodnoty predstavuje najvacsie centrum ktoré je vel'mi dobre pozorovatel'né
taktieZ v podobnych grafoch zostrojenych z redlnych dat. \bbrazku ¢.8 je zobrazend aj

rovna €iara, ktord je fitovacou priamkou nami ziskanych hodnét so sklonom -1,08.

Rozdelenie podfa plochy

k=-1.08

Obrazok ¢.8



Graf zavislosti logaritmu (Obr.¢.9) celkovej populécie jednotlivych centier od
logaritmu ich umiestnenia poradi podla velkosti ma niektoré podobné znaky ako
predchadzajuci graf. Hodnotalavej cCasti grafu ktora daleko prevySuje za tiou
nasledujtice hodnoty je totozna s hodnotou v predchadzajucom grafeldiez vyborne
koresponduje so skuto¢nost'ou. Koncova Cast’ vyzera ina¢ a jej tvar rychlo klesajucej
krivky je interpretovany tym, Zze v modeli sa vytvorilo malo centiervel'mi nizkou
populaciou. Tento fakt je ale rovnako zachyteny aj v reélnych déatachT ¢k
Vv skutoc¢nosti maju l'udia sklon zdruzovat sa do sidiel s asponi priblizne pédtdesiatimi
obyvatel'mi. Takato komunita totiz dokdze lepSie zabezpecit' ekonomické, technické
a cialne potreby jej obyvatelov vd’aka mozZnej Specializacii prace a rbznym inym
socialnym faktorom, ako spoloc¢enstvo s malym poctom (napriklad do desat)
obyvatelov. A znova najdolezitejSia centrdlna cast ma rovnomerny priebeh so
zretel'nym linedrnym trendom so sklonom fitovacej priamky —1,05. Konkrétna hodnota
jej sklonu pre cely defini¢ny obor je vnasom pripade -1,27 aje zachyteni
Vv nasledujucom grafe, netreba vSak zabudnut, ze ako sme uz vysSie spomenuli, je tato
hodnota skreslend pravou Castou grafu. Kvoli odstraneniu tohto vplyvu je priloZeny aj

fitovany graf bez Specialne sa chovajucej koncovegatocnej Casti grafu.

Rozdelenie podl'a populacie Rozdelenie podla obyvatelstva

Obrazok ¢.9

Z naSej simulacie aj ®alnych dat je zrejmé, ze celkova populacia centier aj
celkova nimi urbanizovana plocha rasti€gasom. Aj ked’ je nova populacia pridavana
viac-menej rovnomerne zistili sme, ze sa organizuje takym sposobom, ze na zaklade
dynamickych vlastnosti modelu jeho celkova populécia rastie proporcionésens
t.j. N(t) O t. Pri naSich predpokladoch, ked’ sme sa rozhodli neobmedzovat’ maximalny

mozny objem populdcie v jednej bunke sa matica nenasycuje ani pri vysokom pocte



iteracii, napriek tomu, ze v neskorSich Stadiach je prirastok celkovej populacie pomalsi
kvoli tomu, ze dolezitejSiu ulohu ziskava ubytok populacie cez hranice matice. Naviac

sa v neskorSich Stadiach objavuju fluktuacie ako désledok priestorového preruSovania
spésobeného reak¢énou ¢astou Casového kroku. Z dévodu sledovania vyvoja morfolégie
modelu, inymi slovami, ¢i speje k nejakému rovnovaznemu stavu, sme sledovali vyvoj
priemernej medziiteraénej odchylky od predoslej hodnoty v bunkach, konkrétne jej
druhej mocniny. Druhej mocniny kvoli tomu, lebo sme chceli zachytit zmenu
morfologie systému a nie absolutnu hodnotu tejto zmeny. PresnejSie zapisané to vyzera
nasledovne:

S (m(, j.1)-mli, j,t =1))

i,J
&g = P
n

m(i, j, t) — objem populacie kazdej jednotlivej bunky

n’ - rozmer matice
Jej priebeh pri nasej simulacii naznacuje, Ze systém nespeje k rovnovaznemu stavu, ale
je vinom vyrazny sklon kuz vysSie spomenutej decentralizacii. Ina¢ povedané
morfoldégia systému sa stava zlozitejSou srasticim ¢asom. Je znazornena

v nasledujucom obrazku:

Stvorec priememej medziteracnej odchylky
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35 |

Hodnota odchylky

lteracie

Obrazok ¢.10



Dalsim doblezitym faktorom ohladom pozorovania dynamickych vlastnosti
modelu je miera pribadania celkovej populacie. Tsatda vhodne vyjadrit’ ako podiel
celkovej novopribudnutej populacie k celkovému objemu populécie v realizovanej
iteracii. Zndzornenim Casového priebehu v takejto forme je vel'mi dobre sledovatel'na
zmena Vv tempe rastu.obr.¢.11 je zrejmé, Ze po pociato¢nom kolisani zmeny sa tato uz
okolo 25-¢j iteracie stabilizuje, ¢o sme otestovali na viacerych realizdcidch modelu,
apri nami pouzivanych hodnotach parametrov v modeli sa stabilizuje konkrétne na
hodnote cca. 0,55 @i pri vysokom pocte iteracii nevykazuje znamky polavovania a
d’alej rastie vel'mi rychlym tempom. Toto spolu s predchadzajucim zistenim potvrdzuje,
7e populacia v naSom sy$me bude rast nad vSetky medze. Celkovo pri zhliadnuti
obr.¢.11 pripomina z fyziky zname tlmené kmitanie struny. Matematicky zapisana

vyzera miera pribudania celkovej populacie nasledovne:

S (m(i, j,1)-m(, j,t-1))

L

5= S (i)

L]

Relativna zmena objemu populacie
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Obrizok &.11
Z dobvodov vizualizacie awdomostami z predchadzajucich zisteni sme

pristapili k d’alsej modifikacii modelu a to vtom, ze sme ho v kazdej iteracii normovali

na celkova populéciu rovna 1, ¢o ndm umoznovalo pohodIné sledovanie dynamickych



a Statistickych vlastnosti modelu pri zachovani jelastnosti. Bez normovania totiz pri
vysokom pocte iteracii nebolo mozné realizovat’ graficky vystup a niekedy ani samotné
rieSenie, z dovodov vysSie spomenutej vlastnosti modety, 7@ narast populacie sa

Vv Case nespomal’uje.

4.4. Hodnotenie modelu.

Vysledky obsiahnuté predchadzajucej cCasti velmi dobre kore$pondujt
s platnym Zipfovym zakonom, preukdzanom na realnych datach, a silne podporuju
domnienku, ze dynamiku velkoSkalového mestského rastu formuje jednoduchy
mechanizmus zalozeny na multiplikativnom zéklade so stochastickymi prvkami spolu
spriestorovou difuziou. Tiez sme potvrdili, Ze formovanie miest a ich rozdelenie podla
objemu populécie, alebo velkosti plochy ktoru zaberaju, je nezavislé na ich velkosti
astupni vyvoja systému. Toto sme aj velmi uspeSne porovnali so skutoCnostou
v podmienkach Slovenska [Aysledky dosiahnuté vd’aka nasim simulaciam obsahuju,
ako uz bolo v predoslom texte spomenuté, mnozstvo zhodnych prvkov s analyzami
realnych dat. Porovnavanie sme uskutoénovali sami v ramci hodnotenia vysledkov, ale
rozsiahle overovanie podnikli aj autori predlohy naSho moduitovnavali platnost’
Zipfovho zakona (mocninového zdkonaxponentom —2) pre vzorky uplne odlisné ¢o
do ich objemu, rozlohy oblasti nimi pokrytych a aj rozsahu pozorovanych suborov. Na
zaklade zistenych Statistickych udajov urcili rozdelenie sidel v nizSie spomenutych
troch rozliénych oblastiach sveta a porovnali to so znamou Statistikou rozdelenia 2700
najvacsich miest sveta. Konkrétne modelovanie robili pre nasledujice tri subory
a pomocou metody najmensich Stvorcov k nim ziskali nasledovné odhady exponentov

v dokazovanej zavislosti f(r) n*

- sidla 100 najvacsich krajin sveta z=1,73
- sidla 10 najvacsich krajin Juznej Europy z=2,17
- 1300 administrativnych celkov Svajéiarska z=2,16

Pri¢om pre 2700 najvacsich miest sveta plati: f(n) U n>0%

Model je Tlahko obohatitelny o d’alSie rozsirujice predpoklady. K nasSim
zakladnym predpokladom pouzitym pri vystavbe modelu by sa v pripade potreby mohli
pridat’ eSte dalSie, dopliujuce, tykajice sa napriklad geografickych obmedzeni (t.].



zvySenie pritazlivosti ur€itych skupin buniek vo¢i ostatnym — napr. vplyv vodnych
zdrojov, lozisk nerastnych surovin, nehostinnych vysokohorskych pasiem na
umiestnenie sidiel). Prostriedkom moéze byt zavedenie rozli¢nych pravdepodobnosti
osidlenia yednotlivych buniek. Ako by napriklad mohla ovplyvnit’ demograficky vyvoj
centier dial'nica ktord by ich spojila? Zmena rychlosti transportu medzi nimi by urcite
ovplyvnila priemerna Zivotnost’ nasej virtualnej metropoly. Takéto zmeny by zrejme
ovplyvnili morfolégiu mestskych centier aj ked’ Statistické vlastnosti ndsho modelu by
mali zostat’ zachované. U rozsiahlejSich &omplexnejsich modelov je mozné aplikovat

aj suhrn pravidiel popisujucich ekonomické pozadie a povahu mestskych centier.
Takéto modely je vSak mozné aplikovat len v obmedzenych podmienkach
aspecifickych situdcidch nakolko je uz ohrozena ich vSeobecnost. AvSak pri ich
presnom aplikovani do konkrétnych podmienok budu ich vysledksavary vel'mi
kvalitné.

Diftizna zlozka Casového kroku spdsobuje, Zze dlhodoby vyvoj centra zavisi
iasto¢ne od zdrojov populacie v jeho blizkosti. Reakéna zlozka je spolu s nahodnymi
predchadzajiicimi historickymi udalostami zodpovedna za existenciu path-dependent
fenoménu. Nami uskuto¢nené simulacie potvrdzuju, ze v pozadi formovania centier
pracuju vseobecné mechanizmy, ktorych platnost’ nie je obmedzena historickymi,
politickymi ani ekonomickymi faktormi. ‘pripade potreby moéze byt dal$im
Specifikovanim vhodne usmerneny na nejaky konkrétnejSi problém. Dosiahnuté
vysledky st dostatocne presvedCivé na to, aby sme sa mohli domnievat, ze skuto¢né
procesy formujice vyzor a vlastnosti mestskych centier funguji na rovnakych

principoch aké boli pouzité vo vyssie popisanych simulaciach.



5. Zaver.

Nami skimané metody preukazali velmi dobru schopnost modelovania
realnych dat ohl'adom vzniku a vyvoja populaénych centier. Niektoré z nich dokazali
sledovat’ a verne reprodukovat’ naozaj Siroku Skalu Statistickych a dynamickych
vlastnosti tohoto procesu. Teda az na vynimku uvedenu v kapitole 3.2. sme boli v naSej
snahe vel'mi uspesni. Spomenuta vynimka vsak bola zrejme sposobené nedostatocnym
podchytenim teoretického pozadia modelu ajeho aplikovania v numerickych
simulaciach. Do detailov sme to vSakejto praci nerozoberali nako’ko sme sa neskoér
naplno venovali wasich o¢iach omnoho nadejnejSiemu modelu, ktory je podrobne
popisany v kapitole 4Vdaka vysledkom nim dosiahnutym méZeme s uspokojenim
konstatovat’, Ze ciel’ sa nam podarilo splnit’ a UspeSne sme simulovali vy$Sie spomenuté
procesy a nasledne analyzovali vysledkyo#&itivnym zaverom, ze ich rozdelenie sa
sprava podla kritéria v tejto praci tol’ko spominaného, ktorym je Zipfov zékon.

Treba vSak spomenut’, Ze aj ostatné modely popisané v tejto praci a nielen tieto,
maju vsebe vel'mi silny potencial a na ich skiimanie by sa oplatilo vynalozit’ aspon také
Usilie ako na skimanie modelukap. 4. Toto by vSak uz mohlo byt nametom na

viacero takych prac aku sme vypracovali my.
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Priloha ¢.1:

Vypis vlastného programu vypracovaného v maticovom pooe@$ATLAB 6.0 R12 pouzitého na
prevedenie simulacii popisanych v kapitole 3.2. Program je vo verzii na sledovanie grafického vystupu
v kazdej iterécii.

n=100;

iter=100;

a = zeros(n,n);

z = zeros(iter,1);
w = zeros(iter,1);

forj=1:n
fori=1:n
a(i,j) = round(normrnd(100,30));
ifa(i,j)<0
a(ij) = 0;
end;
end;
end;

SUBPLOT(2,1,1), surf(a);
colormap(hot);
SUBPLOT(2,1,2), pcolor(a);
colormap(hot);

disp(sprintf(‘Celkova pop.: %5g',sum(sum(a))));
disp(sprintf('Maximalna pop.: %5g',max(max(a))));
disp(sprintf('Minimalna pop.: %5g',min(min(a))));

disp(' <Stlac klaves>");pause;
for kk = L:iter

b=sum(sum(a))/(n*n);
alfa=normrnd(1.2,0.2);
if alfa<0

alfa=0;
end;
beta=normrnd(0.4,0.1);
if beta<0

beta=0;
end;
gama=normrnd(1/1000,1/10000);
if gama<0

gama=0;
end;

fori=1:n
forj=1:n
a(i,j)=round(alfa*a(i,j)+beta*b-gama*b*a(i,j));
if a(i,j)<0
a(i,j)=0;
end;

end;
end;



disp(* <Stlac klaves>");pause;

d = max(max(a))-min(min(a));

e = sum(sum(a));

disp(sprintf(lter.: %3g',kk));

disp(sprintf('Celkova pop.: %5g',sum(sum(a))));
disp(sprintf('Maximalna pop.: %5g',max(max(a))));
disp(sprintf('Minimalna pop.: %5g',min(min(a))));
disp(sprintf('Rozdiel: %5g',d));

z(kk,1) = d;
w(kk,1) = e;

SUBPLOT(2,1,1), surf(a);
colormap(hot);
SUBPLOT(2,1,2), pcolor(a);
colormap(hot);

end;

figure;

pomx = l:iter;
pomy = z(pomx,1);
plot(pomx,pomy);

figure;

pomx = liter;
pomy = w(pomx,1);
plot(pomx,pomy);



Priloha ¢.2:

Vypis vlastného programu vypracovanéhanaticovom procesore MATLAB 6.0 R12 pouZitého
na prevedenie simuléciikapitole ,,Dvojkrokovy difuzno — reakény model“. Vypis je uvedeny vratane
ziadanych grafickych a textovych vystupov.

Vlastna vystavba systému:

n = 500;

iter =500;

a = zeros(n,n);

b = zeros(n,n);

g = zeros(n,n);

gl = zeros(n,n);
kv_odchylka = zeros(iter,1);

for i = 245:255
for j = 245:255
a(i,j) = floor(rand*100)+1;
end;
end;

for kk = 1:iter
q(i,j) = b(i,j);

fori=1:n
forj=1:n
if a(i,j)==0
if rand<0.02
a(i,j)=floor(rand*100)+1;
end;
end;
end;
end;

fori=1:10
cl = floor(rand*n)+1;
c2 = floor(rand*n)+1;
while a(cl1,c2)==0
cl = floor(rand*n)+1;
c2 = floor(rand*n)+1;
end;
a(cl,c2) = a(cl,c2) + floor(rand*100)+1;
end;

fori=2:n-1
b(1,i) = 0.75*a(1,i)+(1/16)*(a(1,i-1)+a(l,i+1)+a(2,i));
b(n,i) = 0.75*a(n,i)+(1/16)*(a(n,i-1)+a(n,i+1)+a(n-1,i));
b(i,1) = 0.75*a(i,1)+(1/16)*(a(i-1,1)+a(i+1,1)+a(i,2));
b(i,n) = 0.75%a(i,n)+(1/16)*(a(i-1,n)+a(i+1,n)+a(i,n-1));
end;

b(1,1) = 0.75*a(1,1)+(1/16)*(a(1,2)+a(2,1));
b(1,n) = 0.75%a(1,n)+(1/16)*(a(1,n-1)+a(2,n));
b(n,1) = 0.75*a(n,1)+(1/16)*(a(n-1,1)+a(n,2));
b(n,n) = 0.75*a(n,n)+(1/16)*(a(n,n-1)+a(n-1,n));



fori=2:n-1
forj=2:n-1
b(i,j) = (3/4)*a(i,j)+(1/16)*(a(i-1,j)+a(i+1,j)+a(i,j-1)+a(i,j+1));
end;
end;

a=b;
fori=1:n
forj=1:n
if rand<0.75
a(i,j)=a(i,j)*(4/3);
else a(i,j)==0;
end;
end;
end;

X = sum(sum(a));
fori=1:n
forj=1:n
b(i.j))=a(i.j)/x;
end;
end;

fori=1:n
forj=1:n
qi.j) = a(i,j) - b(i.j);
q1(ij) = q(i.j)*a.));
end;
end;

kv_odchylka(kk,1) = sum(sum(qgl))/(n*n);
disp(sprintf('%4g',kk));
disp(sprintf('%4.4g',sum(sum(ql))/(n*n)));

end;

pomx = l:iter;
pomy = kv_odchylka(pomx,1);
plot(pomx,pomy);

disp(sprintf(‘Celkova populacia: %0.5g',sum(sum(b))));
disp(sprintf(‘Max. hod.: %0.5g',max(max(b))));
disp(sprintf('Min. hod.: %0.5g',min(min(b))));

k=0;
fori=1:n
forj=1:in
if b(i,j)>0
k = k+1;
end;
end;
end;

disp(sprintf('Poc. obyv. buniek: %4g',k));

disp(sprintf('Priem. poc. obyv. obyvanych buniek: %0.5g',sum(sum(b))/k));
figure;

SUBPLOT(2,1,1), pcolor(b);

colormap(hot);

SUBPLOT(2,1,2), surf(b);



colormap(hot);

Prevedenie popisaného rezu kvoli .zdisjunktneniu“ jednotlivych centier a ich
nasledna detekcia a odliSenie:

¢ = zeros(n,n);
o = input(' < Zadaj o0 >:");
s = min(min(b))+((max(max(b))-min(min(b)))/o);
fori=1:n
forj=1:n
if b(,j)>s
c(i,j) = b(i,j)-s;
else c(i,j) = 0;
end,
end;
end;

m = 10;
forp =0:m-1
x = min(min(c))+((p/m)*(max(max(c))-min(min(c))));
y = min(min(c))+(((p+1)/m)*(max(max(c))-min(min(c))));
r=0;
fori=1:n
forj=1:n
if c(i,j)>x
if c(i,j)<=y
r=r+i;
end;
end;
end;
end;
disp(sprintf('%5g',r));
end;

d = zeros(n+1,n+1);
d(1:n,1:n) = c;
fori=1:n
forj=1:n
if d(i,j)>0
dij) =1;
else d(i,j) = 0;
end,
end;
end;

counter = 2;

e=d;

poml = 0;

pom2 = 0;
disp(sprintf('Riadok matice:"));

fori=1:n
forj=1:n
if (e(i,j)==1)
e(i,j) = counter;
counter = counter+1;
end;

if (e(i,j) > 1)
if (e(i,j+1) > 1)



poml = min(e(i,j+1),e(i,)));
pom2 = max(e(i,j+1),e(i,j));

forii = 1:i+1
for jj = 1:n
if (e(ii,jj) == pom2)
e(ii,jj) = pom1;
end;
end;
end;
end;

if (e(i,j+1) ==1)
e(i,j+1) = e(i,));
end;

if (e(i+1,j)==1)
e(i+1,)) = e(i,j);
end;
end;
end;
disp(sprintf('%4qg',i));
end;

pom = zeros(counter-1,1);

k=0;
fori=1:n
forj=1:n
if c(i,j)>0
k = k+1;
pomk(k,1) = c(i,j);
pom(e(ij)) = 1;
end;
end;
end;

pocet_centier = 0;
for i = 1:counter-1

if (pom(i)==1)
pocet_centier=pocet_centier+1;
end;
end;

disp(sprintf('Pocet centier: %4g',pocet_centier));

disp(sprintf('Poc. obyv. buniek: %4g',k));

disp(sprintf('Priem. poc. obyv. obyvanych buniek: %0.5g',sum(sum(c))/Kk));
disp(sprintf(‘Celkova populacia: %0.5¢',sum(sum(c))));

disp(sprintf('Max. hod.: %0.5g',max(max(c))));

disp(sprintf('Min. hod.: %0.5g',min(pomk)));

f=e;
fori=1:n
forj=1:n
if (f(i,j)>0)
f(i,j) = mod(e(i,j),6)+1;
end;
end;
end;



figure;

SUBPLOT(2,1,1), pcolor(c);
colormap(hot);
SUBPLOT(2,1,2), pcolor(d);
colormap(hot);

figure;

pcolor(f);
colormap(hot);

Zratanie populacie v jednotlivych centrach aich nasledné zoradenie podl’a

vel’kosti:

w = zeros(counter-1,1);
disp(sprintf(‘'Centrum cislo:");
for v = 2:counter-1

if (pom(v)~=0)

fori=1:n
forj=1:n
if e(i,j) ==v
w(v,1) = w(v,1) + c(i,j);
end;
end;
end;
disp(sprintf('%4g',v));
end;
end;
g=0;

I=zeros(pocet_centier,1);
for v = 2:counter-1
if w(v,1) ~=0
g=g+1,
I(9,1) = w(v,1);
end;
end;

disp(sprintf('Pocet centier: %4g',pocet_centier));
disp(sprintf('Populacia najmensieho centra: %0.5g',min(1)));
disp(sprintf('Populacia najvacsieho centra: %0.5g',max(w)));

m = input(' < Zadaj pocet intervalov >:");
forp=0:m-1
X = min(w)+(1/(2"(p+1))*(max(w)-min(w)));
y = min(w)+(1/(2"p)*(max(w)-min(w)));
if ((m-1)==p)
X = min(w);
end;
r=0;
for v = 2:counter-1
if w(v) > x
if w(v) <=y
r=r+l;
end;
end;
end;
disp(sprintf('%5g',1));
end;



for i = 1:pocet_centier
maxa = I(i,1);
for j = i:pocet_centier
if I(j,1)>maxa
maxa = I(j,1);
pomm =1(j,1);
1(G,1) = 1(i,1);
I(i,1) = pomm;
end;
end;
end;

disp(sprintf('%4.49g ;'1));
figure;

pomx1 = 1l:pocet_centier;
pomx = log(pomx1);
pomy = log(l(pomx1,1));
plot(pomx,pomy);

Zratanie plochy jednotlivych centier aich nasledné zoradenie podl’a velkosti:

u = zeros(counter-1,1);
disp(sprintf('Centrum cislo:");
for v = 2:counter-1

if (pom(v)~=0)

fori=1:n
forj=1:n
ife(i,j) ==v
u(v,1) = u(v,1) + 1;
end;
end;
end;
disp(sprintf('%4g',v));
end;
end;
g=0;

I=zeros(pocet_centier,1);
for v = 2:counter-1

ifu(v,1) ~=0
g=9g+1;
I(g,1) = u(v,1);
end;
end;

disp(sprintf(‘Plocha najmensieho centra: %0.5g",min(l)));
disp(sprintf(‘Plocha najvacsieho centra: %0.5g9',max(u)));

m = input(’ < Zadaj pocet intervalov >:");
forp=0:m-1

X = min(u)+((p/m)*(max(u)-min(u)));

y = min(u)+(((p+1)/m)*(max(u)-min(u)));

r=0;

for v = 2:counter-1

if u(v) > x
if u(v) <=y
r=r+l;



end;
end;
end;
disp(sprintf('%5g',r));
end;

for i = 1l:pocet_centier
maxa = I(i,1);
for j = i:pocet_centier
if 1(j,1)>maxa
maxa = I(j,1);
pomm = 1(j,1);
1(G,1) = 1(i,1);
I(i,1) = pomm;
end;
end;
end;

disp(sprintf('%4.4q ;',1));
figure;

pomx1 = 1l:pocet_centier;
pomx = log(pomx1);
pomy = log(l(pomx1,1));
plot(pomx,pomy);



