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Uvod

Zékladnou tlohou, ciefom ekonometrie je ziskavat informécie o zadanom probléme z do-
stupnych dat. V. mnohych pripadoch st nevyhnutné podmienky a predpoklady, za ktorych
je mozné pouzit klasické ekonometrické metédy, porusené v dosledku toho, akym sposo-
bom st data generované alebo ako je model $pecifikovany. Problém s datami spociva v
skutocnosti, ze data su casto ziskavané neexperimentalne, pasivnym zozbieranim, preto
st agregované, neuplné, ¢iastocné... Problém spravnej Specifikdcie modelu je taktiez po-
merne komplikovany a vyzaduje znacné skiisenosti v ekonometrii, pricCom ani tieto nemusia
byt garantom tspechu, ak samotné formulacia problému a dostupné data nedévaju velké
moznosti vyberu. V literatire zaoberajicej sa ekonometriou sa rozlisuja tieto dva druhy
problémov, ktoré mézu vzniknut pri odhadovani parametrov

e ‘“ill-posed, underdetermined, indeterminate problem”, teda “zle postaveny alebo for-
pocet pozorovani, ¢o vedie k Uplnému zlyhaniu konven¢nych metéd, kedy nie je
mozné urcit jednoznacné rieSenie tlohy

e ‘“ill-conditioned problem”, teda “zle podmienenym” problémom nazyvame tlohu, ak
nie su odhady ziskané klasickymi metédami dostatocne stabilné, ¢o byva hlavne v
dosledku neexperimentalne ziskanych dat

Tradi¢ny pristup v pripade ill-posed problémov je zavedenie dodato¢nych predpokla-
dov, ktoré umoznia riesit tlohu a dostat jednozna¢né riesenie. Ak vSak tieto predpoklady
zavadzaf nechceme a vychadzame len z toho, ¢o o probléme vieme, je vhodnou alternativou
standardnych postupov maximum entropy metdda. V pripade ill-conditioned problémov
je dolezita diagnostika, ktora by umoznila odhalenie pric¢iny nestability, na zaklade ktorej
moze byt urobena naprava. Problémy multikolinearity, heteroskedasticity ¢i autokoreléacie
s v praxi Casté a ich naprava nemusi byt vzdy jednoduché. Pouzitie principov maxi-
mum entropy je mozné aj pre tento druh problémov a odhady parametrov pomocou tejto
metédy mozu poskytnut alternativu vyberu.

Tato praca sa zaoberd maximum a cross entropy formulaciou urcenou pre rieSenie
ill-posed a ill-conditioned problémov v ekonometrii. Obsahuje formulaciu autorov tohto
principu, ako aj jej aplikaciu pre odhad SAM matice a IO tabuliek, pricom poukazuje aj
na urcité nezrovnalosti spojené s touto formulaciou a navrhuje rieSenie pre odstranenie
tychto nedostatkov.



1 Maximum Entropy a Cross Entropy

V tejto kapitole budt postupne prezentované principy maximum entropy (ME) a cross
entropy (CE) pre tzv. “ill-posed pure inverse problems”, teda problémy v tvare

y=Xp

kde y je vektor 7" x 1 a X je matica 7" x K znamych pozorovanych alebo nameranych
hodn6t a nasim cielom je najst p, pricom 7" < K a vieme, Ze pre p plati 1’'p = 1. Bude
uvedena formulacia ilohy ME a CE riesenim ktorej, ako uvidime, prevedieme problém
Statistickej inferencie na optimaliza¢ni tlohu. Nasledne bude nacrtnuty sposob ziskania
numerického riesenia tejto optimalizacnej tilohy.

1.1 Tlustrativny priklad

Pre lepsie pochopenie maximum entropy principu je vhodny nasledujici ilustrativny pri-
klad, ktory uviedol Jaynes [8]. Predpokladajme Ze kocka, ktorou hadzeme, moze nadobu-
daf hodnoty k = 1,2,...,6 a nasou tlohou je uré¢it (odhadnut) rozdelenie pravdepodob-
nosti pre nasledujtci hod, pricom jedinou informéaciou, ktortt mame k dispozicii, je priemer
y pre velky pocet hodov N. Ak by sme vedeli po¢et Ny, Ns,..., Ng, teda kolko krat boli
hodené jednotlivé hodnoty k£ = 1,2, ...,6, mohli by sme odhadnit pravdepodobnosti ako
pi = % KedZe vsak pozname iba priemer y, patri tato tloha medzi ill-posed problémy,
Konkrétne v tomto pripade potrebujeme odhadnuf Sest parametrov, pricom méame iba
dve informacie - jednu o priemere N a druht o stuc¢te odhadovanych parametrov, ktory
musi byt rovny 1. Ak by bol priemer napriklad y = 3.5, bez dalsich dostupnych informaécii
mozno predpokladat o kocke, Ze jej rozdelenie pravdepodobnosti pre nasledujuci hod je
rovnomerné. Ak by vsak priemer bol znac¢ne vychyleny od 3.5, napriklad y = 2, kocka
rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti zrejme mat nebude. Problém moZzeme formulo-
vat nasledovne:

Nech Ni, Ns, ..., Ng st pocty pokusov s vysledkom 1,2,... .6,

6
N,
N=Y N, pk:Wkprek:L~~6
k=1

Kedze pokusov je N, kazdy so Siestimi moznymi vysledkami, celkovy pocet moznosti je
6"V. Pocet sposobov, ktorymi moze dojst k realizacii konkrétnej mnoziny Ny, ..., Ng je
N!

W:
[T V!
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Ak pouzijeme monoténnu transforméaciu W a Stirlingovu aproximéaciu
Inz!~zlnz— =, pre r — 00

postupne tpravami dostavame

6 6
NlnN—N—ZNklnNk+ZNk

InW =
k=1 k=1
6
W ~ NInN->» NinN;
k=1
6
W ~ NN =) pNpN
k=1
6 6
W ~ NInN->» pNlhp,—» pNInN
k=1 k=1
6
InW = —ZpkNlnpk
k=1
1 6
NIDW R~ —;pklnpk

KedZe nemame okrem priemeru a aditivnej pomienky ziadne dalSie informécie, je roz-
umné spomedzi vSetkych moznych Ny, N, ..., Ng, ktorych vysledkom je priemer y vybrat
ti mnozinu Ny, Ns, ..., Ng, ktord moohla byt realizovand maximéalnym moznym poc¢tom
sposobov. Ak vychadzame z tejto poziadavky mozno problém s kockou formulovat ako

6
mf}XH(P) == pelnpy
k=1

za podmienok

6
Z Py = Y
k=1

6

Zpkzl

k=1

kde x,=k, k=1,...,6 pricom definujeme 01n 0 = 0. Toto je formulacia problému s kockou
v ramci ME principu. Nasledujica tabulka ukazuje rieSenia problému s kockou pre rozne y.
Ako vidno, ¢im je y dalej od 3.5, tym je s vyslednym rozdelenim spojené mensia entropia
a rozdelenie sa blizi k degenerovanému, ktoré dostavame pre y = 1 alebo y = 6, a pre
ktoré je entropia nulova. Ak by sme mali okrem priemeru aj informéaciu o disperzii alebo
o hodnote niektorych pravdepodobnosti v tvare napriklad p; + p; = 2 alebo p; =  mozno
ich zahrnut do formulacie ME tym, Ze optimalizac¢nt Glohu rozsirime o dalSie ohranicenia.
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Tabulka 1: Vysledné rozdelenia pravdepodobnosti pre ME odhad

Yy P1 P2 P3 P4 Ps Ps H(p)
1 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 0.478 0.255 0.136 0.072 0.039 0.021 1.367
3 0.247 0.207 0.174 0.146 0.123 0.103 1.749
3.5 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 1.792
4 0.103 0.123 0.146 0.174 0.207 0.247 1.749
5 0.021 0.039 0.072 0.136 0.255 0.478 1.367
6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000

1.2 Vseobecna ME formulacia

Vychadzajme z problému v tvare y=Xp, kde X je matica T'x K,y je vektor T'x 1 a p je
T x 1 vektor hladanych nezndmych parametrov s vlastnostami pravdepodobnosti, pri¢om
tento problém je ill-posed, teda T' < K. Ulohou je ur¢if p na zaklade informécie vo forme
znamych y a X. Tuato dlohu formulujeme v ramci ME principu nasledovne

max H(p Z i In pg,

za podmienok

y=Xp
pl=1

Funkcia H(p) je mierou entropie rozdelenia pravdepodobnosti p = (p1,...,px), tito
mieru neurcitosti pre mnozinu javov axiomaticky definoval Shannon [11]. Maximélnu hod-
notu —In1/K nadobida H(p) pre p; = ps = ... = px = 1/K, teda ked je rozdelenie
pravdepodobnosti rovnomerné. Hodnota H(p) je naopak minimélna H(p) = 0, ak je roz-
delenie pravdepodobnosti degenerované, teda ak pre niektoré k je pr = 1. Shannonovu
mieru mozno brat ako mieru urcujicu “vzdialenost” medzi rovhomernym rozdelenim a
rozdelenim p. Ill-posed problem teda riesime pouzitim ME tak, Ze spomedzi vSetkych rie-
Seni, ktoré spliiajii podmienky uréené obmedzeniami (momenty, aditivnost,. .. ) vyberieme
to, s ktorym je spojend najvicsia miera neurcitosti. V pripade ze maximalizujeme funkciu
entropie bez ohraniceni, iba s podmienkou aditivnosti, dostavame rovnomerné rozdelenie.

Vseobecne, ak st podmienky v tvare 7' funkcii {fi(z),..., fr(z)} ME tlohu odhadu
parametrov p formulujeme ako

maXH Zpklnpk (1.1)

za podmienok

K
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g =1 (1.3)

(napr. ak fi(zx) = (7, — 7)? dostdvame druhy centrdlny moment)

Uloha ME je tilohou na ohrani¢eny extrém, aby sme ju vyriesili zostavme Lagrangeovu
funkciu

K
L(p, A, ) Zpk In py, +Z)\t (yt Zpkft T ) +n (1 - Zm) (1.4)
k=1

Podmienky prvého rddu maja tvar

g—i:—lnf?k—l—;&ﬁwk =0, k=1,...,K (1.5)
g—izyt—gﬁkft(xk)zo, t=1,...,T (1.6)
g—izl—iﬁkzo (1.7)

Vyjadrenim py, z (1.5) a dosadenim do (1.6) a (1.7) dostdvame

T
ﬁk:exp<—25\ )—1— ) 2, K
t=1
T A~
Zexp <_ZAtft($k)_1_ﬂ>ft($k):yt7 t:1727"'7T
t=1
K T .
ZGXP <—Z)\tft(37k) —1 _ﬂ) =1
k=1 t=1

Poslednt rovnicu pouZijeme na eliminéciu /i ¢im dostavame hladané parametre p v tvare
funkcie lagrangeovych multiplikdtorov pre ohranicenia (1.2)

T
1 ~
Pk =—F= —exp | — > Mfilzr) |, k=1,2,....K (1.8)
Q(A17>\27"'7)\T) ( ;

K T
Q(j\l, 5\2, Ce S\T) = Z exXp <— Z j\tft(xk))
k=1 t=1

je normaliza¢ny faktor. Dosadenim (1.8) do (1.1) dostavame mieru entropie H ako funkciu

dat
=1In Q Z )\tyt
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Aby sme urcili charakter ndjdeného extrému, vytvorme Hessovu maticu funkcie H(p) .
Lubovolny prvok na diagonéle tejto matice méa tvar

0L 1
— =, k=1,....K
8pk Pk
a prvok mimo diagonaly
9%L B
apiapj
Hessova matica
_1 0
p1 g
Hess = bz
0 ' L
PK

je preto zaporne definitna pre p, > 0, ¢o je postacujica podmienka pre maximum. Riesenie
(1.8) vyhovuje podmienke (1.3) a pj; st kladné, st v8ak funkciou lagrangeovych multipli-
katorov ;. Jedinou informéciou, ktorti moZeme pouzit pre vypocet X, sit podmienky (1.6).
RieSenie nie je mozné urcit analyticky, preto musi byt néjdené numericky. Pre ulahcenie
tohto numerického vypoctu je vhodné pretransformovat primarnu tlohu s ohrani¢eniami
na dudlnu tlohu bez ohraniceni. Za tymto ucelom oznac¢me f(x) = (f;(xx))w a dosadme

P v tvare
1

P(A) = o

exp(—F(x)A)
do (1.4). Dostavame

L(p(A),A) = —pA)'Inp(A) + Xy — f(x)p(A)]
= —pN) [ fx)'A =1k In(QN)] + [y — p(V)T(x)]A
YA+ p(A) 1k In(Q(A)) + p(A)E(x)'A — p(A)f(x)' A
= YA+ In(QA)) = M(\)

7Z vlastnosti sedlového bod typu minmax rieSenia Lagrangeovej tilohy teda vieme, Ze maxi-
maliza¢nt primarnu tlohu s ohrani¢eniami mozno zamenit za nasledovni minimaliza¢ni
duélnu tlohu bez ohraniceni.

m}i\n M) =y'A+1In(Q(N))

Minimalizovanim M (A) uréime X a z toho P, hodnota M (5\) je hornou hranicou pre H (p),
teda miny M(A) = max, H(p).

1.3 VsSeobecna CE formulacia

Okrem informaécie, ktort nam davaju data, existuje v niektorych pripadoch aj urcita apri-
6rna informécia o hfadanom odhade, napriklad v ilustrativnom priklade s kockou méZzeme
mat k dispozicii okrem priemeru y aj prvotny odhad hladaného rozdelenia pravdepodob-
nosti q. Ulohu potom mozno formulovat pomocou principu cross-entropy (CE). Zaklad-
nou myslienkou relativnej entropie je minimalizovanie vzajomnej “pseudo vzdialenosti”
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prvotného odhadu q a odhadu p. Hladame teda odhad, ktory vyhovuje ohrani¢eniam a
je “najblizsie” ku q [9].

Aby sme odvodili CE formuléciu tlohy, postupujme ako pri ME. Ozna¢me Ny, Ns, ..., Ny
pocty pokusov s vysledkom k, dalej n = (N1, N3, ..., N) a N =), N,. Hladdme

arg max w(n|q)

kde

teda spomedzi vSetkych k-tic Ny, No, ..., N, ktoré VyhOVllJU. aditivnej poziadavke N =
>« N hladame t1, pre ktort je pravdepodobnost 7(n|q) realizicie danym apriérnym
generatorom ¢, ..., qr najviacsia. Logaritmickou transforméaciou a pouzitim Stirlingovej
aproximacie dostavame

K K K
In7w(nlq) ~ NInN—N-> NelnNi+ > Ni+ > Nilng

oznacme p; = % a upravujme dalej

K K
In7(n|]q) & NInN — ZNpklank—{—NZpklnqk

k=1 k=1

K K K
In7(n|lq) =~ NInN — ZNpklnN—NZpklnpk—i—NZpklnqk

k=1 k=1 k=1

K K
Inm(n|q) =~ —NZpklnpk—i-NZpklnqk

K
1 Pk:)
— In7(n ~ —N In [ —
S Inn(nla) > i (2
Ulohu CE preto formulujeme ako

manqu Zpkln( > Zpklnpk Zpklnqk

za podmienok

K
Spefilar) = oy t=1,....T
k=1

K
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Tak ako v pripade ME ide o tlohu na viazany extrém, preto vytvorime Lagrangeovu
funkciu a riesime podmienky prvého radu % = 0, ¢im dostavame

T
. 4k &
D= —= —— exp E Mfie(zr) | k=1,2,...,K
Q()\l,)\g,...,AT) <t:1

K T
QS A) = 3 e (z xtftm))
k=1 t=1

V pripade, ze g, = 1/K, k=1,2,..., K, teda ak neméme Ziadnu informéciu o hladanom
rozdeleni, je rieSenie CE totozné s riesenim ME. Duala tloha, ktortt odvodime rovnakym
postupom ako v pripade ME, mé pre CE formuléciu problému tvar

m}e‘mx M) =y'A—1In(Q(N))

Na rieSenie dudlnej tlohu pre ME alebo CE je mozné pouzit Iubovolny softvér, ktory
umozinuje optimalizaciu, napriklad Matlab alebo GAMS.



2 Generalized Maximum Entropy a Cross Entropy

Pouzitie principov maximum a cross-entropy na rieSenie réoznych ekonometrickych problé-
mov je obmedzené formulaciou ME a CE ulohy. Znac¢ne limitujuci je fakt, ze odhadované
parametre musia mat charakter rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej. V tejto
kapitole preto bude uvedené riesenie tohto nedostatku ako bolo prezentované v [2]. Dal-
$im obmedzenim je, Ze tato metdda je urcend iba na riesenie deterministickych modelov,
bolo by vhodné rozsirit ju aj na rieSenie stochastickych modelov, ktoré sa vyskytujiu v
ekonometrickej praxi pri odhadovani parametrov castejsie.

ME a CE formulované vyssie uvedenym sposobom uré¢ia bodovy odhad pre kazdy hla-
dany parameter. S kazdym odhadovanym parameterom vsak méze byt spojend ina miera
neurcitosti, preto je vhodné rozsirit tieto formulacie tak, aby zahrniovali tito poziadavku
vhodnou reparametrizaciou. Navyse ak chceme odhadovat parametre, ktoré nemaji cha-
rakter pravdepodobnosti a teda ich stcet nie je rovny jednej a nie si nutne z intervalu
(0,1), musime zovsSeobecnit uvedeny princip ME a CE, ¢im dostavame tzv. generalized
maximum/cross entropy (GME/GCE).

2.1 Reparametrizacia a zovSeobecnenie ME a CE

Majme teda

y=XpB
kde X je matica T' x K, y je vektor T" x 1, pricom X aj y st pozorované, zname a 3 je
T x 1 vektor hladanych neznamych parametrov, ktory moze, ale nemusi mat charakter
pravdepodobnosti, pricom tento problém je opiit ill-posed, teda T' < K. Predpokladajme
najskor, ze 3 ma vlastnosti pravdepodobnosti. Pre kazdé (3, hladame rozdelenie pravde-
podobnosti px = (Pr1, Pr2, - Pear) ha supporte zy = (21, 2k2, .-, k) 5 Pricom M = 2
a zpy = 0, 2y = 1. Ak mame k dispozicii aj apriérny odhad 32, predpokladajme, Ze
prefi existuje diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti qix = (qk1, Gr2, -.., qxaz) Da tom istom
supporte ako pre ;. Mozme teda prepisat 3 ako

B=7Zp
kde Z je matica K x KM a p je vektor KM x 1

Zy P2

Zg Px

Reparametrizovany systém ma tvar

y=XZp
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Kedze ME, a teda aj GME formuléacia, je Specidlnym pripadom CE resp. GCE , formu-
lujme a riesme iba vSeobecnejsi GCE pripad

min KL (p,q) = }:Xpmm<%ﬁ (2.1)

k=1 m=1

za podmienok

k=1 m=1
M
> Pm=1 m=12_.M (2.4)
m=1

Postupujme tak ako v pripade CE a vytvorme Lagrangeovu funkciu

L(p, A, 1t,7) Z Z Prm In (pkm) + Z At (yt Z xtkz kapkm) (2.5)

k=1 m=1

=1lm m=1

podmienky prvého radu sa

oL 5 d
=1In (pk—m) +1-— Z ATtk Zkm — f12km — Y& = 0
t=1

k=1,2... . Km=12,...,M
aL K M )
a—)\t:yt—Zthkzkmpkmzo t:1,2,...,T
k=1 m=1
oL K M
H k=1 m=1
oL l
2 =1- m=0 k=12 K
D7k mzlpk:

a ich rieSenim dostavame pre pg,, tvar

T
Pkm = Qrm €XP <—1 + ) Nt zim + fizim + %)

t=1

alebo

T

N dkm < ~

Dkm = —= - €eXp AT ik Zem + [2km (2.7)
Qk<)\la)\27---7>\T7,u) (; >
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kde

M T
Qk(/\l, A2, .y AT, ﬂ) = Z qkm €XP (Z ATk Zhem + ﬂzkm>
m=1 t=1

Pre Tahsi numericky vypocet rieSenia pretransformujeme primérnu tlohu s ohranice-
niami na dualnu tlohu bez ohraniceni. Oznac¢me preto

Q()‘v :U) = (Ql()‘7 H)? Q2(>‘> ,u), R QK<)‘7 :u))/

a dosadme p(A, p) v tvare (2.7) do (2.6) ¢im dostavame

Lp(X 1), A 1) = p(A, @) Inp(X, 1) — p(A, 1) Ing
+ XNy = XZp(\, p)] + p[1l — 1xZp(X, )]
= AW [ZXA+ Z1xp — (In @ In(QAN, 1)))]
+ [y = A, ) ZX A+ [1— p(A, 1) Z' 1k
= YA+ —pN) (1m @ In(2(X, 1))
+ P\, 1) ZX'N —p(\, p)'Z' XA
+ P\, 1) Z' 1k p — p(A, 1) Z' 1k
= YA+ p—1xn(QA p) = M, p)

pricom ® je Kroneckerov produkt matic. Dualna tloha bez ohraniceni je potom

H;\axM(A, 1) =y'A+p— g In(QA, p))
M

Ak riesime y = X3, ale 8 nema charakter pravdepodobnosti, je ¢asto mozné ohra-
ni¢it odhadované parametre 3y na interval (Oxr, Oky) a na tomto intervale pre [ urcit
support zx = (21, Zk2, - - - 2kM), kde 21 = Brr a 2k = Prou- Ulohou je potom najst
vahy pre jednotlivé prvky supportu pg,, a za odhad Sy nasledne berieme konvexniu kom-
binaciu ) ZkmPrm. Jedinou zmenou vo formulécii oproti situdcii, ked 3 mé charakter
pravdepodobnosti, je ten, Ze vynechdme ohrani¢nenie (2.3), v pripade GCE riesime teda

min K L(p, q) Z Zp,m In <p’“m) (2.8)

k=1 m=1

za podmienok

K M
thkzzkmpkm =Yt t=1,---,T (2.9)
k=1 m=1
M
d m=1  k=12..K (2.10)
m=1

Hladané parametre maja tvar

T
~ dkm
Prm = FES 3 eXP tLtkZkm
Qk()\la)\%' '7 <Z >

1
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kde

M T
Qk()\b A2, ey )\T) = Z Qkm €XP (Z >\t$tk2km>
m=1 t=1

a dualna tuloha je

m)z\lx M) =y'A— 1 In(2(N))

A7 doteraz sme sa zaoberali problémami v tvare y = Xp. Dalsim zovSeobecnenim,
ktoré uvedieme, bude rozsirenie na tzv. “inverse problems with noise”, teda linearny mo-
del v tvare y = X3 + €. Tento model sa bezne pouziva v ekonometrii pri odhadoch
parametrov.

Majme teda y = X3 + €, kde X je matica T' x K, y je vektor T' x 1, pricom X aj
y st pozorované, zndme data, 3 je T x 1 vektor hladanych nezndmych parametrov, € je
T x 1 vektor ndhodnych chyb.

V zmysle rozsirenia pre parametre, ktoré nemaju charakter pravdepodobnosti, predpo-
kladajme aj teraz, ze B mozno oharanicit na interval (5xr,, Oxv) a Ze na tomto intervale pre
By ur¢it support zy = (2k1, 2k2, - - -, 2knr)’s kde zg1 = B @ zpr = Pry. Rovnako pre kazdé
€; ur¢ime ohranicenia €, a €y a J-prvkovy support, 2 < J < 0o, vy = (v41, V42, - -, Vsg)
tak, Ze v = €1, a vy = €p. Ulohou je potom najst vahy pre jednotlivé prvky supportu
Dkm & Wyj, za odhad 3 resp. € nasledne berieme konvexné kombinéacie bodov supportu

M
Br = E ZkmPkm
m=1

J
€ = E Vtj Wt
j=1

V maticovej forme teda reparametrizaciu moézme zapisat ako

y=XB8+€=XZp+e€

kde
z; 0 0 p1
/
ﬁ — Zp — 0 Z2 0 P2
0 O zh Px
a
Vll 0 0 W1
€ — VW _ 0 V/2 0 Wy
0 0 . v, wr

Pre tento problém bola navrhnutéd v préci [2] formuldcia GME v tvare

max H(p,w) = —p'lnp — w'Inw
p,w
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za podmienok

XZp+Vw=y
(Ix ® Iy)p = 1k
(IT X ]_f])W = ]-T

a v pripade, Ze si zname aj apriérne odhady vo forme vah qyx a ug pre prvky supportu
Zx a Vi, je GCE formulacia podla [2]

min K L(p,w) = p'In(p/q) + w'In(w/u)

p?w

za podmnienok

XZp+Vw=y
(Ix ® 1y)p = 1k
(IT X ]_f])W = ]-T

pricom ® je Kroneckerov produkt matic.

2.2 Ilustrativny priklad

Vrafme sa teraz k ilustrativnemu prikladu z ¢asti 1.1. Oznacme jednotlivé hladané pravde-
podobnosti v stlade s vyssie uvedenym zovSeobecnenim (31, 5s, . . ., J¢. Ak pre kazda prav-
depodobnost 3; chceme urcit vlastnii mieru neurcitosti, moézme preformulovat problém z
ME na GME tak, ze pre kazdé 3; zvolime napriklad M-prvkovy support z = (z1, 29, ..., 2ar)’
kde z; =0 a 25 = 1, ¢im dostavame tlohu

6 M
max H<p) = - Z Pkm lnpkm

P k=1 m=1

za podmienok

k=1 m=1
6 M
Zzzmpkm =1
k=1 m=1
M
S hm =1 k=1....K
m=1

Problém s takouto formulédciou je, ze pre ME autori [2] eSte vychadzaji z maximalizacie
W, pre GME formuléciu vsak uz nie. Rozsirenie z ME na GME je urobené “hrubou silou”
tym, Ze je zmenena ucelova funkcia bez korektného odvodenia. Ak by sme totiz chceli
reparametrizovat tlohu z Casti 1.1 tak, Ze ozna¢ime By, = z1pp1 + 2oPk2 + ... + ZyMPrM,
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potom Ny = Nzipp1 + Nzopro + ... + Nzypryr = Nii+ Nia+ . ..+ Nias a pocet sposobov
ktorymi je mozné realizovat konkrétnu mnozinu Ny,,, je preto

N!
W=—_"

Ak maximalizujeme W, dostavame pouzitim Stirlingovej aproximacie ako vyssie

K
W ~ N'InN-N—=> " (NppnIn Npp—Nim)

k=
K M
InW = NlnN—ZZNkmlnzmpkmN

K M
InW =~ NInN-— ZZNkmlnzmpkm ZZNkmlnN

k=
K M
InW =~ —N Z Z ZmPkm In ZmPkm
k=1 m=1

k=1 m=1

Uloha by teda mala byt formulovana nasledovne

6 M

ml?X - Z Z ZmPkm In ZmPkm

k=1 m=1
pri podmienkach

Kritika formulacie GME tlohy, ako bola navrhnutd v [2], je dalej v skutocnosti, Ze
tato tloha neddva vzdy rieSenie, ktoré je konzistentné s rieSenim ME v zmysle [
Z1Pk1 + ZoPr2 + - - . + ZuDen, kde By je ME riesSenie a pg,, je riesenie GME
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Tabulka 2: Rozdelenia pravdepodobnosti pre ME odhad

Yy P1 P2 P3 Pa Ps Pe
1 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.5 0.664 0.224 0.075 0.025 0.009 0.003
2 0.478 0.255 0.136 0.072 0.039 0.021
2.5 0.347 0.240 0.165 0.114 0.079 0.054
3 0.247 0.207 0.174 0.146 0.123 0.103
3.5 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167
4 0.103 0.123 0.146 0.174 0.207 0.247
4.5 0.054 0.079 0.114 0.165 0.240 0.347
5 0.021 0.039 0.072 0.136 0.255 0.478
5.5 0.003 0.009 0.025 0.075 0.224 0.664
6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000
Tabulka 3: Rozdelenia pravdepodobnosti pre GME odhad
Y P1 P2 P3 P4 Ds Pe
1 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.5 0.628 0.272 0.077 0.018 0.004 0.001
2 0.456 0.275 0.147 0.072 0.034 0.016
2.5 0.339 0.246 0.172 0.116 0.077 0.051
3 0.245 0.208 0.176 0.147 0.123 0.102
3.5 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167
4 0.102 0.123 0.147 0.176 0.208 0.245
4.5 0.051 0.077 0.116 0.172 0.246 0.339
5 0.016 0.034 0.072 0.147 0.275 0.456
5.9 0.001 0.004 0.018 0.077 0.272 0.628
6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000

V pripade, Ze support je dvojprvkovy z = (0,1)’, kedy by sme intuitivne ¢akali, Ze
rieSenia ME a GME budua ekvivalentné, dava GME formulacia autorov pre niektoré y
rieSenie, ktoré sa lisi od ME riesenia na druhom desatinnom mieste. Rozdiel medzi ME a
GME sa zvii¢Suje s tym, ako sa y vzdaluje od 3.5. RieSenie pre alternativnu formulaciu

GME, ktora maximalizuje W, je totozné s rieSenim ME.



3 Input-Output model a SAM matica

3.1 Leontiefov Input-Output model

Uvazujme o ekonomike s K odvetviami narodného hospodarstva, pricom kazdy sektor
produkuje jeden statok, a ako vstup vyroby pouziva okrem primarnych faktorov kapitalu
a prace aj statky ostatnych sektorov (tzv. medzispotreba). Produkcia sektora, ktord sa
nepouzije na medzispotrebu, tvori kone¢nu spotrebu. Do konecnej spotreby radime osobnt
spotrebu, spotrebu verejného sektora, investicie, zasoby a export. Udaje o tejto ekonomike
za dany rok (jednotlivé nominalne toky) mozno potom usporiadat nasledovne

konec¢na spotreba hruba
1 ... K osobnd  verejnd  investicie = vyvoz  zasoby produkcia

1 Ty oo Ty Yo Y. Y Y. Y. z,

K Tyy v T Yrco Y Yes Yce Y Ty
dovoz d, ... dg
primarne | [, ... [,
faktory k, k.
xl :EK

kde x,, je cast produkcie i-teho odvetvia, pouzita ako vstup j-teho odvetvia,
[, a k, st odmeny vyrobnym faktorom,
d; je dovoz j-teho statku
y., su zlozky konecnej spotreby podla sektorov a odvetvi
x, je celkova produkcia k-teho odvetvia.

Leontiefov input-output model popisuje medziodvetvové vztahy v ekonomike, ndkup
statku v rdmci medzispotreby jedného odvetvia je sicasne predajom iného odvetvia, teda
stipec j vyjadruje vstupy j-tého odvetvia. Zachytené toky st v nominalnych veli¢inach
nie vo fyzickych jednotkach, vstupy st teda nakladmi, penaznymi vydavkami, vystupy sa
zdrojmi penaznych prijmov.

Ak oznacime yi = vy,, + ¥,. + Y., + Y,. +y,. celkovi konecn spotrebu k-teho statku

a wg = l + ki hodnotu pridani spracovanim v k-tom sektore mozeme vyjadrit vztahy z
10 tabulky ako

K
j=1
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K
Z SBZ‘j + dl + w; = Ij (32)
i=1

Podiel sporeby i-teho vyrobku na jednotku vyroby j-teho vyrobku oznacme a;; = Z—J

J

Tieto input koeficienty vyjadruji priame vizby v produkcii ekonomiky, ich pouzitim
mozme prepisat (3.1) do maticového tvaru Ax+y =x. V dalSom sa budeme zaobe-
rat moznostami odhadu matice medzispotreby a input koeficientov na zaklade netplnej
informacie.

3.2 Social Accounting Matrix

Koncept Social Accounting Matrix (SAM) je rozsirenim principu Leontiefovho 10 modelu
o platby medzi sektormi ekonomiky (vladou, domacnostami, podnikmi a zahrani¢im).
Zobrazuje teda vSetky nomindlne toky v ekonomike, zachytéva vyrobnu oblast, odmeny
vyrobnym faktorom, rodelenie a pouzitie déchodkov a ich akumulaciu. SAM predstavuje
stvorcovi maticu, v ktorej sa uplatnuju dva principy

e prvy je input-output princip pochadzajici z input-output tabuliek, vSetky toky v
SAM matici st opisané ako toky penaznych prostriedkov od jedného subjektu (v
stlpci) k druhému (v riadku), prijmy uréitého subjektu st zaroveit vydavkami iného
subjektu

e v SAM sa uplatiiuje aj princip narodného uc¢tovnictva, sacet prijmov subjektu je
rovny suctu jeho vydavkov, pricom prijmy s zachytené v riadkoch a vydavky v
stipcoch

Napriklad: v ilustrativnej SAM matici celkové prijmy domécnosti z vyrobnych faktorov
K,L (suma prvkov v riadku D) sa rovnaju celkovym vydavkom na ndkup statkov pro-
dukovanych odvetviami X,Y (suma prvkov v stlpci D). Polozka v riadku X a stipci D
je jednak vydavkom domécnosti na statok X a sticasne aj prijmom sektora X z predaja
domécnostiam.

Tabulka 4: Priklad SAM matice

X Y K L D | G || Total
100 100
100 100
60 | 40 100
40 | 60 100
100 | 100 200
0

| Total | 100 | 100 | 100 | 100 [ 200 [ 0 || |

QIO R | M

X,Y odvetvia hospodérstva (produkéné sektory)
K,L primarne faktory produkcie (kapital a praca)
D sektor doméacnosti

G vladny sektor
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V riadku a stlpci G st iba nuly - vlada nevybera Ziadne dane a neposkytuje Ziadne trans-
fery doméacnostiam.

Tabulky SAM sa vyuzivaji na rozne tcely: slizia na sledovanie vyvoja hlavnych uka-
zovatelov ekonomiky, resp. na medzindrodné porovnanie, tvoria databézu pre modely
vSeobecnej rovnovahy a pre rozne typy ekonomickych analyz. Podla Ucelu pouzitia sa
konstruuju na réznom stupni agregacie. Na Slovenku sa konstrukciou SAM matic zaobera
INFOSTAT, v dalSom pouzijeme ich SAM matice pre SR z rokov 1995 a 1996.



Tabulka 5: SAM SR 1995 (agregovand. bezné ceny. mld.SKK )

Vydavky Tvorba, rozdelenie a pouzitie déchodkov
Vyrobky Produkcia Prev. Odmeny Cisté Podniky Statna Domacnosti Kapital Zahranicie Spolu
Prijmy a sluzby prebytok zamestnancov dane sprava
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vyrobky
a sluzby 1 801.8 108.1 252.7 146.6 325.8 1 635.0
Produkcia 2 1 253.5 1 253.5
Prev. prebytok 3 220.7 220.7
Tvorba Odmeny
déchodkov zamestnancov 4 239.6 0.7 240.3
Cisté dane 5 -8.6 -8.6
Rozdelenie Podniky 6 138.7 1.0 16.9 10.7 7.1 174.5
a pouzitie Statna sprava 7 65.0 8.2 63.3 -8.6 51.9 48.1 0.6 228.6
doéchodkov Domaécnosti 8 73.8 175.9 28.8 70.1 4.4 353.2
Kapitéal 9 85.6 31.2 40.7 -10.8 146.6
Zahranicie 10 316.4 0.07 8.1 2.2 0.8 327.8
Spolu ‘ ‘ 1 635.0 1 253.5 220.7 240.4 -8.6 ‘ 174.4 ‘ 228.6 ‘ 353.6 146.6 327.8 H

Zdroj [6].




Tabulka 6: SAM SR 1996 (agregovand. bezné ceny. mld.SKK )

Vydavky Tvorba, rozdelenie a pouzitie déchodkov
Vyrobky Produkcia Prev. Odmeny Cisté Podniky Statna Domacnosti Kapital Zahranicie Spolu
Prijmy a sluzby prebytok zamestnancov dane sprava
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vyrobky
a sluzby 1 938.2 135.3 315.8 225.1 334.7 1949.1
Produkcia 2 1478.4 1478.4
Prev. prebytok 3 272.1 272.1
Tvorba Odmeny
déchodkov zamestnancov 4 266.9 0.4 267.3
Cisté dane 5 1.3 1.3
Rozdelenie Podniky 6 153.2 0.9 18.6 15.8 15.9 204.4
a pouzitie Statna sprava 7 65.9 10.9 63.3 1.3 49.6 59.8 1 251.8
doéchodkov Domaécnosti 8 108 202.9 36.1 81.5 4.3 432.6
Kapitéal 9 104.8 15.2 39.9 65.2 225.1
Zahranicie 10 404.8 0.3 13.9 1.2 1.3 421.5
Spolu ‘ ‘ 1 949.1 1478.4 272.1 267.3 ‘ 1.3 ‘ 204.4 251.8 ‘ 432.6 225.1 421.5 H

Zdroj [7].




4 Odhady IO tabuliek a SAM matice

Pre rozne ekonomické analyzy su potrebné 10 tabulky a SAM matica, nie vzdy vSak st
k dispozicii IO tabulky alebo SAM matica pre aktuilne obdobie. Casto trva dlhsiu dobu
kym st idaje o ekonomike zozbierané statistickym tradom spracované a publikované. K
dispozicii mozu byt iba ¢iastotné tidaje vo forme celkovych stétov prijmov/vydavkov pre
jednotlivé sektory. Odhadnut IO tabulku alebo SAM maticu v pripade, ak st zndme iba
stipcové a riadkové stéty daného roka, popripade SAM matica za predchadzajice obdo-
bie, mozno jednak beZne pouzivanou RAS metédou, jednak vyuzitim principu ME alebo
CE, kedze ide o problém odhadu K? parametrov na zaklade 2K udajov, a teda problém je
ill-posed. Tieto tlohy st blizke tilohe o volbach, ktort sformulujeme, a na jej zaklade po-
ukazeme na nedostatky pristupu autorov [2], (dalej GIM) k tymto problémom. Postupne
uvedieme formuléacie odhadov pomocou jednotlivych metéd, pre ME a CE budd uvedené
jednak odhady pre formulaciu GJM, jednak pre pozmenent formulaciu vychadzajicu z
maximalizacie po¢tu moznych sposobov realizacie matice. Metédy budti porovnané na
zéklade presnosti odhadu pre Monte Carlo simulacie a pre redlne data o slovenskej eko-
nomike.

Ozna¢me N prvky SAM matice rozmeru KxK, ktoré chceme odhadniat, dalej oznac¢me

ij
K K K K

) DGV SR D
j=1 i=1

i=1 j=1

riadkové a stlpcové stéty pre dany rok a obdobne ]\fioj7 NO NP, Ng- sucty pre predchéa-
dzajtce obdobie. Tieto oznacenia budeme pouzivat v celej kapitole. Poznamenajme Ze pre
SAM maticu plati Np.=Ny.

4.1 RAS

RAS procedtru postupnych biproporciondlnych zmien pévodne vytvorili Stone a kol. [12]
pre odhad prvkov aktudlnej IO tabulky na zéklade informécie z predchadzajiceho obdo-
bia a aktualnych riadkovych a stipcovich stétov. Tato procediru je ale mozné pouzit na
[ubovolnt maticu, pricom nemusi byt ani Stvorcova. Pre RAS procediru je nevyhnutné
poznaf nielen aktuélne stuéty po riadkoch a stipcoch, ale aj celt SAM maticu z predché-
dzajiceho obdobia. Oznac¢me

N1 NO
Yooah="9 A'=(d%), A'=(da})

v

al =
AN AN
) J

Ul (W NL) VI (V) - U



4 ODHADY IO TABULIEK A SAM MATICE 25

Aby sme z dostupnej informéacie o SAM z predchadzajiceho obdobia dostali odhad
novej SAM matice, postupujeme nasledovne:

i) Za prvotny odhad A! vezmime A°. Najskor overme, ¢i st splnené riadkové stcty,
teda ¢i A°V!=U1 je rovné U

ii) Ak tato rovnost neplati, zostrojime maticu R'=diag{r{---rk}, kde r! = 518 a

touto maticou vynasobime SAM maticu z predchadzajticeho obdobia: R'AP°.

iii) Teraz st uz riadkové saéty splnené, preto overime este stlpcové, teda ¢ R'A°
sumované po riadkoch déva jednotkovy vektor: V1=1. Zrejme to vSak platit ne-

bude, preto vynisobime R'A° sprava maticou S'=diag{sl---sk}, kde s! _v11()

&m upravime stipcové stéty, opif vSak nebudi splnené riadkové.
iv) Novy odhad matice A! je R'A%S!.

Takymito iteraciami postupne dostavame stale lepsi odhad, az kjym nedosiahneme po-
zadovant presnost pre odchylku riadkovych a stipcovych stétov odhadu od skutoénjch
hodnét, teda kym odchylka kazdého stctu, & uz po riadku alebo po stipci, bude mensia
ako nami zvolené e. Konvergencia postupu bola ukazana [12]. Neskor bolo ukdzané v praci
[1], ze RAS proceduru dostdvame ako vysledok

) (4.1)

mmzzw m(

=1 j=1

za podmienok

K
i=1
K
> N =N, (4.3)
j=1

4.2 ME a GME formulacia
4.2.1 Golan, Judge a Miller ME
GJM formuluji tlohu odhadu SAM nasledovne - ME tloha, I. postup.

max H(a Z Z a;;Ina;; (4.4)
=1 j=1

pri podmienkach

K

K

Zaij =1 \V/]

i=1
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Odhad prvkov SAM matice v pripade takejto formulécie je ]\721] = dijNé. Tato formulacia
je, tak ako v pripade s kockou, urobena iba hrubou silou, pretoze nevychadza z maximali-
zacie moznych spdsobov realizacie. Autori ju zaviedli iba na zéklade najdenia podobnosti
s predchadzajuici tlohami, ktord spociva v tom, Ze pre nezndme parametre aij:%fj ma
byt >, a;; = 1 a dalej a;; € (0,1). Toto je v stilade s ME formuldciou pre parametre s
charakterom pravdepodobnosti. Uloha ME by vSak mohla byt formulované aj nasledovne.
Oznac¢me

NL NY
b=yt W=ge B=(), B'=(b)

KedZe aj v tomto pripade je > b;; = 1 a b;; € (0,1), mozno pouzif princip maximum
entropy a formulécia tlohy, II. postup je potom

K K
Hlt{;iX H(b) = — Z Z bij In bij
=1 j=1

pri podmienkach

K
> byNi =N} V)
=1

K
j{:bw~::1 Vi
j=1

Odhad prvkov SAM matice je N}J = l;ijNil,. V pripade, Zze matica nie je vybilancovana a
stéty po riadkoch a po stlpcoch st teda rozne, davaji tieto rozdielne formulacie aj rézne
riesenia. Toto sice nie je pripad SAM matice, ale takyto problém ma tiez svoje odévodne-
nie, ide o nasledovny volebny problém (VP). Predpokladajme, Ze sa konaju volby, pri¢om
st dvaja kandidati a voli¢ov delime na dve skupiny (napriklad na muzov a zeny). Ak st
zname vysledky volieb - kolko dostal ktory kandidat hlasov, a znama je aj informaécia
o pocte volicov v obidvoch skupindch, moze nas zaujimat kolko volidov z danej skupiny
volilo prvého a kolko druhého kandidata. Chceme teda odhadnit jednotlivé prvky, pri-
¢om pozname stéty po riadkoch a stipcoch matice. Nasledujice tabulky ukazujt zadanie
ilustrativneho prikladu VP a riesenie ME na zaklade oboch moznych postupov.

4 2.12279 | 1.87721 4 | 2.20501 | 1.79499 4
12 7.87721 | 4.12279 || 12 | 7.79499 | 4.20501 12
L w [ 6 [ | [ 10 | 6 [ | L w [ 6 [ |
Tabulka 7: Zadanie Tabulka 8: RieSenie I. Tabulka 9: RieSenie II.

Pre tlohu so SAM maticou, GJM pri hladani odhadu prvkov tabulky pouzivaja ME
v tvare I. postupu, pre zadanie VP v tvare II. postupu. V obidvoch pripadoch by vsak
mohli byt pouzité obidve formulécie, kedze su v sulade s principom ME pre problémy,
kde odhadované parametre maju charakter pravdepodobnosti, teda maximalizuji mieru
entropie pre tieto parametere. RieSenia st rozne, aby sme sa vedeli rozhodnuf pre jedno
z nich, postupujme ako pri odvodeni principu ME, vychadzajme teda z maximalizaciu
poc¢tu sposobov, ktorymi mohla byt dand matica realizovana.
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4.2.2 Alternativna formulacia ME

ME formuléciu dostavame maximalizovanim

=T e
W == Wj == J
7j=1 Hzlil Nzlj|

j=1

pricom W vyjadruje pocet spdsobov, ktorymi mohlo dbjst k realizacii danej SAM matice.

K K K
W =>"nW;=> ImNjl—=) N}
j=1 j=1 i=1

Pouzitim Stirlingovej aproximacie dostavame

K
-~ 1 1 1 1 1 1

=1

1

v N
Ak oznacime f3;;=+#, potom

K K
mW;, ~ NilnNi-Ni=>"g,N'Ing;N'+> N}
i=1 i=1

Q

K K
anj NzlnNi_ZﬁZ]Nllan_ZﬁUNllnﬁU
i=1

i=1
alebo
K K K
W =~ Y NilnNj,-N'InN'-N'>"3"3;Inp;
j=1 i=1 j=1
kedze ) N:In N} a N'ln N' st znadme konstanty, dostavame tlohu
K K
i=1 j=1

pri podmienkach
K
> NBj; =N} Vi
j=1

K
> NBy; =N} Vj
=1

K

Ziﬁzj:l

=1 j=1
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Odhad prvkov SAM matice resp. prvkov tabulky VP tlohy je N}J = Bij N*. Této formu-

lacia je odlisna od oboch predchadzajucich, rovnako ako je odlisny odhad pre ilustrativny
problém s volbami.

2.5 15 | 4
7.5 45 |12
Lo | 6 [ |

Tabulka 10: RieSenie, III. postup

Dovod preco nie je formulécia uvedena autormi tiplne korektna, ak predpokladame, ze
princip entropie vychadza z maximalizacie W, je nasledovny. Ak maximalizujeme

K K Nl'
w=1Iw =1l
j=1

IHz lNl'

NL NL p , , , o
a namiesto ;=1 zavedieme a;;=++, dostavame po tupravach podobnych ako vyssie
N

K K
mW; ~ NinN,—Ni=> " a;Nina;Ni+) N}
=1 i=1
K K
N? In N;— Z CLZ'jN_; In Ni— Z CLZ‘jN;- In (lz'j

i=1 i=1

Q

ln Wj

alebo

K K
InW =~ — Z ZNEGZJ lnaij

i=1 j=1

¢ize po predeleni N dostavame tcelova tlohu

K K
mgx—g w; E a;j Ina;;

j=1 i=1

kde w; = % su vahy pre jednotlivé entropie Zfil a;jIna;j. Tato ucelova funkcia na roz-
diel od tucelovej funkcie s rovnakymi vahami pre kazda entropiu, ktora pouzivaju GJM,
déava riesenie rovnaké ako alternativny III. postup.

4.2.3 Golan, Judge, Miller GME

Aby rozsirili ME na GME navrhli GJM reparametrizaciu a;;=z;j1pij1 + - .. + ZijmPijum,
pri¢om z;;, st prvky M rozmerného supportu pre a;; a plati z;;1 = 0 a z;;, = 1 Vi, 7.
GME formulacia tlohy, ako ju predkladaja v [2], je potom

K K M

rnax H Z Z Z DPijm lnngm (46)

=1 j=1 m=1
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pri podmienkach
K M
J=1 =
K M
ZijmPijm = vj
i=1 m=1

m=1

Opakuje sa situécia ako v priklade s kockou a rieSenie takto formulovanej tlohy je opiit
zévislé od poc¢tu prvkov supportu a ich konkrétnej volby. V pripade, Ze support z;;,, je
zvoleny tak, Ze 2;;;=0, Zu m=1, nie je riesenie vzdy ekvivalentné s rieSenim ME v zmysle
Dij= D ., ZijmUijm, kde p;; je ME rieSenie a 0;j, je GME rieSenie. Kedze v pripade ME
sa ukazalo, ze formulacia dana autormi nie je tuplne v silade s maximalizaciou poctu
sposobov, ktorymi mohla byt SAM matica realizovand, je pravdepodobné, Ze aj pre GME
je mozné formulovat Glohu inak.

4.2.4 Alternativna formulacia GME

Aby sme ME formuléciu rozsirili na GME, hladajme nezname (;; v tvare [3;;=z;;1pij1 +

.+ zijupijm, kde (zij1, ..., zijm) je M-prvkovy support pre p;; a (piji,--.,Dijm) st
vahy pre prvky supportu, pricom 27]\714:1 piim=1 Vi,j. V stlade s touto reparamatrizé—
ciou tilohy mdzme prvky SAM napisaf v tvare Ni=3""" | zwmpmel S N Pocet
sposobov, ktorymi sa mohla dand SAM matica reahzovat, mé byt maximélny, preto opit
maximalizujeme W

N
H H H 'ij

Logaritmickou transformaiou a pouzitim Stirlingovej aproximéacie dostavame

W =

K K M
W ~ N'InN'-N'->"3"3 " (N}, In N}, —N},.)
. Iz(lj/[lm 1
W ~ N'InN'=> >3 N}, InzijmpijmN
ZKl jKlli K K M
ImW ~ N'lnN'- ZZZ Z]mlnzwmpwm ZZZ z]mlan
i=1 j=1 m=1 i=1 j=1 m=1
InW =

K K M
1
-N E E E Zijmpijmlnzijmpijm
i=1 j=1 m=1

a uloha GME ma potom tvar

K K M
max H g g E ZigmPijm In ZigmPijm
m=1

=1 j5=1
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pri podmienkach

K M
o
Z N Z ZigmPijm = N Vj
K K M
Z Z Z ZigmPijm = 1
=1 j=1 m=1
’ M
> pigm =1 Vij
m=1

Cize uéelova funkcia je na rozdiel od formuldcie GJM mierou entropie pre parametre
Dijm = zijmpijm. V pripade, Ze support z;;, je zvoleny tak, Ze z;;1=0, z;jn=1 a prvky
supportu st od seba ekvidistantne vzdialené, takato reparametrizacia dava riesenie totozné
s ME rieSenim (opit v zmysle ﬁ” Yo zwmpwm) V celovej funkcii vystupuje okrem
hladanych p;jm, aj 2ijm, preto aj riesenie a dudlna tloha budd mat mierne odlisny tvar od
uloh, v ktorych v tcelovej funkcii vystupuje iba p;;,,. Lagrangeova funkcia pre alternativnu
formulaciu GME tlohy je

K K M

L(p, A, 11,1, ) Z Z Z ZijmPijm 10 PijmZijm (4.7)

i=1 j=1 m=1

+1 (1 - Z Z Z lempwm> + Z Z%J (1 - Zpljm> (4.9)

i=1 j=1 m=1 i=1 j=1

podmienky prvého radu sa

oL .
D —Zijgm I ZijmPijm — Zijm — NizijmN — L ZijmN — 0Zijm — Yij =0 (4.10)
ii=12. . Km=12 .M
K M
=Y N zijmbym =0 Vi (4.11)
J=1 m=1
K M
1=1 m=1

K K M

0
6_5 13> s = 0 (4.13)

i=1 j=1 m=1
oL
i

M
=1-) pym=0 Vi (4.14)
m=1
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Kedze nie je vylacené ze z;j, = 0, vyjadrime p;j,, zvlast pre tato situaciu a zvlast pre
ostatné pripady. Najskor najdime pj, pre tie i, j, m, ze z;;, # 0. Z podmienky (4.10) po
predeleni z;;,, ipravami dostavame

ym

Ak pouzijeme podmienku (4.14) a uvedomime si, ze

K K M K K
Z Z ZigmPijm = Z Z Z ZigmPijm
=1 j=1 m=1 i=1 j=1ZijZ:¢0
mozeme P, vyjadrit ako
Dijm = G 1 = exp (— In 2jp, — NN — ;N — %) (4.15)

kde

iiZexp( AN — ;N — 7”)

Z’L m
=1 j=1 J
J Zzgn’ﬁéo

Vieme, Ze z;j,, = 0 pre najviac jedno m, pre kazda pevne zvolenu dvojicu ¢, j. Preto pre
tie 4, j, m, pre ktoré je z;;, = 0, vyjadrime p;;,, ako
Pijm = 1— Z Dijm (4.16)
Zigm#0

Transformujme teraz primarnu tlohu s ohrani¢eniami na duéalnu tlohu bez ohraniceni
tym, ze dosadime p;;,,, v tvare (4.15) a (4.16) do (4.7). Dostavame

LA, p,7), A, p,1,7y) =

K K M

=— Z Z Z ZijmPigm(As 1 ) I (2ZigmPijm (X, 1, Y))

i=1 j=1 m=1

K K
—|—Z>\l [NZ ZNZ Zzgmpzjm )\ » Y

=1 7=1 m=1

K K M
1- Z Z Z Zzgmpmm A B,

i=1 j=1 m=1

K

K M
+ Z Hi [ =2 N zimpim (A 1)
i=1 m=1
M
+ Z Z Vig [1 = pigm(A 1,7)
m=1

i=1 j=1

Y A [—w -V = 2 (@0 )|

i=1 j=1_ m: m
2ijm 70

K K
+Z>\z N’L_ZN Zzz]mpz]m A » Y +Z,u] ZN szmpzjm )\ » Y )
=1

=1 =
J Zij'm?éo szm#o

+n
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K K
—l—zz%j szgm)\ﬂ'y prm)‘ru’? ]
i=1 j=1 2 LM
ijm ijm
K K K
= AN +ZMJN +ZZ%j+ln A ) = DD % D pigm(A 1,7)
i—1 i=1 j=1 =1 j=1 i HL?O
K K N K K :
+ZZ Z Z’ijpljm(A IJ’a ) |:/\ N_’_N]N_’_ Z’%J :| - ZZ’%J Z lem A I‘l"
P Z”mio jm i=1 j=1 Z”m¢0
K K K
N Z)‘i ZN Z ZijmPijm(N, 1, Y Z'U’J ZN Z ZigmPijm(A, 1Y)
i=1 =L, ZUZZ#O
_ZAN +Z“JN +ZZ%+ln (A, 1y ZZ%Z})WAM,
i=1 j=1 =1 j=1 Zz]m—o

Z podmienky (4.10) dostéavame, ze pre i, j, m také, ze z;j, = 0 je aj 7;; = 0. Preto

LI, 1,7), A, 1,17, 7)= ZAN +ZMJN + i+ QA 7)) = M, )

(4,5):
VYm 2;jm 70

Duélna uloha bez ohranideni mé teda tvar

min M(A, 1.y ZAN +Z/AJN +) v+ In(QA, g, 7))
[y —
VYm 2;jm#0

4.3 CE a GCE formulacia

Ulohu ME a GME mozno rozsirit na CE/GCE aby zahfiiali aj informaciu o SAM matici z
predchadzajiceho obdobia. Rovnako moZno zahrnit aj apriérny odhad rozdelenia hlasov
podla kandidatov vo forme prvkov tabulky Nioj v ulohe VP. Toto rozsirenie je zalozené
podla GJM na zmene tcelovej funkcie (4.4) alebo (4.6) na jeden z nasledujtcich tvarov

win 3 o ()

=1 j5=1

K K M
mlnz Z mem In (p”m)
P

i=1 j=1 m=1 Qijm

v zavislosti na tom, ¢i ide o prechod z ME na CE alebo z GME na GCE, pricom ohranic¢enia
ostant rovnaké ako pre ME/GME. Ak vSak chceme korektne odvodit tvar CE/GCE tlohy
pre VP alebo pre odhad SAM matice, musime vychadzat od zaciatku a maximalizovaft
7(n|q) ako v ¢asti 1.3. Uvazujme najskdr o CE. Aby sme modifikovali 7(n|q) Specifikim
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zadania VP a SAM dlohy, oznatme n = (Nyj, Nio, ..., NU,.. NKK)’ K2 x 1 vektor
prvkov SAM matice alebo hladanej tabulky pre VP, dalej ﬂ

arg max 7(n|3°)

kde

7(n|B°%) = KL'K HH( %)Nij

logaritmickou transforméciou, Stirlingovou aproximaciou a dal$imi ipravami podobnymi
ako v pripade ME pre alternativny postup dostavame

In7(n|8°) ~ _NZZﬁZJ (ﬁ”)
i=1 j=1

Pre odvodenie GCE ozna¢me n = (Ny11, N112, - - -, Nijm, - - -, Nk )" a reparametrizujeme
= ZiimQijm = 2 Gijm, KA€ Zijm, je support pre pijm, a gijm,. Hladajme

K K M
arg max 7(n|q) = arg max H H H Cifjri
! ! Hl 1 H] 1 H Um' i=1 j=1m=1

postupom ako vyssie dostavame
K -
In7(nlg) ~ NZ Z cimpim In ( ZijmPigm m>
—1 1 1 Gijm
% 7=1 m=

Na zaklade tychto vysledkov by korektnd formulédcia tcéelovej funkcie pre CE mala mat
tvar

Bij
min K L(p,q) = ZZ@J ( J
18 i=1 j=1
respektive pre GCE

K K M 3
mgn KL(p7 q) = Z Z Z Zzympmm <p”m)

i=1 j=1 m=1 ijm

Ohranicenia, pri ktorych hladame extrém, st rovnaké ako v pripade alternativneho po-
stupu pre ME/GME. V GCE tlohe méame tcelovi funkciu ako mieru relativnej entropie
pre parametre p;jm = ZijmPijm- Lostavenim Lagrangeovej funkcie a ipravami ako v pripade
GME dostavame riesenie

qkm
QA 1,9)

exp ()\ N + ;N + Yig ) (4.17)

Dijm =
Zijm
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kde

- Z ZijmQijm €XP <)\ N + M]N+ %g )

=1 j5=1 z]m
pre tie 4,7, m Ze zim 7# 0 a
Pijm = 1— Z Pijm (4.18)
zz'j:i:#o

pre tie 4, j, m kde 2;;,, = 0. Dosadenim p;;,,, v tvare (4.17) a (4.18) a upravami dostavame
duélnu ulohu GCE bez ohraniceni

maXM)\u, Z)\N +Z,UJN +Z’}/@] A/"’v ))
Ay WO

4.4 Porovnanie jednotlivych metod

Z formulacie tlohy RAS v tvare (4.1)-(4.3) mozno jednoduchymi tipravami dostat tlohu
CE v alternativnej formulacii. Tieto dva postupy st preto ekvivalentné pre dostatocne
malé e zvolené ako presnost pre RAS. V obdobi vzniku RAS neboli k dispozicii rychle
pocitace, preto sa tuloha riesila itera¢nou procedirou a nie optimaliza¢nou tlohou (4.1)-
(4.3), z ktorej iteracni procediru RAS dostdavame. V dalsom budeme pouzivat RAS ako
iteracnul proceduru.

Nasou poziadavkou je, aby boli odhady ¢im najpresnejsie, teda aby ¢o najviac zodpo-
vedali skutoénym parametrom, budeme preto porovnavat odhady pomocou jednotlivych

met6d so skutoénymi hodnotami. Zaujimat nas bude presnost odhadu jednak pre N,j,
1

NL
3 1 _ 17
jednak pre ai;=Ni-

i) korelacné koeficienty CORR 1 medzi a;; a a;; a CORR 2 medzi N;; a ]\Afij
ii) mean absolute deviation (priemerna absolttna odchylka) pre a;; a IN;;

MAD 1 = }@ZZ’Q —a;,

=1 j5=1
1 K K
— \71
MADz_ﬁZZWm—
i=1 j=1

iii) squared error measure (priemerna kvadraticka chyba) pre a;; a IN;;
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iv) maximum proportionate error (maximélna proporénd chyba)

|dz1j_a'

1

MaxPE = max
1,
v) mean absolute proportionate error (priemernd proporénd chyba)

K K |~1 1

1 |a;;—a;;
MAPE:EZZ%

i=1 j=1 i

vi) goodness of fit pre a;; a pre N;;

1 K K &zl_azl 2
i=1 j=1 ij

1| ()
GOF 2 = - Z Z N1
i=1 j=1 i

Presnost jednotlivich odhadov nemozno porovnat len na zéklade jedného ukazovatela,
ako to urobili GJM v pracach [2] a [3], ktori zvolili ako néstroj na porovnanie SEM. Je
totiz mozné, ze niektora metdda bude vykazovat lepsie vysledky podla jedného ukazo-
vatela, avSak horsie podla iného z ukazovatelov. Tento fakt zrejmy z nasledovného pri-
kladu: ak mame napriklad prelozif danymi bodmi v rovine priamku, mézme pouzit rozne
metddy - metddu najmensich stvorcov, minimalizovanie priemernej absolitnej vzdiale-
nosti,... kazda metéda teda minimalizuje inll mieru a je teda zrejmé, ze ak pouzijeme ako
ukazovatel SEM bude davat lep$ie vysledky metéda najmensich Stvorcov, v pripade, Ze
ukazovatel bude MAD, bude lepsia metdda minimalizovania priemernej absolttnej vzdia-
lenosti. .. Ak teda zvolime ukazovatelov viac, kazdy poskytne ¢iastkovy pohlad na presnost
metddy.

4.4.1 Monte Carlo simulacie

Pre porovnanie jednotlivych postupov boli vykonané Monte Carlo simulacie IO modelu:
z rovnomerného rozdelenia na (0, 10) bola generovand matica X rozmerov 10 x 10 pred-
stavujica medzispotrebu pre rok 0 a vektor konecnej spotreby y 10 x 1, vektor pridane;j
hodnoty w (vektor odmien primérnym faktorom) bol dopocitany rezidualne, aby bola IO
tabulka vybilancovand). Udaje pre rok 1 boli vytvorené vynasobenim jednotlivich prvkov
matice a vektora konecnej spotreby ndhodnym &islom z N(1.3,02) normélneho rozdele-
nia, kde 02 € {0.05,0.15,0.25,...,0.65} a néslednym vybilancovanim pomocou vektora
pridanej hodnoty. Pre kazda o2 bolo vykonanych 5000 Monte Carlo simulacii. Ulohou je
odhadnit maticu medzispotreby a input koeficienty pre rok 1 na zaklade riadkovych a
stipcovych stiétov matice medzispotreby z roka 1 a matice z roku 0. Odhady boli urobené
pomocou RAS, ME, CE, GME, GCE a to jednak postupom pre maximalizovanie W,



4 ODHADY IO TABULIEK A SAM MATICE 36

jednak postupom GJM. Pri volbe supportu pre GME a GCE méme dve zékladné moz-
nosti. Prvou je volba supportu z=(0,1)’, druhé vyplyva z nasledujtcej vahy. Ak chceme
dodrzat riadkové a stlpcové stcty, moze kazdy prvok N;; nadobudat iba niektoré hod-
noty. Ak by danom v stlpci boli vietky ostatné prvky nulové moze byt Nilj maximalne
min (N,;, N}). Minimélnu hodnotu pre N}; dostavame ak st vietky prvky v danom stipci
maximalne. Vtedy je Nilj rovné Né — (N — N}). Tato hodnota méze byt zdpornd, preto
support zvolime pre GJM formulaciu pre parametre a;; ako (;;,u;;)’, kde

N,; — (Nt = N} . N}
lij=max <0, N u;=min 4 1,
J

T
J
Pre ALT formuléciu pre hladané parametre (;; je support (l;;,u;;)’, kde

NL = (N1 = ND) (N
lij=max < 0, u;;=min !

N1 N1 N1
Pre GCE musime tieto hodnoty este porovnat s a?j resp. ﬁ?j, support je potom

NL —(N' — N} N}
lij:min{a?j,max{o, 1 (Nl. Z)}} uij:max{a?j,min{l,N—z}}

*J *J

pre GJM GCE a

= min ¢ 37, max < 0, A wij=max § f, min <=, 5

pre ALT GCE. V dalsom budeme oznacovat volbu z = (0,1)" ako A a z = (l;;, u;;)’, ako B.

Nasledujtce tabulky uvddzaja priemerné hodnoty jednotlivych ukazovatelov pre pou-
zité metody.
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Tabulka 11: Vysledky Monte-Carlo simulacii ME

GIJM 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.03746 0.03754 0.03817 0.03946 0.04128 0.04335 0.04529
SEM 1 0.00204 0.00207 0.00219 0.00238 0.00265 0.00296 0.00328
MAD 2 2.85346 2.89463 2.98175 3.11984 3.29876 3.50537 3.71140
SEM 2 11.58654 12.09358 13.12221 14.67606 16.72436 19.19265 21.88200
MaxPE 481.08275 478.95504 479.09421 485.00206 515.35001 606.48269 958.85456
MAPE 6.36293 6.36363 6.41499 6.57580 7.12763 8.54938 12.66159
GOF 1 0.02498 0.02557 0.02703 0.02941 0.03269 0.03655 0.04043
GOF 2 1.87984 1.94697 2.08437 2.29543 2.57810 2.91596 3.26797
CORR 1 0.37606 0.37435 0.37456 0.37612 0.37793 0.37954 0.38050
CORR 2 0.41048 0.41311 0.41713 0.42162 0.42570 0.42923 0.43247
ALT 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.03730 0.03738 0.03803 0.03935 0.04124 0.04333 0.04537
SEM 1 0.00202 0.00206 0.00217 0.00237 0.00264 0.00296 0.00328
MAD 2 2.84090 2.88243 2.97096 3.11187 3.29621 3.50461 3.72010
SEM 2 11.48351 11.99521 13.03199 14.59453 16.66507 19.13879 21.87917
MaxPE 483.80883 479.54426 478.30592 483.62278 514.30306 606.88514 960.64037
MAPE 6.38239 6.36201 6.39998 6.55503 7.11134 8.54909 12.68688
GOF 1 0.02477 0.02537 0.02685 0.02925 0.03258 0.03646 0.04044
GOF 2 1.86228 1.92995 2.06846 2.28078 2.56683 2.90563 3.26539
CORR 1 0.38417 0.38194 0.38098 0.38128 0.38259 0.38344 0.38443
CORR 2 0.41931 0.42103 0.42372 0.42683 0.42973 0.43219 0.43445

Tabulka 12: Vysledky Monte-Carlo simuléacii CE

GJM 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00222 0.00659 0.01088 0.01511 0.01928 0.02319 0.02666
SEM 1 0.00001 0.00009 0.00023 0.00045 0.00074 0.00106 0.00139
MAD 2 0.17212 0.51661 0.86175 1.20784 1.55271 1.88455 2.19058
SEM 2 0.05836 0.52570 1.46273 2.87341 4.73918 6.93182 9.28402
MaxPE 0.10356 0.37651 0.86563 2.94487 18.12551 61.55876 158.69725
MAPE 0.02835 0.08695 0.15244 0.24520 0.50138 1.12260 2.35175
GOF 1 0.00009 0.00083 0.00231 0.00455 0.00754 0.01102 0.01457
GOF 2 0.00722 0.06524 0.18261 0.36200 0.60325 0.88690 1.18415
CORR 1 0.99793 0.98195 0.95275 0.91467 0.87266 0.83267 0.79905
CORR 2 0.99803 0.98289 0.95563 0.92076 0.88313 0.84798 0.81864
ALT 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00223 0.00660 0.01088 0.01509 0.01924 0.02313 0.02657
SEM 1 0.00001 0.00009 0.00023 0.00045 0.00073 0.00106 0.00138
MAD 2 0.17229 0.51693 0.86173 1.20676 1.54972 1.87924 2.18310
SEM 2 0.05841 0.52583 1.46127 2.86546 4.71683 6.88916 9.21964
MaxPE 0.10394 0.37698 0.86494 2.93082 17.97589 60.88918 158.60517
MAPE 0.02842 0.08715 0.15268 0.24524 0.49966 1.11462 2.34795
GOF 1 0.00009 0.00083 0.00231 0.00454 0.00753 0.01098 0.01451
GOF 2 0.00723 0.06530 0.18257 0.36137 0.60118 0.88276 1.17759
CORR 1 0.99793 0.98196 0.95282 0.91497 0.87338 0.83389 0.80070
CORR 2 0.99802 0.98289 0.95571 0.92108 0.88388 0.84916 0.82022
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Tabulka 13: Vysledky Monte-Carlo simulacii GME GJM

GJM A 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.03746 0.03754 0.03817 0.03945 0.04132 0.04339 0.04541
SEM 1 0.00204 0.00207 0.00219 0.00238 0.00265 0.00297 0.00329
MAD 2 2.85339 2.89457 2.98168 3.11977 3.30203 3.50883 3.72287
SEM 2 1158619 | 12.09319 | 13.12172 | 14.67537 | 16.73949 | 19.20976 | 21.94744
MaxPE 481.10390 | 478.96080 | 479.09611 | 485.00908 | 515.45161 | 606.80188 | 962.90788
MAPE 6.36314 6.36369 6.41501 6.57587 7.13066 8.55500 | 12.71759
GOF 1 0.02498 0.02557 0.02703 0.02941 0.03272 0.03658 0.04054
GOF 2 1.87988 1.94701 2.08440 2.29545 2.58048 2.91863 3.27769
CORR 1 0.37608 0.37438 0.37458 0.37616 0.37846 0.38008 0.38176
CORR 2 0.41051 0.41314 0.41716 0.42165 0.42574 0.42927 0.43251

GJM B 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.03728 0.03737 0.03804 0.03937 0.04127 0.04336 0.04541
SEM 1 0.00202 0.00206 0.00218 0.00237 0.00265 0.00296 0.00329
MAD 2 2.83990 2.88158 2.97147 3.11353 3.29849 3.50734 3.72318
SEM 2 11.47988 | 11.99662 | 13.04166 | 14.61300 | 16.68900 | 19.16686 | 21.91146
MaxPE 486.37657 | 479.5T675 | 475.45602 | 477.37040 | 509.83034 | 605.58684 | 959.93771
MAPE 6.40461 6.35946 6.36925 6.49114 7.06517 8.53660 | 12.68283
GOF 1 0.02480 0.02542 0.02691 0.02933 0.03268 0.03657 0.04056
GOF 2 1.86419 1.93249 2.07229 2.28621 2.57357 2.91345 3.27437
CORR 1 0.38420 0.38161 0.38000 0.37974 0.38078 0.38155 0.38251
CORR 2 0.41931 0.42103 0.42372 0.42683 0.42973 0.43219 0.43445

Tabulka 14: Vysledky Monte-Carlo simulécii GCE GJM

GJM A 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00223 0.00661 0.01090 0.01514 0.01932 0.02325 0.02673
SEM 1 0.00001 0.00009 0.00023 0.00045 0.00074 0.00107 0.00140
MAD 2 0.17253 0.51783 0.86378 1.21068 1.55638 1.88908 2.19596
SEM 2 0.05860 0.52787 1.46875 2.88515 4.75846 6.96011 9.32263
MaxPE 0.10417 0.37812 0.86830 2.95002 | 18.15581 | 61.71934 | 158.42408
MAPE 0.02847 0.08730 0.15304 0.24609 0.50283 1.12566 2.35104
GOF 1 0.00009 0.00084 0.00232 0.00457 0.00758 0.01107 0.01464
GOF 2 0.00726 0.06556 0.18351 0.36378 0.60621 0.89130 1.19015
CORR 1 0.99792 0.98188 0.95254 0.91430 0.87210 0.83193 0.79812
CORR 2 0.99790 0.98180 0.95281 0.91581 0.87605 0.83919 0.80862

GJM B 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00223 0.00661 0.01090 0.01513 0.01930 0.02321 0.02668
SEM 1 0.00001 0.00009 0.00023 0.00045 0.00074 0.00106 0.00139
MAD 2 0.17263 0.51802 0.86375 1.21001 1.55458 1.88588 2.19156
SEM 2 0.05863 0.52790 1.46766 2.88004 4.74482 6.93414 9.28387
MaxPE 0.10447 0.37873 0.86822 2.94070 | 18.11079 | 61.33296 | 158.42666
MAPE 0.02853 0.08747 0.15326 0.24623 0.50247 1.12126 2.34942
GOF 1 0.00009 0.00084 0.00232 0.00457 0.00758 0.01106 0.01463
GOF 2 0.00726 0.06561 0.18354 0.36355 0.60531 0.88935 1.18702
CORR 1 0.99792 0.98189 0.95260 0.91449 0.87252 0.83263 0.79907
CORR 2 0.99790 0.98180 0.95284 0.91596 0.87643 0.83984 0.80952
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Tabulka 15: Vysledky Monte-Carlo simuldcii RAS

RAS 0.0001 |  0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00223 | 0.00660 | 0.01088 | 0.01509 | 0.01924 | 0.02313 0.02657
SEM 1 0.00001 | 0.00009 | 0.00023 | 0.00045 | 0.00073 | 0.00106 0.00138
MAD 2 0.17229 | 051693 | 0.86173 | 1.20676 | 154972 | 1.87924 2.18311
SEM 2 0.05841 | 0.52583 | 146127 | 2.86546 | 4.71684 | 6.88918 9.21966
MaxPE 0.10393 | 0.37698 | 0.86494 | 2.93083 | 17.97584 | 60.88957 | 158.60301
MAPE 0.02842 | 0.08715 | 0.15268 | 0.24524 | 0.49966 | 1.11463 2.34793
GOF 1 0.00009 | 0.00083 | 0.00231 | 0.00454 | 0.00753 | 0.01098 0.01451
GOF 2 0.00723 | 0.06530 | 0.18257 | 0.36137 | 0.60118 | 0.88276 1.17759
CORR 1 0.99793 | 0.98196 | 0.95282 | 0.91407 | 0.87338 | 0.83389 0.80070
CORR 2 0.99802 | 0.98289 | 0.95571 | 0.92108 | 0.88388 | 0.84916 0.82022

ALT CE 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00223 | 0.00660 | 0.01088 | 0.01509 | 0.01924 | 0.02313 0.02657
SEM 1 0.00001 | 0.00009 | 0.00023 | 0.00045 | 0.00073 | 0.00106 0.00138
MAD 2 0.17229 | 051693 | 0.86173 | 1.20676 | 1.54972 | 1.87924 |  2.18310
SEM 2 0.05841 | 0.52583 | 146127 | 2.86546 | 4.71683 | 6.88916 9.21964
MaxPE 0.10394 | 0.37698 | 0.86494 | 2.93082 | 17.97589 | 60.88918 | 158.60517
MAPE 0.02842 | 0.08715 | 0.15268 | 0.24524 | 0.49966 | 1.11462 2.34795
GOF 1 0.00009 | 0.00083 | 0.00231 | 0.00454 | 0.00753 | 0.01008 0.01451
GOF 2 0.00723 | 0.06530 | 0.18257 | 0.36137 | 0.60118 | 0.88276 1.17759
CORR 1 0.99793 | 0.98196 | 0.95282 | 0.91407 | 0.87338 | 0.83389 0.80070
CORR 2 0.99802 | 0.98289 | 0.95571 | 0.92108 | 0.88388 | 0.84916 0.82022

Tabulka 16: Rozdiel medzi RAS a ALT CE (RAS-ALT CE)

0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65
MAD 1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
SEM 1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
MAD 2 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001
SEM 2 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | 0.00001 | 0.00001 | 0.00001 | 0.00002
MaxPE -0.00001 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | -0.00005 | 0.00039 | -0.00216
MAPE 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00001 | -0.00002
GOF 1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
GOF 2 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
CORR 1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
CORR 2 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

39
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Pre alternativny postup (v tabulkdch oznaceny ako ALT), ktory maximalizuje W, dava
GME rovnaky vysledok ako ME a GCE ako CE. Ani GME ani GCE nezavisia pri tomto
postupe od toho, ¢i je pouzitd A alebo B verzia. Celd informécia o probléme je teda
obsiahnuta v ohrani¢eniach tjkajucich sa riadkovych a stipcov§ch stcétov. Pre e = 0.0001
déava RAS takmer rovnaké vysledky ako ALT CE/GCE. ME/GME odhad je od skuto¢nych
hodnét vzdialeny viac ako ostatné, treba si vSak uvedomit, Ze na rozdiel od ME/GME
RAS procedira pouziva aj informéaciu o A°.

Vzajomné porovnanie GJM a ALT pristupu je mozné z grafov uvedenych v prilohe,
ktoré zobrazuju rozdiel medzi GJM a ALT pre jednotlivé ukazovatele s rastiicou disperziou
o2. Ukazuji teda o kolko st vysledky pre formulaciu GJM horsie ako ALT.

Z grafov je zrejmé, Ze s rastiicou o2 dava GJM v pripade CE, GME a GCE stéle horsie
vysledky v porovnani s ALT, a to pre vSetky ukazovatele s jedinou vynimkou MaxPE a
MAPE pre GME, kde priebeh nie je iplne jednoznacny. V pripade ME rozdiel a vyhodnost
ALT postupne klesa k 0 pre vsetky ukazovatele s vynimkou MaxPE a MAPE kde priebeh
opif nie je tiplne jednoznac¢ny. Cim je teda matica pre rok 1 odli$nejsia od matice z roka
0, tym je vyhodnejsi postup ALT.

4.4.2 TIlustrativha SAM matica

Pre RAS aj CE/GCE v pripade NZ%:O plati, Zze aj N}j:o. Preto ak je v matici pre rok
0 niektory stipec cely nulovy a v matici pre rok 1 v tomto stipci existuje nenulovy prvok
obidve metddy zlyhévaju. Jedin procedura, ktortt mozno pouzit, je ME/GME. Takto to
je pri ilustrativnej SAM matici z ¢asti 3.2. Tato popisuje jednoduchii ekonomiku s dvoma
vyrobnymi sektormi, okrem ktorych obsahuje este doméacnosti a vladu. Vlada nevybera
najskor ziadne dane. Ak sa rozhodne zdanit vyrobok X 10% DPH aplikovanim CGE
modelu (model vSeobecnej rovnovahy), dostavame novit SAM maticu

X Y K L D G Total
X 103.774 103.774
Y 103.774 103.774
K 56.604 | 41.509 98.113
L 37.736 | 62.264 100
D 98.113 | 100 9.434 || 207.547
G 9.434 9.434

| Total | 103.774 | 103.774 | 98.113 | 100 | 207.478 [ 9.434 || |

Kedze odhad pomocou ME/GME by priradil nenulové hodnoty vSetkym prvkom ma-
tice teda aj tym, o ktorych vieme Ze st nulové, musime upravit formulaciu tychto metéd.
Velkou vyhodou metdd zalozenych na maximalizécii entropie je moznost zahrnat Iubo-
volni dostupni informéaciu o probléme. Odhad pomocou ME/GME mozno Tahko modifi-
kovat tak, Ze priddme dalSie ohranidenia pre tie Nilj, ktoré maju byt rovné nule. Vsetky
ukazovatele st pre ALT postup maximalizujiaci W lepsie ako pre postup navrhnuty GJM,
aj ked rozdiely s iba mierne.
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GME ALT GME GJM

MAD 1 0.01058 0.01060
SEM 1 0.00101 0.00101
MAD 2 1.09817 1.10051
SEM 2 10.85305 10.89813
MaxPE 0.26190 0.26245
MAPE 0.02315 0.02320
GOF 1 0.00212 0.00213
GOF 2 0.21966 0.22058
CORR 1 0.99474 0.99472
CORR 2 0.99520 0.99518

4.4.3 IO SR ’96-’98

Posledné input-output tabulky pre SR, ktoré boli zverejnené, st z rokov 1996 a 1998. Tieto
st v takzvanej use-make forme, je v nich teda zachytenych 46 produkénych sektorov a
46 statkov, pricom kazdy sektor méze produkovat kazdy statok. Aby sme mohli tieto
IO tabulky pouzif pre porovnanie jednotlivych metéd odhadu, musime ich transformovat
na tvar sektor-sektor, ktory bol opisany v casti 3.1. Tato transformécia je zalozena na
predpoklade tzv. pevnych technologickych koeficientov, jej popis je naro¢ny na priestor
a z hladiska zadmeru tejto prace nie je nevyhnutné ho uviest. Mozno ho najst v praci
[10]. Matica medzispotreby a input koeficienty boli odhadnuté podobne ako pri Monte-
Carlo simuléciach jednotlivymi metédami, presnost jednotlivych odhadov zachytéavaju
nasledujice tabulky.
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Tabulka 17: Vysledky Input Output, GJIM a ALT ’96-'98

GIM ME CE GME A GME B GCE A GCE B

MAD 1 0.01223 0.00420 0.01223 0.01186 0.00418 0.00410
SEM 1 0.00114 0.00026 0.00114 0.00116 0.00026 0.00024
MAD 2 571.593 149.199 571.584 556.782 148.676 146.221
SEM 2 4,046 697 336 359 4044 830 4017 864 325 043 307 846
MaxPE 1 290.686 388.681 1 288.744 1139.317 378.894 398.994
MAPE 13.83311 1.48036 13.83355 12.17510 1.46996 1.48006
GOF 1 0.09175 0.00520 0.09707 0.08609 0.00524 0.00497
GOF 2 7376.451 215.652 8039.617 2832.792 220.934 201.879
CORR 1 0.56143 0.91740 0.56148 0.55390 0.91827 0.92378
CORR 2 0.44618 0.96603 0.44651 0.44811 0.96717 0.96890
ALT ME CE GME A GME B GCE A GCE B

MAD 1 0.01166 0.00407 0.01166 0.01166 0.00407 0.00407
SEM 1 0.00114 0.00024 0.00114 0.00114 0.00024 0.00024
MAD 2 552.221 141.041 552.221 552.221 141.041 141.041
SEM 2 3 988 866 281 747 3 988 866 3 988 866 281 747 281 747
MaxPE 1 562.758 419.585 1 562.758 1 562.758 419.585 419.585
MAPE 11.46274 1.42971 11.46274 11.46274 1.42971 1.42971
GOF 1 0.09298 0.00471 0.09298 0.09298 0.00471 0.00471
GOF 2 2734.410 185.144 2734.410 2734.410 185.144 185.144
CORR 1 0.56197 0.92336 0.56197 0.56197 0.92336 0.92336
CORR 2 0.45579 0.97157 0.45579 0.45579 0.97157 0.97157

Tabulka 18: Rozdiel medzi GJM a ALT (GJM-ALT)
ME CE GME A GME B GCE A GCE B

MAD 1 0.000570 0.000130 0.000570 0.000200 0.000110 0.000030
SEM 1 -0.000001 0.000019 | -0.000001 0.000016 0.000016 | -0.000001
MAD 2 19.37220 8.15800 19.36290 4.56160 7.63470 5.17970
SEM 2 57 830.813 | 54 612.004 | 55 964.083 | 28 998.110 | 43 295.841 | 26 099.244
MaxPE -272.072 -30.903 -274.013 -423.441 -40.691 -20.591
MAPE 2.370370 0.050650 2.370810 0.712360 0.040250 0.050350
GOF 1 -0.001230 0.000490 0.004090 | -0.006890 0.000530 0.000260
GOF 2 4 642.041 30.508 5305.207 98.382 35.790 16.735
CORR 1 -0.000540 -0.005960 -0.000490 -0.008070 -0.005090 0.000420
CORR 2 -0.009610 -0.005540 -0.009280 -0.007680 -0.004400 -0.002670




4 ODHADY IO TABULIEK A SAM MATICE 43
Tabulka 19: Vysledky Input Output, RAS a ALT CE ’96-’98
RAS 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001 0.00005
MAD 1 0.00408 0.00407 0.00407 0.00407 0.00407 0.00407
SEM 1 0.00025 0.00025 0.00025 0.00024 0.00024 0.00024
MAD 2 141.085 141.040 141.038 141.040 141.041 141.041
SEM 2 283 330 282 549 281 870 281 815 281 759 281 754
MaxPE 401.977 409.658 417.781 418.560 419.397 419.478
MAPE 1.41961 1.42403 1.42868 1.42912 1.42960 1.42965
GOF 1 0.00472 0.00471 0.00471 0.00471 0.00471 0.00471
GOF 2 185.330 185.281 185.178 185.164 185.148 185.146
CORR 1 0.92219 0.92274 0.92326 0.92330 0.92335 0.92336
CORR 2 0.97141 0.97149 0.97156 0.97157 0.97157 0.97157
ALT CE CE CE CE CE CE
MAD 1 0.00407 0.00407 0.00407 0.00407 0.00407 0.00407
SEM 1 0.00024 0.00024 0.00024 0.00024 0.00024 0.00024
MAD 2 141.041 141.041 141.041 141.041 141.041 141.041
SEM 2 281 747 281 747 281 747 281 747 281 747 281 747
MaxPE 419.585 419.585 419.585 419.585 419.585 419.585
MAPE 1.42971 1.42971 1.42971 1.42971 1.42971 1.42971
GOF 1 0.00471 0.00471 0.00471 0.00471 0.00471 0.00471
GOF 2 185.144 185.144 185.144 185.144 185.144 185.144
CORR 1 0.92336 0.92336 0.92336 0.92336 0.92336 0.92336
CORR 2 0.97157 0.97157 0.97157 0.97157 0.97157 0.97157
Tabulka 20: Rozdiel medzi RAS a ALT (RAS-ALT)
0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001 0.00005
MAD 1 0.00001 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
SEM 1 0.00001 0.00001 0.00001 0.00000 0.00000 0.00000
MAD 2 0.04380 -0.00110 -0.00340 -0.00190 -0.00030 -0.00020
SEM 2 1 583.308 802.308 123.308 68.308 12.308 7.308
MaxPE -17.608 -9.927 -1.804 -1.024 -0.188 -0.107
MAPE -0.01010 -0.00568 -0.00103 -0.00059 -0.00011 -0.00006
GOF 1 0.00001 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
GOF 2 0.18550 0.13640 0.03370 0.01990 0.00380 0.00220
CORR 1 -0.00117 -0.00062 -0.00010 -0.00006 -0.00001 0.00000
CORR 2 -0.00016 -0.00008 -0.00001 0.00000 0.00000 0.00000
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Hodnoty vsetkych ukazovatelov okrem MaxPE st pre alternativne formuldcie az na
par vynimiek lepsie ako pre formulacie GJM a to pre vSetky tvary tulohy, ¢i uz ME, CE,
GME A, GME B,GCE A alebo GCE B. Priemerne iba dva ukazovatele z desiatich st lepsie
pre GJM ako pre ALT. Porovnanie RAS s ALT CE ukazuje, Ze s klesajicou povolenou
odchylkou e pre splnenie riadkovych a stlpcovijch stétov sa odhady podla ocakévania
priblizuja, pricom pre SEM 2 a GOF 2 je RAS mierne horsie ako ALT CE a pre MaxPE
a MAPE naopak.

4.4.4 SAM SR ’95-’96

Pri odhadoch SAM matice, zaloZenych na maximalizovani entropie, sa stretavame pri
realnych datach s nasledovnym problémom. Az doteraz sme pri odhadovani vychadzali
z predpokladu, Ze prvky SAM matice si nezaporné, ¢o ndm umoznilo po zavedeni a;; =
N;;/N.; alebo f = N;;j/N definovaf mieru entropie. Ak by vSak bol niektory prvok SAM
matice zaporny, nie je mozné zaviest tieto nové parametre a definovat entropiu.

Ako vychodisko sa pontka reparametrizacia a prechod na GME a GCE, ¢o bol pévodne
dévod vzniku tychto formulacii [2]. V tvare, ako ho navrhuji GJM, maju vSak tieto
formulacie ten nedostatok, ze nevychadzaji z maximalizacie po¢tu moznych realizacii.
Treba si uvedomit, Ze ani pouzitie alternativnej formuldcie nie je korektné, kedZze pre
N;; < 0 st Nyjm < 0 a pri odvadzani formulécie sme vychddzali z maximalizacie vyrazu,
v ktorom vystupovali faktoridly N;;.,, a tieto nie st definované pre zdporné ¢isla. Navyse
pre GME v pripade Ze N;j;,, mame z;;,, < 0 a tcelova funkcia nie je definovana. Otazne
ostéva, ako vobec formulovat pocet sposobov realizicie matice, ak je niektory jej prvok
zaporny.

Problémy su v takychto pripadoch aj s RAS procedurou, ako ukazali autori v ¢lanku
[5]. Vychadzajuc faktu ze RAS dava ekvivaletny vysledok ako optimaliza¢nd tloha (4.1)-
(4.3), navrhli modifikdciu tejto tlohy a nasledne aj RAS tak, ze ucelovi funkciu (4.1)
nahradili funkciou

K K N
. 1J
%IHZZ |Nij| In (N.o,)
=1 j=1 v
Vychadzajuic z blizkeho vztahu medzi RAS a alternativnou formuléciou CE a GCE, po-

nika sa tato zmena ucelovej funkcie ako jedna z moZnosti ako sa vysporiadat so zapornymi
prvkami.

Ak dokézeme urcit interval, z ktorého je dany zaporny prvok matice, je dalSou moz-
nostou nasledujuci postup. Ak by napriklad v nasledovnom zadani

N1y Ny 4
Nai Naa 12
L4 | 12 [ |

.....
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sucty totozné pripocitame 1 aj k prvku Ny;. Teraz st uz vSetky prvky matice nezaporne,
stipcové a riadkové stéty sa rovnaji a nové zadanie je najst prvky matice

Ny Ni 5
N, Ny 13
L5 [ 1 [ |

Po odhadnuti prvkov tejto matice odpocitame 1 od prvkov Ni, a N}, ¢im dostavame
odhad pre pévodni maticu.

Vychadzajme z predpokladu, ze pozname SAM maticu pre SR z roku 1995 a riad-
kové /stipcové stcty z roku 1996. SAM matica z roku 1995 mé celkovo tri prvky men-
Sie ako nula. Dva vsak stoja v stipci respektive riadku osamostatnene a prislusny stlp-
covy/riadkovy stcet je pre rok 1996 kladny. Jediny zéporny prvok teda méze byt tok
kapitédlu zo zahranicia (prvok [9,10]). Majic na pamiéti, Ze tento postup takisto nie je
uplne korektny, mozme modifikovat GCE formulaciu vyssie uvedenym sposobom. Ako
dolné ohranienie zvolme —N!;. Pripo¢itanim hodnoty N, k danym zdpornym prvkom
a prvkom leziacim symetricky podla diagonaly, dostdvame vSetky prvky kladné, pricom
riadkové a stipcové prvky st zhodné. Formulaciu dalej doplnime o podmienky pre prvky,
ktoré boli povodne nulové a po posune maji mat hodnotu N3,.

Pre porovnanie boli urobené odhady tymito metédami: ME GJM bez modifikacie, ME

ALT bez modifikacie, GCE GJM zo supportom z=(-1,1)’ pre prvky, ktoré boli v 1995 z4-
porné, GCE ALT modifikované, RAS 0.0001 bez modifikacie a RAS 0.0001 modifikované.

Tabulka 21: Vysledky, SAM 1995-1996

ME GJM ME ALT GCE GJM GCE ALT RAS RAS mod.

MAD 1 0.03434 0.03257 0.01022 0.00560 0.01230 0.00794
SEM 1 0.00612 0.00542 0.00122 0.00027 0.00179 0.00059
MAD 2 13.55740 11.94563 3.67301 1.73926 4.29872 2.45966
SEM 2 1004.69700  679.16150 176.82050  26.60198  252.00540 54.43888
MaxPE 232.15189  183.70924 1.80344 1.41495 2.37951 1.08982
MAPE 4.85646 4.07080 0.09311 0.07032 0.11605 0.07260
GOF 1 0.03263 0.03178 0.02439 0.00136 0.01090 0.00235
GOF 2 12.44291 10.40385 10.02250 0.43658 4.22182 0.75317
CORR 1 0.93901 0.94617 0.98847 0.99740 0.98331 0.99433
CORR 2 0.98572 0.99018 0.99748 0.99962 0.99641 0.99922

Takmer vsSetky ukazovatele st najlepsie pre modifikovanta tlohu ALT GCE. Oba ko-
relacné koeficienty st velmi blizke jednej, SEM 1 a SEM 2 s poloviéné v porovnani s
modifikovanou RAS. Ostatné ukazovatele s vynimkou MaxPE st nezanedbatelne lepsie
ako pre ostatné metédy. Druhou najlepsou metédou je modifikované RAS, tretie v poradi
je GCE GJM. ME ALT a ME GJM znacne zaostavaju, pricom hlavne SEM 2 a MaxPE
st pre ME GJM vysoké.



Zaver

Diplomova préaca je venovana problematike pouzitia principu maximum entropy v ekono-
metrii.

Cielom tejto prace bolo najst uplatnenie principu entropie v ekonometrii pre odhad
IO tabuliek a SAM matice na zaklade netplnej informéacie. Ako sa vsak ukazalo s formu-
laciou ako je prezentovana v pracach [2] a [3] st spojené urcité nezrovnalosti. Vzhladom
na existenciu tychto nezrovnalosti je opodstatnenost pouzitia principov entropie v tvare
ako ho predkladaji autormi spochybnené. Pre odstranenie nedostatkov bola navrhnuta
alternativna formulacia.

Vyhodou metdd, ktoré su zaloZené na maximalizacii entropie, je moznost zahrnat fubo-
volnt dostupnil informéciu o probléme, formulaciu je mozné jednoducho rozsirit pridanim
dalsich ohranic¢eni v optimaliza¢nej tilohe. V kone¢nom désledku je jedinou zmenou pri-
budnutie dalsich lagrangeovych multiplikdtorov v dudlnej tlohe, charakter tlohy sa teda
nementi.

Pouzitie GME a GCE pre stochastické modely nebola blizsie skiimand, autori [2] do-
kazali, ze odhady pouzitim tychto metdd st konzistentné, rovnako preukazali vyhody po-
uzitia GME a GCE v pripade heteroskedasticity, autokorelacie a multikolinearity. Chyba
vsak urcité prepojenie s vychodiskami tedérie maximalnej entropie, kedy vychadzame z
maximalizacie poctu moznych spdsobov realizacie experimentu. Ukézalo sa tiez, ze zovse-
obevnenie z ME/CE na GME/GCE, prevedené jednoduchou zadmenou tucelovej funkcie,
nie je tplne korektné.

Cielom dalSieho sktimania ostdva predovSetkym korektna formulacia Glohy GME a
GCE pre pripady SAM matice so zdpornymi prvkami, ktort sa nepodarilo najst v tejto
praci. Najdenie tejto formulacie je nevyhnutné pre rieSenie tloh s redlnymi datami, kedze
prave pri realnych SAM maticiach je vyskyt zapornych prvkov bezny.



Literatura

1]

2]

[10]

[11]

[12]

Bacharach M. (1965): Biproportional matrices and input-output change PhD. Thesis
Department of Economics, Cambridge University

Golan, A., Judge, G. Miller, D. (1996): Mazimum Entropy Econometrics. Robust
Estimation with Limited Data, New York: John Wiley and Sons

Golan, A., Judge, G., Robinson, S. (1994): Recovering Information from Incomplete
or Partial Multisectoral Data, The Review of Economics and Statistics, 76, 541-549.

Grendar, M. Jr., Grendar, M. (2001): What is the question that MaxEnt an-
swers? A probabilistic interpretation, Maximum Entropy and Bayesian methods, A.
Mohammad-Djafari ed. AIP

Gunluk-Senesen, G., Bates, J. M. (1994): Some Experiments with Methods of Ad-
justing Unbalanced Data Matrices, Journal of the Royal Statistical Society, A 151,
473-490

Hajnovicova, V. (1998): Formovanie déchodkovych tokov v obdobi transofmécie eko-
nomiky Slovenskej republiky, Ekonomicky casopis 46, 241-263

Hajnovicova, V., Lapisakova, J. (1998): Analyza Strukturdlnych zmien v ekonomike
Slovenska v obdobi 1991-96, Pracovné materidly Prognosticky tstav SAV Bratislava

Jaynes, E. T. (1963): Information Theory And Statistical Mechanics. In K. W. Ford
(Ed.) Statistical Physics pp. 181-218, W.A. Benjamin, New York

Kullback, S. (1959): Information Theory and Statistics New York: John Wiley and
Sons

van der Ploeg, F. (): Mathematical Methods In Economics London School of Econo-
mics and Political Science New York: John Wiley and Sons

Shannon, C. (1948): A Mathematical Theory Of Communication, Bell System Tech-
nical Journal, 27, 379-423

Stone R., Bates, J. M., Bacharach, M. (1963): A Program for Growth, vol. 3 Input-
Output Relationships 1954-1966 London: Chapman and Hall



Prilohy

Diplomovéa praca obsahuje nasledovné prilohy na diskete:

readme.txt podrobny popis obsahu diskety
adresar DATA
10-96-98.xls input-output tabulky SR v rokoch 1996 a 1998
SAM-95-96.xls SAM matice SR v rokoch 1995 a 1996
MC I0.xls vysledky Monte-Carlo simulécii IO modelu
adresar GAMS funkcie pouzité pre jednotlivé tlohy

Nasledujice grafy zobrazuju rozdiel hodnét jednotlivych ukazovatelov pre GJIM a ALT
pre formulacie ME, CE, GME B, GCE B.
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