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Uvod

Evolu¢né hry sa v pociatkoch pouzivali v biologickej tedrii. Az v sti€asnych rokoch
sa zacali vyuzivat’ aj na vysvetl'ovanie ekonomickych a financnych javov.

V evolucnej hre si kazdy hra¢ vybera medzi alternatyvnymi stratégiami. Vyplata
prislichajiica k danej stratégii zavisi aj na vybere stratégii inych hradov. Casom si
vyhodnejsie stratégie pouzivané viacSou castou populdcie. Za vyhodnejSie stratégie su
povazované stratégie s vysSSou vyplatou (maximalizujeme zisk). Tato zmenu zachytava
dynamika.

Mojim cielom je priblizit' zdklady evolucnej tedrie hier a aplikovat’ ju na vybrané
hry.

Prva kapitola opisuje model evolu¢nej hry, jej klasifikdciu a urcenie stability bodov
pomocouA podla prace Daniela Friedmana. V modeli evolu¢nej hry st opisané zaklady
modelu ako populécie, stav hry, patria hry, dynamika a rovnovaha. V Klasifikacii su
evoluéné hry rozdelené podla znamienok koeficientov vo vyplatnom rozdiele na rozne
typy. Kazdy typ hry ma alebo nemé svoju evolu¢ni rovnovahu. Zistovanie stability
rovnovéah pomocou charakteristického ¢isla je popisané v tretej podkapitole.

Druha kapitola analyzuje pét hier z hladiska evolu¢nej tedrie. St to tieto hry:
koordinacia, jednorozmerny jastrab — holub, véziova dilema, dvojrozmerny jastrab — holub

a kupec — predavac.



1. Uvod do evoluénej teorie hier

Evolu¢na hra je, podla Daniela Friedmana, formélny model vzdjomného
strategického pésobeniatase, v ktorom
- stratégie s vysSSou vyplatou nahradzaju stratégie s nizSou vyplatou (¢o je obmena
biologického "prezitia najsilnejSieho")
- existuje nejakd zotrvacnost’ (rozliSujeme evoluénii zmenu od revolu¢nej zmeny, to
znamend, ze zhromazdovacie spravanie sa nemeni prili§ nédhle (medzi zdkladné pric¢iny
patria rozne typy adaptaénych nékladov alebo informacné nedostatky alebo mozno
obmedzena racionalita))
- hraci sa nepoku$aju systematicky ovplyviovat’ inych hra€ov (tento predpoklad rozoznava
evoluéné hry od opakujucich sa hier so stratégiou “prst na spusti*; méze byt opodstatneny
vel'kym poctom hracov) .

Tento model s klasifikaciou evoluénej hry je z prace Daniela Friedmana ([1], [3]).
1.1. Zaklady modelu

Medzi zakladné pojmy modelu evolu¢nej hry patri vzajomné strategické pdsobenie
v Case z hladiska jednej alebo viacerych populacii hracov, stavovy priestor stratégie, partia
hry v normélnom alebo extenzivnom tvare a dynamicky prisposobovaci proces. V kazdom
casovom okamihu patria hry presne priradi vyplatu (alebo o¢akavant vyplatu) ku kazdej
stratégii a stav hry presne ur¢i aktualne rozdelenie stratégii, ktoré boli vyuzité¢ v kazdej
populacii. Na zdklade dynamiky vysoko odmenované stratégie nahradzajii nizko
odmenované stratégie. Ked sa zmeni stav hry, zmenia sa tiez vyplaty k rozdielnym
stratégiam. Vysledkom takychto pdsobeni mézu byt rovnovahy i nerovnovahy. Zaujimaju

nas hlavne Nashove rovnovahy (NEvalu¢né rovnovahy (EE).
1.1.1. Populécia a stav hry

Cislo populacie K =1 predstavuje pocet ekonomicky jednoznaénych wloh
v priklade, kde kazda populacia k =LA ,K ma N, = 2 alternativnych stratégii, ktoré su

dostupné ¢lenom danej populacie. Stav hry presne urci podiely z kazdej populacie, ktoré



urcuju rozdelenie prave pouzivanych stratégii v kazdej populacii. Uvazujme dve modelové
krajiny medzindrodného obchodu, kde si firmy v oboch krajinach vyberaju dva mozné
rezimy vnutornej organizacie. Mame K =2. Aj keby mali firmy zhodné technolégie, su
ekonomicky rozdielne, pretoze Celia r6znym vyrobkom a situdcidm na trhoch vo svojej
krajine. Kedze ma kazda firma dve alternativne stratégie (organiza¢né rezimy), tak
N, = N, = 2. Stav kazdej populacie krajiny je uréeny pomocou hodnoty p[] (0,1). Podiel
firiem prave pouzivajucich prvy rezim je p a podiel firiem pouzivajucich druhy rezim je
1- p. Stavovy priestor pre kazda firmu krajiny je S'=S° = [0,1] a celkovy priestor
S=S'x$S? stavus = (s*,s?) je Stvorecfo .

» Jednorozmerny stavovy priest(S:[O,l] vznikne, ak K = 1la N =2. Prikladom je
samostatnd jednoducha cast’ krajiny z modelu medzindrodného obchodu.

» Dvojrozmerny stavovy pries'[OtS:[O,l]2 je vlastne Stvorec. Vznikne K = 2

N, =N, =2 (ako v modeli medzindrodného obchodu). Dvojrozmerny stavovy priestor
moze vzniknit aj z jednoduchej populdcie, ktorej hrac¢i maju tri alternativne stratégie

(K =1 a N, = 3). Potom stavovy priestor je trojuholnik. Ako priklad mézeme uviest
model firiem v samostatnom priemysle, ktoré si volia vysoky, stredny alebo nizky
reklamny rozpocet. Ak je podiel populdcie nezdporny a jeho suma je 1, tak stavovy
priestor je dvojrozmerny trojuholnik ={(p,q1- p-q):0< p,qdp+q<1}.

* Ked’ je stavovy priestor trojrozmerny dostaneme tri typy. Kocku [0,1]3 pre K =3,

N, =N, =N, =2 (napr. model troch obchodnych krajin), hrarfok [0,1] pre K = 2

N, =3, N, =2 (napr. hra kupec - predavac, kde kupci maju 3 nahradné stratégie a
predavacéi maju 2), a Stvorsten pre K =1, N =4 (napr. pracovnici voliaci medzi Styrmi
ponukami na zamestnanie).

* Vys$§imi rozmermi stavovych priestorov sa nebudeme zaoberat’.

Z hladiska sprdvania nemusime vo vyvojovom modeli predpokladat’ nekonecnu

populaciu; aj troch hracov mozeme povazovat za "velky pocet" ([1]).
1.1.2. Partia hry

Vyvojové hry zahfnaju strategické vzajomné posobenie v ase. V kazdom casovom

okamihu sa strategické vzajomné pdsobenie prejavuje partiou hry. Standardna staticka hra



sa prejavuje bud’ normalnym tvarom alebo extenzivnym tvarom nazyvanym tiez stromova
hra. Budeme uvaZovat’ len partiu hry v normalnom tvare.

Partia hry v normalnom tvare je definovana funkcibfu, s), kder 0'S je (mozno

zmieS$ana) stratégia vybrana uréitym hraCom a s S je aktualny stav. Nazyva sa funkcia
zdravia (telesnej kondicie - fitnes) alebo (oCakavand) vyplatna funkcia. Ked’ je populacii

K =2, potom f maK rozmerov.

Uvazujme dve linearne tGlohy pre vyplatnd funkciu: symetrickl a nesymetricku
tlohu.
» Symetricka tloha podl'a Maynarda Smitha obsahuje jednoduchu populaciu (K =1) a
NxN maticu A= ((aﬂ )) HraCov vyberame ndhodne po dvojiciach. Hraci ziskaju
o¢akavanu vyplatu f(r,s)= r' As, ak hraji zmieSanu stratégiuproti populacii, v ktorej
vacSina  Clenov  hra  zmieSanu  stratégiu s[O0S. Stratégia r je bod
v Sz{(xl,K Xy )i X EODlexi =1}.
Mame len jednu ekonomicku uUlohu a jednotlivci v populécii vzajomne pdsobia len sami
medzi sebou. Jednoduchy jednorozmerny priklad z biologie sa nazyva jastrab - holub.
* Nesymetricka uloha zahfiia dve populacie, teda S = (sl, Sz) adveNxN maticeA a B.
Vyplatné funkcie suf *(r,s)=r"As* a f2(r,s)=r" As".
Mame dve jednoznacné ulohy, ale kazdy hra¢ vzdjomne podsobi len na hracov v druhej
populécii, nie na hracov v jeho vlastnej populacii. Vyplatna funkcia fl(r,s) zéavisi nas?,
ale nie nas'. To znamena, Ze tu nie st vlastné popula¢né u¢inky. Prikladom nesymetrickej
ulohy je hra kupec - predavac.

Vlastné populacné uCinky moézu byt dolezité v aplikaciach s dvomi alebo

viacerymi populaciami. Napriklad v medzindrodnom obchode domace firmy krajiny

stt'azia na trhu vyrobkov so zahrani¢énymi firmami, ale aj s inymi domacimi firmami. Ich
vyplatné funkcie zavisia na' aj s*. V3eobecnu linearnu tlohu pke=2 a N, =N, =N
modzeme zapisat ako f*(r,s)=r" (AS2 + Csl) a f2(r,s)=r" (le + DSZ), kde ucinky
vlastnej populécie st zachytené v dvoch d’alsich N x N maticiachC a D.

Predpokladame, Ze vyplatné funkcie st linearne v r a spojito diferencovatelné v s.



1.1.3. Dynamika

Vyvoj stavu sOS v c¢ase modze byt stochasticky alebo deterministicky,
v diskrétnom alebo stuvislom ¢ase a dostupny stav moze byt celé S alebo jeho diskrétna
podmnozZina. Stustredime sa na deterministicky, kontinualny ¢as a spojity stav dynamiky.

Diskrétny stochasticky pristup smeruje k Sirke oblasti atrakcie pri vybere medzi
viacerymi NE. Musime byt’ opatrni v prijimani svojich vysledkov, pretoze v tomto pripade
predpokladdme izotropicky stochasticky proces. Aktualna "zmena" alebo odchylka r6znych
sposobov moze sposobit’ posuny, ktoré zmenia nase vysledky. Dal§i nahodny pristup
pouziva napriklad lokdlne vzajomné pdsobenie modelov, ktoré pripuStaji mali Skélu
fluktuacie k pravidelnému rozlozeniu vo velkej populacii. Takéto modely mdzu byt
vzacne v aplikacidch, ktoré zahfhaji vzajomné pdsobenia hlavne medzi najbliz§imi
susedmi. Ale my sa budeme sustredovat’ na nelokdlne vzdjomné posobenia celych
populacii.

Kontinualne deterministické dynamiky si vhodné pre tieto tri priciny:
- mézeme dostat’ tieto dynamiky z iného druhu pouzitim vhodnych limit ako napr. casovy
prirastok, Skdla ndhodnej fluktuacie ide k nule a pocet hracov ide k nekonecnu v kazdej
populécii,
- spojitost’ v stave ¢asom zaisti zotrva¢nost’ v zmysle Ziadanom na zaciatku,

- takéto dynamiky su obvykle vyjadrené v relativne poddajnom tvare systému obycajnych
diferencialnych rovnic (ODR}= F(s), kde 8= (&,K ,&) je rychlost’ zmeny v stave a
F(s) je $pecifikovany vektor hodnotovej funkcie. NeShje jednorozmerna mnozina, A

je 2x 2 matica a stavs= (p,l— p). Sta¢i vyjadrit ODR ako jednoduchu rovnicu v p:
. 1 12 . , A
&= (L-1)" A(p1-p)=1-2p™ pre A= o 1 Pre dvojrozmerny stavovy priestor

potrebujeme presne urCit’ rychlost’ ¢asovej zmeny pre dve nezavislé premenné. Pre F
musime predpisat’ ur¢ité obmedzenia, aby sme zabezpecili, ze S je spravne definované a
zotrvava v stavovom priestor§ (napr. ze v priklade jastrab — holub nebude podiel
jastrabov zaporny).

Zakladom biologického vyvoja je narast schopnejSich genotypov Umerne k menej

schopnym genotypom. V ekonomickom modeli plati podobny princip: vyskyt schopnejSich

"1 Stipcové vektory zapisujeme ako riadkové. To znamena, Ze (x,y.z) je stipcovy vektor a (x.y,z)" je riadkovy
vektor.



stratégii sa zvySi pomerne k menej schopnym stratégidm v kazdej populdcii (je to
spOsobené napodobiiovanim a ufenim alebo zdrojom znovurozdelenia alebo vstupom a
vystupom). Tento princip sa nazyva kompatibilidavrhuje vztah medzi vyplatnou
funkciou f a prisluSnou dynamikous= F(s). Kvoli jednoduchosti sa obmedzime
na skimanie kompatibility na jednoduchej populacii. V populécii s zvateaéégie

Cislované i =LK ,N. Nech e znamena i-tu ¢distd stratégiu a nech

fi (s)=f(e -s,s)=f(e,s)- f(s,s) oznatuje pomerna vyplatni funkciu stratégie i. To
znamena, ze pomerna vyplatna funkcia sa rovna celkovej vyplatnej funkcii f (eI ,S) Cistej
stratégie i minus stasny vazeny populaény priemer vyplatnej funkcie
(59)=y a9,

Styri ¢asto pouzivané postupy $pecifikovania kompatibility pre rychlosti zmeng
(alebo pre rastové mnozstva &/ ) st dané funkciouF . Specifikacie st (od silnejSieho
k slabSiemu)s, (alebo&/s)
(a) je proporcionalna k pomernej vyplatnej funkcii; alebo
(b) ma to isté poradie vynosu (rank-order) ako pomerna vyplatna funkcia; alebo

(c) ma tie isté znamienka ako pomerna vyplatna funkcia; alebo
(d) je kladne kolerovangpomernou vyplatnou funkciou.

Specifikacia (a): Zvolenim &asovej mierky tak, Ze kontanta imernosti je 1 a
porovnanim kazdého rastového mnozstva &/s S pomernou vyplatnou funkCiOlﬁi (S),
dostaneme systém obycajnych diferencialnych rovnic & =s f (e, -5, S), I =1K,N.

Odvolavame sa na tento systém ODR ako na replikatorova dynamiku.
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Napriklad hra jastrab - holub s maticonék:ELO 1% a zvyCajna parametrizacia

s=(p1- p) davag -s=(01)-(p1- p)=[2- p)L-1), potom replikatorova dynamika je

obycajna kubicka ODR &= = p(l- p)L-1)' A(p1- p)= p{L- p)L-2p).
Replikatorova dynamika ma biologické zdévodnenie: genetické zdravie (vyplatna

funkcia) je odmerané ako pomerna rastova rychlost. TaZ$ie ju je zddovodnit




v ekonomickych aplikaciach. Druhd moznost realizacie kompatibility verzie (a) porovnava

rychlost zmeny & vo vnitri S s vyplatnou funkciouf (e,s) Umerne k jednoduchej
priemernej vyplatnej funkcii f_(s):%z f(e,s). Potom mameg= f(e,s)- f(s).

V priklade jastrab - holub mames= & =[(10)- (1/2,7/2)]" A(p1- p)=({1-2p)/2.
VSeobecnejSie: v jednorozmernych modelg&he proporcionalne k vyplatnému rozdielu.

Kompatibilnd verzia (b) saobvykle vztahuje na monotéonnu dynamiku.
V niektorych aplikaciach (b) moze byt prili§ silné. Mdze sa stat’, Ze populaény zlomok
pri pouziti tretej najlepSej akcie niekedy rastie rychlejSie (alebo sa zmenSuje pomalSie) nez
pri druhej najlepsej akcii. V takychto pripadoch mézu byt vhodnejsie verzie (c) alebo (d).
V (b-d) vsetko stihlasi, ked’ st tam len N, =2 alternativne stratégie.

Pre vicSinu casto pouzivanych dynamik st informaéné poziadavky tuplne

minimalne. Casto staéi histéria vlastnych vyplat.
1.1.4 Rovnovaha

Biologicka literatura zdorazituje ideu statickej rovnovahy nazyvani ESS

pre vyvojovo pevny stav alebo stratégiu. Definicia ([1], [2]) pre linearny model
jednoduchej populéacie s vyplatnou funkciou (zdravirﬁn)s):rTAs pre danuN x N

maticu A je nasledovna:

Definicia. Stavs[J S je ESS, ak pre vSetky iné staxylS bud’

(i) f(s,s)> f(xs), alebo

(iy f(s;s)=f(xs) a f(s,x)>f(xx).

To znamend, ze ESS stav S odoldva vSetkym moznym "zmenam" X bud’ pretoze (i) su

menej vynosné alebo (ii) s rovnako vynosné v aktuadlnom stave, kde su vzacne, ale menej
vynosné, ked’ st bezné. Pouzitim X, = (l—s)s+£x nahradime podmienky (i) a (ii)

jednoduchou podmienkou:

(i) f(s,x.)>f(x,x,) pre £€>0 dostatoéne malé.
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Tato alternativna definicia plati pre nelinedrne vyplatné funkcie a mézeme ju zovseobecnit’
pre K = 2 modely.
Ekonomovia zdoraziiovali slabs$i pripad statickej rovnovdhy nazyvany NE
pre Nashovu alebo nekooperativnu rovnovahu. Pre model jednoduchej populacie je
definicia jednoduché ([1], [2]):

Definicia. Stavs[J S je NE pre vSetkyx [ S
1) f(s,s)= f(x,s).

Ked porovname definicie, vidime, Ze kazdé ESS je NE. Tento vztah tieZ plati pre vyhodné
zovSeobecneni&K =2 modelov.

ESS predpoklada, ze rovnovaha je stabilna. Formalna definicia stability sa musi
odvolavat' na dynamiku F nie na vyplatn funkciuf pre partiu hry. Standardné definicie
dynamiky su:s0S je pevny bod, akF (s)= 0; a pevny bods je lokalne asymptoticky
stabilny, ak kazdé otvorené susedstvo N [J S stavus ma vlastnost, Ze kazda trajektoria
Startujuca dostatocne blizko k s ostava VN a konverguje asymptoticky k. Budeme sa
odvolavat’ na takyto dynamicky stabilny bod rovnovahy ako na vyvojovu rovnovahu (EE).
Najvicsia otvorena mnozina bodov, ktoré vyvojovymi trajektériami konverguji k danému
EE, sa vola oblast atrakcie.

Vseobecné¢ vztahy medzi statickou a dynamickou rovnovahou su vyjadrené
pomocou “krehkej* kompatibility (d). Tato postaci na zabezpecenie, ze kazdé EE z F je
NE zékladnej vyplatnej funkcid . Za tych istych podmienok kazdé NE funkcie f je
pevny bod preF (ale nie nevyhnutne stabilny). Pozname rézne nastavenia (napr.
replikatorova dynamika), ktoré zaistia, ze kazdé ESS funkcie f je EE funkcieF . Ale
vSeobecne s “krehkymi‘ kompatibilnymi dynamikami ESS nie je ani nutné ani postacujice
pre EE.

Budeme pracovat’ s EE a NE. Predpokladame, Ze sprévanie sa vyvija v ¢ase podla
nejakej dynamiky. Spravanie je najlahSie pozorovatel'né, ked je ustdlené, a to je vtedy,
ked’ stav zotrvava blizko pevného bodu. Ak dynamika nie je vel'mi pomala alebo rusena,
potom stav by mal byt vécSinu Casu blizko atraktora. Niektord teoretickd literatira
zdoraziuje limitné cykly a eSte komplexnejSie atraktory nazyvané chaotické alebo ¢udné
atraktory. PrisluSné spravanie bude t'azké alebo nemozné pozorovat v praxi, iba ak je

zaznamenavané vel'mi ¢asto a presne.
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Podobne ako ESS, nem& Ehruent existenciu, hoci v skutocnosti kazdy
normalny tvar aplikovaného modelu mal prinajmenSom jedno EE pre nejaké kompatibilné

dynamiky. VSeobecne musime presne urcit’ dynamiku F, nie len partiu hryf a pouzit

metddu charakteristického ¢isla (vlastnej hodnoty) k jej Jacobianskej matici na kontrolu, ze
pevny bod je EE. V niektorych pripadoch ESS je vhodnou postaujicou podmienkou
pre EE. NE je nutnd podmienka pre EE a NE je vypocitateI'né z partie hry vyplatnej

funkcie f.
1.2. Loké&lna klasifikacia mélo rozmernych systémov

Malo rozmerné modely su vhodné pre rdozne aplikacie. Tato podkapitola deli
vSeobecné spravanie v jedno- a dvoj- rozmernych modeloch pre dynamiky nazvané
obyc¢ajné diferencidlne rovnice. Tu ESS je postacujuca podmienka a NE je nutna

podmienka pre dynamicku stabilitu.
1.2.1. Lineé&rna jednorozmerna hra

V jednorozmernom pripade je len jedna populadfa=( ) a Hve Cisté stratégie
(N=2). Potom stavovy priestorS={(p1-p):pO[01} stavu s moze byt
parametrizovany bodonp v celom intervale[O,l], ktory reprezentuje podiel hra¢ov prave
pouzivajucich prvu ¢isti stratégiu. Vyplatna funkcia f(r,s) uréi ocakéavanu vyplatu
kazdému hracovi, ktory voli zmieSanu stratégiu r = (X,l— X) (t.j. pouzitie prvej akcie
s pravdepodobnostou X a druhej akcie s pravdepodobnostou 1-x). Ak f je linearna
v s=(pl-p) tak ako aj vr, potom pre nejaki®x 2maticu A= ((g, )) ju mozeme
zapisat ako f(r,s)=r"As=xpa, + x(L- pla,, + (1~ X)pa,, + (1- x)1- pa,,.

Pre jednorozmerné evolucné hry z verzii kompatibility (b-d) vyplyva, ze akcie
s vysSou aktudlnou vyplatou budi postupne nahradzat’ akcie s nizSou vyplatou. To

znamena, Ze smer zmeny na S= ( pl- p) je uplne ureny znamienkom rozdielu vyplaty
d(s)= f(el,s)— f(ez,s): f((,-1),s) medzi prvou ¢&istou stratégiou €' =(1,0) a druhou
Gistou stratégiou e® = (0,1): ak d(s)>0 potom p vzrastie as sa presunie k stav(1,0),

pokial’ by d(s)<0 potom p sa zniZia s sa presunie k sta,1).
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Rozbor je prehladnejsi, ked vyplatné rozdiely d(S) su napisané¢ z hladiska p a
zloziek A:
D(p)=d(s(p))=L-1)" A(p1- p)= - pYaw, ~ &)~ plaxn —au)= - p)a - pa,,
kde znizené parametre s &, =a,, —a,, a a, =a,, —&,,. Potom kompatibilné dynamiky
zaistia, ze >0 (&< 0) ak D(p) >0 (D(p) <0), potom zalezi len na znamienku D(p).
Graf D(p) je priamka s priese¢nikom @, v p=0 a hodnote-a, v p=1. SG tu len tri
moznosti spravania hraca; okrem degenerovaného pripadu a, =a, =0, v ktorom je hrac

stale indiferentny medzi svojimi dvoma akciami.

» Typ 1: Ak a,,a, >0 potom jedine¢ny koren D(p)= 0je p*= ai/(al + az). Vidiet, ze
p* je jedineéné NE a jedine¢né ESS. Ak D je klesajuce, takp rastie (klesa), len ¢o je
pod (nad) p * Preto p * je jedine¢na evolu¢na rovnovaha. To znamena, Zze pre nejaky
kompatibilny kontinualny Gas dynamiky €= F(s) mames(t) - (p*,1- p*) ked t - o

z nejakého pociatocného stavu S(O). Ten isty vyrok plati tiez pre diskrétny Ccas
(t=012K ) dynamiky As(t)=aF(st) na S, ak pridéme podmienku, Ze hodnota
parametrax > 0 nie je prili§ velka. ( Mozeme dostat’ nestabilnu oscilaciu, ak p,,, osciluje

prilis d’aleko od p*.) Priklady k hre typu 1 zahriuji symetrické verzie Parovania minci

11 12
(napr. A:EL1 _1% tak a, =a, = 2 a jastrab - holub (naprA:ELO 1% tak

a —a, =1).
a Dip)
\p“‘
0] 1
—a,

« Typ 2. Pre a,a,< 0 korei p*=a,/(a, +a,) z D(p)=0 je NE symetrickej

bimaticovej hry. Ale womto pripade su Cisté stratégie p=0 a p = 1tiez NE. Obe Cisté

13



stratégie su ESS, lep* nie je. D(p) je rastuce a je zaporné (kladné) ppe< p*
(p>p*); p* je nestabilny pramen oddelujici oblast’ atrakcie dvoch evoluénych
rovhovah p=0 a p=1. V ckondmii sa hry pre typu 2 pouziva interpretacia, ze kazda
Cistd stratégia ma rastiice vyplaty. Podobnd interpretdcia plati aj pre hru typu 1 len

s klesajucimi vynosmi. Hry typu 2 sa Casto nazyvaju symetrické hry s koordinaciou.

-1
Prikladom jeAzg 1 %

p*
p

oopd

e Typ 3: Ak D(p) lezi na alebo nad (na alebo pod) priamkou p pre vSetky pD(O,l),
potom je druha Cista stratégia p =1 (prva Cista stratégia p = 0) dominantna. Pochopitelne
dominantna stratégia je jedinecné NE (a ESS) a jedinecnd evolu¢nd rovnovaha (EE)
pre kazdu znamienko uchovavajucu (sign-preserving) dynamiku Tento typ hry je
charakterizovanya, [&, < O(a |a1|+|a2|>0). Najzaujimavejsi prikladom je véznova

dilema, v ktorej vyplaty klesaju, ked” sa dominantnd stratégia stava prevladajucou.

Napriklad A = % 0 % potoma, =-a, =—-1

o) _
@ 1 22
23]
Dip)
a D(p)
— g B 1

Typ 3b g, =0 =g
Typ 32 a; < 0<ay : '
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1.2.2. Dvojrozmerné systémy: Nesymetricky pripad

StvorecS=[01] je dvojrozmerny stavovy priestorgaho vyplyva K =2, N, = N, = 2.
V takzvanom nesumernom pripade (linearna funkcia zdravia a nevlastné G¢inky populacie)
mame 2x 2 maticu A a B, taka ze f'(r,s)=r"As’ a f2(r,s)=r" As'. Definujeme
znizené parametre ako predtym a, =a,, —a,, a a, =a,, —a,,. Analogicky definujeme
b =b,-b,,ab, =b,, —b,. Najskor sa zda, Ze je tu 9 pripadov tvaru x—y, kde x ma 3

pripady pre parametra a 'y pre parametrd®. Ale su tu len 3 jednozna¢né pripady.

e Pripady 3-y a x-3 (uzol): Ak a a a, maji opacné znamienka, potom existuje
dominantna stratégia pre prvu populaciu. Jedine¢né EE (a NE i ESS) je uzol zodpovedajuci
prvej populacii. V3etci v prvej populacii prijali dominantna stratégiu a vSetci v druhej
populacii vytvaraju najlepSie odpovede. Podobnebala b, maji opa¢né znamienka,
potom uzol odpoveda druhej populéacii. VSetci v druhej populécii prijali svoje dominantné

stratégie a prva populacia najlepSie odpoveda.

—

ay > 0xa, nbdy, =0

* Pripady 1-1 a 2-2 (sedlo):Ak vsetky znizené parametre su kladné, potom existuje
kompletne zmie$ané NE vs* =((p*,1- p*),(g*1-q*)), kde p*=a/(a, +a,) a
g =b/ (b1 + bz). Toto NE je sedlovy bod dynamik. St tu dve Cisté stratégie NE, obe tiez
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EE ako aj ESS, v rohocfip,q)=(1,0) a (01) $tvorca. Ich oblasti atrakcie st oddelené

sedlovou cestou ls* . Ak vsetky znizené parametre si zaporné, potom vysledok rovnaky
s vynimkou toho, ze EE/ESS st v rohoch (1,1) a (0,0).

|
\

T

q* T T
=
AN
i -
p*

ﬂl,ﬂg,bl,bg - [:I

 Pripady 1-2 a 2-1 (centrum):Ak a su kladné & zaporné prd =12, potom s* je
jedineéné NE. Nie je ESS. Casova trajektoria kazdého iného pociatoéného stavu sa
3pirélovito vinie okolo s* pravotogivo. Ci s* je asymptoticky stabilné (EE) zavisi
od dynamickej Specifikacie. Vo verzii kompatibility (a) - napr. replikatorova alebo
linearna dynamika s* je neutralne stabilné a $piraly s uzatvorené obezné drahy (kruhy).
Verzie kompatibility (b-d) umoZnia vonkajSie Spirdly (nestabilné) alebo vnltorné S$pirdly
(EE). Pripad, v ktorom paramette su kladné aa, su zaporné pré=1 ,2je ten isty

okrem toho , Ze Spirdly st 'avotocivé.

7N
&

p*
., @y = 0= -E:']_,-E:'g
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1.2.3. DalSie dvojrozmerné systémy a nelinearne systémy

Uvazujme teraz moznost’ U€inkov vlastnej populacie v linearnej vyplatnej funkcii
na $tvorci. Je tam nanajvy$ jedno vnitorné NE. Daliie dva typy spravania nazyvané
pramen a Ustie sU zndzornené na nasledujucich obrazkoch. Niektoré vyplatné funkcie maju
vnatorné NE, ktoré je EE (Ustie alebo stabilné centrum) pre niektord kompatibilnu
dynamiku. Zatial' ¢o pre iné vyplatné funkcie vnitorné NE je prameii alebo nestabilné
centrum pre kazdi kompatibilnii dynamiku (nikdy nie EE). Podobne ako to je aj v pripade
centra, aj tu su vyplatné funkcie, pre ktoré niektoré kompatibilné dynamiky vytvoria
vnutorné NE, ktoré je aj EE a iné kompatibilné dynamiky vytvoria nestabilné NE, ktoré
nie je EE. Kvoli jednoduchosti pouzivame rovnaky ndzov centrum napriek tomu, Ze
kompatibilné spravanie teraz zahriiuje pramene a sedld prave tak ako aj stabilné¢ a
nestabilné Spirdly. Spravanie okolo hran Stvorca moéze nadobudnut’ vSetky hlavné

jednorozmerné pripady zavisiace od vyplatnej funkcii.

17



[ ] L ]

N ~ /7]
— T
AN AN

* ! . » -
P TTstie, P Prameti.

Nelinearne modely na Stvorci alebo trojuholniku sa tiez lokalne zuzuju k jednému
z linearnych pripadov. To znamend, ze kazdé vnutorné NE je lokalny pramen, sedlo,
centrum alebo ustie (nikdy to nie je EE v prvych dvoch pripadoch, je to vzdy EE
v poslednom pripade, a treti pripad zavisi na podrobnom roztriedeni dynamik). V zavislosti
od dynamickej Specifikacie hrana a roh NE su EE (lokalne ustia) alebo nie su EE (sedla
alebo pramene).

EE a jehooblasti atrakcie su vzdy nezavislé od volby kompatibilnych dynamik
v rozmere 1 a v troch zo Styroch pripadov v rozmere 2. V stavovom priestore rozmeru 3 a

vysSieho ma dynamicka $pecifikacia vyznam vo vel'kej Casti pripadov ([1]).
1.3. Ur¢ovanie stability pomocou A

Metody charakteristického Cisla (vlastnej hodnoty) pre odhad dynamicke;j stability
bodov.

Uvazujeme najprv linearne hrany na StvorciK(=2 a N, =N, = 2). Vyplatna
funkcia ma vyjadrenie v tvard *(r,s)=r" (A2 +Cs') a f?(r,s)=r" (Bs' + Ds?), kde

Y =ADB,C,D sU 2x 2 matice ((y )) a suCasny stav S= (Sl,sz) mdzeme napisat’ ako

ij
s'=(p1-p) as®=(q1-q) pre (p,q)0[01]. Urcime zisk z vyplat prvej &istej stratégie
v populaciii pri d'(p,q)= f'(1-1).((p1- p).(a1-q))), i =12.

Dynamiky si oznadené ako oby&ajné diferencidlne rovnice (= F*(p,q),
&= F?(p,q)). Trajektorie (p(t),qlt)), nazyvané tiez krivky rieenia alebo vyvojové

chodniky, st rieSenia ODR s danymi pociatoénymi podmienkami p(O) =p, a q(O) =qp-
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Formalny predpoklad kompatibility a dve Specidlne obmedzenia na zabezpecenie dobre
definovanych trajektorii ([1], [3]): dynamiky

(i) koliSu mierne so stavom hry,

(if) maju trajektoriu, ktord neopusti stavovy priestor, a

(iii) su slabo kompatibilné.

Pre $tvorec mozu byt tieto vlastnosti formované nasledovnym sposobom ([1], [3]):

Definicia. DynamikaF : [01]° -~ R? je pripustna ak
(1) je spojito diferencovatelna,

(i) F*(0,9)=0, F'(,q)<0, F2(p,0)=20 a F?(p1)<O0 pre vietky(p,q)0[0], a

iy sgnF'(p,q)=sgnd'(p,q) pre v3etky(p,q)0(0.1).

Uvazujme  "nesymerticky" pripad C=D= ((0)) Vieme, Ze
d'(p,a)=(-1)A(Ll-a) =(-a)a -ga,, kde a=a,-a, a & =a,-a,, e
nezavislé nap. Rovnakod?(p,q)= (- p)b, - pb, je nezavislé nay, pretoze tam nie st
ziadne vlastné uc¢inky populacie. Teda pripustné dynamiky pdsobia v obdiznikovych
podmnozinach oblasti [0,1]2 ohrani¢enych ¢iarami dl(q) =0ad? (p) =0.

Rozbor je jednoduchy a pozostava z viacerych pripadov zavislych na znamienkach
a ab . Vynechame viacero pripadov, pre ktoréasialebob, nulové, pretoze st zdihavé
a nie vSeobecné. Ostatné pripady oznacujeme 1-x (pripadne x-1), ak &, (pripadneb ) su
kladné, 2-x (pripadne x-2) ala, (pripadneb ) su zaporné, a 3-x (pripadne x-3) ak
a,a, <0 (pripadnebb, < 0.

Majme pripad 3-x. Potom hrac¢i populacie 1 maju dominantnll stratégiu, pretoze
dl(q)> 0 alebo <0 vo vnutri Stvorca. Preto v3etky trajektérie smeruju k hrane Stvorca
p* =0 alebo p* =1 prisluSne k dominantnej stratégii. Aﬁl(p*)>0 (<0), potom
samozrejme vrchnd Cast’ (dolna Cast’) tejto hrany je medza kazdej trajektorie, ked t — oo .

Je to jedine¢né EE pre nejaku pripustnu dynamiku. Podobny rozbor a zaver plati pre pripad

x-3. Jedinecné EE je prava alebo l'ava Cast’ hrany odpovedajuca dominantnej stratégii

g* =0 alebog* = 1ked d?(q*)> 0 alebo<O0.
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Iné  pripady: a  majd  rovnaké  znamienka, tak d'(q)=0

pre g*=a,/(a +a,)0(01), a rovnako d*(p)=0 pre p*=b /(b +b,)0(01). Bod
(p*, q*) je nepochybne NE, pretoze pre kazdi populdciu v tomto bode vsetky akcie su
rovnako vhodné. Zvislé a vodorovné Ciary prechadzajuce cez (p*,q*) delia Stvorec

na Styri kvadranty, v ktorych znamienk® a & su konstantné.

(8,1) (1,1)
5E S
. (p*, a*)
1z dw

(@,@) (1,8)

Nech v pripade 1-1 je pociato¢ny stav v SV kvadrante. Pretoze q>qg* a a;,a, > 0
mame d*(q)<0 tak @< O; a pretoze p> p* a by,b, > 0 mame d?(p)<0 tak &< 0
pre nejaku pripustni dynamiku. Podmienky pripustnosti (i) a (iii) tvrdia, Ze trajektoria
musi bud’ opustit’ tento kvadrant v kone€nom ¢ase alebo konvergovat’ k jeho JZ rohu teda

k (p*, q*). Podobne trajektéria zaCinajica v JZ rohu musi bud’ opustit kvadrant
v kone¢nom case alebo konvergovat’ k (p*, q*). Trajektorie zacinajuce v JV kvadrante
maju >0 (pretoze q<g*) a &<0 pre nejakd pripustnd dynamiku. Takéto trajektérie
nemoézu opustit’ kvadrant. Pre T'ubovolné okoliec N bodu (1,0) v Stvorci g a & su
ohrani¢ené nulou mimo N a preto musiag a & vstapit' do N v kone¢nom ¢ase. Z toho
vyplyva, ze (LO) je EE pre nejaka pripustnt dynamiku F. Z podobného tvrdenia vyplyva,
7ze SZ kvadrant je obsiahnuty v oblasti atrakcie pre EE v (0,1). Skupiny bodov, ktoré
opustia SV a JZ kvadrant, su nespojité a separované sedlovou céptoq ’k)

V pripade 2-2 je tvrdenie pre charakterizacie analogické. Pomataistujeme,
ze pripustné trajektérie v JV a SZ kvadrantoch zodpovedajicich k bodu (p*,q*)

pozostavaju zo sedlovej cesty rozdel'ujucej trajektorie, ktoré opustia tieto kvadranty, a ze

SV a JZ kvadranty lezia jednotlivo v oblastiach atrakcie pre EE (l,l) a (0,0) :

20



Pripady 1-2 a 2-1 nedovol'uju takéto zhrnutie. V pripade 1-2 mame &<0 a &> 0
v SV kvadrante. Trajektoria musi opustit’ kvadrant v kone¢nom case a vstipit do SZ
kvadrantu, pretoze @& moze byt ohrani¢ené nulou pozdiz trajektorie. Pre analogické

dovody trajektoria s pociatkom v SZ kvadrante musi vystupit' z neho v kone¢nom cCase

do JZ kvadrantu, odtial’ k JV kvadrantu a spit’ do SV kvadrantu. Pre niektoré pripustné

dynamiky je (p*,q*) globdlne EE apre iné pripustné dynamiky vSetky trajektorie

diverguju od(p*, q*).

Uvazujme vieobecnejsi linearny pripad s C,D # ((0)). Terazd*(p,q) je vieobecna

linearna funkcia, ktorej koeficient strmosti pge zavisi nac; tym istym sposobom ako

koeficient g zavisi nag, ; podobne pred®(p,q). NE (a odtial’ EE) sa mdZe objavovat’ len

v prieseénikoch hran $tvorca a ¢iar (d' (p, q) =0). Prieniky na hranach a rohoch mézu byt
analyzované pouzitim klasifikacie jednorozmerného stavového priestoru. Priese¢niky Ciar
vo vnutri Stvorca sU automaticky NE podobne ako v nesumernom pripade.
nedostatocne charakterizovand stabilita, pretoze cCiary nie su zvycCajne zvislé alebo
vodorovné.

Na charakterizovanie stability vnitorného Nig*, q*) sa pouZivaji tandardné

metddy charakteristického ¢isla. Pripustnu dynamiku v tomto bode moézeme zapisat

nasledovne: g=ad*(p,q) a &= Bd*(p,q) pre nejaké a,B >0 pri pripustnych

vlastnostiach (i) a (iii). Potom Jacobianska matica je

:%Fl/ap aFl/aqE C+C,) —a(a1+a2)%

F2/op oF?/dq ﬁbﬁb - B(d, +d,)

Charakteristické korene st rieSerig A, k rovnici |J = Al| = 0. Pri vhodnej volbe A, B,
C a D matic a koeficientova a B mozeme dostat’ Zelané realne alebo komplexne
zdruzené hodnoty pre A, i =12 a preto kazdy druh spravania rovnovahy. Dvoma
vieobecnymi moZnostami sa A, obe reélne a kladné (napA=B=((0)) ac,d > 0), a
A, obe realne a zaporné. V prvom pripade Standardné metddy ukazuju, Ze (p*, q*) je

pramen a v druhom pripade tstie.
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Sucet charakteristickych ¢isel je stopa Jacobianskej matice J a vysledok je
determinantd . Ked’ detJ je zaporny (cd <ab kde x = x, + X, pre X =a,b,c,d ), potom
vSetky kompatibilné dynamiky tvoria sedla. Ked’ je determinant kladny a ¢, d su kladné
(trJ =—(ac+ Bd)< 0 pre vSetky kompatibilné dynamikyr (83 > 0)), tak nejaké vnatorné
NE je vzdy EE. Je to bud ustie alebo stabilné centrum. Podobne, ked je determinant
kladny ac, d su zapornét(J >0), tak nejaké vnitorné NE musi byt’ nestabilné ( prameni
alebo nestabilné centrum). Ked’ je determinant kladny a znamienka C, d sa liSia, mame
zovSeobecnenie pripadu centra. V tomto pripade znamighkoie je zistené a starostliva
volba kompatibilnych dynamik moze tvorit' Gstia a pramene ako aj stabilné alebo
nestabilné centrd. Ako priklad tohoto zovSeobecneného centra zvolime matice tak , Ze
a=-c=d=-1 a b=0. Potom vnatorné NE je prameir pre a = 3 =0.1, Ustie pre
a = B~ =10 a neutralne centrum pee=8= .1

Sustredili sme sa tu len na linearne vyplatné funkcie. S nelinearitami je uz pocitané
v dynamikéch, tak netreba vel'a aby sa zmenili na nelinearne vyplatné funkcie. Mdze sa
vyskytnit' viacero vnatornych prieseénikov &iar d' =0. Rozbory sa potom uplatiuj

lokalne (nie nevyhnutne globélne).
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2. Zakladné modely evolu¢nych hier

V tejto kapitole su opisané modely hier z hl'adiska evolu¢nej tedrie. Su zakladnymi

modelmi v ekonomickych a finan¢nych aplikaciach.
2.1. Koordinacia

Hra koordinacia je jednopopulaény priklad (K =1) s dvomi stratégiami = 2),
stavovym priestorom je usecka S= [0,1]. Uvazuje sa tu, Ze ucenie Sa VO Svet®hrani¢ene

racionalnychhracov vedenie k najlepSim zo vSetkyahoznych svetov, kde celkova
vyplata je maximalizovan&@hrani¢ene racionélnhraci su vSetcihraci (I'udia, zvierata),
ktori robia (alebomo6zu robit’) chyby pocas ucenia. A taki sU vlastnevsetci I'udia (a

samozrejme i zvieratallraci simozu vybrat’ medzistratégiou lastratégiou 2 Mame stav
S=(p,1— p), kde s pravdepodobnostou pD[O,l] hraci hraji stratégiu 1a zmieSanu

stratégiu r = (x1-x), kde stratégia 1mé pravdepodobnost x[[01]. Potom vyplatna
» ] -1
funkcia je f(r,s)=r" As, kde A= i

Znizené parametre si & =a;, —a,, =-1-1=-2<0 a a,=a, —a,=4-5=-1<0

Rozdiel vyplat je priamka(p)=3p-2.

| —

u 243 1

Dip)=3p-2

Té&to hra patri k typu 2. V bodoch p=0, 2/3,1 je NE alenv bodoch p*=0, 1 je EE.

Replikatorova dynamika pre koordinaciu je znazornena ako fazovy diagram. Fazovy

diagram znazoriiuje rychlost zmeny p (&) oproti zmene samotnéhp. Replikatorova

dynamika hovori, ze ak typ hraca ziska nadpriemernt vyplatu, potom jeho podiel

v populacii vzrastie.
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Ak ziska podpriemernu vyplatu, potom sa jeho podiel v populécii znizi. Typ hraca, ktory
ziskava podpriemernu vyplatu, bude chciet kopirovat typ hraca, ktory ziskava
nadpriemernu vyplatu. Pretoze hraci st pomaly sa uciaci, nie kazdy podpriemerny typ
hraca sa bude menit’ nahle. Ale napokon kazdy typ hraca stale pritomny v populacii bude
ziskavat’ priemerna vyplatu. Vo svete obchodu sa tito myslienka interpretuje: Ziadny
obchodnik nechce byt pod priemerom alebo mat podpriemerné vysledky. Praca
obchodnikov, ktorych vysledky st podpriemerné, je v redlnom ohrozeni. PrevySovat
priemer sa viac oplati. ReplikatorovA dynamika vyjadruje tuto logiku matematicky.

Replikatorova rovnica v tomto pripade ji== p(1- p)3p - 2).

0.4 -
dpdfdt=p(l-pl(3p-2]
0.05 - /ﬂ\
0 .
1

2005 - 243

-0 4
-0.15 +
-0.2 1
-0.25 -

Ma tri korene, ktoré najdeme poloZenim kazdého z troch faktorov rovné nule:
p=0,1-p=0a3p-2=0

Sklony dF(1)/dp a dF(0)/dp s oba zaporné, teda koreneOva 1 sl obavolucne
stabilné (podl'a vety v [4] zo strany 210). SklordF(2/3)/dp je kladny, teda tentiorei
nie je stabilny. Nestabilngoren v p=2/3 deli intervaI[O,l] do dvochoblasti. Dol'ava
od p=2/3 ulenie vedie k p* =0. Doprava od p=2/3 udene vedie k p*=1. Sipky
zobrazuju tieto dva navody ndenie.

Dva rovnovazne stavy su p* =0 (vSetcihraci volia stratégiu 3 a p* =1 (vSetci
hra¢i volia stratégiu ). Kam ucenic smeruje, zavisi na tom, kde hra Startuje. Ak
pociatoény podiel hracov voliacich prva stratégiu v populacii je mengéz 2/3
(p<2/3), potomucenie populacie vedie k rovnovahp* = . @ naopak ak je pociato¢ny
pomer hracov voliacich stratégiu 1v populacii vacsi nez 2/3 (p>2/3), potom ucenie

vedie k rovnovahep* = .1Pri rovnovahe Zistych stratégii v §tratégia 1 stratégia )
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vyplata je vySSia (nez v (stratégia 2 stratégia 3 (tu je vyplata 1).KedZe hraci
maximalizuja vyplaty, malo by viaeez 2/3 hracov hrat’ stratégiu 1

V Zivote Casto vyvoj vedie k svetu, ktory nie je jednozna¢ne najlep$i mozny.
Napriklad [4]sme vyvijali zbrane masovej destrukcie, ale nie je jasné, ¢i sme na tom lepSie
(pretoze teraz mame také zbrane). Mdzeme len tvorit’ spdsoby naSej vlastnej masovej

desStrukcie.
2.2. Jastrab — Holub

Jednoduchy jednorozmerny priklad z biolégie sa nazyva jastrab - holub.
Vysvetl'uje sa na nom, preo su skutocné spory vzacne (medzi zvieratami a tieZ medzi
ohranicene raciondlnymi 'ud'mi). V jednoduchej populécii (K =1) je kazdy jednotlivec
bud’ uto¢ny (jastrab) alebo sa vyhyba sporonidlub), takze mame N =2 a stavovy
priestor S = [0,1]. Napriklad vo vietnamskej vojrastraby chceli zostrit' boj na vojnovy
stav (vojna) aholuby chceli utlmit’ boj (mier). V tejto hre ide o hodnot (,vojnova
korist*). Ked’ sa stretni dva jastraby nastane tazky boj. Oc¢akavany vysledok boja je
1/2(v)+2/2(-C) (s pravdepodobnostou 1/2 bojovnik vyhra boj pretoV a
s pravdepodobnost'ou 1/2 prehra boj a vynalozi vydavok C). Ked’ sa drzime predpokladu,
ze boj je skutoény, mame V <C. Ked jastrab stretneholuba holub opusti bojisko a
jastrab obdrzi korist’ bez boja. Ked’ sa stretnt dva holuby, boj nenastane. Namiesto toho
si rozdelia korist’ kazdy so ziskom V /2. Holuby dosahuju rozhodnutie diplomatickymi
spbsobmi bez zbrani (prave tak ako zapas jedovatych hadoVid@] hady bojuju vzdy
navzajom kvoli uzemiu, mozZnosti parenia, koristi, ... Mohli by 'ahko zabit’ jeden druhého
zahryznutim v boji, ale skoro nikdy tak nerobia. Namiesto hryznutia vzajomne zapasia.
Chrénia svoj jed pre pouzitie na ¢lenov inych druhov.).

Prer = (x,l— x) reprezentujuce zmieSanu stratégiu hrgasrabas pravdepodobnost'ou

xD[O,l] apres= (p,l— p) reprezentujluce aktualny stav populasipodielom pD[O,l]

-C)2 V

hrajdcim jastraba  vyplatna funkcia je f(r,s)=r"As, kde A:%N 0 ) V/ZE
) 2 8

Pre konkrétne hodnoty =8 a C =12 dostanemé = EO 4% To znamena, Ze Skody

presahuju priemerné prijmy v stretnustrab - jastrab (predpokladana vyplata je —2

pre kazdého); prijmy sa bezstratovo rozdelia pri stretnuti holub - holub (predpokladana
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vyplata je 4 pre kazdého); a ked’ sa stretna jastraby aholuby, tak jastraby dostanu vSetky
prijmy (8) aholubynic (0).
Znizené parametre si &, =a,,—a,, =8-4=4>0 a a,=a, —a; :O—(—Z): 2>0.

Vyplatny rozdiel je priamkaD(p)=4-6p.

4 | Dip)=4-Ep

—

Této hra patri k typu 1. To znamena, ze v bode p* =2/3 je jedinecné NE aj EE.
VSeobecné vyplatné funkcie:

f, =(/-C)p/2+Vv(1-p)=Vv-{ +C)p/2

f, =0p+V({1-x)p/2=V/2-Vp/2,

podosadeni, =8-10paf, =4-4p.

Replikatorova rovnica je &= p(l-p)v/2-C/2p). Pre V=8, C=12 méame
8= p(L- p)4-6p).

0.5 4
0.4
0.3 A
0.2 A
01 A

0«
a1 EM

02 -

dpfdt=p(l-pll4-6p]

Téato rovnica méa korene vp=0, p=2/3 a p=1. Jediny korefi, kde sklon F(x) je
zaporny, jev p*=2/ 3Z toho vplyva, ze stabilny stav nastane, ak je v populacii 2/3
podiel jastrabov al/3 holubov. Ked’ nastane potencialny spor, s pravdepodobnostou

(2/3)?> = 4/9 boj skutodne nastane a Spravdepodobnostou 5/9 s potencialne spory
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odstranené mierovymi sposobmi (bud’  ustipenim jednej z dvoch strdn, alebo

diplomaticky zariadenym rozdelenim koristi).
2.3. Vaziova dilema

Méame jednoducha populacilK(= ),1v ktorej sa hraci rozhoduju medzi dvomi
stratégiami (N =2) - zradit’ a spolupracovat. Stavovy priestor je useCka S= [0,1]. Pre
zmieSanu stratégiu = (X,l— X), kde pravdepodobnost’ hrania stratégie zradit’ je x [0,1] a

pre s=(p1- p) aktudlny stav s podielonp1[04] hracov hrajucich stratégiu zradit’ je
0
vyplatna funkcia f(r,s)= r'As, kde A:% 1% Ked’ obaja vézni zradia, dostanu

“vyplatu 4 roky vo vézeni. Ked prvy zradi druhého, pricom druhy nezradi prvého, potom

ten Co zradil dostane 0 aten Co nezradil, ale bol zradeny, dostane 5 rokov vo vézeni.

A nakoniec ked’ obaja spolupracuju (nezradia sa navzdjom), kazdy dostane 1 rok vo
.. #2

vazeni.

Znizené parametre su & =a,—a,, =0-1=-1<0 a a,=a,-a;,=5-4=1>0.

Rozdiel vyplat je priamka(p)=-1.

Dipd=-1

Téato hra patri k typu 3a. V bodg* = @ NE aj EE. NE je Cisté, neexistuje tu zmie$ané

NE. NE je dominantné.
Vyplatné funkcie su:
f,=4p

fs=4p+1.

&= p(1- p)(-1) je replikatorova rovnica.

2 Hragi sa snazia minimalizovat’ svoju “vyplatu®.
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-0.2
04
06 4

084 dpsdt=pil-pic-13

2

Rovnica ma korene yp =0 a p =1. RieSenie, v ktorom je sklok (x) zaporny, jep* =0.
To znamend, ze evoluénd rovnovdha nastane, ked vSetci hrac¢i volia stratégiu

spolupracovat.
2.4. Dvojrozmerny jastrab a holub

V tejto hre su dve populacieK(= ) Zazvané domacik(=1) a votrelci k = 2).
Hodnota V je “vojnova korist* pre domacich (drZia tizemie na zac¢iatku hry). Hodnota V;

e

je “vojnova korist™ pre votrelcov (nedrZia izemie na zaciatku hry). Mame C >V, >V, >0.
Obe populacie volia medzi stratégiapastrab (i =1) alebo holub (i =2). Stavom je
s=(s,s%)=((s", st} (s?,s2)). D& sa popisat bodom (p,q) v Stvorci S=[01]*, kde
s = p, ¢o je podiel domécich jastrabos a s; =1- p podielom domécictholubov A
podobnes’ = g je podiel votrelcov jastrabova s> =1-q je podiel votrelcov holubov

-C)/2 Vl% .

Predpokladajme vyplatnG funkciuf*(r,s)=r" As®>, kde A=Q""
0 v,2

-C)2 v,
0 V,/2

f2(r,s)=r"Bs', kde B:EM

% Konktétne, ked V, =V, =8 a C=12

2 8 2 8 . . I . .
mame A= ELO 4%a B= ELO 4% Pri stretnutjastrabovnastanu boje a obaja dostanu

vyplatu —2. Pri stretnutholubov sa prijmy rozdelia Bazdy dostane 4. A pri stretnuti
jastrabovaholuboy jastrabydostanu 8 &olubyO.

VSeobecné vyplatné funkcie:
fJD = (Vl —C)C]/2+ (1_q)‘/1 =V; _(Vl +C)q/2
fo =0q+(-qM,/2=V,/2-V,q/2
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f, =V, -, +C)p/2

f., =V,/2-V,p/2.

Po dosadeni danych hodnét dostaneme:

f(e,s)=-2q+8(l-q)=8-10q je vyplatna funkcia pravdepodobnostou 1
pre domaceho hraca hrajuceho jastraba (nezavislé od p, lebo neuvazujeme vlastné ucinky
populacie). f l(e2 , S) =0q+ 4(1— q) =4-4q je vyplatna funkcia domaceho hraca
hrajiceho holuba. Podobne pre votrel¢é(e,s)=8-10p je vyplatna funkcia hraca
hrajuceho jastraba, a vyplathd funkcia pre votreleca hrajuceho holuba je
f2(e,,s)=4-4p.

Znizené parametre s @ =a,—4a,,=8-4=4>0, a,=a, —a; =0—(—2)= 2>0 a

b1:b12_b22:8_4:4>01 bz :b21_b11:0_(_2):2>0.

(.10 o110
g=2/3 \ e \(
_'_'_'_,_:—'_'_'_'_'_'_\_\_\-\"—‘-\.
H
o L]
(0,8 (1,8
p=2/3

Této hra patri k pripadu 1-1. Je tu zmie$ané NE v (2/3,2/3). Toto NE je sedlovy bod
dynamik. Si tu tieZ dve &isté stratégie NE, obe tiez EE v rohoch $tvorcdp,q) = (1,0), (0.1).
Ich oblasti atrakcie s oddelené sedlovou cestai kV bode (p,q)=(1,0) hraji vietci

domaci hraci jastrabaa vSetci votrelci hrajlnoluba V druhom bode je to naopak. VSetci
domaci hraci hraju holuba a vSetci votrelci hrajgastraba To znamena, Ze v tychto

rovnovaznych bodoch nedochadza k boju.
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Replikatorové rovnice tvoria sistavu obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic:

dp/dt = p(- p)(V,/2-Ca/2) = p(L- p)4-6q)

dg/dt = q(1-g)(V,/2-Cp/2) = ql-q)(4-6p)

Podiel domacich hracov hrajucich jastrabasa zvysi @p/dt>0) ak q<V,/C. A naopak
sa znizi, ak q>V,/C. Podobne &ra¢mi votrelcov. Pocet hracov votrelcov hrajucich

jatrabov sa zvysi, alp <V, /C aznizi, ak p>V,/C.

(8,13, 51,1
g =¥ /T /|[\ o l|/
i
i "(1 Elj
[a,m) .
p =V /C

Ako sa bude vyvyjat’ hra, zavisi od polohy Startovacieho bodu.
2.5. Kupec — Predavac

Hra "kupec - predavac" predstavuje vzajomné pdsobenie medzi dvomi populaciami
(K =2) nazvanymi kupci k=1) a predavaé¢i (k=2). Pre kazdého predavaca su
k dispozicii dve mozné stratégie. M6zu bud’ signalizovat’ kvalitu cestne (i =1) alebo mozu
podvadzat' (i =2). Kazdy kupec ma tiez dve alternativne stratégie: mézu bud’ kvalitu
kontrolovat  (i1=1)  alebo nekontrolovat (i=2). Stavom je tu
S= (Sl,SZ)Z ((sll,si), (Sf,S§ )) Moéze byt popisany bodom (p,q) v Stvorci S= [0,1]2; kde

s = p je podiel kupcov, ktori kontroluji & = q je podiel ¢estnych predavadov. Potom

mames, =1- odiel nekontrolujicich kupcov a2 =1- odiel predavacov, ktori
) PP J P 8, arp p

podvéadzaja.

30



Populécie vzajomne posobia v neorganizovanom trhu, v ktorom uc¢inky povesti a
spoluticast’ jednotlivych kupcov a predavacov st zanedbatené (nevlastné ucinky
populacie). Vyplatna funkcia zavisi na kombinécii populaénych vyberov stratégii napr.

klamanie je menej pritazlivé pre predavacov, ked’ viac kupcov kontroluje, ... Konkrétne

0
predpokladajme, Ze vyplatna funkcia je f*(r,s)=r"As®, kde A:% 1% a

f2(r,s)=r"Bs, kdeB:E‘2 3%\
1 4

Napriklad cestny predava¢ dostane vyplatu b, =3, ked’ sa stretne s nekontrolujucim

kupcom, ktory v tomto pripade dostane tiez a,, =3. Teda pre kupca, ked e = (LO),

tj. kontroluje s pravdepodobnostou 1, vyplatnd funkcia kontrolovania je

f(e,s)=2q+0(l-q)=2q (nezavislé odp) a f'(e,,s)=3q+(-1)1-q)=4q-1 je

vyplatna funkcia nekontrolovania. Podobne pre predavaca; fz(el, ): 3-p je vyplatna
funkcia Cestného predavaca s pravdepodobnostou 1 a fz(ez,s):4—5p je vyplatna
funkcia podvadzania.

Znizené parametre si @, =a,—a, =0-(-1)=1>0, a,=a, -a,=3-2=1>0 a

bl :b12_b22 :3_4:_1<Oa b2 :b21_b11:_1_2:_3< 0.

(8,1), S(1.1)

q=1s2 \J/ L |

.
(B, @) (1.0}

p=1/4

Této hra je pripad 1-2. V bod@,q) = (1/4,1/2) je jedinetné NE — centrum.
Napriklad v Malthusovej dynamike predpokladame, Ze rychlost’ rastu stratégie je

proporciondlna alebo (s vyhodnou volbou asovej mierky) rovnakd k jeho pomernej
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vyplatnej funkcii. To znamena, Ze rychlost’ rastu kontrolovania g/ p sa rovna jeho
vyplatnej funkcii fl(el,s) minus popula¢ny priemer vyplatnej funkcie medzi kupcami
t*(p,s):= pf*(e,s)+ (- p)f'(e.,s). Preto &= p(L- p)L-2q).
Rychlost rastu @&fq uUprimnosti medzi predavaémi je pomernd vyplatna funkcia
f2(e.,s)- f*(a.5)=(L-a)2p-1), tak &= qt- q)(4p-1).

Tento systém diferencialnych rovnic ma péat’ pevnych bodov (ustalenych stavov):
v centre a v Styroch rohoch p-q Stvorca. VSetky iné body su na pravidelnej trajektorii
kraziacej proti smeru hodinovych ruciciek. Teda pri Malthusiaskej dynamike Styri pevné
body su nestabilné — sedld a centrum je neutrdlne (ani asymptoticky stabilné ani
nestabilné).

(8,1), o(1.1)

T |

(o, e

p=1/4
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Zaver

Cielom mojej diplomovej prace bolo priblizit’ ¢itatelovi zdklady evolucnej tedrie
hier aaplikovat’ ju na niektoré zname priklady hier pouzivanych v klasickej teorii hier.
Pokracovanie tejto prace by mohlo byt skimanie konkrétneho ekonomického alebo
finanéného problému z pohladu evolu¢nej tedrie hier ako napriklad v pracach: [7]
modeluje bankovu paniku; [8], [9] sa zaobefi@aanénym trhom; [10] predstavuje
modelovanie finan¢ného trhu pomocou hry jastrab — holub; [11] sa zaobera

medzinarodnym obchodom; ...
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