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Uvod

Zijeme v zaujimavom svete s neuveritelnou demografickou histériou. Populacia po
starocia rastla pomalym tempom. Podla odhadov odbornikov (napr. [10]), Zilo pred 9
tisic rokmi na modrej planéte 10 miliénov Tudi. Do roku 2500 pr.n.l. sa pocet iba zo-
Stvornasobil a na zaciatku 18. storocia sme sa priblizili k velkosti 320 miliénov obyvate-
Tov. Za poslednych tristo rokov sa celkové velkost populacie vysplhala na neskutocnych
6.4 miliardy Tudi. Predpokladdme, Z%e v nasledujtcich pétdesiatich rokoch vzrastieme
miniméalne o Styri miliardy. Je to mélo alebo vela?

Takmer vSetky civilizacie podporovali propopulacné spravanie. Najstarsie pisomné
odkazy ndjdeme v Chammurapiho zakonniku. Avsak uz v staroveku sa zaujimali, do-
kedy bude populécia rast. Otazka optimalnej velkosti populdcie je stard uz vyse 3700
rokov. Casom sa formalizovala, aZ postupne vzniklo viacero popula¢nych modelov. Ur-
¢ujucim faktorom v modeloch je populacia zavisla od trovne pérodnosti. Ak porodnost
vystupuje ako nezavisla veli¢ina, hovorime o exogénnej pérodnosti. Endogénna porod-
nost sleduje zmeny pérodnosti uréené na iné, napr. ekonomické faktory.

Cielom tejto prace je spracovat prehlad popula¢nych modelov s endogénnym rastom
populdcie. Endogénnost nam ukaze, aku velkost populacie dosiahneme pri urcitych mo-
deloch a ich predpokladoch. Takto méZeme ziskat optimélnu velkost populécie. Pri urci-
tych kritéridch dosiahneme bud vicsiu, alebo mensiu populaciu. Pérodnost ovplyviiuja
rozne veli¢iny na makro aj mikrotrovni. Z hladiska makrotrovne hovorime o vztahoch
statu k velkosti obyvatelstva. Mikrodroveni nam ukaze vztahy medzi rodinami a fir-
mami. Z ekonomického hladiska skiimame modely, kde domécnosti maximalizuji svoj
uzitok. Z matematického pohladu dostédvame typy optimalizacnych tloh pri roznych
rozpoctovych ohraniceniach a predpokladoch.

Tomu predchadza prvé kapitola s kratkym prehladom predstavitelov demografic-
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kého sveta a pribuznych oblasti, ktori sa v minulosti zaoberali problémom popula¢ného
optima, spracované podla [10], [12], [15] a [7]. Dalej spomenieme aj niektoré modely
a prace zaoberajice sa optimélnou velkostou populédcie, ktoré slizia pre spresnenie a
doplnenie prace. V druhej kapitole si predstavime staticky dvojgeneracny model, ktory
je spominany v ¢lankoch [8] a [9]. Budeme analyzovat velkosti populécie pri roznych
predpokladoch. Tretia kapitola pojednéva o spojitom modele optimélnej velkosti po-
pulacie a endogénneho rastu, spomenutého v ¢lanku [11]. Dostaneme presny opak v
porovnani velkosti populécii ako v kapitole dva. Tento paradox sa doteraz nepoda-
rilo vyriesit ani inym autorom a zial ani mne. Posledny model, ktorym sa zaoberala
praca [13], uvadzame ako vysledok z predchadzajucich kapitol, kde spomenieme okrem
velkosti populécie aj velkost a dosledky ekonomického rastu.

Téato praca moze byt chdpand ako volné pokracovanie préace [6], v ktorej M. Golia-
nova Studovala ako modelovat vplyv altruizmu a jeho désledky na porodnost. Spraco-
vala rozne popula¢né modely s endogénnou a exogénnou porodnostou na mikroekono-
mickej tirovni. Dal§ou kvalitnou pracou je préaca [13], v ktorej st sktimané vztahy medzi
porodnostou a ekonomickym rastom. N4s posledny model ¢erpa z tychto poznatkov.

Problematikou velkosti populécie a ekonomického rastu sa zaoberaja aj dalSie opti-
maliza¢né modely na mikrotrovni a makrourovni, napr. [1], [4] a [5], avSak do tejto

prace nie su zahrnuté, pretoze vychadzaju z inych predpokladov.



1 Z historie ivah o populacnom optime

Uz v Chammurapiho zakonniku (1792-1750 pr.n.l.) st spomenuté najstarsie préavne
zachované predpisy, ktoré podporuji rast poctu obyvatelstva pre polnohospodarske
ucely. Zo starych védskych spevov (1500-1000 pr.n.l.) a spisov z Indie citif tieZ propo-
pulacné myslenie, ktoré sa odzrkadluje aj v budhizme. V roku 500 pr.n.l. sa v davnej
Perzii uprednostiioval maximalny pocet deti, kvoli perzskym vojnam. Podla Herodota
z Halikarnasu (484-420 pr.n.l.) boli kazdoro¢ne obdarovani rodic¢ia, ktori dosiahli naj-
prvykrat dozveddme o popula¢nom optime. Bolo definované ako idedlny vztah medzi
velkostou polnohospodérskej pody a poc¢tom obyvatelov. Za nadmerny rast populacie
veduci k biede kritizoval nec¢innost vlady. Prvé stistavnejsie ivahy o populacnych prob-
lémoch najdeme v gréckej filozofii u sokratovcov Platona (428-348 pr.n.l) a Aristotela
(384-322 pr.n.l). Svoje tvahy o optimalnej velkosti populécie a po¢tu deti napisal Pla-
tén v spisoch Ustava a Zakony. Za stabilitou $tatu videl stabilitu a optimélnu velkost
populécie, ktort navrhoval ako stacionarnu.

Ideu velkého rastu populécie ndjdeme aj v zalmoch v krestanstve. V 18. storoci
pisal luteransky duchovny Johann P. Sissmilch (1707-1767) o populacnej tedrii. Podla
J. Siissmilcha st vSetky zivotné deje a Statistické zakonitosti vyrazom bozskej vole.
Jeho popula¢ni teériu mozeme chapat ako politiku laissez-faire. Spomenieme aj Johna
Graunta (1620-1674). Zaoberal sa predovsetkym tmrtnostou ako jednou ¢astou popu-
lacného rastu. Je jeden z prvych a najvyznamnejsich autorov 17. storocia, ktory neskor
ovplyvnil mnoho ekonémov. Svoje objavy zhrnul v knihe Natural and political Obser-
vations, made upon the Bills of Mortality v roku 1662. Rok 1662 je brany ako pociatok
demografického myslenia v popula¢nych modeloch. Objavil pravidelnosti v populac-
nom diani a ako prvy urcil stabilny pomer 14:13 medzi po¢tom narodenych chlapcov a

dievcat, ktory sa prilis nelisi od dnesnych pozorovani. Za predchodcu T. Malthusa sa
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povazuje anglicky demograf Robert Wallace (1694-1771), ktory tvrdil, Ze bez umelého
brzdenia velkého popula¢ného rastu bude populécia stéale rast.

Najznamejsim demografom, v sti¢astnosti najcitovanejsim, bol Thomas Robert Malt-
hus (1766-1834), pastor anglickej cirkvi a profesor novych dejin ekonémie. Jeho prinos
bol vo formalizovani vzfahu medzi rastom pozivatelnych prostriedkov a rastom popu-
lacie, ktory neskor nazvali ako Malthusovsky zakon. Tvrdil, Ze rychlost rastu populacie
je rovna geometrickej postupnosti, kym rychlost rastu pozivatelnych potrieb je iba
aritmetickd, teda linedrne zavisla. Tymto vysvetloval preludnenie v roznych cCastiach
sveta. Jeho tvrdenia st napisané v najvyznamnejsom diele An Assay on the Principle of
Population as It Affects the Future Improvement of Society, with Remarks on the Spe-
culations of Mr. Godwin. M. Condorcet, and Other Writers, 1798. Mnoho demografov
a ekonémov odmietalo jeho ndzory. Malthusov pohlad chapame ako makroekonomicky
pristup k popula¢nému optimu.

V druhej polovici 18. storocia posobili fyziokrati, na ktorych nadvizuju znami kla-
sicki ekonémovia ako Adam Smith (1723-1790), David Ricardo (1772-1823), John Stu-
art Mill (1806-1873), ktori studovali poriadok a spravanie sa trhu. Antoine Condorcet
(1743-1794) vychadzal z predpokladov, Ze zdokonalovanie ¢loveka je neohranicené a
teda sa nebél o pozivatelné prostriedky pre dalsich Iudi. Spomenieme, ze Malthusove
nazory tvrdo kritizovali socialisti, najmi Marx a Engels, ktori naopak uznavali socialne
podpory pre chudobny Iud a mu vlastnych vztahov vyrobnych prostriedkov.

Po tridsat roénej vojne a od polovice 17. storocia do zacdiatku 20. storoc¢ia sa v An-
glicku a Francuzsku viedli zivé spory o popula¢nych trendoch. Vznikla tedria a politika
merkantilistického populacionizmu, ktora hlasala, ze vzrast obyvatelstva prindsa so se-
bou moc a blaho statu. Prva svetova vojna a hospodarska kriza pozastavila populacny
rast. Z 20.-30. rokov pozname tedriu demografického prechodu. Neskor, po 2. svetovej
vojne sa opit obnovil populacny rast. V 50. a 60. rokoch 20. storocia vznikaju prace
zaoberajice sa empirickymi a teoretickymi analyzami o technologickom pokroku, kto-
rymi sa dé sledovat rozvoj nielen v hospodarstve. Technologicky pokrok definovali ako

zévislost od Tudskych inovécii. Znami ekondémovia tychto prac su Solow, Abramowitz,
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Davidson a Kendrick. Na zaklade tychto prac vznikaji nové popula¢no-ekonomické mo-
dely, kde rastiica velkost populdcie mé pozitivny vplyv na ekonomicky vyvoj. Z dalsich
ekonémov spomenieme Phelpsa, Steinmanna. V roku 1968 vznikol Rimsky klub, v kto-
rom boli popredni myslitelia a ekonémovia vtedajsej doby. Na stretnuti bol aj ekoném
J.W. Forrester, ktory navrhol dynamicky systém, ktorym ukazal globalnu analyzu eko-
nomiky, ekolégie a demografickych procesov. V 80. rokoch sa objavuju dalSie modely
popula¢ného optima, v podstate v tvare, aké ich pozname dnes [8], [9]. Tieto modely
pouzivaji ako kritérium optimality funkcie pomenované podla filozofov J. Benthama

a J. S. Milla.

Prvym je Jeremy Bentham (1748-1832), ktory sice nebol klasicky demograf, bol
pravnik, etik, ale pre nas filozof. Preslavil sa navrhom etického a politického systému
utilitarizmu. Povazoval uspokojenie stikromnovlastnickeho zaujmu za prostriedok na
zabezpecdenie ,najvicsieho $fastia pre najviacsi pocet Tudi . Druhym ekonémom a fi-
lozofom bol uz spomenuty John Stuart Mill (1806-1873). Prepracoval filozofiu utilita-
rizmu J. Benthama. V ¢lankoch [8] a [9] s definované kritéria Benthama a Milla pre
funkcie socidlneho blahobytu. Mill sa zapodieval problémom preludnenia a na splnenie
limit velkosti populécie pouZil per capita Zitok maximalizacného argumentu. Edge-
worth prisadil tato funkciu socidlneho blahobytu Millovi, z referatu od H. Sidgwicka
The Elements of Politics. Sidgwick, nasledoval Benthama s argumentaciou, Ze ak do-
dato¢ni Tudia vstipia do ekonomiky, populdcia bude mat povolené vzrast nie do bodu,
kde priemerny uzitok, ale kde celkovy uzitok bude v najlepsom moznom bode. Preto
druhy spdsob je definovany a pomenovany po Benthamovi.

Benthamov spésob sa da definovat ako celkovy izitok mazximalizacného parametra,
resp. ako celkovy uzitok spolocnosti, alebo existujucich agentov. Millov sposob mazima-

lizuje priemerny uzitok.



2 Staticky dvojgenerac¢ny model

V tejto kapitole zadefinujeme a vysvetlime pojmy, s ktorymi budeme narabat dale;j.
Zadefinujeme si Benthamovu a Millovu funkciu socidlneho blahobytu ako aj funkciu
socidlneho blahobytu jednotlivca v danej generécii. Dalej sa zameriame na nésledky
volby tychto funkcii pre optimalnu velkost populécie. Tieto nasledky st skiimané, ak
uzitok jednotlivca je funkciou jeho vlastnej spotreby, poc¢tu potomkov a spotrebou
alebo funkciou uzitku, resp. blahobytu jeho deti v danej generacii. Ukazeme, Ze Statnou
dotéciou, zahrnujicou detské pridavky a podporou pre spotrebu budicich generacii,
mozeme podporit socidlne optimum prostrednictvom individuélnej volby. Dokézeme,
ze optiméalna velkost populécie je podla Benthamovho kritéria vicsia nez podla Mil-
lovho kritéria. Dalej ukdZeme, Ze nie je mozné povedat uréité zavery o velkosti po-
pulacie pre reprezentativneho agenta v danej generacii, pri porovnavani s funkciami
socialneho blahobytu. Spdsob spravania reprezentativneho agenta bude zhodné s eko-
nomikou laissez-faire, ¢ize nezasahovanim statu do ekonomiky. Uvazujme jednoduchy

model s endogénnym populac¢nym rastom tak, ako ¢lanok [8] a [9].

2.1 Formulacia modelu

Uvazujme o jednoduchej funkcii uzitku rodiny, kde spotreba, pocet deti a per capita
blahobyt deti vstupuji ako parametre. Predpokladame, ze ¢asovy horizont je konecny
a ze kazda rodina zije dve periddy, raz ako deti a raz ako dospeli. Generacia dostane per
capita dotédciu, resp. zadiatocny kapitdl K, ktory moze byt spotrebovany iba v druhej
periéde zivota. Kapitadl mozeme chépat aj ako dedicstvo z predchédzajicej generdcie. V
prvej peridde deti spotrebuvaju iba to, ¢o im davaja rodi¢ia. Neuvazuje sa so ziadnym
inym kapitadlom, ani dedi¢stvom.

Oznacme c1, ¢y ako spotrebu v prvej, resp. v druhej periéde zivota. Nech n je pocet
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deti per capita. Dostaneme rozpoc¢tové ohranic¢enie vzhladom na ¢y, c,n > 0 rovné
1 +cen =K. (2.1)

Ak rodi¢ zomrie, tak premenné ¢, znamené velkost dedicstva, ktoré zanechd pre kazdé

dieta. Funkcia uzitku je zavisla na uz definovanych premennych

Ul(cy,co,n). (2.2)
Takto mame tlohu

max U(cy, ca,n), (2.3)
pri podmienke (2.1).

2.2 Laissez-faire alokacia

Laissez-faire alokéacia (LFA), alebo alokicia reprezentativneho agenta, je definovana

ak maximalizujeme rodicovsku funkciu azitku
U1 = Ul(Cl,Ug(Cg),n). (24)

V rodi¢ovskom uzitku je okrem poctu deti n, zahrnuty aj detsky uzitok Us(cy), ktory je
zavisly od spotreby deti cy. Predpokladame, ze Uy je konkavna v ¢; a Us, U, je mono-
tonne rastica a konkdvna v ¢y. Obe funkcie tzitku Uy, U, st nezdporné, pretoze Tudia
uprednostiuju pozitivne $tastie pred negativnym. U; je taktieZ monoténne rastica v
c1 a Us, ale nemusi byt monoténna v pocte deti n. Pre ukdzku uvedieme rozne tvary

rodicovskej funkcii uzitku U

2.4. U =U
(2.4.0) ! 1<1+n

C—1>7”LU2(02),”) ,

(24b) U1 = U1 (1 j_ln,Uz(C2)7n) )
(240) U1 = U1 (13_—171[, UQ(C2)) 9

kde v (2.4.a) je funkcia U; monoténne rastica vo vSetkych svojich premennych, ale

C1
1+n?

n znizuje uzitok skrze priamo ju zvySuje v druhom a trefom argumente. Preto
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tzitok U; nemusi byt monoténny v pocte deti n. V pripade (2.4.b) a (2.4.c) je U; opét
rastiica v kazdej svojej premennej, ale v (2.4.c) rodi¢ priamo nevybera svoj uzitok z
poctu deti.

Rozpoctové ohranicenie rodica, ktory zije iba jednu periédu a zanechava deti, je

dané vztahom (2.1). LFA teda dosiahneme ak

max Uj(c1, Ua(ca), n),

C1,C2,n

pri podmienkach

c1+cn=K; c,co,n>0.

2.3 Socialne optimalne alokacie

V tejto casti si predstavime dve socidlne optimalne alokacie. Jedna alokacia bude

zavisla na Benthamovom a druhé na Millovom kritériu.

V nasom modeli Benthamovo kritérium nadobtda tvar
U(Cl,Cg,n) = Ul(Cl,UQ(CQ),n) +7’LU2(02). (25)

Funkcia (2.5) opisuje uzitok danej generacie, resp. rodi¢ov plus Gzitok nasledujicej ge-
neracie, teda vsetkych deti. Takto dostaneme celkovy uzitok vSetkyjch generacii. Pred-
pokladame, ze mame klesajiice hrani¢né tzitky v ¢y a co, resp. druhé parcialne derivacie
%20[]%1 < 0, aaiclél < 0. Za tcelom dosiahnut Benthamovu optimélnu alokaciu (BOA),
moze $tat dotovaf budicu spotrebu pre deti ¢y mierou o. Hodnotu o chdpeme ako
priame davky defom. Dalej moze prispievat detskymi davkami na jedno dieta velkostou
[ a vyrovnat svoj rozpocet. Vyrovnat ho moze negativnou pausilnou datfiou v objeme
T'. Ak je hodnota T zaporné, rodi¢ dostava navyse dotaciu, ak je hodnota kladna, rodic¢
naopak plati statu. Vo svete existuju aj pripady, kde § chapu ako negativnu veli¢inu.
Za nadbytocny pocet deti by musel rodi¢ odvadzaf dane. Zaujimavym pripadom je
Cina, kde rodi¢ia mozu maf iba jedno diefa a za druhé diefa existuji vysoké postihy.

Pripad (BOA) zapiseme ako

max U (c1,U(c2),n) 4+ nUs(c2),

C1,C2,N



2 STATICKY DVOJGENERACNY MODEL 10

pri podmienkach, ked nezasahuje $tat
c1+cn=K; c,co,n >0,
alebo so zasahom statu
cg+ne(l—a)=K+pn—T. (2.6)

Millovo kritérium pre socidlne optimalnu alokéciu znamena per capita uzitok, ktory

nadobuda tvar

Ui(c1, Ua(ea), n) + nUs(cz)
1+n

. (2.7)

Tato funkcia je definovana ako Millova funkcia sociadlneho blahobytu. Millova optimélna
alokacia (MOA) je dosiahnuté pri maximalizacii (2.7) vzhladom na ¢y, ce,n pri roz-
poc¢tovom ohraniceni (2.1). Obdobnym spdsobom ako v pripade Benthama, za tc¢elom
statu podporit MOA, je nutné pouzit dotaciu pre ¢, mierou « a detskymi dotaciami

sadzbou (. Potom sa zmeni rozpoc¢tové ohranicenie z (2.1) na (2.6)

2.4 Nutné podmienky maxima

Ak je mozné dosiahnut BOA pri rozpo¢tovom ohraniceni (2.6), tak zistime opti-
malnu velkost « a (3 pri porovnani podmienok prvého radu pre pripad BOA bez zésahu
Statu s podmienkami s individudlnou rodi¢ovskou optimalizaciou, teda max (2.4) vzhla-
dom na (2.6). Maximalizéciu rieSime pomocou Lagrangovej funkcie.

KedZe z rozpoc¢tového ohranicenia (2.6) ziskame lahko ¢;, kde ¢; = K — T + fn —
nea (1 — a), tak staci, ak dosadime ¢; do funkcie tzitku a spravime prva derivaciu (2.4)

podla ¢, a n. Pre LFA dostaneme nasledovné podmienky prvého radu:

2£ —0 = [Uhi(=n(1 - a)) + [D[0u); =0, (2:8)
Moo = WhE-el-a)+Lh=0 (2.9)

kde [U]; znamend parcidlnu derivaciu funkcie tzitku rodi¢a podla i-tej premennej a

[Us]} je parcialna derivacia Us podla ¢y. Pre pripad BOA dostaneme podmienky prvého
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radu z derivacie (2.5) podla ¢y a n:
ou

5, =0 = [Uh(n) + ]+ [Tafin =0, (2.10)
o0 > [Ui(e) + Ul + Unlen) =0 (2.11)

Z prvych podmienok (2.8) a (2.10) vyplyva
—[Uilin + [U1]5[U2]; = —[Ui]ian = —[Us]in,
z druhych podmienok (2.9) a (2.11) vyplyva
—[Uiliez + [Un]y = =[Uh]1 8 — [Un]1c2a = —Us(c2)

a teda dostavame rovnice pre

JE — U2k

ol (2.12)
B Uz (c2) _oBe
R 21

kde o, 38, U]}, [Us]}, Us(cz), co st hodnoty zahrnuté pre pripad BOA. Pevné a a 3
nemusi viest k BOA, pretoze rodicovska optimalizacia nie je konvexny problém, a preto
podmienky druhého radu nemusia platit. V pripade, Ze neplatia podmienky pre fixné
a a (3, dosiahneme BOA s premennymi « a (3, ktoré st funkciami ¢y, ¢z, n, resp. vzdy
zabezpec¢ime podmienky druhého radu funkciami a(-) a 5(-). Optimélne hodnoty «(-)
a ((+) budt prave rovné o a 48 danych zo vztahov (2.12) a (2.13).

Z konkéavnosti vyplyva, ze af > 0, pretoze [U;];, U]} st kladné. Z rovnosti pre o®
vyplyva, ze ak hrani¢ny uzitok deti dava vysSie hodnoty ako hrani¢ny tzitok rodica,
tak o bude rast a naopak. Znamienko pre 5% zistime z vyrazu 3% = U[?J(l? —aPey =
%ﬁ[%, kde opit vdaka konkavnosti Us v ¢y a nezdpornosti U, vyplyva, ze 32 > 0.

Premennéa 32 bude davat lepsie vysledky, ak hraniény azitok rodi¢ov bude mensi ako

rozdiel uzitku z deti a hrani¢ného uzitku deti nasobeného detskou spotrebou.

Opakovanim analyzy pre pripad MOA a pri dodrzani MOA a LFA alokécie a uplat-

nenim dotacie ™ do ¢, a detskych davok 3M dostavame

YR (%]
oM = (2.14)
g = Ueled) 5 Ui+ Uon) (2.15)

(Ui (U111 +n)’
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kde funkcie a premenné st zahrnuté pre pripad MOA.
V tomto pripade vieme urcit iba kladné znamienko pre vyraz o. Pre M nam
vyplyva nejednoznacnost znamienka, pretoze posledny vyraz na pravej strane rovnosti

(2.15) moze byt ako kladny, tak aj zaporny.

2.5 Porovnanie velkosti populacii

Ukéazeme, ze Benthamovo kritérium BOA vedie k vicSej populacii nez MOA. Z
porovnania velkosti populdcie v pripade LFA voc¢i BOA zistime nejednozna¢nost zna-
mienka, pretoZze LFA moze byt vicsia aj mensia nez BOA. Taky isty zaver obdrZime
aj pri porovnani LFA a MOA.

Najprv porovname funkcie BOA a MOA. Z definicie oboch pripadov dostavame,
Us(er, Ules),n) + nUs(eo) | "7 _ Us(er, U(ea), ) + nUs(ca) [

1+n - 1+n

, BOA MOA
kde vyraz |77, resp. |

znamend podriadenost pre BOA, resp. MOA. Zarovern
Ui(er, Ules), n) + nls(c2)|P9% > Uyler, Uley), n) + nUs ()M

Obe nerovnosti zapiseme do jedného vyrazu, z ktorého dostaneme pozadovany vysledok

L+n _ Ur(er, Uley), n) + nls(ca)| V94 1o B
1+nB = BOA = no=Zn-.
Ul(cl,U(CQ),n)+nU2(02)|

.....

per capita.
Velkosti populacii pri porovnani BOA s LFA a MOA s LFA nevieme presne zistit.
Obe porovnania ukazujua vsSetky tri varianty. Nasledujiice nerovnosti dokazu spominani

nejednozacnost. Z definicie vyplyva

Ui (cr, U(ca), n) + nUs(ca) |[F54 _ Ui(er, U(es),m) + nUs(e) MoA
1+n - 1+n

9

Ui(er, Uley),n) + nlUs(ca) X4 > Uier, Uley), n) [ > Uy(er, U(ca), n)|M94 =

1+nM nUQ(Cg) Mo

1‘|‘TLL - Ul(Cl,U(CQ),TL)

KédZe v poslednej nerovnosti je prava strana viicsia nez 1, nevieme povedat, ¢i je velkost

populécie pri LFA n’ viésia, mensia, alebo rovné nez velkost populacie pri MOA, n.

Rovnakou analyzou by sme dogli aj k nejednoznacnosti medzi pripadmi LFA a BOA.
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2.6 Dodatok k moZnym problémom

Spomenieme eSte malé externality. Pri zasobovani verejnych jednotiek do urcitych
zdrojov, ako je vojsko, alebo napriklad vyskum, dosiahneme zniZenie per capita tychto
jednotiek pri zvySeni populécie. Toto modze viest k neefektivnosti na trhu pre pripad
LFA. Dalej, ak mame konstantné, resp. fixné mnozstvo neobnovitelnych zdrojov, ktoré
musi byt kombinované s pracou pre vyrobu novych jednotiek na spotrebu. Toto moze
viest k Malthusovej znizujlicej ndvratnosti pre vicsiu populaciu. Takyto problém pod-
poruje neefektivitu v ekonomike. Dalsie externality st popisané v Nerlove, 1933,1984.
Nesmieme taktiez zabudnif, Ze rodi¢ ma uzitok z deti a preto sme doplnili vyraz
nUs(ce) do funkcii Uy, ked sme definovali BOA, resp. MOA. Ak ale budeme rozmyslat
o pripade egoistickych rodi¢ov, ktori nemaju zaujem o deti, méZeme odstranit nUs(c;)
z rovnic.

Pri analyze pripadu na nekonecnom casovom horizonte by sme dosiahli také isté
vysledky ako v pripade stacionarneho prikladu, teda n® > n™. Pre presnejsiu analyzu

na nekone¢nom ¢asovom horizonte, vid ¢lanok [9].



3 Spojity model

V tomto modeli budeme porovnavat tempo rastu populacie a produkcie, odvodené z
funkcii blahobytu Benthama a Milla. UkdZeme, Ze vzhladom na predchadzajici model
a pri dodrzani podmienok optimality, Benthamovo kritérium vedie k mensej velkosti
populécie a vyssiemu ekonomickému rastu nez Millovo kritérium. Tymto modelom sa
zaoberal ¢lanok [11], a neskor aj [13]. V oboch sme nasli, predpokladame, tlacovi chybu
pri zadefinovani parametra pre Benthamovo, resp. Millovo kritérium. Preto zavadzame

transformaciu ¢ = 1 — €, ktora bude spolo¢na aj pre kapitolu 4.

3.1 Formulacia modelu

Budeme uvazovat o spojitom case a optimalnom modele rastu. Opit budeme maxi-
malizovat Zivotny uZitok reprezentativneho agenta, resp. generdcie. Okamzity tzitok
zavisi od per capita spotreby c¢(t) a od stupna rastu populacie n(t). Existuje tu jedno-
jednoznacna zhoda medzi stupnom rastu populécie a poc¢tom deti. Na zabezpecenie
existencie rovnovazneho stavu budeme predpokladat, Zze okamzitd funkcia UZitku na-

dobuda konstantni medzic¢asovu elasticitu substitiicie. Funkciu tzitku zapiseme ako

[e(t)*n(t) )"

u(c(t),n(t)) = , (3.1)

g

kde 0 < a < 1 a0 < 1. Parameter a je Cobb-Douglasov paramater. Z tejto funkcie, do-

“v , . . s . — " ,
stavame konstantni medzicasovil elasticitu substitiicie v spotrebe ZfL(Cgc) rovnla 1—ao.

Navyse existencia rovnovahy pri absencii exogénneho technického pokroku pozaduje
konStantni navratnost vzhladom na per capita kapital. Budeme predpokladat, Ze per
capita vystup y(t) = Ak(t), kde A oznacuje technologicky pokrok. Pri podmienkach

zaciatocnych hodndét N a k, dostavame tlohu maximalizacie reprezentativneho agenta,
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alebo generacie rovnu

max W:/ [C(t)anit)l_a]UN(t)lpe_pt dt (3.2)

vzhladom na

k(t) = Ak(t) — c(t) — n(t)k(t), (3.3)
N(t) = n(t)N(t), (3.4)
kE(0) =ko >0a N(0) =Ny >0
c(t)>0, n(t)>0, k(t)>0, prevsetkyt >0,
kde p > 0 znamena preferenciu ¢asu, N > 0 celkovt velkost populdcie a ¢t > 0 je
¢asovy index. Budeme pozadovat, aby 1) malo hodnoty z jednotkového intervalu, teda
1 €< 0,1 >. Pre Benthamovo, resp. Millovo kritérium bude mat v hodnotu rovnu

1, resp. 0. Nesmieme zabudnit eSte na podmienku konvergencie a ohranic¢enosti pre

integral . Preto pre existenciu optima predpokladame, aby o < 0.

3.2 Podmienky maxima

Nutné a postacujice podmienky pre existenciu optima dostaneme pomocou Pontriagi-

novho principu maxima z Hamiltonovej funkcie tvaru

H = e *t { [C(t)an(gt)l_a]aN(t)w+

N[AR(E) = e(t) = n(t)k(t) = b(B)] + Aaln ()N () = N(D)]} (3.5)

Vdaka konkévnosti Hamiltonovej funkcie, budi nutné podmienky 1.rddu aj postacuji-

cimi podmienkami. Podmienky prvého radu nadobudajt tvar

OH

S =0 = ac(t) ()TN ()Y = Ay, (3.6)
‘Z_g =0 = (1-a)e())n®)" "IN = Mk(t) — XN (D), (3.7)
g_i —0 = k() = AK(E) — o(t) — n(Dk(D), (3.8)
OH _ 0 o K@) =n)NQ), (3.9)

B2y
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oOH

o5 = (P =X) = A= ph+n()h - A, (3.10)
g—ﬁ = (pA2 — )\2) = A= (p—n(t)) A — %c(t)a“n(t)(l—a)oN(t)w—l’ (3.11)

kde multiplikatori A\; a Ay st vlastne adjungované premenné, resp. tienové ceny. Su to
hrani¢né hodnoty v case 0 pri danej jednotke kapitalu v case ¢.

Podmienky tranzverzalnosti zapiseme ako

lim e "\ k(t) = 0,

t—o0

lim e "\ N (t) = 0.

t—o00

Pre rovnovazne ekvilibrium a z definicie vidiet, Ze per capita spotreba c, per capita
kapital k a velkost populécie NV rastu konstantnou mierou. Rovnost (3.4) nam implikuje

spolo¢ny stupen rastu
f=-=_ (3.12)

pre spotrebu a kapital. NavySe po zlogaritmovani a zderivovani (3.6) podla ¢asu t a z

definicie (3.12) dostaneme

(e — 1) +9Yyn = — (3.13)
a dosadenim z (3.10) za :\\—i dostavame rovnost

(1—ao))=A—-p—(1—19Y)n, (3.14)

¢o je vlastne rovnost, ktord udéava, Ze Cistd névratnost z investicii sa musi rovnat

navratnosti zo spotreby, alebo
A—n=(1—-ao)d+p—1in. (3.15)

Vydelenim rovnosti (3.7) a (3.6) dostaneme
NN & (1—a)

e 1

M cCc  c an (3.16)
¢o implikuje vyraz

é—ﬁze—n. (3.17)
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Vyraz :\\—z ziskame z rovnosti (3.6), (3.16), (3.3), ktoré dosadime do (3.11)

X () (A — 6 — n)

P e Sy T ) g (3.18)
Nakoniec teda dostavame vyraz tvaru

0(1 - (1/)(9 - A) = (’17/) - U)?’L, (319)

z ktorého mézeme s pomocou (3.14) vypocitat stuper rastu populécie n, ktory je rovny

_ o(l —a)(acA —p)

3.20
(1= o)~ a0) (3:20)
a spolo¢ny stupen rastu 6 kapitalu, spotreby a produkcie
A— 1— 1— A—

T l-ac (1-ao)(l-0)(¢—ao)’

3.3 Analyza populacii

Teraz mozeme analyzovat nasledky funkcii socidlneho blahobytu Benthama a Milla.

Zderivovanim vyrazu (3.20) vzhladom na premennu ¢ dostaneme vyraz

dn _o(l —a)(Aao —p)
dip (1=0)(¢ —ao)*’

ktory nam udava zmenu velkosti populacie vzhladom na parameter ¢. Aby sme dodrzali

(3.22)

ohranicenie celozivotnej funkcie uzitku (3.1) a aby existovalo maximum, musi platit
nasledovna nerovnost acf+1yn < 0. Pouzijuc (3.21), musi platit nerovnost ac A—p < 0.
Z daného o < 0 nam vyplyva, Ze vo vyraze (3.22) Z—Z < 0. Nakoniec derivovanim (3.21)
podla premennej ¢ dostdvame vyraz, ktory ndm urcuje, ako sa sprava spolo¢ny stupern
rastu pri zmene 1. Dostavame

#__dn

b
a teda, ak v ide k jednotke, 6 rastie a n klesa. Alebo, ak sa 1 blizi k nule, # klesé a n
rastie.
Benthamovo kritérium teda vedie k vySSiemu ekonomickému rastu a k mensej vel-

kosti populacie nez Millovo kritérium.
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Nas vysledok zhrnieme do nasledovnej vety. Predpokladajme, Ze reprezentativna
generdcia celi problému definovaného vztahom (3.2). Ak existuje optimum, tak pozdlZ
kompetitivnej cesty ekvilibria, Benthamovo kritérium ( = 1) vedie k mensej populdcii

a vyssiemu ekonomickému rastu nez Millovo kritérium (v =0).

3.4 Dodatok

Pomocou grafov, ktoré sme spravili v matematickom programe mathematica, uka-
zeme priebeh funkcii (3.20) a (3.21), z ktorych sa daju sledovat vplyvy na mieru po-
rodnosti n a na spolo¢ny stupeii rastu ¢. Nasledujice hodnoty sme zobrali z préace [13]:

c=-2  a=07, A=1  p=0.02

Obr. 1: Vyvoj miery pérodnosti a spolo¢ného stupna rastu v zavislosti od v, p

Z obrazka vlavo je vidiet rast miery porodnosti, ak premennd v klesa, resp. ide k
nule a zaroveri, ak preferencia ¢asu p rastie. Na druhom obrazku vidiet rast 6, ak naopak
1) rastie a preferencia casu klesa. Spravanie preferencie Casu tiez ukazuje spravanie sa

rodi¢ov. Cim je nizsia miera p, tym je rodi¢ sebeckej$i a naopak.

Ukazeme eSte spravanie sa miery porodnosti a spolo¢ného stupna rastu pri zmene
Cobb-Douglasovej konstanty «, ktora uréuje velkost vstupu pre mieru poérodnosti a
spotrebu per capita vo funkcii tzitku. Uvedieme obe kritéria Benthamovo ¢ = 1 aj

Millovo kritérium v = 0.
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Obr. 2: Spravanie sa miery porodnosti a spolo¢ného stupna rastu od Cobb-Douglasovej
konstanty o

Konkévna funkcia na lavom obrazku a konvexnd na pravom opisuje spravanie sa
premennych n a 6 podla Benthamovo predpokladu ¢ = 1. Na dosiahnutie maximélne;
miery porodnosti by sme preto navrhovali zmenit velkost « z 0.75 ako navrhuje [13]
na a = (.35, pretoze v tomto bode a za danych hodnét by sme dosiahli v&csiu mieru
Konvexn4 funkcia na lavom a konkévna na pravom obrazku opisuje spravanie sa podla
Millovho kritéria ¢ = 0. Tu dostavame opacné zavislosti ako u Benthama, teda ak «

pdjde k 0, bude miera pérodnosti rast a 6 bude klesat.



4  Zakladny model populacného a ekonomického
rastu

V tejto kapitole ukdzeme model, ktory méa zaklady v predchadzajicich modeloch s
predpokladom endogénnej porodnosti. Tento model je typom spojitého ¢asu Ramsey-
ovho pripadu. Zaklad4 sa na modeloch, ktoré skimali Palivos a Yip (1993a), [13] a st
spomenuté aj v [1]. Podobnym pripadom sa zaoberala aj praca [6]. Tento model sa 1isi
od predchadzajiceho modelu vo svojich predpokladoch ako aj funkie tzitku.

Pouzitie spojitého ¢asu v tomto modele ma viac vyhod. Ak skiimame ekonémiu a nie
iba typ jednoduchej rodiny, vyvarujeme sa moznym problémom spojenym s agregaciou
v diskrétnom ¢asovom modele prekryvajtcich sa generacii. Taktiez moZeme analyzovat
prechodnti dynamiku a nakoniec sa pracuje lepSie s matematikou v spojitom pripade

ako v diskrétnom.

4.1 Formulacia modelu

Predpokladdme ekonémiu s reprezentativnou integrovanou domécnost-firmou a ne-
kone¢no zijicich agentov s altruistickymi sklonami v rodine. Dalej predpokladdme
dokonalii konkurenciu na trhu. Na kompetitivnom trhu st zastipené domacnosti a
firmy agregovanej velkosti N reprezentujicej populdciu. Doméacnost rozhoduje zéroven
o viacerych veciach. Rozhoduje o spotrebe per capita, miere pérodnosti a o mnozstve

kapitalu pri investovani. Takto dostaneme funkciu azitku rodiny, ktora ma tvar
o
U= / w(esn) N¥e ™ dt, (4.1)
0

kde p znamena preferenciu ¢asu, 1) chapeme ako parameter altruizmu, alebo pre nas
zname pripady zavislé na kritériu Benthama a Milla, N je celkova velkost doméacnosti,
c je spotreba per capita a n znamena mieru porodnosti. Funkciu uzitku mézeme inter-

pretovat ako intertemporalnu a intratempolarnu altruisticka funkciu. Intertemporalny
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altruizmus chapeme v zmysle ¢istej miery Casovej preferencie. Intratemporalny altru-
izmus je dany velkostou 1. Pre hodnoty ¢» = 0 dostaneme Millov pripad, pre ¢ = 1
dostaneme Benthamovu funkciu socialneho blahobytu. Premenné ¢ €< 0,1 > a mozna
hodnota z intervalu by znamenala interpolaciu medzi spomenutymi dvoma pripadmi.

Funkcia uzitku je konkévna, pre ktora platia nerovnosti

ou ou
§>0 %>0
0%u 0%u
@<0, W<O'

Funkcia tzitku bude tvaru CRRA (constant relative risk aversion), ¢o znamen4, ze ma

konstantni elasticitu hrani¢ného tzitku v premennych ¢, n a teda

(cnd’)l_e
= 7 4.2
u(en) =1 (42)
pricom 0 = konst. = —“(9¢ kde § > 0 a ¢ > 0. Premenné ¢ podmieiiuje velkost

w'(c)

n, ktora vstupuje do funkcie uzitku. Pre klesajici hrani¢ny tzitok v miere pérodnosti
n, predpokladame, ze ¢(1 — #) — 1 < 0. Tato nerovnost obdrzime pomocou druhych

parcidlnych derivacii funkcie u. Pri pouziti (4.2) dostavame funkciu zitku doméacnosti
cn¢ ,
U= / N%—p dt,  0+#1. (4.3)

Vyvoj populéacie v case t je zapisany
N = (n—d)N, (4.4)

kde n — d > 0 znamend ¢isti mieru poérodnosti, n > 0 je miera pérodnosti a d > 0 je
miera tmrtnosti.

Nesmieme zabudnif ukazat a zadefinovat rozpoc¢tové ohranicenie. Predpokladdme
produként funkciu F(N, K) zavislt od prace, alebo velkosti pracovnej sily N a fy-
zického kapitalu K. Produkénd funkcia spliia Inadove podmienky ]161_)1% fl(k) = o0 a
khigo f'(k) = 0. Produkéné funkcia musi byt homogénna stupna jedna. Kapital sa
znehodnocuje ¢asom konStantnou velkostou . Rozpoc¢tové ohrani¢enie zapiSeme ako

meniaci sa kapital

K = AK“N'™® — §K — enK — ¢N, (4.5)
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alebo pre per capita k = %

k= Ak® — 6k — (n — d)k — nek — ¢, (4.6)

kde K je celkovy kapital, A je technologicky pokrok, a je Cobb-Douglasova konstanta

a e je vySka nékladov na vychovu jedného dietata.
Problém optimalizacie nakoniec formulujeme ako

(Cnd))l—@
max U :/ﬁ]\we_”t dt, 0#1,
’ 0

vzhladom na
N = (n—d)N,
K = AK®N'"® — §K — enK — cN,
N>0,K>0n>0,c>0,
K(0) > 0,N(0) > 0.

Na ohranicenie celozivotného tuzitku a pre existenciu maxima este predpokladame, aby

p > 1(n —d), ¢o je to isté ako efektivna Casova preferencia.

4.2 Podmienky maxima

Pre podmienky maxima vytvorime Hamiltonovu funkciu

(cn¢) 1-6
1—-46

kde premenné Ay a A\x znamenaju tienové ceny populacie a kapitalu. Na dosiahnutie

H=NY +Av(n —d)N + Mg (AK*N'™ — 6K —enK —cN), (4.7

maxima predpokladame, aby ¢(1 — ) — 6 < 0. Zabezpedi ndm to negativna semidefi-

nitnost Hessovej matice. Hessova matica pre Hamiltonidn méa tvar

D:[Hcc ch]:[UCC ucn:|‘

HTLC Hnn Une Unpn
KedZe .. = % < 0 musi byt determinant kladny a teda
UecUnn — ugn >0 =
—06(6(1 — 0) — 1) 2007 > (g(1 — ) n?=012 =

0>¢(1l—-0)—06.
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Maximalizujeme Hamiltonidn vzhladom na spotrebu per capita ¢ a stupen porodnosti

n. Dostaneme podmienky prvého radu

OH

E — ch_en(b(l_e) - )\KN == 07 (48)
H
aa_n — ¢N¢01—9n¢(1—9)—1 + ANN — AgeK = 0. (4.9)

Podmienky prvého radu interpretujeme nasledovne. Na optiméalnej ceste hrani¢ny 0zi-
tok zo zvySenia v spotrebe per capita sa musi rovnat nakladom. Naklady st merané
tienovou cenou kapitalu nasobeného celkovou populaciou. Zvysenie v spotrebe teda
ovplyvni celkovii populdciu. Rovnost (4.8) implikuje, Ze tiefiova cena kapitalu meria
objem uzitku spotreby per capita, ktort si domécnost Zeld predchédzat za Gcelom zvy-
Senia objemu kapitalu per capita o jednu jednotku. Druhti podmienku interpretujeme
podobnym spdsobom. Na optimalnej ceste zvySenie pérodnosti vedie k priamemu zvy-
Seniu v uzitku doméacnosti. Toto zvysenie v porodnosti, tiez implikuje zvysenie budicej
populacie.

Dalej pouZijeme Pontriaginov princip maxima a najdeme Eulerove rovnosti opisu-
juce stav premennych kapitalu a populacie,

OH

ox = M (QAKSTINITY =6 —en) = Ak + phk (4.10)
\
= qAK* NV _§_—en=-C1FE4 p
Ak
a tak isto
H
OH ¥ nu-1,4-0,00-0 +Av(n—d) + Ag (1 — @)AK*N™ — ¢) (4.11)
ON 1-0
= —AN T pAN
U N1 .1-0,,6(1-6)
= 10 + Ak (1—a)AK*N~ —¢)
AN AN
\
= ——N—l—p—(n—d).
AN

Dalej najdeme podmienky transverzality

tlim MK (t)e ™ =0, (4.12)
lim Ay N (t)e " = 0. (4.13)

t—o0
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Lavé strany Eulerovych rovnosti interpretujeme ako névratnost investovaného kapi-
talu, ktory sa sklada z hrani¢ného produktu kapitalu minus amortizacia a z nakladov
na vychovu deti. Néklady na deti sa budu zvySovat tym viac, ¢im bude ekonomika vy-
vinutejsia. Ak populéciu v prvej Eulerovej podmienke predpokladame ako konstantna,
tak narastom kapitalu rastie aj kapital per capita a preto rastt aj naklady na vychovu
deti. ESte pripomenieme, Ze navratnost do kapitalu je navratnost do celkového kapitalu
a nie iba do kapitalu per capita. Pravé strany ukazuji redlnu tirokovt mieru, ¢o je urok

rastu v tienovych cenach kapitalu a ¢istého troku ¢asovej preferencie.

4.3 Rovnice dynamiky

Obe podmienky prvého radu a Eulerove rovnosti spolu s podmienkami transverzal-
nosti vytvaraju dolezité podmienky pre optiméalne rieSenie maximalizujicich doméc-
nosti. Pre kvalitny vysledok a dostatok podmienok si teraz ukazeme Arrowove pod-
mienky! konkavnosti. Odvodené funkcie dopytu zistime z podmienok prvého radu. Z

vyrazu (4.8) ziskame rovnicu pre spotrebu per capita c,

_(NYTIRSUONT NN s
T\ ) e ) "

a z (4.9) obdrzime rovnicu per capita pre porodnost n,
AgeK — Ay N ‘15(1*19)*1 AgeK — Ay N ‘15(1*19)*1 -3 11700 .
=\ —vo = =\ —— ¢ a-0-1,
OGNV -0 PNV
Dosadenim vyrazu za ¢ do n dostaneme odvodentu funkciu dopytu pre n zavisla na

premennych K, N, Ay, A a rovnt

6 1-6
K — AN\ #0=o=0 N\ o007
u) <)‘K ) (4.14)

n(K, N, Ay, \g) = < SN N

Dosadenim n(K, N, Ay, Ax) do ¢ dostaneme odvodent funkciu dopytu pre spotrebu ¢

tvaru
AN\ “HE055 /A gelK — Ay N\ 707720
. K 1=6= Ken — AN 1=6=

Vid literattru [13].
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Odvodené funkcie dopytu n(.),c(.) teraz moézeme jednoducho diferencovat. Najpr si

zadefinujeme maximalizujici Hamiltonian ako

HO(K,N, )\N7>\K) = maXH(K, N, )\N,)\K,c,n)

(¢(K, N, An, A )n(K, N, Ay, Ag)?)°
1-06
—F)\N(?’L(K,N, )\N,)\K) —d)N (416)

— NV

Ak (AKON" — 6K — en(K, N, Ay, A ) K — ¢(K, N, Ax, A)N) .

Na urcenie konkavnosti maximalizujiceho Hamiltonidna v K a N musime urobif prvé
totalne diferencialy podla K a N. Obdrzime totalny diferencial H® podla K
dH°  9H° dc N OH° on N OH°
dK ~ O0c OK = 9n 0K = 0K
a totalny diferencial H® podla N
dH°  OH° Oc N OH® On N OH°
dN ~ O0c ON = On ON = ON
Z obéalkovej teorémy musia byt prvé dva vyrazy obidvoch totalnych diferencidlov na

pravej strane rovné nule. Parcidlne derivacie maximalizujiceho Hamiltoniana vedu k

rovnostiam
%_}II; = A (QAKTIN'= — § — en(K, N, Ay, Ax))
a
%_fjc) - %Nw‘lc(K, N, AN, M) (K, N, Ay, Ag) 00

‘|‘)\N(TL(K, N, )\N,)\K) —d)
+>\K ((1 - Oz)AKaN_a - C(K, N, )\N, )\K)N) .

Nakoniec pre konkdvnost maximalizujiceho Hamiltonidna v premennych K a N poza-
dujeme zaroven tri nerovnosti

82H0 82H0
< — <
oz =V 2 Gz sl
O2HO 92 HO 92HO \ 2
- ( ) >0

0K? ON? OKON
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Zacneme analyzovaf rovnicu dynamiky pre per capita spotrebu c. Zlogaritmujeme

a nasledne zderivujeme podla ¢asu podmienku prvého radu (4.8) pre ¢, resp.
InAg = —1)InN—60lnc+ ¢(1 —6)Inn
a po derivovani dostavame

¢ n

— =@W-1)(n—d)—06- 1-0)—.

(= 1)(n —d) 0 + 61— )"
Pouzitim s Eulerovou rovnicou pre kapitél (4.10), dostaneme

1 .
‘- v (aAK“‘lNl‘O‘ —S—en—p+ W —1)(n—d) + o1 - e)ﬁ). (4.17)
c n

Rovnicu pre mieru porodnosti ziskame podobnym sposobom. Vydelime rovnicu (4.9) s

(4.8) a dostaneme

C K )\N

Logaritmovanim a derivovanim podla ¢asu a s pomocou oboch Eulerovych rovnosti

dostavame rovnicu dynamiky pre mieru pérodnosti
n ¢ nl| n K 1 o
s = 373 [m —(1+ e)} — 5W(l —)AK* IN' (1 +e) (4.18)

— @AK* N+ 65 —d+ (1 —e)n.

Pre mieru pérodnosti méZzeme prepisat rovnicu dynamiky do tvaru

_Z _ o 9) {;"CL {1% c+(1+e)((1—a)AKaN_a—C)]
+(AKINY™ — § — (n — d) — ne)) (4.19)

_% (@AKTINT® =5 — (n = d) —ne = p+¥(n — d)) }

Rovnicu (4.17) mozeme tiez prepisaf do tvaru

g =~ a9 _19)_9(aAKO“lNl‘O‘(—cS—(n—d)—ne—p+¢(n—d)) (4.20)
+H{;Z (1@_” c+(1+e)((1—a)AK°“N‘a—c)>

+(@AK* !NV —§ — (n—d) — ne)}.
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4.4 Rovnovazny stav

Rovnovazny stav systému je charakterizovany, ked v rovniciach (4.6), (4.20) a (4.19)
si tempd rastu per capita premennych konstantné. Este raz si pripomenieme celkovy

dynamicky systém, z ktorého zistime rovnovazny stav.

]%3 a—1 ¢
oA —6—(n—d)—n6—g>
S = i (AR = — (n—d) e — p+v(n — d)
9{ ( +(1+e)((1 - a) Ak — c))
mAW1 ;- <n—@—n@}, (421
% - ST { [ c+(1+e)((1—a)Ak°‘—c)]
+(aAk°‘ L~ 6~ (n—d)—ne)

—% (aAk:o‘_l—5—(n—d)_”€_P+¢(”_d)) }

Spotreba, kapital a porodnost per capita rasti konstantnou mierou a teda st predché-

dzajtce rovnice v rovnovaznom stave rovné nule. Pre jednoduchsie ratanie si zavedieme

transformécie premennych ako navrhuje praca [13], z = £ a z = Ak®"'. Premenna z

predstavuje priemerny produkt kapitalu. Dostavame nasledovné rovnosti

0 = 2—0—(n—d) —ne—uz,

0 = az—0—(n—d)—ne—p+¢(n—d),

ni| 1+e
0 = Sli=g+

(1-—a)z—(1+e)| +az—0—(n—d)— ne.

Dalej navrhuje urobif este jednu transforméciu o Siestich premennych, kde

B = —0+d,

v = 1+b,

t = 1—=9+0,

n = —6—p+(1— ).
\ = P _1+b’

o(1—0) ¢
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(1+b)(1—a)
s

Ak pouzijeme tieto transformacie dostaneme kvadraticka rovnicu pre n,

0 [ (=)o)

- B (Z-r) -8+ te=m) (2 -5)] (4.22)

Q@
+ (g—ﬁ)w—ﬁ%

ktort uz mozeme klasicky vyratat. Dalej by mali nasledovat numerické rieSenia pre

dané hodnoty, ale to nie je nasim ciefom. MoZné analyzy pre dané a vysledné hodnoty

nechdvame ako otvoreny problém, ktory sa d4 modelovat. Nechdvame to otvorené aj

preto, ze nie vSetky hodnoty st optimélne. Rézne hodnoty zalezia nielen od regiénov

v danej krajine, ale aj od roznych krajin vo svete. Nemozeme napriklad porovnévat

Afriku a Eurépu bez pripomienok k poskytnutym hodnotam.

Nasledujice data sme zobrali z prace [13]. Predpokladdme nasledujiice hodnoty

parametrov:

p=002, §=005 d=001, b=10, A=10,

a=075, 6=30, =05 ¢=05.

Pri tychto hodnotach by sme dalej nasli, Ze v rovnovaznom stave existuji dve optimalne
rieSenia. Jeden rovnovazny stav ma vysokiu mieru pérodnosti a mala spotrebu a kapital.
Druhy rovnovazny stav obsahuje nizku mieru porodnosti a vysokil spotrebu s kapita-
lom. Stabilitu rieseni by sme ziskali z Jakobiho matice pre systém rovnic (4.21). Obe
rieSenia su stabilné sedlové body. Este sa zamyslime nad optimalnym rieSenim s nizkou
mierou porodnosti. Ak klesé 1) dosiahneme menej intratemporalneho altruizmu, ¢o ve-
die k vyssiemu stupniu pérodnosti a niz§im hodnotam pre kapital a spotrebu. Dostali
sme opak k predstave, ze ¢im mensi altruizmus zvolime, tym mensi stupen pérodnosti
dosiahneme. Na vysvetlenie uvadza Palivos a Yip (1993a) fakt, ze efektivna miera ca-
sovej preferencie je endogénna. Nizsia hodnota 1) znamena kritérium pre Millov pripad,

ktory vedie k vyssej efektivnej miere Casovej preferencie.
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4.5 Matematicky dodatok

Obalkova teoréma: Funkcia H : R" X R™ — R nech je definovand pre (x,u) € DxU,

kde D je otvorend mnozina. Definujeme funkcie
H°:R" — R,
u' : R" — R™,

predpisom

H°(x) = max H(z,u),

uelU

* = H .
u*(z) arg max (z,u)
Ak H, H® si spojite diferencovatelné v x, potom

Ndznak dokazu:

H)(z) = 4 [H(z,u"(2))] = Hy(z,u*(z)) + Hu(, u*(x))auﬁ*ix)

Ak uf(x) lezi vo vnutri U;, tak H,,(z,u*(x)) = 0 (nutnd podmienka extrému).
Ak wuf(z) lezi na hranici U;, tak uf(z) nadobuda v u} extrémnu hodnotu a z toho

M(;xﬂ =0, (u*(z) : R* — U;) v kazdom pripade sa vynuluje ¢len H, %

= HY(z) = H,(z,u").
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