(Y7o o RO 1
=10 ] = TSRS -
2.1. HaMIItONOVSKE Grafy.....ccooiiiiiieieeee et e s 4
2.2. Definicie @ POUZIVANE tIMINOLOZIA . ..vniviitieie ittt ettt e ettt e e et e et et ea e eaaeaesseaaeanenseaaeenas 5
2.3. Uprava VStUPNYCN GrafOM.........c.cviveiueeeeeeeieecteeeeeeeeeeeeteeteeeee s teeteetesaene e steseesseneneanes 5
2.4. Transformécia ulohy obchodného cestujuceho na tlohu............ccccvvviiiiiiiiiiieennnnnn. 7
CElOCISEINENO PrOGIAIMIOVANIA «.vuenienieee e ettt ettt e et e e e e e e e e e e e e e e s e s e e e e easeasnannaenns 7
HEUIISTIKY. ..ottt e e e e e e e e e e e e e e e e et eeeeettaaa e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeesssnnsmnnns 9......
G0 I o 1 aTo Yol == 1[0 (0] 1 {0 YOS 9
3.2. KOnStruKENE NeUIIStIKY ..vuuirniiii e e e e e e e e e e e e e e e e an e eanes 10
3.2.1. Heuristika najbliZS1€h0 SUSEAA .. cuviniieiiii ittt ettt e e e e e e e e ens 10
3.2.2. HeuriStiKa VKIBABNIA. .......uuueiiaisie et e e e s s e e e e e e e aaes 12
R T Y[ (o Lo F= T K oL | TP 13
3.3. Heuristiky zaloZené na najdeni najlacnejSe] KOStry.....c.uvvvuuiiiiieiiiieiii e e eeaas 15
3.3.1. Heuristika ZdVOJENIa KOSTIY......cccuiiiiiaeeeiie et e e e e 15
R T O 111151 (0o [ 16
3.4. Heuristiky geometrick€N0 PriStUpU..........ooeveviiiiiiiiiiii e 17
3.4.1. Heuristika vyplNovace] KIIVKY ...ieuuiiiiiiiiiiie et e e e e e 18
3.5. VYIEPS0VACIE NEUIISTIKY. ......ceeeeeieeeee e 19
3.5.1. DVOj-OPtIMANZACIA. ... uvvvrvreriieeieiieeeeeeeee e e e e e e e e e e s st erereeeeeaaaaaeeaaassssaanannnnnes 19
3.5.2. TrOj-OPtMANIZACIA. .....cccceiiiiiiiiiiee ettt e bbb e e et e e e e e aeeaeeaaeeeaannnes 20
IR TN 18 10 (007720 To41 01 1 U= 21
Experimentalne porovnanie NeUrISLIK................ooiiiiiiier e 23
4.1. Porovnanie 1. skupiny algoritmov na generovanych prikladoch..............cccco....... 25
4.2. Porovnanie 2. skupiny algoritmov na generovanych prikladoch..............ccc...o...... 26
4.3. Porovnanie vSetkych algoritmov internetovych alohach..........cccccccooeeiiiiiiiiinnnes 27
4.4. Zhrnutie experimentalnen0 POrOVNANIA. .........uuuurririeiiiiieiieeeeeeee e e e e e e e esseseeeeeeeeeeeeeees 28




Tibor Valent Problém obchodného cestujuceho

KAPITOLA 1

Uvod

Ako mnoho d’alsich uloh z tedrie grafov aj problém obchodného cestujuceho (Traveling
Salesman Problem, TSP) je definovany vel'mi jednoducho. Obchodny cestujici ma za ulohou
precestovat’ kazdym mestom vo svojom regione prave raz, a vratit’ sa domov. Zaroven musi tuto
cestu absolvovat, ¢o najkrat§im moznym sposobom.

Pre ilustraciu uvediem jeden priklad, ktory ilustruje zakladnu ulohu ako aj jej optimélne

rieSenie. Predstavme si situdciu zndzornenu na obrazku &islo 1:
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Obrazok 1.

Je to mapa oblasti, ktora je pridelena obchodnému cestujucemu, prekreslena do grafu, ko
vrcholy grafu predstavuju mesta, ktoré ma navstivit a hrany reprezentuju cesty, ktorymi su
jednotlivé mestd pospajané. Ceny hran zodpovedajii dizkam jednotlivych cestnych usekov.
Obchodny cestujici zacina svoju put’ v meste A. V kazdom meste sa musi rozhodnut’, ktoré
mesto navitivi ako d'aliie, aby celkova precestovana dizka bola, ¢o najmensia. Optimalne

rieSenie tejto Ulohy je zobrazené na obrazku ¢islo 2 (hrubou ¢iarou).
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Obrazok 2.

Po wuvedeni ilustrativneho prikladu mozeme pre dany problém uviest jednoduchu
vSeobecnt definiciu. Vypustime pevny zaliatok a Uloha vyzera nasledovne: Nech je dany graf
G = (V, E) sdizkou hran ¢; . Uloha najst najkratsi hamiltonovsky cyklus sa nazyva Glohou
obchodného cestujuceho.

Ako uloha obchodného cestujuceho sa daji formulovat mnohé problémy z praxe,
vacsinou su to ulohy, ktoré riesia cyklické presuny pozicie po dopredu znamych cestach pri
minimalizovani téelovej funkcie (obvykle diZky, ¢asu, ceny apod.). Pre zaujimavost ich
niekol’ko uvediem: vitanie otvorov na maticnu dosku (pohyb vftacky, ktord meni velkost
vrtakov po vyvitani dier jednej velkosti moZe byt modelovany ako TSP) [1], rontgenova
kryStalografia (detektor meria intenzitu odrazu lu¢ov z rbznych pozicii a presun do pozicie
moze byt Casovo vyznaény a preto sa minimalizuje ¢asovd narocnost’ celkového pohybu
detektora) [?]kreslenie ploSnych spojawnechanicky plotter zakresl'uje spoje pred leptanim,
treba minimalizovat’ celkovy ¢as potrebny na vykreslenie celej dosky), klasifikacia organickych
zlucenim (J. Lederberg v roku 1958 preukazal na zéklade minimalizacie hamiltonovského cyklu
v zluCeninach isté charakteristické vlastnosti) [3]. Tieto a podobné ulohy v praxi predstavuju
grafové Ulohy velkych rozmerov, apreto néjdenie optimalneho rieSenia moéze znamenat
obrovsku usporu.

Najdenie optimalneho rieSenia v3ak nie je vobec jednoduché. Uloha obchodného
cestujuceho totiz patri do triedy NP-tazkych problémov, teda nie je znamy ziadny polynomialny
algoritmus na ich vyrieSenie. tZchto dovodov sa pozornost’ riesitel'ov tejto ulohy zamerala na
priblizné rieSenie problému. Samozrejme toto rieSenie by malo mat’ urcit¢ vyhody ako
kompenzaciu istej odchylky odptimality. Touto vyhodou je Casova Uspora a vypocltova
jednoduchost’. Tieto podmienky spihajii aproximacné algoritmy (heuristiky) rieSenia ulohy
obchodného cestujiceho, ktoré zarucuji pomerne dobré vysledky v prijatelnom vypoctovom

case.
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A préve tieto heuristiky su predmetom tejto prace. Hlavnymi ciel'mi diplomovej prace boli:
preskimanie heuristik na rieSenie tlohy obchodného cestujuceho, poskytnut’ prehlad tychto
heuristik v slovenskom jazyku, vzajomné experimentalne porovnanie a vyhodnotenie
algoritmov. Vporovnavani sa budeme spoliehat’ na S$tatistické vysledky, ktoré nam poskytna
naprogramované heuristiky.

Skoér ako sa pustime do samotného experimentalneho porovnavania, v 2. kapitole podam
vSeobecny teoreticky Gvod do problému obchodného cestujuceho arovnako aj vysvetlenie
Upravy vstupnych grafov na grafy kompletné. V 3. kapitole jednotlivé heuristiky podrobne
vysvetlime, podchytime hlavné myslienky a&goritmy budeme ilustrovat’ na ndzornom
priklade. Kapitola bude rozdelend do casti, v ktorych budi zoskupené myslienkovo pribuzné
heuristiky. V 4. kapitole porovname heuristiky na zaklade Statistickych podkladov
naprogramovanych heuristik. Heuristiky budeme skiimat’ na ndhodne nagenerovanom stbore
prikladov atiez aj na niekol’kych prikladoch s doteraz najlepSimi znamymi rieSeniami
z internetu. \prilohe poskytneme vysledky heuristik, vo forme vypisov vypoétovych
experimentov na pocitaci, a rovnako uvedieme aj popis programov, pomocou ktorych boli tieto

vypoclty zrealizované.
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KAPITOLA 2

Teodria
2.1. Hamiltonovské grafy

Slavny irsky matematik W. R. Hamiltonryku 1859 navrhol komerénti hadanku “cesta
okolo sveta“. Priklad je zobrazeny na obrazku ¢. 3. Uloha znie precestovat’ vietky hlavné mesta

(vrcholy grafu) a vratit' sa domov (I'ubovolny vychodzi vrchol). Jedno rieSenie je na obrazku

¢. 4.

v

Obrézok 3 Obréazok 4

Hra pre svoju jednoduchost’ nemala velky tuspech, ale pomenovanie pre cyklus, ktory
prechadza vSetkymi vrcholmi na pocest’ Hamiltona zostal. Graf, ktory obsahujamiltonovsky
cyklussa nazyvahamiltonovsky Ak obsahuje len hamiltonovsku cestu, t.j. cestu spajajucu dva
vrcholy a prechadzajicu vsetkymi vrcholmi prave raz, je oznaceny ako polo-hamiltonovsky
Zistenie, ¢i graf G = (V, E) je hamiltonovsky, moze viest’ k Ulohe obchodného cestujuceho
na kompletnom grafe, kde vietky hrany originilneho grafu st nahradené hranami dizky 1

avsetky ostatné hrany maju dizku 2. Po najdeni optimalneho hamiltonovského cyklu dizky



Tibor Valent Problém obchodného cestujuceho

cyklu mbzeme vypovedat’ o povodnom grafe. Ak dizka optimalneho riesenia je rovna n potom
pévodny graf G je hamiltonovsky.
Z ddovodov jednoznacnosti teraz uvedieme najCastejSie pouzivané pojmy a oznalenie

pouzivané v tejto praci.
2.2. Definicie a pouZivana terminologia

Majme graf G = (V, E) Vje kone¢na mnozina jeho vrcholov a E je mnozina jeho hran
(dvojprvkovychpodmnozin mnoziny V), spajajiice dvojice vrcholov. Pocet prvkov jednotlivych
mnozin oznacujeme ako [V| = v, |E| = e Hranae [J E spajajuca vrcholy; av; je oznacena ako
(i, V), aleboij. Vrcholy vi av; spojené hrano(vi, i) sa nazyvajlsusedne Zakladné pojmy
Z tedrie grafov mozno najst’ v [2, 3. Vrchol v; nasledujici vhamiltonovskom cykle ako d’alsi
vrchol po vrcholev; nazyvam vo svojej pracipravym susedom vrcholu;. vHrany
hamiltonovského cyklu, ktoré maji spolo¢ny jeden vrchol nazyvaju susednéOhodnoteny graf
G = (\V, E, ¢)je definovany mnozinou vrcholov V, mnoZinou hran E a funkciouc:E—R , ktora
kazdej hrane (v, V) priradi jej cenu oznagenu ako G j. Tato cena moZe predstavovat’ dizku hrany,
a preto v praci nerozliSujeme medzi cenou hradigleou hrany.

Problém obchodného cestujuceho pozostava z najdenia hamiltonovského cyklu, ktoréhc
C- di7ka (suma dizok prejdenych hran) je minimalna (nickedy sa moZe Ziadat, aby bola
maximalna). Bez straty na vSeobecnosti vS§ak m6Zeme brat’ do uvahy len minimaliza¢nl verziu
Glohy.

V diplomovej praci venujeme zvySenu pozornost ulohe obchodného cestujuceho na
euklidovskych grafochlrakyto graf je zhodny s bodmi (W@&mi) rozlozenymi na 2-rozmernej
rovine, kde vzdialenost medzi vrcholmi (dizka hrany) sa rovna euklidovskej vzdialenosti
prislusnych bodov. Euklidovsky graf je kompletny a zarucuje platnost’ trojuholnikovej

nerovnosti, t.jCi; + Cjk > Cik pre 'ubovolné tri vrcholyi, j, ak.

2.3. Uprava vstupnych grafov

Ako vstupné grafy pouzivame, kompletné grafy s kladne ohodnotenymi hranami. Kladné
ohodnotenie grafu nie je obmedzujucim predpokladom, lebo pripocitanim dostato¢ne velkej
konstanty W ku vietkym dizkam hran si tato podmienku mézeme zarudit' a tato Uprava nema

vplyv na spracovanie ulohy. Ked’ze konstantu W sme pripocitali ku v§etkym hranam a vysledny
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cyklus obsahuje prave hran, kden je rozmer ulohy (poc¢et vrcholov), od vyslednej hodnoty
dizky hamiltonovského cyklu staéi odratat’ hodnotu W*n. Takto ziskany vysledok koreSponduje
s rieSenim pévodného nekladne ohodnoteného grafu.

Dovodom pre pouzitie kompletného grafu ako zakladného prostredia ulohy obchodného
cestujuceho je to, ze kompletny graf nam zarucuje existenciu pripustného rieSenia, kym dokéazat’
existenciu hamiltonovského cyklu na vSeobecnom gra¥é@jéazky problém.

LCubovolny nekompletny suvisly graf G = (V, E) sa da pre potreby ulohy obchodného
cestujuceho ,,skompletizovat* pridanim hran do poévodného grafu. Kazda novo pridana hrana
bude mat’ priradena dizku M, kde M je dostatoéne velkd hodnota (napr. M > Serg Co) .
Takyto graf mozeme riesit’ algoritmami ulohy obchodného cestujuceho pre kompletné grafy. Ak
optimalne rieSenie neobsahuje Ziadnu hrany s dizkou M, potom optiméalne rieSenie doplneného
grafu je optimalnym rieSenim aj pévodného grafu. Ak optimalne rieSenie obsahuje hranu
sdizkou M, graf neobsahuj@amiltonovsky cyklus. Heuristiky viak nemozu zarudit najdenie
hamiltonovského cyklu ani pripade, Ze sa v povodnom grafe skuto¢ne nachadza. To moze
zaruCit’ len exaktny algoritmus.

Druhy spdsob ako ,,skompletizovat™ vstupny graf znamena odstupenie od striktného
dodrZiavania podmienky navstevy kazdého vrcholu prave jedenkrat.

Majme vstupny grafG = (V, E) apredpokladajme, ze je suvisly. V opa¢nom pripade
pripustné rieSenie neexistuje. Upravena uloha obchodného cestujuceho pozostava z najder
trasy, ktora sa zaina aj kon¢i vtom istom vrchole, ale na rozdiel od Standardnej ulohy
obchodného cestujuceho, minimalizuje celkovi precestovani vzdialenost, a to aj za cenu
opatovnej navstevy niektorych miest. Definicia pripustného rieSenia takto upravenej ulohy
obchodného cestujuceho je teda nasledovna: T'ubovolny uzavrety sled prechadzajuci vsetkymi
vrcholmi daného grafu. Aby sme vylucili neohranicenost’ vzhl'adom na ucelova funkciu,
ziadame podmienku nezéporného ohodnotenia hran.

Upravenu ulohu obchodného cestujiceho mézeme transformovat na Standardnti Glohu
obchodného cestujuceho nasledovne: skonStruujeme novy kompletny grafronakym
po¢tom vrcholov, vktorom dizka hrany (v, V), ¢i uz existujucej, alebo neexistujucej
Vv povodnom grafe, je nahradend diZkou najkratiej moznej cesty z vrcholu v do vrcholuy
v povodnom grafe. RieSenim ulohy obchodného cestujuceho na ¢rafelostaneme
hamiltonovsky cyklusH. RieSenie pévodnej upravenej ulohy obchodného cestujuceho
dostaneme nahradenim hran v cydesledom hran najkratSich ciest, ktoré spajaju jednotlivé

vrcholy v grafe G.
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Po ujasneni si zékladnej terminolégie uvedieme prevod ulohy obchodného cestujuaceho n

Ulohucelogiselného programovania.

2.4. Transformacia ulohy obchodného cestujuceho na ulohu

celoCiselného programovania

Jednym zo sposobov ako vyriesit’ ulohu obchodného cestujuceho az k optimalite, je pokus
transformovat’ ju na tlohu, ktorej rieSenie vieme najst’ exaktnym postupom. Crowder a Padberg
[4] sa pokusali previest’ tlohu obchodného cestujliiceho na lohu linearneho programovania a jej
rieSenie upravit’ na celociselné. Tuto transforméciu mozno rozdelit’ na dve fazy. Prva faza je
prevod na ulohu linearneho programovania, ktorého rieSenie ndm pristdi len vahy s akym maj
byt hrany do vysledného cyklu zapojené. Druha faza pozostava z Upravy rieSenia eliminaciou
hran pomocou metddy rezov. Druht fazu si vyzaduji podmienky, ktoré nie su linearne. Uprava
na ulohu linedarneho programovania je realizovana nasledujicim spdsobom:

Majme kompletny gra6 = (V, E)majticin vrcholov. Dalej majme vektor ¢, So stradnicou
Ce pre kazd(i hranu obsahujucu jej dizku (tj. ak hrana e spija vrcholy v av;, tak zlozka Ce sa
rovna diZke hrany ij). Oznaéme si maticu A typun x m, (vrcholx hrana), napr. ak sa vrchol
i nachadza na hrane e, tak v i-tom riadkutem stipci bude 1 a inak 0. Pre kazdy vektor x so

suradnicami xe [0 E, apre kazdu podmnozinu W [0 V definujme:

X(W) = 3 ecew) Xe

kde E(W) je mnozina tychto hran grafu G, ktoré maju oba konce v mnoZine vrcholov W.

Uloha obchodného cestujliiceho potom predstavuje nasledhijtieializaény problém:
Minimalizujte cx

za pomienok
Ax?2, 0<x<l1
Yioo,.k X(Wi) <|Wo| +¥imp,..,g(IWi| - 1) -<0,5*k >

k nepéarne,
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kde ¢ je vektor dizky m, A matican x m,2 je dvojkovy vektor dizky n, |W| je kardinalitou
mnoziny W, < e > oznacuje najblizSie vicsie celé ¢islo. Podmienka rovnosti poZzaduje, aby vahy
hran rieSenia pri kazdom vrchole mali sucet 2. Druhd podmienka ndm zaruuje, Ze trasy
obsahujuce menej akohran budu nepripustné. Vysledny vektaram ur¢i s akou vahou mame
zapojit’ jednotlivé hrany do cyklu. V pripade, Ze rieSenie je suvislé (hrany s kladnymix, tvoria
suvisly graf) a stradnice vektaxasl len 0 a 1 dostavame optimalne rieSenie.

Prvym krokom je len linedrna Cast’, teda linedrna tloha typu:

Min { cx | Ax=2,0<x <1}

V druhej faze sa pokracuje metddou elimindcie niektorych hran pomocou rezov, ktora ako
uvadzaju autori, sice v niektorych pripadoch nasSla optimalne rieSenie, ale aj napriek
dodato¢nym tpravam rieSenia, nedokaze zarucit’ optimalitu vysledného rieSenia (k optimalnemu
rieSeniu dospeli v menej ako 25%-4ach skamanych uloh).

Napriek tomu, Ze tato metdda nevedie vzdy k optimalnemu rieSeniu, jej prva faza mdze
posluzit ako dolny odhad pre optimdlne rieSenie Ulohy obchodného cestujuceho. Takato
informacia moze poskytnit’ aspon priblizny odhad kvality rieSenia inych algoritmov v pripade,

ze optimalne riesenie ulohy nie je zname.
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KAPITOLA 3

Heuristiky

Ak chceme vyriesit ulohu obchodného cestujuceho stretavame sa s niekolkymi
problémami. Ako sme uz spomenuli v Uvode, Uloha obchodného cestujucehoNR-tazky
problém (Karp[4]). Zohto dévodu sa pozornost matematikov sustred’uje na polynomialne
aproximacné algoritmy — heuristiky, ktoré sice nenajdu zaru€ene optimalne rieSenie, ale rieSenie
blizke optimalnemu, Wase, ktory mdzeme povazovat’ za pripustny. V niektorych pripadoch sa
dokonca mozZe stat’, Ze heuristiky dospeju k rieSeniu optimalnemu.

V tejto kapitole uvedieme systematicky prehlad tychto heuristik, ako aj hlavné myslienky,
na ktorych st postavené. Podrobny popis algoritmov uvadzame fpraelokodov. Zaéneme
konstrukénymi heuristikami, ktoré pristupuji  k problému skor intuitivne, d’alej rozoberieme
heuristiky zalozené na minimalnej kostre anakoniec sa budeme venovat heuristikdm
zlepSovacim (improvemeiieuristics). Teda algoritmom, ktoré hladaju zlepSenia uz znamych
hamiltonovskych cyklov. Whiektorych heuristik uvedieme aj priklad ilustrujtci ich ¢innost’,
alebo casovu zlozitost. Aj ked nézvy heuristik uvddzame v slovenskom preklade, vzdy
uvedieme aj anglicky ndzov. Ako zékladné prostredie pre heuristiky pouzivame kompletné
kladne ohodnotené graf@ = (V, E, c) ato z dévodov, ktoré sme uviedli v predchadzajlcej

kapitole.

3.1. Pomocné algoritmy

Pri realizovani heuristik sme sa stretli s troma probié: hl'adania najlacnejSej cesty
medzi T'ubovolnymi dvoma vrcholmi grafu G, najdenia najlacnejSej kostry grafu G a najdenia

cuklidovského sledu. KedZe sa jedna o problémy dobre zndme a dopodrobna opisané v
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literatare, nebudeme uvadzat’ ich rieSenie (napr. Plesnik [2]). Bude postacujuce, ked’ uvedieme
algoritmy, pomocou ktorych sme spominané problémy vyriesili.

Na najdenie najlacnej$ej cesty medzi dvoma vrcholmi grafu G, sme pouzili Dijsktrov
algoritmus (1959). Ked’ze sme potrebovali poznat’ najkratSie vzdialenosti pre kazda dvojicu
vrcholov, vyrieSili sme to opakovanym spustenim tohto algoritmu.

Pre problém néjdenia najlacnejSej kostry sme pouzili znaimy Kruskalov algoritmus (1959).

Najdenie euklidovského sledu sme vyrieSili pomocou upraveného Tarryho (1895)
algoritmu. Jednalo #&pecialny pripad tlohy, kde mame zarucené, Ze sled pozostavajuci zo

spatnych prechodov hranami pomocou Tarryho algoritraul¢eovsky t'ah.

3.2. Konstrukéné heuristiky

Konstruk¢éné heuristiky su zaloZené na optimalizacii vznikajuceho hamiltonovského cyklu
z hladiska urcit¢ho lokdlneho minima. Ked'Ze na kompletnom grafe vieme skonStruovat
hamiltonovsky cyklus vel'mi jednoducho (napr. ndhodnym prip4janim vrcholov na jeden koniec
cesty a&oncovym spojenim zaciato¢ného a kone¢ného vrcholu), liSia sa tieto heuristiky len

spdsobom vyberania d’alSieho vrcholu vhodného na zapojenie.

3.2.1. Heuristika najblizSieho suseda

(Nearest Neighbour heuristic)

Jedna z najjednoduchSich heuristik pre ulohu obchodného cestujucehanetinda
najblizsieho suseda, konStruuje hamiltonovsky cyklus, ako uz ndzov napoveda pripajanim

najblizsich susedov. Standardna verzia vyzera nasledovne.

NAJBLIZSI SUSED
(1) Vyberte 'ubovol'ny pociato¢ny vrchol j, polozte k=jaW ={1,2,...,n} — {j}.
(2) KymW # O opakujte:
(2.1) Vybertg OW také, ze ¢; = min {c; /i 0 W}.
(2.2) Spojté sj apolozte W = W — {j}, k =].
(3) Na vytvorenie hamiltonovského cyklu spoftes pociatoénym vrcholom vybratym

v prvom kroku.

10
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Znézornenie fungovania algoritmu je vidiet' na obrazku ¢.4. Pre nazornost’ som vybral

priklad euklidovského grafu. Graf samozrejme kompletny.

Ohbrazok 4

Dalsia mozna variacia tohto algoritmu, je dvojstrannd metéda najblizSieho suseda, kde
nové vrcholy zapajame podl'a potreby na vyhodnejsi koniec trasy.

Standardna verzia beZi v Gase O(nz). Pre kvalitu rieSenia vSak nemame Ziadnu konstantu,
ktora by ohrani¢ovala najhor$i mozny vysledok (najhorsi chybovy pomer). Pre tilohy menSich
rozmerov sice tdto metoda poskytuje uspokojivé vysledky, ale pre vicsie tlohy vyrazne zaostava
za ostatnymi algoritmami. Napriek tomu je Casto vyuZzivana pre jednoduchost’ svojho prevedenia.

Tato metdda funguje velmi efektivne na zacCiatku, ked’ zapdja skutocne tie najlepSie vrcholy. V
priebehu realizacie algoritmu su vSak niektoré vrcholy ,zabudnuté” a st zapojené neskoér ne
poziciu zna¢ne horSiu ako je optimalna. Zavere¢né spojenie zaciatoéného a posledne pridaného
vrchola za ucelom ziskania hamiltonovského cyklu je vo vicSine pripadov tiez vel'mi ,,drahé®.
Spomenuté nedostatky algoritmu st viditeI'né na ilustrativhom priklade.

Nedostatkom heuristiky najblizSieho suseda je drahé zapajanie vrcholov, ktoré sa zapajaja
neskor. Ked'ze spociatku je zapajanie pomerne dobré, jedno z moznych zlepSeni je zapojit
niekol’ko prvych vrcholov (Junger, Reinelt a Rinaldi [1] uvadzaju 10 vrcholov). Ziskany

podgraf K potom zadefinovat’ ako jediny bod k a vd’alse;j iteracii zacat’ odznova na pdvodnom

11
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grafe zmenSenom o body podgréfus pridanym novym bodormk Po zredukovani pévodného
grafu na menej ako 20 vrcholov zapojit’ zostdvajice Standardnym spdsobom. Vypoctovy cCas
algoritmu zostane Oth

Myslienkou druhého spdsobu vylepSenia je vyuzit citlivost algoritmu na vyber
pociatocného vrcholu, spustit ho zo vSetkych moznych Startovacich vrcholov a vybrat ta
najlep$iu alternativu. Oproti predchadzajicemu vylepSeniu vSak cCasova naroc¢nost vypoctu

vzrastie na O®.

3.2.2. Heuiristika vkladania

(Insertion heuristic)

Tato heuristika je d’alSia z radu intuitivnych pristupov #&anému problému. Zacina s malou
podmnozinou vrcholov tvoriacich hamiltonovsky cyklus, ktory sa zvidcSuje priberanim d’alSich
adalsich vrcholov. Tymto sposobom nakoniec zapoji do vysledného hamiltonovského cyklu

vSetky vrcholy grafu.

VKLADANIE

(1) Vyberte Startovny cyklusksvrcholmivy,v,... M (K>1), W=V = {\,V,...,\k }.

(2) KymwW Z [0 opakuijte:
(2.1) Vyberte 0 W vyhovujuce dohodnutym podmienkam (vysvetlime neskor)
(2.2) Zapojt¢ na nejaku poziciu wykle, polozte W = W — {j}

Samozrejme je niekol’ko moznosti ako realizovat’ takéto vkladanie. Zakladné rozdiely su
ukotvené v podmienkach vyberu vrchglw kroku (2.1). Startovny cyklus moZe pozostavat
z troch 'ubovol'nych vrcholov grafu G = (V, E) ale vdegenerovanych pripadoch to moze byt aj
hrana (2 vrcholy), alebo bod (1 vrchol). Teraz uvediem niekol'’ko podmienok, ktoré mézu slazit
ako vyberové kritéria ¥roku (2.1). Najprv si vSak definujme minimalnu vzdialenost’ vrcholu j
od na mnozine vrcholov V - W: dnin(j) = min{ci; | i OV - W}.

. Najblizsie vkladanie: vlozi vrchol, ktorého minimélna vzdialenost” od vrcholov cyklu je

najmensia, t.j. vyberied W : dnin(j) = min{dmin(l) | | O W},

. Najvzdialenejsie vkladanie: vlozi vrchol, ktorého minimalna vzdialenost’ od vrcholov

cyklu je najvacsia, t.j. vyberie j O W : dyin(j)) = max{dmin(l) | | O W}.

. Néhodné¢ vkladanie: nahodne vyberie vrchol, ktory vlozi na najlepSiu moznt poziciu

12
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. Najlacnejsie vkladanie: vyberie vrchol, ktorého vloZenie do cyklu prediZi jeho dizku, ¢o
najmenej

Na obrazku €. 5 ilustrujeme rozdiely medzi vyberovymi kritériami.

*

Obrazok &

Najblizsie vkladanie by zvolilo v naértnutej situacii vrchol i, najvzdialenejSie vrchoj
a najlacnejSie vkladanie by zvolilo vrchal

Vsetky spominané heuristiky, okrem najlacnejSieho vkladania, maji narocnost’ vypoctu
O(n®). Najlacnejsie vkladanie méa Casovi narocnost’ O(n? log n). Pre niektoré typy vkladacich
heuristik sa daji ur¢it’ najhorsie chybové pomery. Rosenkrantz, Stearnd awis [5] uvadzaju, ze
hamiltonovské cykly vypoéitané najbliz§im a najlacnej$im vkladanim nemaju viésiu dizku ako

dvojnasobok dizky optimalneho cyklu.

3.2.3. Metbda uspor
(Savings method)

Této metdda bola pévodne odvodené z dopravnej ulohy. Jej autormi su Clark a Wright [6].
Da sa vsak uspesne pouzit’ aj pre tlohu obchodného cestujiiceho, ked’Ze sa jedna o Specialny
pripad dopravnej ulohy zahriiujici jediné auto bez obmedzenia nosnosti. Heuristika zacina
zo Specialneho hviezdicovitého zapojenia dvoma hranami do jedného z vrchdélal aozné

vylepSenia. Algoritmus vyzeré nasledovne:

USPORY

(1) Vyberte 'ubovolny pociatocny vrchol j, zapojten — 1 sledovij( v, j), VJ V-{j}, (kazdy
sled pozostava z dvoch rovnakych hrén).

(2) Kym zostava viac ako jeden slgdv, j), VO V-{j} opakujte:

13
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(2.1) Pre kazdy par j-j sledovT; aT, wvypoditajte asporu, ktora by sme ziskali
zmazanim jednej hrany priv kazdom slede a pridanim hrany spajajucej zvysné
volI'né konce kazdého z nich.

(2.2) Vyberte dvojicy-j sledov smajviacsou tsporou, ktora po zapojeni dava cyklus

a zapojte ju uvedenym spdsobom.

Na obrazku €. 6 je zndzornené ako metdoda Uspor pracuje. PreruSovanou ciarou je

vyznaceny kandidat na nasledujticu tsporu (obrazok c) ).

*»

Obrazok 6

Casové naro¢nost’ vypoctu je O(n®). D4 sa viak upravit' na O(n? log n) zavedenim matice
uspor, ktord by si pamétala Gspory pre kazdé dva vrcholy a po kazdom zapojeni hrany sa
aktualizuje.

Modifikécie tejto metddy spocivaju vo vytvoreni niekol’kych sledov, ktoré sa na zaCiatku
algoritmu zapoja do Startovného vrcholu koncovymi vrcholmakasa beh algoritmu znacne

urychli. Pri¢om vysledky st porovnatel'né s pOvodnou verziou.
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3.3. Heuristiky zaloZené na najdeni najlacnejSej kostry

Tieto heuristiky generuja hamiltonovsky cyklus z najlacnejSej kostry grafu. Pévodne boli
obidva niZ8ie uvedené algoritmy navrhnuté pre grafy spiiajiice trojuholnikovii nerovnost, ale
v principe funguju aj na vSeobecnych grafoch.

Skoér ako uvediem heuristiky rieSiace ulohu obchodného cestujuceho, uvediem algoritmus
ktorym zlubovolného uzavretého sledu, vytvori hamiltonovsky cyklus cez vrcholy, ktorymi
dany sled prechadzal, nie dlhsi ako dizka povodného sledu. Majme sled (Vio, V1 ,..., Vo)
(vratane opakovani).

ZISKANIE_CYKLU

(1) Polozte T ={j} av=Vip, =1

(2) KymT]| < n opakuijte:
(2.1) Ak v O TpotomT =T U{ vi1}, spojtev s i apolozte V = Viz.
2.21=1+ 1.

(3) Na vytvorenie hamiltonovského cyklu spojtdo v, .

Kazda hrana zapojena algoritmom je hranou sledu, alebo jej skratka, ktora spédja dva
koncové vrcholy. Je teda zrejmé Ze ziskany hamiltonovsky cyklus bude nanajvys rovnako dlhy
ako pbvodny sled.

3.3.1. Heuristika zdvojenia kostry

(Doubletree heuristic)

Je to najjednoduchsi algoritmus, v ktorom ndm existelaiiltonovského cyklu zaruéi

zdvojnasobenie vSetkych hran najlacnejSej kostry.

DVOJSTROM

(1.) Vypocitajte najlacnejSiu kostru grafu.

(1.) Zdvojnasobte vSetky hrany kostry.

(2.) Najdite eulerovsky t'ah.

(3.) Pouzite ZISKANIE_CYKLU na vytvorenie hamiltonovského cyklu.
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Casova naro¢nost’ algoritmu je podmienend asovou naro¢nostou vypo&tu minimalnej
kostry. Preto celkova narocnost’ je O(n?). Na vypocet najlacnejsej kostry pouzivam pri realiz&cii

programu Kruskalov algoritmus.

»

d)

Obrazok 7

Na obrazku ¢.7 sme ilustrovali ¢innost’ algoritmu zdvojenia kostry. Opét’ ide o euklidovsku
Glohu anajlacnejsiu kostru mézeme vidiet’ na obrazku b). Na obrazku c) je zobrazené zdvojenie
kostry ana d) je mozny vysledok vpripade, Ze procediru ZISKANIE_CYKLU, by sme
iniciovali z vrcholu J.Tato metéda ma konstantu ohrani¢ujlicu najhorsi mozny vysledok ¢ <?2.
Dahko sa o tom presved¢ime ak uvazime, ze vypustenim jednej hrany z hamiltonovského cyklu

mozeme v idedlnan pripade ziskat’ najlacnejsiu kostru.

3.3.2. Christofides
(Christofides)

Autorom tejto metddy jeChristofides [7], podl'a ktorého je aj pomenovana. V porovnani

s predchadzajucim algoritmom, sa jednd o omnoho sofistikovanejSi pristup k problematike, a

ked’ obidva vychadzajii z najlacnejSej kostry. Christofides totiz namiesto zdvojenia vSetkych
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hran kostry, prida hrany len nevyhnutne potrebrréCeniu culerovského tahu. A aj tieto

hrany su podrobengéinimalizaénym poziadavkam.

CHRISTOFIDES

(1.) Vypocitajte najlacnejsiu kostru grafu.

(2.) Vypocitajte systém najlacnejSich hran pre pary vrcholov neparneho stupnia a ziskané
hrany pridajte ku kostre.

(3.) N4jdite eulerovsky t'ah.

(4.) Pouzite ZISKANIE_CYKLU na vytvorenie hamiltonovského cyklu.

Tato metdoda samozrejme zaberie viac Casu ak predchadzajuca. Jej asova narocnost’ je O(
n°).

Na obrazku ¢.8 ilustrujem cinnost' metddy Christofides. Ked'Zze prvy krok je totozny
Sprvym krokom predchadzajiiceho algoritmu nie je nutné ho opakovat. Na obrazku a) vidime

sp6sob doplnenia kostry a obrazok d) ukazuje finalny vysledok.

Obrazok 8

Pre ulohy spliiiajtice trojuholnikovii nerovnost’ metoda Christofides nedava hrosi vysledok

ako 1,5 nasobok optimalneho rieSenia (Christofides [7]).

3.4. Heuristiky geometrického pristupu

Problémy, ktoré riesi uloha obchodného cestujiiceho su vel'mi ¢asto geometrickej povahy,
kde vrcholy st definované ako body rozlozené v priestore. Dizka hran medzi jednotlivymi
vrcholmi sa zhoduje so vzdialenostou podla nejakej metriky (euklidovskej). Z tohto dévodu su

snahy vyriesit’ ulohu obchodného cestujuceho s urcitou geometrickou implementaciou.
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3.4.1. Heuristikavypliiovacej krivky

(Space Filling Curve heuristic)

Tuto metddu, na euklidovskej rovine rozpracovali ako prvy Bartoldi a Platzman [8].
Heuristika je postavend na tzv.vypliovacej krivke, ktora je bijektivnym priradenim
definovanym nasledovne : [0, 1] - [0, 1] x [0, 1]. Nazov pochadzafaktu, Ze ak argument y
prechadza vSetkymi bodmi z intervdld, 1], potom funkéné hodnoty vyplnia cely jednotkovy
Stvorec. Nespornou vyhodou tejto metody je velmi nizka Casova naro¢nost. Pre dany bod
y 010, 1] x [0, 1] sa vypocet hodnoty x (I [0, 1], pre ktoru platiy (x) = y da previest’ vel'mi
efektivne. Autori pouzivaju funkciu, ktora modeluje rekurzivne delenie Stvorca na rovnaké
trojuholniky. Delenie prebicha do takej hibky, aby sa v kazdom trojuholniku nachadzal najviac

jeden bod. Mozeme si to ilustrovat’ na nasledujicom obrazku:

] a1
ull

n 111 110

aj ) ¢}

o o111

011 ot | o110k 1000
ool 10 /
oo 1010 }J
g 10 101 S qppq

K

o} &)

1N 1

Ohrazok 9

Na obrazkoch a) az d) je znazornené ako prebicha rekurzivne delenie. Trojuholniky su
Cislované v dvojkovej sustave, sposobom akym ich algoritmus rozdel'uje. Toto ¢islovanie urci
poradie, \ktorom budi body zapojené. Na obrazku d) je vidiet akym sposobom by boli

trojuholniky zapojené do cyklu.
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SPACEFILL

(1.) Prepocitajte suradnice bodov na stradnice v jednotkovom Stvorci

(2.) Pre kazdy bod i so sUradnicamyi; ay; vypocitajte z, pre koré platiy (z) =(x;, ).

(4.) Vzostupne zorad’te ¢isla 7 .

(5.) Spéjajte body poradi uréenom z a na vytvorenie cyklu spojte posledny bod s prvym.

Napriek tomu, Ze vypocet hodndt z je mozny vo velmi kritkom case, €as na ich
usporiadanie je limitujicim faktorom pre casovi ndrocnost. Odtial je casovd naro¢nost

heuristiky Of log n).

3.5. VylepSovacie heuristiky

Doteraz sme sa zaoberali len algoritmami, ktoré nejakym spb6sobom konStruovali
hamiltonovsky cyklus zo zadaného grafu. Vysledky vSak boli len priemernej kvality, a hoci su
pouzite'né v niektorych aplikaciach, vo vSeobecnosti stale nie su uspokojivé. &/¢tafli sa
budeme zaoberat’ otazkou ako vylepsit’ tieto zname rieSenia. Teda algoritmami, ktoré vylepsuju

uz zndme riesenie, ziskané heuristikami z predchadzajucich cCasti.

3.5.1. Dvoj-optimalizacia
(2-opt)

Tento jednoduchy spbsob vylepSenia, vyplynul z pozorovani euklidovskych problémov.
Ak hamiltonovky cyklus wrd¢itej Casti krizuje sam seba, vymenou zapojenia sa da ziskat’ cyklus

kratsej dizky. Ilustrujme si to na obrazku ¢&.10 :

Obrazok 10
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Dvoj-optimaliza¢ny krok pozostava z dvoch krokov: eliminicie dvoch hran a zapojenia
takto vzniknutych volnych vrcholov, tak aby bola zachovana suvislost’ cyklu.

Cely algoritmus vyzera nasledovne:

2-OPTIMALIZACIA
(1) NechT je 'ubovolny hamiltonovsky cyklus
(2) Kym sa neohlasi chyba pre kazdy vrchol i opakujte
(2.1) Vyberte vrchal.
(2.2) Preskumajte vSetky mozné 2-optimalizacné kroky pre hranu medzi vrcholom
i a jeho pravym susedomcykle. Zo vSetkych moznych skrateni vyberte to najlepSie
azapojte ho. Ak neexistuje Ziadne skratenie pre vrchol, deklarujte chybu pre.

(3) Ako vystup vratte zmenené T

Uvedena procedura je sice kone¢nd, ale vo vSeobecnosti nemozno potrebny ¢as ohranicit’
polynomialnou funkciou. Zalezi na rychlosti konvergencie vylepSeni k lokalnemu minimu.
Zistenie najlepSieho vylepSenigednom kroku si ziada O(n?) operacii, lebo je nutné preskamat’

vSetky pary hran vykle. Ale pocet tychto krokov je dopredu neznamy.

3.5.2. Troj-optimalizacia
(3-opt)

Pre ziskanie flexibilnejSich zmien mdézeme pouzit' 3-optimalizéciu, ktord podobne ako
2-optimalizécia pracuje so zmenami cyklu pomocou kombinovaného prepojenia volnych
vrcholov, ktoré ziskame eliminovanim troch nesusednych h¥ésusednost’ indikuje Cist
3-optimalizaciu, lebo vylu€uje 2-optimaliza¢né kroky. Na rozdiel od 2-optimalizacie, kde je
mozné len jediné znovu =zapojenie, vV Cistej 3-optimalizacii (bez zdegenerovanych
2-optimaliza¢nych krokov) mozeme zapojit'® vrcholy Styrmi réznymi sposobmi (obrazok ¢. 11,
kde su znazornené varianty 3-optimaliza¢ného kroku pre vrcholy i, j, k aich pravych susedov

h(i), h(), h(k))-
3-OPTIMALIZACIA

(1) NechT je 'ubovolny hamiltonovsky cyklus
(2) Kym sa neohlasi chyba pre kazdy vrchol i opakujte
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(2.1) Vyberte vrchal.

(2.2) Preskumajte vSetky mozné 3-optimaliza¢né kroky pre vrchol i a ostatné vrcholy
v cykle. Zo vSetkych moznych skrateni (ziskame ho eliminovanim troch hran
avzajomnym spojenim volnych vrcholov) vyberte to najlepSie a zapojte ho. Ak
neexistuje ziadne skratenie pre vrchol i, deklarujte chybu pre.

(3) Ako vystup vratte zmenené T

hij) ) hij b
] ]
k k
hik) hik)
hi hiil
i i
hij hij)
l::l d:l
] ]
k k
hik k)
hiil ki
i i
Ohrazok 11

Rovnako ako yredchadzajicej heuristike, tiez nevieme presne urcit’ pocet vylepseni, ktoré
sa vkroku (2) vykonaji. Vieme ale, Ze na ndjdenie najlepSieho 3-optimalizacného kroku je nutné
vykonat O(n®) operacii. Atiez iprava cyklu po 3-optimalizatnej vymene je komplikovanejsia

a u 2-optimalizcii.

3.5.3. Simulované Zihanie

(Simulated Annealing)

Metdda simulovaného zihania je zalozend na vztahu medzi procesom hl'adania
optimélneho rieSenia pre kombinatorickl optimalizaciu a niektorymi fyzikalnymi fenoménmi.
Podrobne sa tomu venuféerny [9], ktory nachddza analdgiu v pomalych zmenach tepla pri
minimélnej moZnej zmene energii (energia je v tomto ucelova funkcia podobne ako diZka

v Ulohe obchodného cestujuceho).
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Hlavnym prinosom tejto metody je fakt, ze vSetky doteraz spomenuté metddy si nevedeli
poradit’ s pascou lokalneho minima. Nepripustili totiz Ziadne zvicSenie dizky cyklu ato ani
Vv pripade, ked” by V nasledujucich krokoch mohlo dojst’ k vyraznému zlep3eniu. Metdda
simulovaného Zihania v8ak kroky predlzujice celkovii dizku cyklu s istou pravdepodobnostou

pripusta. Hlavny algoritmus simulovaného zihania vyzera priblizne takto:

SIMULOVANE_ZIHANIE
(1) NechT je l'ubovolny hamiltonovsky cyklus, vyberte pociatoént teplotu t a faktor
opakovant.
(2) Kym nie su naplnené podmienky pre ukoncenie opakujte:
(2.1) Opakujta-krat:
(2.1.1) Urobte nahodnu zmenu cyKluna cyklusT; avypocitajte rozdiel ich
celkovych dizok A = ¢(T) —c(To).
(2.1.2) Ak A <0, potom T =T, . Inak vyberte ndhodné ¢islo x, 0<x<1,ak x<
e @'Y potomT =T;.
(2.2) Upravte tar.
(3) Ako vystup vrat'te najlepsie dosiahnuté T.

Takato formulacia algoritmu dava znacni volnost pri implementacii. Preto uvedieme
niektoré konkrétne nastavenia: v kroku (1) fakt@meinicializovale ako pocet vrcholov grafu
a teplotu na hodnotu 1000. K tymto hodnotam sme dospeli po sérii pokusov. Modifikaciu cyklu
T na cyklusT; v kroku (2.1.1) sme realizovali pomocou nahodnych 2, alebo 3-optimaliza¢nych
krokov. ZniZenie teploty v kroku (2.2) bolo dosiahnuté polozenim t = A*t, kde A < 1 je realne
¢islo blizko 1, faktor opakovania upravujeme obdobne r = f*r, f je I'ubovolné realne ¢islo
Zintervalu (1, 2). Po dosiahnuti ur¢itého po¢tu opakovani faktor r uz d’alej nezvySujeme. ESte
zostava uviest’ kritéria na zastavenie procedury, ktoré sme nastavili tak, aby sa proces zastavil ak
neddjde k zmeng& po viacerych Upravach teploty (experimentalne sme dospeli k hodnote 10).

Pocas celého procesu simulovaného Zihania sa moéZeme dostat’ do roznych lokalnych
minim, ale mézeme ich aj opustit’. Preto je dobré ak si pamitame najlepSie rieSenie, ktoré sme
pocas simulacie dosiahli a za rieSenie, ku kiému algoritmus dospel polozime prave toto

najlepsie rieSenie, ktoré pocas procesu dosiahol.
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KAPITOLA 4

Experimentalne porovnanie heuristik

V kapitole 3 sme prezentovali pomerne velky pocet heuristik, atak sa moze zdat, ze
niektoré z nich su zbyt@é, pripadne, Ze by stacilo uviest’ len ta najlepSiu. Problémom je vSak
jednoznaéné rozhodnutie o vitazovi. Porovnavanie heuristik sa odohrdva na dvoch trovniach:
teoretickej axperimentalnej. Ked’ze teoretické porovnanie uz realizovali ini autori, zamerali
sme sa na experimentalne porovnanie heuristik.

Porovnanie heuristik sme realizovali pomocou vlastnych naprogramovanych algoritmov,
na niekol’kych stiboroch prikladov, ktoré pozostavali z ndahodne generovanych grafov ako aj
z prikladov, ktoré sme stiahliigternetu. Vysledky ziskané takymto spésobom sice mbézu byt
ovplyvnené kvalitou programovania, hlavne ¢o sa Casu realizacie jednotlivych prikladov tyka,
ale ked'ze vSetky pouZité programy st naprogramované jednym programatorom a navzajom
porovnavané verzie programov su naprogramované v tom istom programovacom jazyku, ziskan
tasy mozeme povazovat za smerodajné. Styl programovania a programovaci jazyk kvalitu
vysledkov (dizku cyklu) nijakym sposobom neovplyviiuji.

Samotny priebeh porovnavania heuristik pozostavaytwrenia niekolkych verzii
programov pre kazda heuristiku. Typové obmedzenia pre Struktiry nam pre niektoré algoritmy
nedovol'ovali testovat’ Gilohy vécSich rozmerov. Tieto st preto z testov niektorych vybranych
prikladov vynechané.

Kazdy naprogramovany algoritmus testuje popri kvalite rieSenia aj Cas behu heuristiky.

Z takto ziskanych vysledkov sme vypracovali niektoré Statistické ukazovatele ako napriklad
strednt hodnotu, najhorSi chybovy pomer, absolitnu odchylku, priemerna relativnu odchylku
apod. Ked’ze pre generované tilohy sme nemali k dispozicii Ziadne zndme rieSenia, odchylky sa

vztahuju na vysledok tej najlepSej heuristiky pre dany priklad.
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Kvoli jednoznacnosti teraz uvedieme zoznam naprogramovanych heuristik pouzivanych
v tejto kapitole. VSetky boli vysvetlené v 3. kapitole:

NN — Heuristika najblizSieho suseda

INS — Heuristika vkladania

SAVE — Metdda uspor

2TREE — Heuristika zdvojenia kostry

CHR — Christofides

SPF — Heuristikaypliovacej krivky

20PT — 2-optimalizacné zlepSenie

30PT — 3-optimaliza¢né zlepSenie

SAN — Simulované zihanie

Porovnavat’ ich budem po skupinach:
{NN, INS, SAVE, SPF, 2TREE, CHR},
{20PT-SUS, 20PT-RND, 30PT-SUS, 30PT-RND, SAN-SUS, SAN-RND}.

V prvej skupine su zdruzené heuristiky, ktoré konStruuju hamiltonovské cykly. Druha
skupina pozostava z heuristik, ktorych vstupom je cyklus vytvoreny niektorym z
predchadzajtcich algoritmov, teda len vylepSuji uz zname rieSenie. KedZe sme chceli
preskimat’ aj citlivost’ vylepSovacich algoritmov na vstupny cyklus v druhej skupine sa
porovnavaju dve verzie vylepSovacich algoritmov. Priponu SUS maju algoritmy, ktorych
vstupnym cyklom je cyklus ziskany heuristikou najbliz§ieho suseda a priponu RND maju
algoritmy, ktoré za¢inaji vylepSovat’ nahodne vyrobeny hamiltonovsky cyklus.

Skor ako sa pustime do samotného porovnavania, uvedieme niektoré ddlezit¢ informacie o
implementacii heuristik.

VSetky heuristiky z prvej skupiny boli zrealizovan&akladnej verzii bez dodato¢nych
krokov, ktoré slizia ako nadstavba pre zakladna verziu. V druhejskupine ako sme uz uviedli
vystupuju dve verzie kazdej heuristiky. Pri realizacii heuristiky 30OPT st vylacené
2-optimaliza¢né kroky, ktoré by mohli nastat’ ako degenerovana verzia 3-optimlizacného kroku.

Z dovodu preukazania kvality ¢istého 3-optimaliza¢ného kroku je tato podmienka nutnd, a vd’aka
nej neddjde k ku skresleniu vysledkov 2-optimaliziciou.
Vsetky Gdaje pouzité v tejto kapitole pramenia z konkrétnych numerickych experimentov,

ktorych vybranu ¢ast’ uvadzame v prilohe.
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4.1. Porovnanie 1. skupiny algoritmov na generovanych prikladoch

VSetky algoritmy boli porovnavané na subore 480 ndhodne nagenerovanych prikladov.
Generované priklady mali rozmerové rozpitie 25 az 200 bodov v euklidovskej rovine, ktoré
predstavovali  vrcholy kompletného grafu a dizky hran boli definované ako euklidovské
vzdialenosti medzi vrcholmi. Euklidovské grafy boli zvolené zamerne , aby aj algoritmus SPF
mohol byt’ porovnavany so vSetkymi ostatnymi heuristikami. Teraz uvediem priemerné hodnoty

dizky cyklov pre kazdu heuristiku:

SPF NN INS 2TREE CHR SAVES
7597,8 7707,2 6785,91 8034,44 7290,52 7769,23

Ako je na prvy pohlad viditelné, rozdiely priemernych dizok nie st velmi velké, ale
poradie kvality heuristik je jednozna¢né. Od najlepsicho v klesajucom poradi kvality: INS, CHR,
SPF, SAVE, NN, 2TREE. Zaujimavy je pohlad na tabulku percentualnych odchyliek od

najlepSieho nami vypocitaného rieSenia.

Odchylka% SPF NN INS 2TREE CHR SAVES
Priemerna| 33,46 35,59 19,22 39,84 27,71 37,06
Maximalna| 58,15 67,72 48,82 79,62 60,84 76,19

Poradie zostdva nezmenené, priCom ako jednozna¢ne najlepSia heuristika sa ukazuje
metdda vkladania
Pre vytvorenie dokonalého obrazu o uspeSnosti jednotlivych heuristik uvediem eSte aj

priemerné anaximalne ¢asy, za ktoré boli vypoéty zrealizované:

Cas [sec] SPF NN INS 2TREE CHR SAVES
Priemerny | 0,000050 | 0,000010 | 0,000023 | 0,000380 | 0,000400 | 0,001778
Maximéalny| 0,050000 | 0,000231 | 0,001000 | 0,011000 | 0,011000 | 0,060000

Udaje su wekundach a vyjadruju priemerny &as na jeden priklad a najdlhsi as pre jeden
priklad. VSetky algoritmy na subore generovanych prikladov zbehli velmi rychlo, a napriek
tomu, ze sa da ur¢it’ najrychlejsi algoritmus tieto idaje nie st smerodajné a casové porovnanie
algoritmov uvedieme az na priklade vacsich uloh.

Jednozna¢nym vitazom tohto porovnavania je heuristika vkladania, ktora dosiahla d’aleko

najviac vitazstiev a rovnako mala aj najlepsi najhor$i chybovy pomer.
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4.2. Porovnanie 2. skupiny algoritmov na generovanych prikladoch

Na rovnhakom subore prikladov ako predchadzajucu skupinu sme otestovali aj vylepSovacie

algoritmy. Tabul’ka priemernych dizok vyzera nasledovne:

20PT-SUS
6350,02

20PT-RND
6669,45

30PT-SUS
7072,8016

30PT-RND
7508,29

SAN-RND
5737,917

SAN-SUS
6311,61

V tomto porovnani je jednoznac¢ne najlepSou heuristikou SAN-RND. Tento poznatok by
mohol naznafovat, Ze simulované Zihanie potrebuje pre optimalnu ¢innost znand volnost’ pri
inicializ&cii auzavretie inicializacie do lokalneho minima mdzZe nepriaznivo ovplyvnit' kvalitu
zlepSenia . Na druhom mieste skon¢ilo SAN-SUS, dalej vrasticom poradi 20PT-SUS,

20PT-RND, 30OPT-RND a 30PT-SUS.

Priklady boli pravdepodobne malych rozmerov a tak sa nepreukazala predpokladana sil:

3-optimaliza¢ného kroku. Uvedieme eSte tabul’ku percentudlnych odchyliek:

Odchylka % | 20PT-SUS | 20PT-RND | 30PT-SUS | 30PT-RND SAN-RND SAN-SUS
Maximélna 38,35 42,59 60,068653 82,48 7,075467 38,35
Priemerna 14,879633 17,290298 25,192658 33,37 0,0707547 11,24

Nizke hodnoty \stipci SAN-RND naznaluju, Ze najéastej§im vitazom bola prave tato

heuristika aeda ostatné st porovnavané vacsinou s jej vysledkom.

Uspesnost’ heuristik je charakterizovana nielen kvalitou vysledku, ale aj prijatelnym ¢asom

realizacie. Preto nahliadnime do tabulky priemernych ¢asov.

Gas [sec] | 20PT-SUS | 20PT-RND | 30PT-SUS | 30PT-RND | SAN-RND | SAN-SUS
Priemerny | 0,003000 | 0,012720 | 0,770910 | 3,715350 | 7,955460 | 7,414860
Maximalny | 0,020000 | 0,050000 | 4,367000 | 22,142000 | 9,744000 | 8,803000

Z tabul’ky je zrejmé, Ze najlepSie kvalitativne vysledky algoritmu SAN-RND su vykupené

najdlhs$imi ¢asmi realizécie.

Z vysledkov druhého porovnania sa da predpovedat’, ze ak na prikladoch vacsich rozmerov

chceme pre algoritmus SAN-RND zachovat’ vysoku kvalitu vysledkov, pravdepodobne budeme

musiet’ povolit’ va¢si pocet opakovani na jednotlivych teplotich, ¢o vyrazne zvy$i casova
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naroc¢nost’. TaktieZ by mohol nastat’ problém s ¢asovou naro¢nostou pre algoritmy 30PT-SUS

a30PT-RND, ked’Ze pre niektoré priklady sa ukazali ako vel'mi pomaly konvergujice.

4.3. Porovnanie vSetkych algoritmov internetovych ulohach

Vysledky zpredchadzajacich porovnani nam poskytli blizs§i pohl'ad na kvalitu pouZzitych
heuristik, ale zaroven vyvstala otdzka, ¢i si zachovaju svoje kvality aj na ulohach velkych
rozmerov. Ztohto dovodu sme sa pokusili otestovat’ inmlementované heuristiky na niekol'kych
prikladoch va¢sich rozmerov. Aby sme mohli lepSie posudit’ ich fungovanie a kvalitu vysledkov,
zvolili sme si priklady, ktoré uz boli rieSené inymi rieSitel'mi.

Ked’Ze sme boli obmedzeni Struktirami programovacieho jazyka, algoritmy CHR a 2TREE
sme nemohli otestovat na velkych ulohach. Vyzaduju totiz usporiadanie hran kompletného
grafu, ktoré je pamét'ovo narocné. Vsetky ostatné algoritmy sa nadm podarilo zrealizovat’.

Uviest' priemerné dizky, alebo odchylku by z dovodov velkej rozmanitosti prikladov
nebolo prave najzretel'nej$im ukazovatel'om kvality vysledku, a preto uvedieme pomer nasSou

hodnotou aivedenou hodnotou dizky hamiltonovského cyklu.

Uloha spacefil | sused |vkladanie| uspory
d1655.tsp 1,49 1,21 1,27 1,08
d2103.tsp 1,51 1,08 1,10 1,05
dsj1000.tsp | 1,40 1,32 1,11 1,21
f11400.tsp 1,33 1,35 1,09 1,33
fl1577.tsp 1,70 1,23 1,24 1,10
gr666.tsp 4,37 1,40 1,31 1,32
nrwl379.tsp| 1,38 1,24 1,30 1,17
pcb1173.tsp| 1,44 1,24 1,29 1,21
prl1002.tsp 1,38 1,22 1,26 1,14
pr2392.tsp 1,43 1,22 1,31 1,18
rl1323.tsp 1,76 1,31 1,32 1,21
rl1889.tsp 1,65 1,27 1,17 1,13
ul060.tsp 1,45 1,36 1,26 1,27
ul817.tsp 1,50 1,25 1,29 1,12
u2152.tsp 1,51 1,23 1,27 1,12
u2319.tsp 1,14 1,19 1,13 1,13
vm1084.tsp| 1,51 1,26 1,19 1,16

Z tabul’ky jasne vyplyva, ze az na jedinl vynimku vSetky vysledky st maximalne dvakrat
hor$ie ako zname najlepsie rieSenie. V prvej skupine sa ale na miesto vitaza dostal algoritmus
SAVES. Hoci na mensich tlohach nebol nijak vynimoc¢ny, na velkych tlohach sa javi byt

omnoho lepsi ako ostatné algoritmykwpine. Kvalita rieSenia je vSak zaplatend vel'mi dlhymi
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Casmi realizacie. Jej vysledky st vSak najhorSie. Oproti ostatnym algoritmom, ktoré boli
zrealizované takmer okamzite, je metdda SAVES vel'mi pomal4. Tabulku ¢asov, ako aj dizok
uvadzam v prilohe.

Rovnako ako pre algoritmy prvej skupiny aj pre druhu skupinu si uvedieme tabulku

pomerov diZok.

2opt-sus | 2opt-rnd | 3opt-sus | 3opt-rnd |zihanie-rnd|zihanie-sus
D1655.tsp 1,06 1,14 1,03 1,05 1,38 1,13
D2103.tsp 1,02 1,04 1,02 1,11 1,65 1,05
dsj1000.tsp | 1,09 1,08 1,11 1,15 1,10 1,12
FI11400.tsp 1,08 1,05 1,06 1,17 1,10 1,18
FI1577.tsp 1,04 1,08 1,03 1,08 1,43 1,14
gr666.tsp 1,12 1,14 1,17 1,33 1,20 1,23
nrwl379.tsp| 1,05 1,12 1,04 1,12 1,17 1,13
pcb1173.tsp| 1,06 1,08 1,04 1,10 1,15 1,11
pr1002.tsp 1,04 1,08 1,04 1,13 1,08 1,14
pr2392.tsp 1,06 1,00 1,01 1,04 1,02 1,05
ri1304.tsp 1,08 1,11 1,09 1,16 1,22 1,12
ri1323.tsp 1,12 1,18 1,19 1,37 1,30 1,23
ri1889.tsp 1,04 1,10 1,09 1,12 1,45 1,15
U1060.tsp 1,05 1,10 1,02 1,05 1,14 1,18
U1817.tsp 1,07 1,12 1,04 1,21 1,11 1,22
U2152.tsp 1,06 1,12 1,04 1,12 1,19 1,13
U2319.tsp 1,03 1,09 1,01 1,15 1,13 1,10
vm1084.tsp 1,06 1,09 1,21 1,09 1,21 1,11

Vysledky st vel'mi vyrovnané a preto nam opat’ pomoze tabulka ¢asov (v prilohe). Z nej
jednoznacne vyplyva neefektivnost’ algoritmov 30PT-RND, 30PT-SUS. Jej o nieco kvalitnejSie
vysledky nijako nevyvéazia jej ¢asovu narocnost’. Na vel’kych ulohach sa 3-optimlizdcia ukazala
ako Casovo vel'mi narocné procedura. 3-optimalizacny krok sice modze byt pouZzity ako néstroj
inych algoritmov, ale vylepSenia dosiahnuté vyhradne pomocou 3-joptimaliza¢nych krokov su

vel'mi draho zaplatené.
4.4. Zhrnutie experimentalneho porovnania
Vysledky, ku ktorym sme dospeli, nepreukazali ani jednu heuristiku jednoznaéne lepSou
ako ostatné, ale dostatocné mnoZzstvo testov ndm dovoluje dojst’ k ur€itym zadverom. Zalezi od

nasSich preferencii, ¢i obetujeme dlhy ¢as vypoctu pre kvalitnejSie rieSenie, alebo za vel'mi kratky

Cas ziskame rieSenie, aj ked’ nie az tak dobré.
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Z prvej skupiny algoritmov vSak ako najlepSia sa javi heuristika vkladania, ktora dava
pomerne dobré vysledky za priblizne rovnaky ¢as ako heuristika najblizSieho suseda, ktora sa
ukézala ako najrychlejSia.

V druhej skupine sa vitaz hl'ada tazsie, lebo na velkych tlohach boli vSetky pomerne
vyrovnané. Nesmieme zabudnut’ na ¢asovu naro¢nost, ktord ,,diskvalifikovala® 3-optimalizaciu.

Z tohto dévodu za vitaza druhej skupiny mézeme vyhlasit’ metédu simulovaného zihania.

Co sa kvality rieSenia tyka, ani jedna z vylep3ovacich heuristik nepreukazala vyrazni
citlivost’ na inicializaény cyklus. Casova naroénost viak pri vhodnej vol'be inicializa¢ného cyklu
moze pozorovatel'ne klesnut’.

Znasich pozorovani mdzeme usudit, Ze vhodnou kombindciou viacerych heuristik

mozeme dospiet’ ku kvalitnému rieSeniu za vel'mi prijatel'ny Cas.
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KAPITOLA 5

zaver

Ciel'om tejto diplomovej prace bolo preskumat’ heuristiky na rieSenie tlohy obchodného
cestujuceho, podat’ prehlad heuristik, vratane ilustraénych prikladov, experimentalne ich
porovnat’ a vyhodnotit’.

V prehl'ade sme uviedli dostatocné mnozstvo heuristik r6znych druhov. Podarilo sa nam
vSetky heuristikyimplementovat’ a otestovat’ na dostatoénom mnozstve tloh.

Vo vysledku experimentalnej Casti sme dospeli k jednoznacnému rieseniu pre konstrukéné
ako aj pre vylepSovacie algoritmy.

Vopred vytycené ciele sme teda splnili. Naviac, vysledky ziskané pri experimentalnom

porovnavani umoziuju lepsie vyuzitie heuristik, a teda aj dosiahnutie lepsich vysledkov.
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PRILOHA A

Vysledky experimentalneho testovania

Tabul’ky dizok internetovych Gloh:

Uloha Internet |spacefil  |sused vkladanie |uspory

d1655,tsp 62128 92573 75474 78756 67295
d2103,tsp 80450 121436 87279 88713 84423
dsj1000,tsp | 18659688 26216164 24630960 20764022 22552880
f11400,tsp 20127 26712 27179 21865 26713
fl1577,tsp 22249 37747 27429 27631 24502
gr666,tsp 294358 12871 4111 3860 3877
nrw1379,tsp 56638 78050 70015 73646 66227
pcb1173,tsp 56892 82133 70278 73296 68869
pch3038,tsp 137694] 181351 175573 175207 163906
prl002,tsp 259045 356585 315597 326518 296488
pr2392,tsp 378032 541567 461207 493661 445380
rl1304,tsp 252948 424923 339797 307207] 289901
ri1323,tsp 252948 445052 332095 334003] 305763
ri1889,tsp 316536] 520966| 400685 369266/ 356588
ul060,tsp 224094 325721] 305781] 283256| 284240
ul817,tsp 57201 85835 71406 73645 63970
u2152,tsp 64253 97273 79340 81363 71726
u2319,tsp 234256 266136 278783 265736 265822
vm21084,tsp 239297| 362393| 301469 284172 276909

zihanie- | zihanie-

tloha internet | 2opt-sus | 2opt-rnd | 3opt-sus | 3opt-rnd rnd sus

d1655,tsp 62128 65855,68| 70825,92| 63991,84] 65234,4 85736,64] 70204,64
d2103,tsp 80450 82059 83668 82059 892995 1327425\ 84472,5
Dsj1000,tsp [18659688| 20339060| 20152463| 20712254] 21458641| 20525657| 20898851
f11400,tsp 20127 21737,16] 21133,35| 21334,62| 23548,59] 22139,7| 23749,86
fl1577 tsp 22249 23138,96| 24028,92| 22916,47| 24028,92| 31816,07| 25363,86
gré66,tsp 294358 329681| 335568,1] 344398,9| 391496,1] 353229,6 362060,3
Nrwl1379,tsp 56638 59469,9| 63434,56| 58903,52| 63434,56| 66266,46, 64000,94
pch1173,tsp 56892 60305,52| 61443,36| 59167,68 62581,2] 65425,8 63150,12
pr1002,tsp 259045 269406,8| 279768,6| 269406,8 292720,9 279768,6| 295311,3
pr2392,tsp 378032 400713,9] 378032 381812,3] 393153,3] 385592,6| 396933,6
rl1304,tsp 252948 273183,8| 280772,3| 275713,3] 293419,7| 308596,6 283301,8
ri1323,tsp 252948 283301,8| 298478,6| 301008,1| 346538,8 328832,4] 311126
ri1889,tsp 316536 329197,4] 348189,6| 345024,2| 354520,3| 458977,2| 364016,4
ul060,tsp 224094| 235298,7| 246503,4/ 228575,9] 235298,7| 255467,2| 264430,9
ul817,tsp 57201 61205,07| 64065,12| 59489,04| 69213,21| 63493,11| 69785,22
u2152,tsp 64253 68108,18| 71963,36| 66823,12| 71963,36| 76461,07| 72605,89
u2319,tsp 234256| 241283,7| 255339 236598,6| 269394,4| 264709,3 257681,6
Vm1084,tsp 239297| 253654,8| 260833,7| 289549,4/ 260833,7| 289549,4| 265619,7|

Tabulky ¢asov realizacie vypoétov internetovych aloh:
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(Udaje su v sekundéach)

Uloha spacefil  sused \vkladanie Juspory

d1655.tsp 0,000 0,060 0,170] 204,684
d2103.tsp 0,000 0,050 0,390] 395,429
dsj1000.tsp 0,000 0,000 0,060 46,827
f11400.tsp 0,000 0,060 0,110 118,791
fl1577.tsp 0,000 0,000 0,170 174,892
gr666.tsp 0,000 0,000 0,060[ 13,009
nrwl1379.tsp 0,001 0,050 0,110 123,027
pa561.tsp 0,000 0,000 0,000 8,623
pcb1173.tsp 0,000 0,000 0,110[ 76,380
pr1002.tsp 0,000 0,050 0,050 46,697
pr2392.tsp 0,002 0,110 0,600 640,951
r1304.tsp 0,000 0,050 0,110 105,161
r1323.tsp 0,000 0,060 0,110 109,187
r1889.tsp 0,002 0,110 0,280] 319,269
u1060.tsp 0,000 0,050 0,050 54,478
ul817.tsp 0,000 0,050 0,220 293,792
u2152.tsp 0,002 0,050 0,380] 484,507
u2319.tsp 0,002 0,110 0,550{ 501,662

vm21084.tsp 0,000 0,060 0,110, 57,543

Uloha 2opt-sus 2opt-rnd gih-rnd  pgih-sus  Bopt-sus Bopt-rnd

d1655.tsp 37,81 176,75 35,16 42,31 5116,49| 5643,16
d2103.tsp 38,43 77,80 41,54 39,64| 9164,11] 10036,30
dsj1000.tsp 12,88 89,16 16,30 12,16] 1694,31] 2641,64
f11400.tsp 48,79 196,07 34,79 33,63 2894,31] 3142,64
fl1577.tsp 41,43 87,97 36,14 26,69 1946,32| 2616,31
gr666.tsp 2,62 4,24 26,00 16,30 1261,10 891,61
nrw1379.tsp 33,94 207,34 34,35 31,20] 6941,11] 7631,94
pa561.tsp 1,54 2,32 19,30 9,66 931,16/ 650,31
pcb1173.tsp 18,57 35,14 27,29 27,29 1012,03| 1643,09
pr1002.tsp 10,46 6,96 18,02 20,65 813,62 900,61
pr2392.tsp 207,42 0,65 41,86 38,69 8654,36| 9846,91
ri1304.tsp 20,83 140,27 27,27 62,39 5001,32| 6435,91
r1323.tsp 15,70 158,86 27,57 29,61 3619,31] 4036,61
ri1889.tsp 72,48 682,85 35,82 39,65| 6435,19| 7694,96
u1060.tsp 16,03 8,12 22,89 31,20 1369,89] 4619,61
ul817.tsp 68,13 83,85 38,75 40,97| 2983,65| 3649,91
u2152.tsp 93,91 164,76 43,82 39,84| 8695,60| 10369,16
u2319.tsp 148,50, 188,25 41,91 40,62 12369,13| 19496,16
vm1084.tsp 10,94 99,82 20,67 21,36/ 7316,10] 3451,61

PRILOHA B
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Naprogramovanych bolo 12 heuristik, vSetky v jazyku Delphi 6. Podrobny navod na

pouzitie prikladdm v subore README.TXT spolu so zdrojovymi programami na priloZenej

diskete.

Vypis pouzitych procedur:

procedure Sused;
var m,i,j,I,pom,pom1l:integer;
koniec:integer;

min:real;

W:array[1..max] of integer;
{mnoz. volnych vrcholov}
begin

min:=10000000; koniec:=1;
for j:=1 to N do W[j]:=1;
dizka:=0; W[1]:=0; i:=1;
repeat

for j:=1 to N do begin

{vyhladame najblizsieho suseda z volnych}
if W[j]=1 then begin
if G[i,j] < min then begin
min:=G[i,j]; koniec:=j; I:=i;
end;
end;

end;

W/koniec]:=0;

dizka:=dIzka + min;
min:=10000000;

H[l]:=koniec;

i:=koniec;

pom:=0;

for pom1:=1 to N dopom:=pom+W[pom1];
until pom=0;

dizka:=dIzka + G[1,koniec];
H[koniec]:=1;

end;

procedure Zmena_cesty(odkial,kam:integer);
var a,b,poz:integer;
Cesta:array[1..max] of integer;
begin
poz:=2; a:=odkial,
Cesta[l]:=odkial;
while H[a] <> kam do begin
{nacita povodnu cestu}
Cesta[poz]:=H[a]; a:=H[a]; poz:=poz+1;
end;
Cesta[poz]:=kam;
for b:=poz downto 2 do H[Cesta[b]]:=Cesta[b-1];
{vymeni cestu za opacnu}
end;

procedure DvaOptKrok;
var i,j,k,pomi,pomj,
minbod1,minbod2:integer;

min:double;
{minim. lokalnych zmien}
lokuspora,pom:real;
minor:double;
{dIzka cyklu bez zamienanych hran}
begin
repeat
lokuspora:=0; pom:=0;
for i:=1 to N do begin
for j:=i+1 to N do begin
if (H[i]<>j) and (H[j]<>i) then begin
pgm:=G[i,H[i]]+G[i,H[i]]-G[i,J']-G[H[i],H[i]];
end;
if lokuspora<pom then begin
lokuspora:=pom;
minbod1:=i; minbod2:=j;
pomi:=H[minbod1]; pomj:=H[minbod?2];
end;
end;
end;
dizka:=dlzka-lokuspora;
if lokuspora<>0 then begin
Zmena_cesty(pomj,minbod1l);
H[pomij]:=pomi;
H[minbod2]:=minbod1;
end;
until lokuspora=0;
end;

procedure pgraf;
{o¢isluje hrany}
var i,j:integer;
dizka:real;
begin
index:=1,;
fori:=1 to N do begin
for j:=i+1 to N do begin
D[index].i:=i; D[index].j:=j;
D[index].dIzka:=Gli,j];
index:=index+1;
end; end; end,;

procedure Mintree;
{né&jde najlacnejsiu kostju
var znak:array[1..max] of integer;
pridal:boolean;
pocethran,poml,pom2 kk,jj:integer;
begin
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index:=index-1;
QuickSort(D, 1, index);
pocethran:=0;
for jj:=1 to N do znak{jj]:=jj;
for kk:=1 to max do Kostra[kk]:=0;
ji=1
while pocethran<>N-1 do begin
pridal:=False;
while not pridal do begin
if znak[D[jj].i]<>znak[D[jj].j] then begin
Kostra[pocethran+1]:=jj; pridal:=True;
if znak[D[jj].i] < znak[D[jj].j] then begin
poml:=znak[DI[jj].i]; pom2:=znak[D[jj].il;
end else begin
pom2:=znak[DI[jj].i]; pom1:=znak[D[jjl.jl;
end; end;
for kk:=1 to N do begin
if znak[kk]J=pom2 then znak[kk]:=pom1;
end; jj:=jj+1;
end; pocethran:=pocethran+1;
end; end;
procedure euler;
var OBJ:array[1..max,1..max] of byte;
znak,navsteva:array[1..max] of byte;
E:array[1..maxhran] of integer;

som,posunl,posun2,posun3,i,j,counter:integer;

{OBJ: neprejdene 0 neobjavitelske 1
objavitelske 2 protismerne 3
neexistujuce 5}

begin {procedury euléd
{inicializacia pomocnej struktury pre cestovanie
grafom}
for i:=1 to N do begin
for ;=1 to N do OBJJi,j]:=5; end;
for i:=1 to (N-1)do begin
OBJ[D[Kostra[i]].i,D[Kostrali]].j]:=0;
OBJ[D[Kostra][i]].j,D[Kostra[i]].i]:=0;
end;
{vytvorenieeulerovskeho tahu}
{znak: neznamy vrchol 0 znamy vrchol 1}
for i:=1 to maxhran do E[i]:=0; posunl:=1;
for i:=1 to N do znak[i]:=0; som:=1,;
znak[som]:=1; counter:=1; E[1]:=som;
while (posunl1<>0) or (posun2<>0) or
(posun3<>0) do begin
posunl:=0; posun2:=0; posun3:=0;
fori:=1to N do begin
if (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=0) then
posunl:=i;
if (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=1) then
posun2:=i;
If (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=2) then
posun3:=i; end;
if posun1<>0 then begin
if znak[posun1]=0 then begin
OBJ[som,posunl]:=2; som:=posunl;
znak[posunl]:=1; counter:=counter+1;
E[counter]:=posunl;
endelse begin

OBJ[som,posunl]:=1; som:=posuni;
counter:=counter+1; E[counter]:=posunl;
end; end else begin
if posun2<>0 then begin
OBJ[som,posun2]:=3; som:=posun2;
counter:=counter+1,
E[counter]:=posun2;
end else begin
if posun3<>0 then begin
OBJ[som,posun3]:=3; som:=posun3;
counter:=counter+1; E[counter]:=posun3;
end; end; end; end;
{ziskanie cyklu z euklidovskeho sledu}
som;=E[1]; dlzka:=0;
for i:=1 to N do navsteva]i]:=0;
navstevalE[1]]:=1; i:=2; j:=1;
while j<N do begin
if navsteva[E[i]]=0 then begin
dizka:=dlzka+G[som,E[i]];
navsteva[E[i]]:=1;
H[som]:=E[i]; som:=E[i]; j:=j+1;
end; i:=i+1;
end; H[E[i-1]]:=E[1]; end;

procedure stupen(var stup:pole);
{urci stupen vrchola
var icinteger;
begin
fori:=1 to N do stup]i]:=0;
for i:=1 to N-1 do begin
inc(stup[D[Kostra]i]].i]);
inc(stup[D[Kostra][i]].j]);
end; end;

procedure perfectmatch;
{vypotita pridané }
var i,j,k:integer;
nebola:boolean;
begin
for i:=1 to N do neparnost[i]:=True;
pocetneparnych:=0;
for i:=1 to N do odskok]i]:=0;
fori:=1 to N do begin
if (stup[i] mod 2) = 0 then begin
neparnost[i]:=False
end else begin
pocetneparnych:=pocetneparnych+1;
end; end;
j:=1;i:=0;
while pocetneparnych<>0 do begin
if neparnost[D[j].i] and neparnost[D[j].j] then
begin
nebola:=true; k:=1;
while nebola and (k <= N-1) do begin
if Kostralk] = j then nebola := false;
k:=k+1;
end;
if nebola then begin
Kostra[N+i]:=j;
pocetneparnych:=pocetneparnych-2;

{nie je to odbocka}
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neparnost[DJ[j].jl:=False;
neparnost[D[j].i]:=False;
i:=i+1;
end else begin {je to odbocka}
if (stup[D[kostra[k-1]].i]<3) or
(stup[D[kostra[k-1]].j]<3) then begin
if stup[D[kostra[k-1]].i] = 1 then begin
odskok[D[kostra[k-1]].i:=D[kostra[k-1]].j;
end else begin
odskok[D[kostra[k-1]].jl:=D[kostra[k-1]].i;
end;
Kostra[k-1]:=0;
pocetneparnych:=pocetneparnych-2;
neparnost[D[j].j]:=False;
neparnost[D[j].i]:=False;
end; end; end;
j:=j+1; end;
X:=i; end;

procedure saving(var priebdlzka:real);
const uhlopriecka=1.0e10;

var i,j,surl,sur2,minbod1,minbod2,bbbbb:integer;

{bbbbb-indikuje neexistenciu dalsieho zlepsenia }

Dvojnik:array[1..max] of integer;{indikator
dvojiteho zapojenia}

Opakovac:array[1..max,1..2] of integer;
{kontroluje neopakovanie neustale toho isteho
vylepsenia}

lokalmin,min,opakovanie:real;
begin
min:=1.0e10; bbbbb:=2; opakovanie:=0;
for i:=2 to N do Dvojnik[i]:=2;
for i:=1 to N do for j:=1 to 2 do Opakovac]i,j]:=0;
while bbbbb<>0 do begin
min:=uhlopriecka;
for i:=2 to N do begin
for j:=i+1 to N do begin
if (Dvojnik[i]>0) and (Dvojnik[j]>0) and
(Opakovac]i,1]<>))
and(Opakovac]i,2]<>j) then begin
if (G[1,i]+G[1,j])>G]i,j] then begin

lokalmin:=G]i,j];surl:=i;sur2:=j;opakovanie:=0;

end; end;
if min>lokalmin then begin
min:=lokalmin; minbodl:=surl; minbod2:=sur2;
end; end; end;
if opakovanie=1 then bbbbb:=0;
opakovanie:=1;
if min<1.0e10 then begin
priebdlzka:=priebdlzka+G[minbod1,minbod2];
if Opakovac[minbod1,1]=0 then
Opakovac[minbod1,1]:=minbod2
else Opakovac[minbod1,2]:=minbod2;
Dvojnik[minbod1]:=Dvojnik[minbod1]-1;
Dvojnik[minbod?2]:=Dvojnik[minbod2]-1;
end; end; fori:=2 to N do begin
if Dvojnik[i]<0 then Dvojnik]i]:=0;
priebdlzka:=priebdlzka+(Dvojnik[i]*G[1,i]);

end; end;
function locate(xs,ys:real):real;
{priradi hodnotu pre kazdy bod S§tvorca podla
rekurzivneho delenia SPACEFILL
const kmax=20;
var x,y,k,z:real;
irreal;
begin
X:=XS; Yi=VS;
i:=0;k:=1;
if x>y then begin
i:=1; X:=m-x; y:=m-y;
end;
while k<kmax do begin
i:=i+i; ki=k+1;
if x+y>m then begin
i:=i+l; z:=m-y;
Yi=X; Xi=Z;
end;
if k<kmax then begin
i:=i+i; ki=k+1;
X:=X+X, YISy+y;
if y>m then begin
i:=i+1; z:=y-m;
Yi=m-X; X:=z;
end; end; end;
locate:=i;
end;

function Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk:integer; kod:byte;
minor:double):double;
var pom:double;
begin
case kod of
1: pom:=minor+Gli,j]+G[HIi],k]+G[HIj],H[K]];
2: pom:=minor+G[i,k]+G[HI[i],H[]1]+GIj,HIK]];
3: pom:=minor+Gl[i,H[j]]+G[HIi],H[K]]*+GIj,K];
4: pom:=minor+G[i,H[j]]+G[j,H[K]]+G[HIil,k]
end;
Optimalizuj:=pom;
end;

procedure Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk:integer;
kod:byte);
procedure Zmena_cesty(odkial,kam:integer);
var a,b,poz:integer;
Cesta:array[1l..max] of integer;
begin
poz:=2; a:=odkial,
Cesta[l]:=odkial,
while H[a] <> kam do begin
cestu}
Cesta[poz]:=H[a]; a:=H[a]; poz:=poz+1l;
end;
Cesta[poz]:=kam;
for b:=poz downto 2 do H[Cesta[b]]:=Cesta[b-1];
{vymeni cestu za opacnu}

{nacita povodnu

end;
begin
case kod of
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1: begin end;
Zmena_cesty(ii,j); k:=kk; kk:=HIK];
Zmena_cesty(jj,k); end;
HIiil:=k; H[i]:=j; H[jl:=kk; J:=ii; i=H0 ke=H[j]; kke=H[K];
end; end;
2: begin i:=H[il; ii:=H[]; j:=H[iil; ji:=H{]; k:=H[jl;
Zmena_cesty(jj,k); kk:=H[K];
H[jjl:=ii; H[il:=k; H[j]:=kk; end;

end;

3: begin
Zmena_cesty(ii,j);
H[ii]:=kk; H[i]:=jj; H[K]:=];
end;

4: begin
H[i:=jj; H[j]:=kk; H[K]:=ii;
end;

end;

end;

procedure TriOpt;
var i,j,k:integer; {lave vrcholy vymennych hran}
ii,jj,kk:integer; {prave vrcholy vymennych
hran}
LMIN:array[1..4] of double; {lokalne zmeny}
min:double; {minim. lokalnych zmien}
kkk,ikoniec,jkoniec,kkoniec:integer;
{maximalna pozicia i,j,k-tej prem.}
kod:byte;  {kod pouzitej alternativy zameny
hran}
a,imin:byte;
skok:boolean; {indikacia zlepsenia}
minor:double; {dlzka cyklu bez zamienanych
hran}
begin
repeat { for kkk:=1to 10 do begin}
ikoniec:=1;
for i:=1 to N-6 do begin
ikoniec:=H[ikoniec];
end;
jkoniec:=H[HJikoniec]];
kkoniec:=H[H[jkoniec]];
i:=1; j:=H[H[]]; k:=H[H[]];
ii=H[i; jj:=H[I; kk:=H[KI;
skok:=false;
while (i <> ikoniec) and not skok do begin
while (j <> jkoniec) and not skok do begin
while (k <> kkoniec) and not skok do begin
minor:=dlzka-(Gl[i,ii]+G[j,jj]+G[k,kK]);
for kod:=1to 4 do
LMIN[kod]:=Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk,kod,minor);
min:=LMIN[1]; imin;=1;
for a:=2 to 4 do begin
if LMIN[imin] > LMIN[a] then begin
imin:=a; min:=LMIN[a];
end;
end;
if dlzka > min then begin
skok:=true;
Upravit_cyklus(i,ii,},jj,k,kk,imin);
dizka:=min;

if skok then begin
{ Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk,kod);
dizka:=min;}
end else begin
minor:=dlzka-(Gl[i,ii|+G[j,jj]+G[k,kk]);
for kod:=1to 4 do
LMIN[kod]:=Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk,kod,minor);
min:=LMIN[1]; imin:=1;
for a:=2 to 4 do begin
if LMIN[imin] < LMINJ[a] then begin
imin:=a; min:=LMIN[a];

end;

end;

if dizka > min then begin
skok:=true;
Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk,imin);
dizka:=min;

end;

end;

{ write('Dlzka =");
writeln(dlzka:0:4); }
until not skok; (* } end;*)
end;

procedure Vkladanie;
var i,j,jmin:integer;
vzd,min:double;
begin
for i:=4 to N do begin
min;=maxint;
for j:=1to i-1 do begin
vzd:=dlzka+Gli,j]+G[HI[j],i]-G[j,HIII;
if vzd<min then begin
min:=vzd; jmin;=j;
end;
end;
{dIzka:=dIzka-G[jmin,H[jmin]]+min;} dlzka:=min;
H[i]:=H[jmin]; H[jmin]:=i;
end;
end;

procedure Zihanie;
var
teplota,zmena,Delta,Lambda,Beta,XX,pom2:real,
{R je faktor opakovania}
i,X,¥,2,R,bezzmeny,a,counter:integer;
begin
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teplota:=1000; R:=N;
Bezzmeny:=0;
Lambda:=0.99;
Beta:=1.2;
min:=0;
mincyklus:=dlzka;
while bezzmeny < 10 do begin
fori:=1to R do begin
zmena:=random;
x:=0; y:=0; z:=0;
if zmena < 0.5 then begin
while (x=y) or (H[x]=y) or (H[y]=x) do begin
x:=random(N)+1;
y:=random(N)+1;
end;
Delta:=DvaOpt(x,y);pomx:=H[Xx];
pomy:=H[y];
end
else begin
while (x=y) or (x=z) or (y=z) or (x=H][z]) or
(h[x]=2)
or (H[x]=y) or (H[y]=z) or (H[z]=y) or
(H[y]=x) do begin
x:=random(N)+1;
y:=random(N)+1;
z:=random(N)+1;
end;
a:=x;
while (H[a] <>y) and (H[a] <> z) do a:=H[a];
if H[a]=z then begin
ai=z; z:=y; y:=a;
end;
Delta:=TriOpt(X,y,z); pomy:=H[y];
pomx:=H[x]; pomz:=H[z];
end;
if Delta < 0 then begin
if zmena < 0.5 then begin
Zmena_cesty 2opt(H[y],x);
H[pomy]:=pomx; H[y]:=X;
Bezzmeny:=0; dizka:=dlzka+delta;
lokmin:=dlzka;
if lokmin < mincyklus then begin
min:=lokmin;
for counter:=1to N
doLH[counter]:=H[counter];
end;
end else begin
Upravit_cyklus(x,pomx,y,pomy,z,pomz);
Bezzmeny:=0;
dizka:=dlzka+delta;
lokmin:=dlzka;
if lokmin < mincyklus then begin
min:=lokmin;
for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
end; end;
end else begin
XX:=exp(-Delta/teplota); pom2:=random;
if pom2 < XX then begin
if zmena < 0.5 then begin

Zmena_cesty 2opt(H[y],x);
H[pomy]:=pomx; H[y]:=x;
Bezzmeny:=0; dlzka:=dIzka+Delta;
lokmin:=dlzka;
if lokmin < mincyklus then begin
min:=lokmin;
for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
end;
end else begin
Upravit_cyklus(x,pomx,y,pomy,z,pomz);
Bezzmeny:=0;
dizka:=dlzka+Delta;
lokmin:=dlzka;
if lokmin < mincyklus then begin
min:=lokmin;
for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
end; end; end; end; end;
Bezzmeny:=Bezzmeny+1;
if teplota < 1 then Bezzmeny:=20;
Teplota:=Teplota*Lambda,;
R:=trunc(R*Beta);
if R> 10000 then R:=10000;
end;
end;
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