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KAPITOLA 1

Úvod

���$NR�PQRKR��DOãtFK�~ORK�] teórie grafov aj problém obchodného cestujúceho (Traveling

6DOHVPDQ�3UREOHP��763�� MH� �GHILQRYDQê�YH�PL� MHGQRGXFKR��2EFKRGQê�FHVWXM~FL�Pi�]D�~ORKRX

SUHFHVWRYD"�NDåGêP�PHVWRP�YR�VYRMRP�UHJLyQH�SUiYH�UD]��D�YUiWL"�VD�GRPRY��=iURYH��PXVt�W~WR

FHVWX�DEVROYRYD"��þR�QDMNUDWãtP�PRåQêP�VS{VRERP�

Pre ilustráciu  uvediem jeden príklad, ktorý ilustruje základnú úlohu ako aj  jej optimálne

ULHãHQLH��3UHGVWDYPH�VL�VLWXiFLX�]Qi]RUQHQ~�QD�REUi]NX�þtVOR���

Je to mapa oblasti, ktorá je pridelená obchodnému cestujúcemu, prekreslená do grafu, kde

YUFKRO\� JUDIX� SUHGVWDYXM~� PHVWi�� NWRUp� Pi� QDYãWtYL"� D hrany reprezentujú cesty, ktorými sú

MHGQRWOLYp� PHVWi� SRVSiMDQp�� &HQ\� KUiQ� ]RGSRYHGDM~� G�åNDP� MHGQRWOLYêFK� FHVWQêFK� ~VHNRY�

2EFKRGQê� FHVWXM~FL� ]DþtQD� VYRMX� S~"� Y�PHVWH� $�� 9� NDåGRP�PHVWH� VD� PXVt� UR]KRGQ~"�� NWRUp

PHVWR� QDYãWtYL� DNR� �DOãLH�� DE\� FHONRYi� SUHFHVWRYDQi� G�åND� EROD�� þR� QDMPHQãLD�� 2SWLPiOQH

ULHãHQLH�WHMWR�~ORK\�MH�]REUD]HQp�QD�REUi]NX�þtVOR�����KUXERX�þLDURX��
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3R� XYHGHQt� LOXVWUDWtYQHKR� SUtNODGX� P{åHPH� SUH� GDQê� SUREOpP� XYLHV"� MHGQRGXFK~

YãHREHFQ~�GHILQtFLX��9\SXVWtPH�SHYQê�]DþLDWRN�D úloha vyzerá nasledovne:  Nech je daný  graf

G = (V, E) s�G�åNRX� KUiQ�cij  �� ÒORKD� � QiMV"� QDMNUDWãt�hamiltonovský cyklus sa nazýva úlohou

obchodného cestujúceho.

$NR� ~ORKD� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR� VD� GDM~� IRUPXORYD"� PQRKp� SUREOpP\� ] praxe,

YlþãLQRX� V~� WR� ~ORK\�� NWRUp� ULHãLD� F\NOLFNp� SUHVXQ\� SR]tFLH� SR� GRSUHGX� ]QiP\FK� FHVWiFK� SUL

PLQLPDOL]RYDQt� ~þHORYHM� IXQNFLH� �REY\NOH� G�åN\�� þDVX�� FHQ\� D�SRG���� 3UH� ]DXMtPDYRV"� LFK

QLHNR�NR� XYHGLHP�� Y�WDQLH� RWYRURY� � QD� PDWLþQ~� GRVNX �SRK\E� Y�WDþN\�� NWRUi� PHQt� YH�NRV"

YUWiNRY� SR� Y\Y�WDQt� GLHU� MHGQHM� YH�NRVWL� P{åH� E\"� PRGHORYDQê� DNR� 763�� >�@�� röntgenová

kryštalografia� �GHWHNWRU� PHULD� LQWHQ]LWX� RGUD]X� O~þRY� ] rôznych pozícií a presun do pozície

P{åH� E\"� þDVRYR� Yê]QDþQê� D� SUHWR� VD� PLQLPDOL]XMH� þDVRYi� QiURþQRV"� FHONRYpKR� SRK\EX

detektora) [?], kreslenie plošných spojov� �PHFKDQLFNê� SORWWHU� ]DNUHV�XMH� VSRMH� SUHG� OHSWDQtP�

WUHED�PLQLPDOL]RYD"�FHONRYê�þDV�SRWUHEQê�QD�Y\NUHVOHQLH�FHOHM�GRVN\���klasifikácia organických

]O~þHQtP�(J. Lederberg v roku 1958 preukázal na základe minimalizácie hamiltonovského cyklu

Y� ]O~þHQLQiFK� LVWp� FKDUDNWHULVWLFNp� YODVWQRVWL�� >�@�� 7LHWR� D podobné úlohy v praxi predstavujú

JUDIRYp� ~ORK\� YH�NêFK� UR]PHURY�� D�SUHWR� QiMGHQLH� RSWLPiOQHKR� ULHãHQLD� P{åH� ]QDPHQD"

obrovskú úsporu.

Nájdenie optimálneho riešenia však nie je vôbec jednoduché. Úloha obchodného

FHVWXM~FHKR�WRWLå�SDWUt�GR�WULHG\�13�"DåNêFK�SUREOpPRY��WHGD�QLH�MH�]QiP\�åLDGQ\�polynomiálny

algoritmus na ich vyriešenie. Z�WêFKWR�G{YRGRY�VD�SR]RUQRV"�ULHãLWH�RY�WHMWR�~ORK\�]DPHUDOD�QD

SULEOLåQp� ULHãHQLH� SUREOpPX�� 6DPR]UHMPH� WRWR� ULHãHQLH� E\� PDOR� PD"� XUþLWp� YêKRG\� DNR

kompenzáciu istej odchýlky od RSWLPDOLW\�� 7RXWR� YêKRGRX� MH� þDVRYi� ~VSRUD� D�YêSRþWRYi

MHGQRGXFKRV"�� 7LHWR� SRGPLHQN\� VS��DM~� DSUR[LPDþQp� DOJRULWP\� �KHXULVWLN\�� ULHãHQLD� ~ORK\

REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR�� NWRUp� ]DUXþXM~� SRPHUQH� GREUp� YêVOHGN\� Y�SULMDWH�QRP� � YêSRþWRYRP

þDVH�
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A�SUiYH�WLHWR�KHXULVWLN\�V~�SUHGPHWRP�WHMWR�SUiFH��+ODYQêPL�FLH�PL�GLSORPRYHM�SUiFH�EROL�

SUHVN~PDQLH� KHXULVWtN� QD� ULHãHQLH� ~ORK\� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR�� SRVN\WQ~"� SUHK�DG� WêFKWR

heuristík v slovenskom jazyku, vzájomné experimentálne porovnanie a vyhodnotenie

algoritmov. V�SRURYQiYDQt� VD� EXGHPH� VSROLHKD"� QD� ãWDWLVWLFNp� YêVOHGN\�� NWRUp� QiP� SRVN\WQ~

naprogramované heuristiky.

Skôr ako sa pustíme do samotného experimentálneho porovnávania, v  2. kapitole podáme

všeobecný teoretický úvod do problému obchodného cestujúceho a rovnako aj vysvetlenie

úpravy vstupných grafov na grafy kompletné. V 3. kapitole jednotlivé heuristiky podrobne

vysvetlíme, podchytíme hlavné myšlienky  a�� DOJRULWP\� EXGHPH� LOXVWURYD"� QD� Qi]RUQRP

SUtNODGH��.DSLWROD� EXGH� UR]GHOHQi� GR� þDVWt�� Y� NWRUêFK� EXG~� � ]RVNXSHQp�P\ãOLHQNRYR� SUtEX]Qp

heuristiky. V 4. kapitole porovnáme heuristiky na základe štatistických podkladov

QDSURJUDPRYDQêFK� KHXULVWtN�� +HXULVWLN\� EXGHPH� VN~PD"� QD� QiKRGQH� QDJHQHURYDQRP� V~ERUH

príkladov a�WLHå� DM� QD� � QLHNR�NêFK� SUtNODGRFK� V doteraz najlepšími známymi riešeniami

z internetu. V�SUtORKH� SRVN\WQHPH� YêVOHGN\� KHXULVWtN�� YR� IRUPH� YêSLVRY� YêSRþWRYêFK

H[SHULPHQWRY�QD�SRþtWDþL��D�URYQDNR�XYHGLHPH�DM�SRSLV�SURJUDPRY��SRPRFRX�NWRUêFK�EROL�WLHWR

YêSRþW\�]UHDOL]RYDQp�
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KAPITOLA  2

Teória

2.1. Hamiltonovské grafy

Slávny írsky matematik W. R. Hamilton v�URNX� ����� QDYUKRO� NRPHUþQ~� KiGDQNX� ³FHVWD

RNROR�VYHWD³��3UtNODG�MH�]REUD]HQê�QD�REUi]NX�þ� 3.�ÒORKD�]QLH�SUHFHVWRYD"�YãHWN\�KODYQp�PHVWi

�YUFKRO\�JUDIX��D�YUiWL"��VD��GRPRY����XERYROQê��YêFKRG]t�YUFKRO���-HGQR�ULHãHQLH�MH�QD�REUi]NX

þ����

+UD� SUH� VYRMX� MHGQRGXFKRV"� QHPDOD� YH�Nê� ~VSHFK�� DOH� SRPHQRYDQLH� SUH� F\NOXV�� NWRUê

SUHFKiG]D�YãHWNêPL�YUFKROPL�QD�SRþHV"�Hamiltona zostal. Graf, ktorý obsahuje hamiltonovský

cyklus sa nazýva hamiltonovský. Ak obsahuje len hamiltonovskú cestu, t.j. cestu spájajúcu dva

YUFKRO\� D� SUHFKiG]DM~FX� YãHWNêPL� YUFKROPL� SUiYH� UD]�� MH� R]QDþHQê� DNR� polo-hamiltonovský.

=LVWHQLH���þL���JUDI�G = (V, E)  je   KDPLOWRQRYVNê��P{åH�YLHV"�N úlohe obchodného cestujúceho

QD� NRPSOHWQRP� JUDIH�� NGH� YãHWN\� KUDQ\� RULJLQiOQHKR� JUDIX� V~� QDKUDGHQp� KUDQDPL� G�åN\� �

a�YãHWN\� RVWDWQp� KUDQ\�PDM~� G�åNX� ��� 3R� QiMGHQt� RSWLPiOQHKR�hamiltonovského cyklu z�G�åN\
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F\NOX�P{åHPH�Y\SRYHGD"�R�S{YRGQRP�JUDIH��$N�G�åND�RSWLPiOQHKR�ULHãHQLD� MH� URYQi�Q�SRWRP

pôvodný graf G je hamiltonovský.

=� G{YRGRY� MHGQR]QDþQRVWL� WHUD]� XYHGLHPH� QDMþDVWHMãLH� SRXåtYDQp� SRMP\� D�R]QDþHQLH

SRXåtYDQp��Y tejto práci.

�����'HILQtFLH�D�SRXåtYDQi�WHUPLQROyJLD

Majme graf G = (V, E). V�MH� NRQHþQi�PQRåLQD� MHKR� YUFKRORY� D E� MH�PQRåLQD� MHKR� KUiQ

(dvojprvkových SRGPQRåtQ�PQRåLQ\�V), VSiMDM~FH�GYRMLFH�YUFKRORY��3RþHW�SUYNRY�MHGQRWOLYêFK

PQRåtQ�R]QDþXMHPH�DNR�|V| = v, |E| = e. Hrana e ∈ E spájajúca vrcholy vi a vj �MH�R]QDþHQi�DNR

(vi, vj), alebo ij . Vrcholy vi a vj spojené hranou (vi, vj) sa nazývajú susedné. Základné pojmy

z�WHyULH�JUDIRY�PRåQR�QiMV"� Y� [2, 3]. Vrchol vi nasledujúci v KDPLOWRQRYVNRP�F\NOH� DNR��DOãt

vrchol po vrchole vj nazývam vo svojej práci pravým susedom vrcholu vi. Hrany

KDPLOWRQRYVNpKR�F\NOX��NWRUp�PDM~� VSRORþQê� MHGHQ�YUFKRO�QD]êYDM~�susedné. Ohodnotený graf

G = ( V, E, c) MH�GHILQRYDQê�PQRåLQRX�YUFKRORY�V��PQRåLQRX�KUiQ�E a funkciou c:E:5�, ktorá

NDåGHM�KUDQH�(vi, vj) SULUDGt�MHM�FHQX�R]QDþHQ~�DNR�ci j��7iWR�FHQD�P{åH�SUHGVWDYRYD"�G�åNX�KUDQ\�

a preto v práci nerozlišujeme medzi cenou hrany a�G�åNRX�KUDQ\�

Problém obchodného cestujúceho pozostáva z nájdenia hamiltonovského cyklu, ktorého

c��� G�åND� �VXPD� G�åRN� SUHMGHQêFK� KUiQ�� MH� PLQLPiOQD� �QLHNHG\� VD� P{åH� åLDGD"�� DE\� EROD

PD[LPiOQD���%H]�VWUDW\�QD�YãHREHFQRVWL�YãDN�P{åHPH�EUD"�GR�~YDK\�OHQ�PLQLPDOL]DþQ~�YHU]LX

úlohy.

V�GLSORPRYHM� SUiFL� YHQXMHPH� ]YêãHQ~� SR]RUQRV"� ~ORKH� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR� QD

euklidovských grafoch. Takýto graf je zhodný s bodmi (vrcKROPL�� UR]ORåHQêPL�QD���UR]PHUQHM

URYLQH�� NGH� Y]GLDOHQRV"� PHG]L� YUFKROPL� �G�åND� KUDQ\�� VD� URYQi� HXNOLGRYVNHM� Y]GLDOHQRVWL

SUtVOXãQêFK� ERGRY�� (XNOLGRYVNê� JUDI� MH� NRPSOHWQê� D� ]DUXþXMH� SODWQRV"� WURMXKROQtNRYHM

nerovnosti, t.j. ci j + cj k ��ci k�SUH��XERYR�Qp tri vrcholy i, j, a k.

2.3. Úprava vstupných grafov

$NR�YVWXSQp�JUDI\�SRXåtYDPH��NRPSOHWQp�JUDI\� V kladne ohodnotenými hranami. Kladné

RKRGQRWHQLH� JUDIX� QLH� MH� REPHG]XM~FLP� SUHGSRNODGRP�� OHER� SULSRþtWDQtP� GRVWDWRþQH� YH�NHM

NRQãWDQW\�:�NX� YãHWNêP�G�åNDP�KUiQ� VL� W~WR� SRGPLHQNX�P{åHPH� ]DUXþL"� D táto úprava nemá

YSO\Y�QD�VSUDFRYDQLH�~ORK\��.H�åH�NRQãWDQWX�W�VPH�SULSRþtWDOL�NX�YãHWNêP�KUDQiP�D výsledný
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cyklus obsahuje práve n hrán, kde n� MH� UR]PHU� ~ORK\� �SRþHW� YUFKRORY��� RG� YêVOHGQHM� KRGQRW\

G�åN\�KDPLOWRQRYVNpKR�F\NOX�VWDþt�RGUiWD"�KRGQRWX�W*n. Takto získaný výsledok korešponduje

s riešením pôvodného nekladne ohodnoteného grafu.

�'{YRGRP�SUH�SRXåLWLH�NRPSOHWQpKR�JUDIX� DNR� ]iNODGQpKR� SURVWUHGLD� ~ORK\� REFKRGQpKR

FHVWXM~FHKR�MH�WR��åH�NRPSOHWQê�JUDI�QiP�]DUXþXMH�H[LVWHQFLX�SUtSXVWQpKR�ULHãHQLD��NêP�GRNi]D"

existenciu hamiltonovského cyklu  na všeobecnom grafe je 13�"DåNê�SUREOpP�

�XERYR�Qê� QHNRPSOHWQê� V~YLVOê� JUDI�G = (V, E) sa dá pre potreby úlohy obchodného

FHVWXM~FHKR�ÄVNRPSOHWL]RYD"³�SULGDQtP�KUiQ� GR� S{YRGQpKR� JUDIX��.DåGi� QRYR� SULGDQi� � KUDQD

EXGH��PD"� �SULUDGHQ~�G�åNX�M,  kde  M� � MH� �GRVWDWRþQH� �YH�Ni�� �KRGQRWD��QDSU��M ��∑e∈E ce) .

7DNêWR�JUDI�P{åHPH�ULHãL"�DOJRULWPDPL�~ORK\�REFKRGQpKR�FHVWXM~FHKR�SUH�NRPSOHWQp�JUDI\��$N

RSWLPiOQH� ULHãHQLH�QHREVDKXMH�åLDGQX�KUDQ\�V�G�åNRX�M, potom optimálne riešenie doplneného

grafu je optimálnym riešením aj pôvodného grafu. Ak optimálne riešenie obsahuje hranu

s�G�åNRX�M, graf neobsahuje KDPLOWRQRYVNê� F\NOXV�� +HXULVWLN\� YãDN� QHP{åX� ]DUXþL"� QiMGHQLH

hamiltonovského cyklu ani v�SUtSDGH�� åH� VD� Y�S{YRGQRP� JUDIH� VNXWRþQH� QDFKiG]D�� 7R� P{åH

]DUXþL"�OHQ�H[DNWQê�DOJRULWPXV�

'UXKê� VS{VRE� DNR� ÄVNRPSOHWL]RYD"³� YVWXSQê� JUDI� ]QDPHQi� RGVW~SHQLH� RG� VWULNWQpKR

GRGUåLDYDQLD�SRGPLHQN\�QiYãWHY\�NDåGpKR�YUFKROX�SUiYH�MHGHQNUiW�

Majme vstupný graf G = (V, E) a�SUHGSRNODGDMPH�� åH� MH� V~YLVOê�� 9� RSDþQRP� SUtSDGH

prípustné riešenie neexistuje. Upravená úloha obchodného cestujúceho pozostáva z nájdenia

WUDV\�� NWRUi� VD� ]DþtQD� DM� NRQþt� Y tom istom vrchole, ale na rozdiel od štandardnej úlohy

REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR�� PLQLPDOL]XMH� FHONRY~� SUHFHVWRYDQ~� Y]GLDOHQRV"�� D� WR� DM� ]D� FHQX

opätovnej návštevy niektorých miest. Definícia prípustného riešenia takto upravenej úlohy

REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR� MH� WHGD� QDVOHGRYQi�� �XERYR�Qê� X]DYUHWê� VOHG� SUHFKiG]DM~FL� YãHWNêPL

YUFKROPL� GDQpKR� JUDIX�� $E\� VPH� Y\O~þLOL� QHRKUDQLþHQRV"� Y]K�DGRP� QD� ~þHORY~� IXQNFLX�

åLDGDPH�SRGPLHQNX�QH]iSRUQpKR�RKRGQRWHQLD�KUiQ�

�8SUDYHQ~� ~ORKX� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR� P{åHPH� WUDQVIRUPRYD"� QD� ãWDQGDUGQ~� ~ORKX

obchodného cestujúceho nasledovne: skonštruujeme nový kompletný graf Kn s rovnakým

SRþWRP� YUFKRORY�� Y�NWRURP� G�åND� KUDQ\� (vi, vj)�� þL� Xå� H[LVWXM~FHM�� DOHER� QHH[LVWXM~FHM

v�S{YRGQRP� JUDIH�� MH� QDKUDGHQi� G�åNRX� QDMNUDWãHM� PRåQHM� FHVW\� ] vrcholu vi do vrcholu vj

v pôvodnom grafe. Riešením úlohy obchodného cestujúceho na grafe Kn dostaneme

hamiltonovský cyklus H. Riešenie pôvodnej upravenej úlohy obchodného cestujúceho

dostaneme nahradením hrán v cykle H, sledom hrán najkratších ciest, ktoré spájajú jednotlivé

vrcholy v grafe G.
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Po ujasnení si základnej terminológie uvedieme prevod úlohy obchodného cestujúceho na

úlohu FHORþtVHOQpKR�SURJUDPRYDQLD�

2.4. Transformácia úlohy obchodného cestujúceho na úlohu

FHORþtVHOQpKR��SURJUDPRYDQLD

-HGQêP�]R�VS{VRERY�DNR�Y\ULHãL"�~ORKX�REFKRGQpKR�FHVWXM~FHKR�Då�N optimalite, je pokus

WUDQVIRUPRYD"�MX�QD�~ORKX��NWRUHM�ULHãHQLH�YLHPH�QiMV"�H[DNWQêP�SRVWXSRP��Crowder a Padberg

>�@�VD�SRN~ãDOL�SUHYLHV"�~ORKX�REFKRGQpKR�FHVWXM~FHKR�QD�~ORKX�OLQHiUQHKR�SURJUDPRYDQLD�D jej

ULHãHQLH� XSUDYL"� QD� FHORþtVHOQp�� 7~WR� WUDQVIRUPiFLX�PRåQR� UR]GHOL"� QD� GYH� Ii]\�� 3UYi� Ii]D� MH

prevod na úlohu lineárneho programovania, ktorého riešenie nám prisúdi len váhy s akým majú

E\"� KUDQ\� GR� YêVOHGQpKR� F\NOX� ]DSRMHQp��'UXKi� Ii]D� SR]RVWiYD� ] úpravy riešenia elimináciou

KUiQ�SRPRFRX�PHWyG\�UH]RY��'UXK~�Ii]X�VL�Y\åDGXM~�SRGPLHQN\��NWRUp�QLH�V~�OLQHiUQH��ÒSUDYD

na úlohu lineárneho programovania je realizovaná nasledujúcim spôsobom:

Majme kompletný graf G = (V, E) majúci n�YUFKRORY���DOHM�PDMPH�YHNWRU�c, so súradnicou

ce SUH� NDåG~� KUDQX� REVDKXM~FX� MHM� G�åNX� �W�M�� DN� KUDQD� H� VSiMD� YUFKRO\�vi a vj�� WDN� ]ORåND�ce sa

URYQi�G�åNH�KUDQ\� ij ���2]QDþPH�VL�PDWLFX�$ typu n x m,  (vrchol x hrana),  napr. ak sa vrchol

i nachádza  na hrane e, tak v i-tom riadku a H�WRP�VW�SFL�EXGH���D�LQDN����3UH�NDåGê�YHNWRU�[�VR

súradnicami xe e ∈ E, a�SUH�NDåG~�SRGPQRåLQX�:�⊆ V definujme:

x(W) = ∑e∈E(w) xe ,

NGH�(�:��MH�PQRåLQD�WêFKWR�KUiQ�JUDIX�*��NWRUp�PDM~�RED�NRQFH�Y�PQRåLQH�YUFKRORY�:�

Úloha obchodného cestujúceho potom predstavuje nasledujúci PLQLPDOL]DþQê�SUREOpP�

Minimalizujte  cx

za  pomienok

                     Ax = 2,   0 ���x ��1

                     ∑i∈[0,..,k]  x(Wi)  ��_:0| + ∑i∈[1,..,k](|Wi| - 1) - < 0,5*k >

                    k nepárne,
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kde c� MH� YHNWRU� G�åN\�m, A matica n x m, 2 � MH� � GYRMNRYê� YHNWRU� G�åN\�n, |W| je kardinalitou

PQRåLQ\�:��< • >�R]QDþXMH�QDMEOLåãLH�YlþãLH�FHOp�þtVOR. 3RGPLHQND�URYQRVWL�SRåDGXMH��DE\�YiK\

KUiQ� ULHãHQLD� SUL� NDåGRP� YUFKROH� PDOL� V~þHW� ��� 'UXKi� SRGPLHQND� QiP� ]DUXþXMH�� åH� WUDV\

obsahujúce menej ako n hrán budú neprípustné. Výsledný vektor x�QiP�XUþt�V akou váhou máme

]DSRML"� MHGQRWOLYp�KUDQ\�GR�F\NOX��9�SUtSDGH��åH� ULHãHQLH� MH�V~YLVOp� �KUDQ\�V kladnými xe tvoria

súvislý graf) a súradnice vektora x sú  len 0 a 1 dostávame optimálne riešenie.

3UYêP�NURNRP�MH�OHQ�OLQHiUQD�þDV"��WHGD�OLQHiUQD�~ORKD�W\SX�

Min { cx G�Ax = 2, 0 ��x  ��1}

V drXKHM�Ii]H�VD�SRNUDþXMH��PHWyGRX�HOLPLQiFLH�QLHNWRUêFK�KUiQ�SRPRFRX�UH]RY��NWRUi�DNR

uvádzajú autori, síce v niektorých prípadoch  našla optimálne riešenie, ale aj napriek

GRGDWRþQêP�~SUDYiP�ULHãHQLD��QHGRNiåH�]DUXþL"�optimalitu výsledného riešenia (k optimálnemu

riešeniu dospeli v menej ako 25%-ách skúmaných úloh).

1DSULHN� WRPX�� åH� WiWR�PHWyGD� QHYHGLH� YåG\� N�RSWLPiOQHPX� ULHãHQLX�� MHM� SUYi� Ii]D�P{åH

SRVO~åL"� DNR� GROQê� RGKDG� SUH� RSWLPiOQH� ULHãHQLH� ~ORK\� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR�� 7DNiWR

LQIRUPiFLD�P{åH�SRVN\WQ~"� DVSR��SULEOLåQê�RGKDG�NYDOLW\� ULHãHQLD� LQêFK�DOJRULWPRY�Y prípade,

åH�RSWLPiOQH�ULHãHQLH�~ORK\�QLH�MH�]QiPH�
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KAPITOLA 3

Heuristiky

$N� FKFHPH� Y\ULHãL"� ~ORKX� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR� VWUHWiYDPH� VD� V�QLHNR�NêPL

SUREOpPDPL�� $NR� VPH� Xå� VSRPHQXOL� Y úvode, úloha obchodného cestujúceho je 13�"DåNê

problém (Karp[4]). Z�WRKWR� G{YRGX� VD� SR]RUQRV"� PDWHPDWLNRY� V~VWUH�XMH� QD� polynomiálne

DSUR[LPDþQp�DOJRULWP\�±�KHXULVWLN\��NWRUp�VtFH�QHQiMGX�]DUXþHQH�RSWLPiOQH�ULHãHQLH��DOH�ULHãHQLH

blízke optimálnemu, v�þDVH��NWRUê�P{åHPH�SRYDåRYD"�]D�SUtSXVWQê��9 niektorých prípadoch sa

GRNRQFD�P{åH�VWD"��åH�KHXULVWLN\�GRVSHM~�N riešeniu optimálnemu.

V�WHMWR�NDSLWROH�XYHGLHPH�V\VWHPDWLFNê�SUHK�DG�WêFKWR�KHXULVWtN��DNR�DM�KODYQp�P\ãOLHQN\�

na ktorých sú  postavené. Podrobný popis algoritmov uvádzame formou SVHXGRNyGRY��=DþQHPH

NRQãWUXNþQêPL� KHXULVWLNDPL�� NWRUp� SULVWXSXM~� � N�SUREOpPX� VN{U� LQWXLWtYQH�� �DOHM� UR]REHULHPH

KHXULVWLN\� ]DORåHQp� QD� PLQLPiOQHM� NRVWUH� D�QDNRQLHF� VD� EXGHPH� YHQRYD"� KHXULVWLNiP

zlepšovacím (improvement KHXULVWLFV��� 7HGD� DOJRULWPRP�� NWRUp� K�DGDM~� ]OHSãHQLD� Xå� ]QiP\FK

hamiltonovských cyklov. U�QLHNWRUêFK� KHXULVWtN� XYHGLHPH� DM� SUtNODG� LOXVWUXM~FL� LFK� þLQQRV"�

DOHER� þDVRY~� ]ORåLWRV"�� $M� NH�� Qi]Y\� KHXULVWtN� XYiG]DPH� Y�VORYHQVNRP� SUHNODGH�� YåG\

XYHGLHPH� DM� DQJOLFNê� Qi]RY�� $NR� ]iNODGQp� SURVWUHGLH� SUH� KHXULVWLN\� SRXåtYDPH� NRPSOHWQp

kladne ohodnotené grafy G = (V, E, c), a to z dôvodov, ktoré sme uviedli v predchádzajúcej

kapitole.

3.1. Pomocné algoritmy

Pri realizovaní heuristík sme sa stretli s troma probléPDPL�� K�DGDQLD� QDMODFQHMãHM� FHVW\

PHG]L� �XERYR�QêPL� GYRPD� YUFKROPL� JUDIX� *� nájdenia najlacnejšej kostry grafu G a nájdenia

HXNOLGRYVNpKR� VOHGX�� .H�åH� VD� � MHGQi� R problémy dobre známe a dopodrobna opísané v
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OLWHUDW~UH��QHEXGHPH�XYiG]D"� LFK�ULHãHQLH� �QDSU��3OHVQtN� >�@���%XGH�SRVWDþXM~FH��NH��XYHGLHPH

algoritmy, pomocou ktorých sme spomínané problémy vyriešili.

�1D� QiMGHQLH� QDMODFQHMãHM� FHVW\� PHG]L� GYRPD� YUFKROPL� JUDIX� *�� VPH� SRXåLOL� Dijsktrov

DOJRULWPXV� �������� .H�åH� VPH� SRWUHERYDOL� SR]QD"� QDMNUDWãLH� Y]GLDOHQRVWL� SUH� NDåG~� GYRMLFX

vrcholov, vyriešili sme to opakovaným spustením tohto algoritmu.

3UH�SUREOpP�QiMGHQLD�QDMODFQHMãHM��NRVWU\�VPH�SRXåLOL�]QiP\�Kruskalov algoritmus (1959).

Nájdenie euklidovského sledu sme vyriešili pomocou upraveného Tarryho (1895)

algoritmu. Jednalo o�ãSHFLiOQ\� SUtSDG� ~ORK\�� NGH� PiPH� ]DUXþHQp�� åH� VOHG� SR]RVWiYDM~FL� ]R

spätných  prechodov hranami pomocou Tarryho algoritmu je HXOHURYVNê�"DK�

�����.RQãWUXNþQp�KHXULVWLN\

.RQãWUXNþQp�KHXULVWLN\�V~�]DORåHQp�QD�RSWLPDOL]iFLL�Y]QLNDM~FHKR�hamiltonovského cyklu

z�K�DGLVND� XUþLWpKR� ORNiOQHKR� PLQLPD�� .H�åH� QD� NRPSOHWQRP� JUDIH� YLHPH� VNRQãWUXRYD"

KDPLOWRQRYVNê�F\NOXV�YH�PL�MHGQRGXFKR��QDSU��QiKRGQêP�SULSiMDQtP�YUFKRORY�QD�MHGHQ�NRQLHF

cesty a�NRQFRYêP� VSRMHQtP� ]DþLDWRþQpKR� D�NRQHþQpKR� YUFKROX�� líšia sa tieto heuristiky len

VS{VRERP�Y\EHUDQLD��DOãLHKR�YUFKROX�YKRGQpKR�QD�]DSRMHQLH�

�������+HXULVWLND�QDMEOLåãLHKR�VXVHGD

(Nearest Neighbour heuristic)

Jedna z najjednoduchších heuristík pre úlohu obchodného cestujúceho, tzv. metóda

QDMEOLåãLHKR� VXVHGD, konštruuje KDPLOWRQRYVNê� F\NOXV�� DNR� Xå� Qi]RY� QDSRYHGi� SULSiMDQtP

QDMEOLåãtFK�VXVHGRY��âWDQGDUGQi�YHU]LD�Y\]HUi�QDVOHGRYQH�

N A J B L I�ä�â�ËB6�U S E D

�������������9\EHUWH��XERYR�Qê�SRþLDWRþQê�YUFKRO�j, �SRORåWH� k = j a W = {1,2,...,n} – {j}.

         (2) Kým W ≠ ∅ opakujte:

      (2.1) Vyberte j ∈ W��WDNp��åH�ck j = min {ck i / i ∈ W}.

      (2.2) Spojte k s j a�SRORåWH�W = W – {j}, k = j.

(3) Na vytvorenie hamiltonovského cyklu spojte k� V� SRþLDWRþQêP� YUFKRORP� Y\EUDWêP

v prvom kroku.
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=Qi]RUQHQLH� IXQJRYDQLD� DOJRULWPX� MH� YLGLH"� QD� REUi]NX� þ���� � 3UH� Qi]RUQRV"� VRP� Y\EUDO

príklad euklidovského grafu. Graf samozrejme kompletný.

�DOãLD� PRåQi� YDULiFLD� WRKWR� DOJRULWPX�� MH� GYRMVWUDQQi� PHWyGD� QDMEOLåãLHKR� VXVHGD, kde

QRYp�YUFKRO\�]DSiMDPH�SRG�D�SRWUHE\�QD�YêKRGQHMãt�NRQLHF�WUDV\�

âWDQGDUGQi�YHU]LD�EHåt�Y�þDVH�2�Q2���3UH�NYDOLWX� ULHãHQLD�YãDN�QHPiPH�åLDGQX�NRQãWDQWX�

NWRUi�E\� RKUDQLþRYDOD�QDMKRUãt�PRåQê�YêVOHGRN� �QDMKRUãt� FK\ERYê� SRPHU��� 3UH� ~ORK\�PHQãtFK

UR]PHURY�VtFH�WiWR�PHWyGD�SRVN\WXMH�XVSRNRMLYp�YêVOHGN\��DOH�SUH�YlþãLH�~ORK\�YêUD]QH�]DRVWiYD

]D�RVWDWQêPL�DOJRULWPDPL��1DSULHN�WRPX�MH�þDVWR�Y\XåtYDQi�SUH�MHGQRGXFKRV"�VYRMKR�SUHYHGHQLD�

7iWR�PHWyGD�IXQJXMH�YH�PL�HIHNWtYQH�QD�]DþLDWNX��NH��]DSiMD�VNXWRþQH�WLH�QDMOHSãLH�YUFKRO\��9

priebehu realizácie algoritmu sú však niektoré vrcholy „zabudnuté“ a sú zapojené neskôr na

SR]tFLX�]QDþQH�KRUãLX�DNR�MH�RSWLPiOQD��=iYHUHþQp�VSRMHQLH�]DþLDWRþQpKR�D posledne pridaného

YUFKROD�]D�~þHORP�]tVNDQLD�KDPLOWRQRYVNpKR�F\NOX� MH�YR�YlþãLQH�SUtSDGRY� WLHå�YH�PL�ÄGUDKp³�

6SRPHQXWp�QHGRVWDWN\�DOJRULWPX�V~�YLGLWH�Qp�QD ilustratívnom príklade.

1HGRVWDWNRP�KHXULVWLN\�QDMEOLåãLHKR�VXVHGD�MH�GUDKp�]DSiMDQLH�YUFKRORY��NWRUp�VD�]DSiMDM~

QHVN{U�� .H�åH� VSRþLDWNX� MH� ]DSiMDQLH� SRPHUQH� GREUp�� MHGQR� ]�PRåQêFK� ]OHSãHQt� MH� ]DSRML"

QLHNR�NR� SUYêFK� YUFKRORY� �Jünger, Reinelt a Rinaldi [1]  uvádzajú 10 vrcholov). Získaný

podgraf  K��SRWRP�]DGHILQRYD"�DNR�MHGLQê�ERG�k a v��DOãHM�LWHUiFLL�]DþD"�RG]QRYD�QD��S{YRGQRP
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grafe zmenšenom o body podgrafu K1 s pridaným novým bodom k. Po  zredukovaní pôvodného

JUDIX� QD� PHQHM� DNR� ��� YUFKRORY� ]DSRML"� ]RVWiYDM~FH� ãWDQGDUGQêP� VS{VRERP�� 9êSRþWRYê� þDV

algoritmu zostane O(n2).

0\ãOLHQNRX� GUXKpKR� VS{VREX� Y\OHSãHQLD� MH� Y\XåL"� FLWOLYRV"� DOJRULWPX� QD� YêEHU

SRþLDWRþQpKR� YUFKROX�� VSXVWL"� KR� ]R� YãHWNêFK� PRåQêFK� ãWDUWRYDFtFK� YUFKRORY� D�Y\EUD"� W~

QDMOHSãLX� DOWHUQDWtYX�� 2SURWL� SUHGFKiG]DM~FHPX� Y\OHSãHQLX� YãDN� þDVRYi� QiURþQRV"� YêSRþWX

vzrastie na O(n3).

3.2.2. Heuristika vkladania

(Insertion heuristic)

7iWR�KHXULVWLND�MH��DOãLD�] radu intuitívnych prístupov k�GDQpPX�SUREOpPX��=DþtQD�V malou

SRGPQRåLQRX�YUFKRORY� WYRULDFLFK�KDPLOWRQRYVNê�F\NOXV�� NWRUê� VD� ]YlþãXMH� SULEHUDQtP��DOãtFK

a��DOãtFK� YUFKRORY�� 7êPWR� VS{VRERP� QDNRQLHF� ]DSRMt� GR� YêVOHGQpKR� hamiltonovského cyklu

všetky vrcholy grafu.

V K L A D A N I E

(1) Vyberte štartovný cyklus s k vrcholmi v1,v2,...,vk  (k ������� W = V – { v1,v2,...,vk }.

         (2) Kým W ≠ ∅ opakujte:

      (2.1) Vyberte j ∈ W  vyhovujúce dohodnutým podmienkam (vysvetlíme neskôr).

      (2.2) Zapojte j na nejakú pozíciu v�F\NOH��SRORåWH�W = W – {j}

6DPR]UHMPH� MH�QLHNR�NR�PRåQRVWt� DNR� UHDOL]RYD"� WDNpWR�YNODGDQLH��=iNODGQp� UR]GLHO\� V~

ukotvené v podmienkach výberu vrcholu j v�NURNX� ������� âWDUWRYQê� F\NOXV� P{åH� SR]RVWiYD"

z�WURFK��XERYR�QêFK�YUFKRORY�JUDIX�G = (V, E), ale v�GHJHQHURYDQêFK�SUtSDGRFK�WR�P{åH�E\"�DM

KUDQD����YUFKRO\���DOHER�ERG����YUFKRO���7HUD]�XYHGLHP�QLHNR�NR�SRGPLHQRN��NWRUp�P{åX�VO~åL"

ako výberové kritériá v�NURNX��������1DMSUY�VL�YãDN�GHILQXMPH�PLQLPiOQX�Y]GLDOHQRV"�YUFKROX� j

RG�QD�PQRåLQH�YUFKRORY�V - W : dmin(j) = min{ci j | i ∈ V - W}.

• 1DMEOLåãLH� YNODGDQLH�� YORåt� YUFKRO�� NWRUpKR�PLQLPiOQD� Y]GLDOHQRV"� RG� YUFKRORY� F\NOX� MH

najmenšia,  t.j. vyberie j ∈ W : dmin(j) = min{dmin(l) | l ∈ W}.

• 1DMY]GLDOHQHMãLH� YNODGDQLH�� YORåt� YUFKRO�� NWRUpKR� PLQLPiOQD� Y]GLDOHQRV"� RG� YUFKRORY

F\NOX�MH�QDMYlþãLD��W�M��Y\EHULH�j ∈ W : dmin(j) = max{dmin(l) |  l ∈ W}.

• 1iKRGQp�YNODGDQLH��QiKRGQH�Y\EHULH�YUFKRO��NWRUê�YORåt�QD�QDMOHSãLX�PRåQ~�SR]tFLX
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• 1DMODFQHMãLH�YNODGDQLH�� Y\EHULH�YUFKRO�� NWRUpKR�YORåHQLH�GR� F\NOX� SUHG�åL� MHKR� G�åNX�� þR

najmenej

1D�REUi]NX�þ�����LOXVWUXMHPH�UR]GLHO\�PHG]L�YêEHURYêPL�NULWpULDPL�

1DMEOLåãLH� YNODGDQLH� E\� ]YROLOR� Y�QDþUWQXWHM� VLWXiFLL� YUFKRO� i, najvzdialenejšie vrchol j

a najlacnejšie vkladanie by zvolilo vrchol k.

9ãHWN\� VSRPtQDQp� KHXULVWLN\�� RNUHP� QDMODFQHMãLHKR� YNODGDQLD�� PDM~� QiURþQRV"� YêSRþWX

O(n2���1DMODFQHMãLH� YNODGDQLH�Pi� þDVRY~� QiURþQRV"�2�n2 log n). Pre niektoré typy vkladacích

KHXULVWtN�VD�GDM~�XUþL"�QDMKRUãLH�FK\ERYp�SRPHU\��Rosenkrantz, Stearns a /HZLV�>�@�XYiG]DM~��åH

KDPLOWRQRYVNp�F\NO\�Y\SRþtWDQp�QDMEOLåãtP�D�QDMODFQHMãtP�YNODGDQtP�QHPDM~�YlþãLX�G�åNX�DNR

GYRMQiVRERN�G�åN\�RSWLPiOQHKR�F\NOX�

3.2.3. Metóda úspor

(Savings method)

Táto metóda bola pôvodne odvodená z dopravnej úlohy. Jej autormi sú Clark a Wright [6].

'i� VD� YãDN� ~VSHãQH� SRXåL"� DM� SUH� ~ORKX� REFKRGQpKR� FHVWXM~FHKR�� NH�åH� VD� MHGQi� R špeciálny

SUtSDG� GRSUDYQHM� ~ORK\� ]DKU�XM~FL� MHGLQp� DXWR� EH]� REPHG]HQLD� QRVQRVWL�� +HXULVWLND� ]DþtQD

zo špeciálneho hviezdicovitého zapojenia dvoma hranami do jedného z vrcholov a�K�DGi�PRåQp

vylepšenia. Algoritmus vyzerá nasledovne:

Ú S P O R Y

����9\EHUWH��XERYR�Qê�SRþLDWRþQê�YUFKRO�j, zapojte n – 1 sledov (j, v, j), v∈ V-{j}, �NDåGê

sled pozostáva z dvoch rovnakých hrán).

         (2) Kým zostáva viac ako jeden sled  (j, v, j), v∈ V-{j} opakujte:
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������������ 3UH� NDåGê� SiU� j-j sledov T1  a T2  Y\SRþtWDMWH� ~VSRUX�� NWRU~� E\� VPH� ]tVNDOL

zmazaním jednej hrany pri j v�NDåGRP�VOHGH�D pridaním hrany spájajúcej zvyšné

YR�Qp�NRQFH�NDåGpKR�]�QLFK.

      (2.2) Vyberte dvojicu j-j  sledov s�QDMYlþãRX� ~VSRURX�� NWRUi� SR� ]DSRMHQt� GiYD� F\NOXV

a zapojte ju uvedeným spôsobom.

1D� REUi]NX� þ�� �� MH� ]Qi]RUQHQp� DNR� PHWyGD� ~VSRU� SUDFXMH�� 3UHUXãRYDQRX� þLDURX� MH

Y\]QDþHQê�NDQGLGiW�QD�QDVOHGXM~FX�~VSRUX��REUi]RN�F�����

ýDVRYi�QiURþQRV"�YêSRþWX�MH�2�n3���'i�VD�YãDN�XSUDYL"�QD�2�n2 log n) zavedením matice

~VSRU�� NWRUi� E\� VL� SDPlWDOD� ~VSRU\� SUH� NDåGp� GYD� YUFKRO\� D �SR� NDåGRP� ]DSRMHQt� KUDQ\� VD

aktualizuje.

0RGLILNiFLH�WHMWR�PHWyG\�VSRþtYDM~�YR�Y\WYRUHQt�QLHNR�NêFK�VOHGRY��NWRUp�VD�QD�]DþLDWNX

algoritmu zapoja do štartovného vrcholu koncovými vrcholmi, a�WDN� VD� EHK� DOJRULWPX� ]QDþQH

XUêFKOL��3ULþRP�YêVOHGN\�V~�SRURYQDWH�Qp�V pôvodnou verziou.
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�����+HXULVWLN\�]DORåHQp�QD�QiMGHQt�QDMODFQHMãHM�NRVWU\

Tieto heuristiky generujú hamiltonovský cyklus z najlacnejšej kostry grafu. Pôvodne boli

RELGYD� QLåãLH� XYHGHQp� DOJRULWP\� QDYUKQXWp� SUH� JUDI\� VS��DM~FH� WURMXKROQtNRY~� QHURYQRV"�� DOH

v princípe fungujú aj na všeobecných grafoch.

Skôr ako uvediem heuristiky riešiace úlohu obchodného cestujúceho, uvediem algoritmus,

ktorým z��XERYR�QpKR� X]DYUHWpKR� VOHGX�� Y\WYRUt� hamiltonovský cyklus cez vrcholy, ktorými

GDQê��VOHG��SUHFKiG]DO���QLH��GOKãt��DNR��G�åND��S{YRGQpKR��VOHGX���0DMPH��VOHG���vi0 , vi1 ,..., vi0)

(vrátane opakovaní).

Z Í S K A N I E _ C Y K L U

�������������3RORåWH� T ={ j}  a v = vi0 , l = 1.

         (2) Kým |T| < n  opakujte:

      (2.1) Ak vi1 ∉ T potom T = T U { vi1}, spojte v s vi1  a�SRORåWH�v = vi1.

      (2.2) l = l + 1.

(3) Na vytvorenie hamiltonovského cyklu spojte v do vi1 .

.DåGi� KUDQD� ]DSRMHQi� DOJRULWPRP� MH� KUDQRX� VOHGX�� DOHER� MHM� VNUDWND�� NWRUi� VSiMD� GYD

NRQFRYp�YUFKRO\��-H�WHGD�]UHMPp�åH�]tVNDQê�hamiltonovský cyklus bude nanajvýš rovnako dlhý

ako pôvodný sled.

3.3.1. Heuristika zdvojenia kostry

(Doubletree heuristic)

Je to najjednoduchší algoritmus, v ktorom nám existenciu KDPLOWRQRYVNpKR� F\NOX� ]DUXþt

zdvojnásobenie všetkých hrán najlacnejšej kostry.

D V O J S T R O M

��������������9\SRþtWDMWH�QDMODFQHMãLX�NRVWUX�JUDIX.

(1.) Zdvojnásobte všetky hrany kostry.

(2.) Nájdite HXOHURYVNê�"DK�

(3.) 3RXåLWH�ZÍSKANIE_CYKLU na  vytvorenie hamiltonovského cyklu.
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����ýDVRYi� QiURþQRV"� DOJRULWPX� MH� SRGPLHQHQi� þDVRYRX� QiURþQRV"RX� YêSRþWX�PLQLPiOQHM

NRVWU\��3UHWR�FHONRYi�QiURþQRV"�MH�2�n2���1D�YêSRþHW�QDMODFQHMãHM�NRVWU\�SRXåtYDP�SUL realizácii

programu Kruskalov algoritmus.

1D�REUi]NX�þ���VPH�LOXVWURYDOL�þLQQRV"�DOJRULWPX�]GYRMHQLD�NRVWU\��2Sl"�LGH�R euklidovskú

úlohu a�QDMODFQHMãLX�NRVWUX�P{åHPH�YLGLH"�QD�REUi]NX�E���1D�REUi]NX�F��MH�]REUD]HQp�]GYRMHQLH

kostry a�QD� G�� MH� PRåQê� Yýsledok v�SUtSDGH�� åH� SURFHG~UX� ZÍSKANIE_CYKLU, by sme

iniciovali z vrcholu J. 7iWR�PHWyGD�Pi�NRQãWDQWX�RKUDQLþXM~FX��QDMKRUãt�PRåQê�YêVOHGRN��F�����

�DKNR�VD�R�WRP�SUHVYHGþtPH�DN�XYiåLPH��åH�Y\SXVWHQtP�MHGQHM�KUDQ\�]�hamiltonovského cyklu

P{åHPH�Y ideálnoP�SUtSDGH�]tVND"�QDMODFQHMãLX�NRVWUX�

3.3.2. Christofides

(Christofides)

Autorom tejto metódy je &KULVWRILGHV� >�@�� SRG�D� NWRUpKR� MH� DM� SRPHQRYDQi�� 9 porovnaní

s predchádzajúcim algoritmom, sa jedná o omnoho sofistikovanejší prístup k problematike, aj

NH�� RELGYD� Y\FKiG]DM~� ]� QDMODFQHMãHM� NRVWU\�� &KULVWRILGHV� WRWLå� QDPLHVWR� ]GYRMHQLD� YãHWNêFK



Tibor Valent                                                                            Problém obchodného cestujúceho

17

hrán kostry, pridá hrany len nevyhnutne potrebné k�]DUXþHQLX� HXOHURYVNpKR� "DKX�� $ aj tieto

hrany sú podrobené PLQLPDOL]DþQêP�SRåLDGDYNiP�

C H R I S T O F I D E S

(1.) 9\SRþtWDMWH�QDMODFQHMãLX�NRVWUX�JUDIX.

(2.) 9\SRþtWDMWH� V\VWpP�QDMODFQHMãtFK� KUiQ� SUH� SiU\� YUFKRORY� QHSiUQHKR� VWXS�D� D získané

hrany pridajte ku kostre.

(3.) Nájdite HXOHURYVNê�"DK�

(4.) 3RXåLWH�ZÍSKANIE_CYKLU na vytvorenie hamiltonovského cyklu.

7iWR�PHWyGD�VDPR]UHMPH�]DEHULH�YLDF�þDVX�DN�SUHGFKiG]DM~FD��-HM�þDVRYi�QiURþQRV"�MH�2�

n3).

1D� REUi]NX� þ��� LOXVWUXMHP� þLQQRV"� PHWyG\� &KULVWRILGHV�� .H�åH� SUYê� NURN� MH� WRWRåQê

s�SUYêP�NURNRP�SUHGFKiG]DM~FHKR�DOJRULWPX�QLH� MH�QXWQp�KR�RSDNRYD"��1D�REUi]NX�D�� YLGtPH

spôsob doplnenia kostry a obrázok d) ukazuje finálny výsledok.

3UH�~ORK\�VS��DM~FH�WURMXKROQtNRY~�QHURYQRV"�PHWyGD�Christofides nedáva hroší výsledok

ako 1,5 násobok optimálneho riešenia (Christofides [7]).

3.4. Heuristiky geometrického prístupu

3UREOpP\��NWRUp�ULHãL�~ORKD�REFKRGQpKR�FHVWXM~FHKR�V~�YH�PL�þDVWR�JHRPHWULFNHM�SRYDK\�

NGH� YUFKRO\� V~� GHILQRYDQp� DNR� ERG\� UR]ORåHQp� Y�SULHVWRUH�� '�åND� KUiQ� PHG]L� MHGQRWOLYêPL

YUFKROPL�VD�]KRGXMH�VR�Y]GLDOHQRV"RX�SRG�D�QHMDNHM�PHWULN\��HXNOLGRYVNHM���= tohto dôvodu sú

VQDK\�Y\ULHãL"�~ORKX�REFKRGQpKR�FHVWXM~FHKR�V�XUþLWRX�JHRPHWULFNRX�LPSOHPHQWiFLRX�
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3.4.1. Heuristika Y\SO�RYDFHM�NULYN\

(Space Filling Curve heuristic)

Túto metódu, na euklidovskej rovine rozpracovali ako prvý Bartoldi a Platzman [8].

Heuristika je postavená na tzv.  Y\SO�RYDFHM� NULYNH�� NWRUi� MH� bijektívnym priradením

definovaným nasledovne  %���[0, 1] → [0, 1] x [0, 1]. Názov pochádza z�IDNWX��åH�DN�DUJXPHQW�%

prechádza všetkými bodmi z intervalu [0, 1]�� SRWRP� IXQNþQp�KRGQRW\� Y\SOQLD� FHOê� MHGQRWNRYê

ãWYRUHF�� 1HVSRUQRX� YêKRGRX� WHMWR� PHWyG\� MH� YH�PL� Qt]ND� þDVRYi� QiURþQRV"�� 3UH� GDQê� ERG

y ∈�>����@�[� >����@�VD�YêSRþHW�KRGQRW\�x ∈ [0, 1],  pre ktorú platí %� �[�� �\�Gi�SUHYLHV"�YH�PL

HIHNWtYQH�� $XWRUL� SRXåtYDM~� IXQNFLX�� NWRUi� PRGHOXMH� rekurzívne delenie štvorca na rovnaké

WURMXKROQtN\��'HOHQLH�SUHELHKD�GR�WDNHM�K�EN\��DE\�VD�Y�NDåGRP�WURMXKROQtNX�QDFKiG]DO�QDMYLDF

MHGHQ�ERG��0{åHPH�VL�WR�LOXVWURYD"�QD�QDVOHGXM~FRP�REUi]NX�

1D� REUi]NRFK� D�� Då� G�� MH� ]Qi]RUQHQp� DNR� SUHELHKD� rekurzívne delenie. Trojuholníky sú

þtVORYDQp� Y�GYRMNRYHM� V~VWDYH�� VS{VRERP� DNêP� LFK� DOJRULWPXV� UR]GH�XMH�� 7RWR� þtVORYDQLH� XUþt

poradie, v�NWRURP� EXG~� ERG\� ]DSRMHQp�� 1D� REUi]NX� G�� MH� YLGLH"� DNêP� VS{VRERP� E\� EROL

trojuholníky zapojené do cyklu.
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S P A C E F I L L

��������������3UHSRþtWDMWH�V~UDGQLFH�ERGRY�QD�V~UDGQLFH�Y jednotkovom štvorci.

��������������3UH�NDåGê�ERG�i so súradnicami xi a yi�Y\SRþtWDMWH�zi, pre koré platí %��zi) =(xi, yi).

(4.) 9]RVWXSQH�]RUD�WH�þtVOD�zi .

(5.) Spájajte body v�SRUDGt�XUþHQRP�zi a na vytvorenie cyklu spojte posledný bod s prvým.

1DSULHN� WRPX�� åH� YêSRþHW� KRGQ{W� zi� MH� PRåQê� YR� YH�PL� NUiWNRP� þDVH�� þDV� QD� LFK

XVSRULDGDQLH� MH� OLPLWXM~FLP� IDNWRURP� SUH� þDVRY~� QiURþQRV"�� 2GWLD�� MH� þDVRYi� QiURþQRV"

heuristiky O(n log n).

3.5. Vylepšovacie heuristiky

Doteraz sme sa zaoberali len algoritmami, ktoré nejakým spôsobom konštruovali

hamiltonovský cyklus zo zadaného grafu. Výsledky však boli len priemernej kvality, a hoci sú

SRXåLWH�Qp� Y niektorých aplikáciách, vo všeobecnosti stále nie sú uspokojivé. V tejtR� þDVWL� VD

EXGHPH�]DREHUD"�RWi]NRX�DNR�Y\OHSãL"�WLHWR�]QiPH�ULHãHQLD��7HGD�DOJRULWPDPL��NWRUp�Y\OHSãXM~

Xå�]QiPH�ULHãHQLH��]tVNDQp�KHXULVWLNDPL�]�SUHGFKiG]DM~FLFK�þDVWt�

3.5.1. Dvoj-optimalizácia

(2-opt)

Tento jednoduchý spôsob vylepšenia, vyplynul z pozorovaní euklidovských problémov.

Ak hamiltonovký cyklus v�XUþLWHM�þDVWL�NULåXMH�ViP�VHED��YêPHQRX�]DSRMHQLD�VD�Gi�]tVND"�F\NOXV

NUDWãHM�G�åN\��,OXVWUXMPH�VL�WR�QD�REUi]NX�þ�����
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'YRM�RSWLPDOL]DþQê� NURN� SR]RVWiYD� ] dvoch krokov: eliminácie dvoch hrán a zapojenia

WDNWR�Y]QLNQXWêFK�YR�QêFK�YUFKRORY��WDN�DE\�EROD�]DFKRYDQi�V~YLVORV"�F\NOX�

Celý algoritmus vyzerá nasledovne:

2 – O P T I M A L I Z Á C I A

(1) Nech T  MH��XERYR�Qê�hamiltonovský cyklus.

 �������.êP�VD�QHRKOiVL�FK\ED�SUH�NDåGê�YUFKRO�i opakujte.

      (2.1) Vyberte vrchol i .

������������ 3UHVN~PDMWH� YãHWN\� PRåQp� ��RSWLPDOL]DþQp� NURN\� SUH� KUDQX� PHG]L� YUFKRORP

i a jeho pravým susedom v�F\NOH��=R�YãHWNêFK�PRåQêFK�VNUiWHQt�Y\EHUWH� WR�QDMOHSãLH

a�]DSRMWH�KR��$N�QHH[LVWXMH�åLDGQH�VNUiWenie pre vrchol i, deklarujte chybu pre i .

����$NR�YêVWXS�YUi"WH�]PHQHQp�T

8YHGHQi�SURFHG~UD�MH�VtFH�NRQHþQi��DOH�YR�YãHREHFQRVWL�QHPRåQR�SRWUHEQê�þDV�RKUDQLþL"

SRO\QRPLiOQRX� IXQNFLRX�� =iOHåt� QD� UêFKORVWL� NRQYHUJHQFLH� Y\OHSãHQt� N lokálnemu minimu.

Zistenie najlepšieho vylepšenia v�MHGQRP�NURNX�VL�åLDGD�2�n2��RSHUiFLt��OHER�MH�QXWQp�SUHVN~PD"

všetky páry hrán v�F\NOH��$OH�SRþHW�WêFKWR�NURNRY�MH�GRSUHGX�QH]QiP\�

3.5.2. Troj-optimalizácia

(3-opt)

3UH�]tVNDQLH�IOH[LELOQHMãtFK� �]PLHQ�P{åHPH��SRXåL"���RSWLPDOL]iFLX��NWRUi� �SRGREQH� �DNR

��RSWLPDOL]iFLD� SUDFXMH� VR� ]PHQDPL� F\NOX� SRPRFRX� NRPELQRYDQpKR� SUHSRMHQLD� YR�QêFK

vrcholov, ktoré získame eliminovaním troch nesusedných hrán. 1HVXVHGQRV"� LQGLNXMH� þLVW~

��RSWLPDOL]iFLX�� OHER� Y\OXþXMH� ��RSWLPDOL]DþQp� NURN\�� 1D� UR]GLHO� RG� ��RSWLPDOL]iFLH�� NGH� MH

PRåQp� OHQ� MHGLQp� ]QRYX� ]DSRMHQLH�� Y�þLVWHM� ��RSWLPDOL]iFLL� �EH]� ]GHJHQHURYDQêFK

��RSWLPDOL]DþQêFK�NURNRY����P{åHPH�]DSRML"��YUFKRO\�ãW\UPL�U{]Q\PL�VS{VREPL��REUi]RN�þ�����

NGH� V~� ]Qi]RUQHQp�YDULDQW\���RSWLPDOL]DþQpKR�NURNX�SUH�YUFKRO\� i, j, k a ich pravých susedov

h(i), h(j), h(k) ).

3 – O P T I M A L I Z Á C I A

(1) Nech T  MH��XERYR�Qê�hamiltonovský cyklus.

 �������.êP�VD�QHRKOiVL�FK\ED�SUH�NDåGê�YUFKRO�i opakujte.
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      (2.1) Vyberte vrchol i .

������������3UHVN~PDMWH�YãHWN\�PRåQp���RSWLPDOL]DþQp� NURN\� SUH� YUFKRO� i a ostatné vrcholy

v�F\NOH�� =R� YãHWNêFK� PRåQêFK� VNUiWHQt� �]tVNDPH� KR� HOLPLQRYDQtP� WURFK� KUiQ

a�Y]iMRPQêP� VSRMHQtP� YR�QêFK� YUFKRORY�� Y\EHUWH� WR� QDMOHSãLH� D zapojte ho. Ak

QHH[LVWXMH�åLDGQH�VNUiWHQLH�SUH�YUFKRO�i, deklarujte chybu pre i .

����$NR�YêVWXS�YUi"WH�]PHQHQp�T

Rovnako ako v�SUHGFKiG]DM~FHM�KHXULVWLNH��WLHå�QHYLHPH�SUHVQH�XUþL"�SRþHW�Y\OHSãHQt��NWRUp

sa v�NURNX�����Y\NRQDM~��9LHPH�DOH��åH�QD�QiMGHQLH�QDMOHSãLHKR���RSWLPDOL]DþQpKR�NURNX�MH�QXWQp

Y\NRQD"�2�n3) operácií. A�WLHå� ~SUDYD� F\NOX� SR� ��RSWLPDOL]DþQHM� YêPHQH� MH� NRPSOLNRYDQHMãLD

a u 2-optimalizácii.

�������6LPXORYDQp�åtKDQLH

(Simulated Annealing)

0HWyGD� VLPXORYDQpKR� åtKDQLD� MH� ]DORåHQi� QD� Y]"DKX� PHG]L� SURFHVRP� K�DGDQLD

optimálneho riešenia pre kombinatorickú optimalizáciu a niektorými fyzikálnymi fenoménmi.

Podrobne sa tomu venuje ýHUQê� >�@�� NWRUê� QDFKiG]D� DQDOyJLX� Y pomalých zmenách tepla pri

PLQLPiOQHM� PRåQHM� ]PHQH� HQHUJLL� �HQHUJLD� MH� Y� WRPWR� ~þHORYi� IXQNFLD� SRGREQH� DNR� G�åND

v úlohe obchodného cestujúceho).
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+ODYQêP�SUtQRVRP�WHMWR�PHWyG\�MH�IDNW��åH�YãHWN\�GRWHUD]�VSRPHQXWp�PHWyG\�VL�QHYHGHOL

SRUDGL"� V�SDVFRX� ORNiOQHKR� PLQLPD�� 1HSULSXVWLOL� WRWLå� åLDGQH� ]YlþãHQLH� G�åN\� F\NOX� D to ani

v�SUtSDGH�� NH�� Ey v�QDVOHGXM~FLFK� NURNRFK� PRKOR� GRMV"� N výraznému zlepšeniu. Metóda

VLPXORYDQpKR� åtKDQLD� YãDN� NURN\� SUHGOåXM~FH� FHONRY~� G�åNX� F\NOX� V�LVWRX� SUDYGHSRGREQRV"RX

SULS~ã"D��+ODYQê�DOJRULWPXV�VLPXORYDQpKR�åtKDQLD�Y\]HUi�SULEOLåQH�WDNWR�

S I M U L O V A N É B�ä�Ë�+�$ N I E

(1) Nech T  MH� �XERYR�Qê� KDPLOWRQRYVNê� F\NOXV�� Y\EHUWH� SRþLDWRþQ~� WHSORWX� 2� D faktor

opakovaní r.

����.êP�QLH�V~�QDSOQHQp�SRGPLHQN\�SUH�XNRQþHQLH�RSDNXMWH�

(2.1) Opakujte r-krát:

(2.1.1) Urobte náhodnú zmenu cyklu T na cyklus T1 a�Y\SRþtWDMWH� Uozdiel ich

FHONRYêFK�G�åRN�û�=  c(T ) – c(T1).

��������$N��û������SRWRP�T = T1���,QDN�Y\EHUWH�QiKRGQp�þtVOR�x, 0 ��x �����DN���[��

e � �û � 2�, potom T = T1 .

������8SUDYWH�2�D r.

����$NR�YêVWXS�YUi"WH�QDMOHSãLH�GRVLDKQXWp�T.

7DNiWR� IRUPXOiFLD� DOJRULWPX� GiYD� ]QDþQ~� YR�QRV"� SUL� LPSOHPHQWiFLL�� 3UHWR� XYHGLHPH

niektoré konkrétne nastavenia: v kroku (1) faktor r sme LQLFLDOL]RYDOH�DNR�SRþHW�YUFKRORY�JUDIX

a teplotu na hodnotu 1000. K týmto hodnotám sme dospeli po sérii pokusov. Modifikáciu cyklu

T na cyklus T1��Y�NURNX���������VPH�UHDOL]RYDOL�SRPRFRX�QiKRGQêFK����DOHER���RSWLPDOL]DþQêFK

NURNRY��=QtåHQLH� WHSORW\�Y�NURNX�������EROR�GRVLDKQXWp�SRORåHQtP� 2� ��
2��NGH������� MH� UHálne

þtVOR� EOt]NR� ��� IDNWRU� RSDNRYDQLD� XSUDYXMHPH� REGREQH� r = �
U�� �� MH� �XERYR�Qp� UHiOQH� þtVOR

z�LQWHUYDOX� ��������3R�GRVLDKQXWt�XUþLWpKR�SRþWX�RSDNRYDQt� IDNWRU� r�Xå��DOHM�QH]Y\ãXMHPH��(ãWH

]RVWiYD�XYLHV"�NULWpULi�QD�]DVWDYHQLH�SURFHG~U\��NWRUp�VPH�QDVWDYLOL�WDN��DE\�VD�SURFHV�]DVWDYLO�DN

nedôjde k zmene T po viacerých úpravách teploty (experimentálne sme dospeli k hodnote 10).

3RþDV� FHOpKR� SURFHVX� VLPXORYDQpKR� åtKDQLD� VD� P{åHPH� GRVWD"� GR� U{]Q\FK� ORNiOQ\FK

PLQtP��DOH�P{åHPH�LFK�DM�RSXVWL"��3UHWR�MH�GREUp�DN�VL�SDPlWiPH�QDMOHSãLH�ULHãHQLH��NWRUp�VPH

SRþDV� VLPXOiFLH� GRVLDKOL� D za riešenie, ku ktoUpPX� DOJRULWPXV� GRVSHO� SRORåtPH� SUiYH� WRWR

QDMOHSãLH�ULHãHQLH��NWRUp�SRþDV�SURFHVX�GRVLDKRO�
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KAPITOLA 4

Experimentálne porovnanie heuristík

V�NDSLWROH� �� VPH� SUH]HQWRYDOL� SRPHUQH� YH�Nê� SRþHW� KHXULVWtN�� D�WDN� VD� P{åH� ]GD"�� åH

niektoré z nich sú zbytoþQp��SUtSDGQH��åH�E\�VWDþLOR�XYLHV"� OHQ�W~�QDMOHSãLX��3UREOpPRP�MH�YãDN

MHGQR]QDþQp� UR]KRGQXWLH� R�Yt"D]RYL�� 3RURYQiYDQLH� KHXULVWtN� VD� RGRKUiYD� QD� GYRFK� ~URYQLDFK�

teoretickej a�H[SHULPHQWiOQHM�� .H�åH� WHRUHWLFNp� SRURYQDQLH� Xå� UHDOL]RYDOL� LQt� DXWRUL�� ]DPHUDOi

sme sa na experimentálne porovnanie heuristík.

Porovnanie heuristík sme realizovali pomocou vlastných naprogramovaných algoritmov,

QD� QLHNR�NêFK� V~ERURFK� SUtNODGRY�� NWRUp� SR]RVWiYDOL� ] náhodne generovaných  grafov ako aj

z príkladov, ktoré sme stiahli z LQWHUQHWX��9êVOHGN\� ]tVNDQp� WDNêPWR� VS{VRERP� VtFH�P{åX� E\"

RYSO\YQHQp� NYDOLWRX� SURJUDPRYDQLD�� KODYQH� þR� VD� þDVX� UHDOL]iFLH� MHGQRWOLYêFK� SUtNODGRY� WêND�

DOH� NH�åH� YãHWN\� SRXåLWp� SURJUDP\� V~� QDSURJUDPRYDQp� MHGQêP� SURJUDPiWRURP� D navzájom

porovnávané verzie programov sú naprogramované v tom istom programovacom jazyku, získané

þDV\� P{åHPH� SRYDåRYD"� ]D� VPHURGDMQp�� � âWêO� SURJUDPRYDQLD� D programovací jazyk kvalitu

YêVOHGNRY��G�åNX�F\NOX��QLMDNêP�VS{VRERP�QHRYSO\Y�XM~�

Samotný priebeh porovnávania heuristík pozostával z�Y\WYRUHQLD� QLHNR�NêFK� YHU]Lt

SURJUDPRY�SUH�NDåG~�KHXULVWLNX��7\SRYp�REPHG]HQLD�SUH�ãWUXNW~U\�QiP�SUH�QLHNWRUp�DOJRULWP\

QHGRYR�RYDOL� WHVWRYD"� ~ORK\� YlþãtFK� UR]PHURY�� 7LHWR� V~� SUHWR� ] testov  niektorých vybraných

príkladov vynechané.

�.DåGê� QDSURJUDPRYDQê� DOJRULWPXV� WHVWXMH� SRSUL� NYDOLWH� ULHãHQLD� DM� þDV� EHKX� KHXULVWLN\�

Z takto získaných výsledkov sme vypracovali niektoré štatistické ukazovatele ako napríklad

strednú hodnotu, najhorší chybový pomer, absolútnu odchýlku, priemernú relatívnu odchýlku

a SRG��.H�åH�SUH�JHQHURYDQp�~ORK\�VPH�QHPDOL�N�GLVSR]tFLL�åLDGQH�]QiPH�ULHãHQLD��RGFKêON\�VD

Y]"DKXM~�QD� výsledok tej najlepšej heuristiky pre daný príklad.
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.Y{OL� MHGQR]QDþQRVWL� WHUD]� XYHGLHPH� ]R]QDP� QDSURJUDPRYDQêFK� KHXULVWtN� SRXåtYDQêFK

v tejto kapitole. Všetky boli vysvetlené v 3. kapitole:

11�±�+HXULVWLND�QDMEOLåãLHKR�VXVHGD

INS – Heuristika vkladania

SAVE – Metóda úspor

2TREE – Heuristika zdvojenia kostry

CHR – Christofides

SPF – Heuristika Y\SO�RYDFHM�NULYN\

�237�±���RSWLPDOL]DþQp�]OHSãHQLH

�237�±���RSWLPDOL]DþQp�]OHSãHQLH

6$1�±�6LPXORYDQp�åtKDQLH

3RURYQiYD"�LFK�EXGHP�SR�VNXSLQiFK�

 {NN, INS, SAVE, SPF, 2TREE, CHR},

 {2OPT-SUS, 2OPT-RND, 3OPT-SUS, 3OPT-RND, SAN-SUS, SAN-RND}.

V�SUYHM� VNXSLQH� V~� ]GUXåHQp� KHXULVWLN\�� NWRUp� NRQãWUXXM~� hamiltonovské cykly. Druhá

skupina pozostáva z heuristík, ktorých vstupom je cyklus vytvorený niektorým z

SUHGFKiG]DM~FLFK� DOJRULWPRY�� WHGD� OHQ� Y\OHSãXM~� Xå� ]QiPH� ULHãHQLH�� .H�åH� VPH� FKFHOL

SUHVN~PD"� DM� FLWOLYRV"� vylepšovacích algoritmov na vstupný cyklus v druhej skupine sa

porovnávajú dve verzie vylepšovacích algoritmov. Príponu SUS majú algoritmy, ktorých

YVWXSQêP� F\NORP� MH� F\NOXV� ]tVNDQê� KHXULVWLNRX� QDMEOLåãLHKR� VXVHGD� D príponu RND majú

DOJRULWP\��NWRUp�]DþtQDM~�Y\OHSãRYD"�QiKRGQH�Y\UREHQê�hamiltonovský cyklus.

6N{U�DNR�VD�SXVWtPH�GR�VDPRWQpKR�SRURYQiYDQLD��XYHGLHPH�QLHNWRUp�G{OHåLWp�LQIRUPiFLH�R

implementácii heuristík.

Všetky heuristiky z prvej skupiny boli zrealizované v�]iNODGQHM� YHU]LL� EH]� GRGDWRþQêFK

NURNRY�� NWRUp� VO~åLD� DNR� QDGVWDYED� SUH� ]iNODGQ~� YHU]LX��9 druhej� VNXSLQH� DNR� VPH� Xå� XYLHGOL

vystupujú dve verzie z�NDåGHM� KHXULVWLN\�� 3UL� UHDOL]iFLL� KHXULVWLN\� �237� V~� Y\O~þHQp

��RSWLPDOL]DþQp�NURN\��NWRUp�E\�PRKOL�QDVWD"�DNR�GHJHQHURYDQi�YHU]LD���RSWLPOL]DþQpKR�NURNX�

Z�G{YRGX�SUHXNi]DQLD�NYDOLW\�þLVWpKR���RSWLPDOL]DþQpKR�NURNX�MH�WiWR�SRGPLHQND�QXWQi��D�Y�DND

nej nedôjde k ku skresleniu výsledkov 2-optimalizáciou.

9ãHWN\�~GDMH�SRXåLWp�Y tejto kapitole pramenia z konkrétnych numerických experimentov,

NWRUêFK�Y\EUDQ~�þDV"�XYiG]DPH�Y prílohe.
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4.1. Porovnanie 1. skupiny algoritmov na generovaných príkladoch

Všetky algoritmy boli porovnávané na súbore 480 náhodne nagenerovaných príkladov.

*HQHURYDQp� SUtNODG\� PDOL� UR]PHURYp� UR]SlWLH� ��� Då� ���� ERGRY� Y euklidovskej rovine, ktoré

SUHGVWDYRYDOL� � YUFKRO\� NRPSOHWQpKR� JUDIX� D� G�åN\� KUiQ� EROL� GHILQRYDQp� DNR� HXNOLGRYVNp

vzdialenosti medzi vrcholmi. Euklidovské grafy boli zvolené zámerne , aby aj algoritmus SPF

PRKRO�E\"�SRURYQiYDQê�VR�YãHWNêPL�RVWDWQêPL�KHXULVWLNDPL��7HUD]�XYHGLHP�SULHPHUQp�KRGQRW\

G�åN\�F\NORY�SUH�NDåG~�KHXULVWLNX�

SPF NN INS 2TREE CHR SAVES
7597,8 7707,2 6785,91 8034,44 7290,52 7769,23

$NR� MH� QD� SUYê� SRK�DG� YLGLWH�Qp�� UR]GLHO\� SULHPHUQêFK� G�åRN� QLH� V~� YH�PL� YH�Np�� DOH

SRUDGLH�NYDOLW\�KHXULVWtN�MH�MHGQR]QDþQp��2G�QDMOHSãLHKR�Y klesajúcom poradí kvality: INS, CHR,

63)�� 6$9(�� 11�� �75((�� =DXMtPDYê� MH� SRK�DG� QD� WDEX�NX� SHUFHQWXiOQ\FK� odchýliek od

QDMOHSãLHKR�QDPL�Y\SRþtWDQpKR�ULHãHQLD�

.

Odchýlka% SPF NN INS 2TREE CHR SAVES
Priemerná 33,46 35,59 19,22 39,84 27,71 37,06
Maximálna 58,15 67,72 48,82 79,62 60,84 76,19

3RUDGLH� ]RVWiYD� QH]PHQHQp�� SULþRP� DNR� MHGQR]QDþQH� QDMOHSãLD� KHXULVWLND� VD� XND]XMH

metóda vkladania

Pre vytvorenie dokonalého obrazu o úspešnosti jednotlivých heuristík uvediem ešte aj

priemerné a�PD[LPiOQH�þDV\��]D�NWRUp�EROL�YêSRþW\�zrealizované:

ýDV [sec] SPF NN INS 2TREE CHR SAVES

Priemerný 0,000050 0,000010 0,000023 0,000380 0,000400 0,001778

Maximálny 0,050000 0,000231 0,001000 0,011000 0,011000 0,060000

Údaje sú v�VHNXQGiFK�D�Y\MDGUXM~�SULHPHUQê�þDV�QD�MHGHQ�SUtNODG�D najdlhãt�þDV�SUH�MHGHQ

SUtNODG�� 9ãHWN\� DOJRULWP\� QD� V~ERUH� JHQHURYDQêFK� SUtNODGRY� ]EHKOL� YH�PL� UêFKOR�� D� QDSULHN

WRPX��åH�VD�Gi�XUþL"�QDMUêFKOHMãt�DOJRULWPXV� WLHWR�~GDMH�QLH�V~�VPHURGDMQp�D�þDVRYp�SRURYQDQLH

DOJRULWPRY�XYHGLHPH�Då�QD�SUtNODGH�YlþãtFK�~ORK�

-HGQR]QDþQêP�Yt"D]RP�WRKWR�SRURYQiYDQLD�MH�KHXULVWLND�YNODGDQLD��NWRUi�GRVLDKOD��DOHNR

QDMYLDF�Yt"D]VWLHY�D�URYQDNR�PDOD�DM�QDMOHSãt�QDMKRUãt�FK\ERYê�SRPHU�
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4.2. Porovnanie 2. skupiny algoritmov na generovaných príkladoch

Na rovnakom súbore príkladov ako predchádzajúcu skupinu sme otestovali aj vylepšovacie

DOJRULWP\��7DEX�ND�SULHPHUQêFK�G�åRN�Y\]HUi�QDVOHGRYQH�

2OPT-SUS 2OPT-RND 3OPT-SUS 3OPT-RND SAN-RND SAN-SUS

6350,02 6669,45 7072,8016 7508,29 5737,917 6311,61

V�WRPWR� SRURYQDQt� MH� MHGQR]QDþQH� QDMOHSãRX�heuristikou SAN-RND. Tento poznatok by

PRKRO�QD]QDþRYD"��åH�VLPXORYDQp�åtKDQLH�SRWUHEXMH�SUH�RSWLPiOQX�þLQQRV"�]QDþQ~�YR�QRV"�SUL

inicializácii a�X]DYUHWLH� LQLFLDOL]iFLH� GR� ORNiOQHKR�PLQLPD�P{åH� QHSULD]QLYR� RYSO\YQL"� NYDOLWX

]OHSãHQLD� �� 1D� GUXKRP� PLHVWH� VNRQþLOR� 6$1�686�� �DOHM� Y rastúcom poradí 2OPT-SUS,

2OPT-RND, 3OPT-RND a 3OPT-SUS.

Príklady  boli pravdepodobne malých rozmerov a tak sa nepreukázala predpokladaná sila

��RSWLPDOL]DþQpKR�NURNX��8YHGLHPH�HãWH�WDEX�NX�SHUFHQWXiOQ\FK�odchýliek:

 Odchýlka % 2OPT-SUS 2OPT-RND 3OPT-SUS 3OPT-RND SAN-RND SAN-SUS

Maximálna 38,35 42,59 60,068653 82,48 7,075467 38,35

Priemerná 14,879633 17,290298 25,192658 33,37 0,0707547 11,24

Nízke hodnoty v�VW�SFL� 6$1�51'� QD]QDþXM~�� åH� QDMþDVWHMãtP� Yt"D]RP� EROD� SUiYH� WiWR

heuristika a�WHGD�RVWDWQp�V~�SRURYQiYDQp�YlþãLQRX�V jej výsledkom.

ÒVSHãQRV"�KHXULVWtN�MH�FKDUDNWHUL]RYDQi�QLHOHQ�NYDOLWRX�YêVOHGNX��DOH�DM�SULMDWH�QêP�þDVRP

UHDOL]iFLH��3UHWR�QDKOLDGQLPH�GR�WDEX�N\�SULHPHUQêFK�þDVRY�

ýas [sec] 2OPT-SUS 2OPT-RND 3OPT-SUS 3OPT-RND SAN-RND SAN-SUS

Priemerný 0,003000 0,012720 0,770910 3,715350 7,955460 7,414860

Maximálny 0,020000 0,050000 4,367000 22,142000 9,744000 8,803000

Z�WDEX�N\�MH�]UHMPp��åH�QDMOHSãLH�NYDOLWDWtYQH�YêVOHGN\�DOJRULWPX�6$1�51'�V~�Y\N~SHQp

QDMGOKãtPL�þDVPL�UHDOL]iFLH�

Z�YêVOHGNRY�GUXKpKR�SRURYQDQLD�VD�Gi�SUHGSRYHGD"��åH�DN�QD�SUtNODGRFK�YlþãtFK�UR]PHURY

FKFHPH�SUH�DOJRULWPXV�6$1�51'�]DFKRYD"�Y\VRN~�NYDOLWX�YêVOHGNRY��SUDYGHSRGREQH�EXGHPH

PXVLH"� SRYROL"� Ylþãt� SRþHW� RSDNRYDQt� QD� MHGQRWOLYêFK� WHSORWiFK�� þR� YêUD]QH� ]YêãL� þDVRY~
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QiURþQRV"��7DNWLHå�E\�PRKRO�QDVWD"�SUREOpP�V�þDVRYRX�QiURþQRV"RX�SUH�DOJRULWP\��237�686

a��237�51'��NH�åH�SUH�QLHNWRUp�SUtNODG\�VD�XNi]DOL�DNR�YH�PL�SRPDO\�konvergujúce.

4.3. Porovnanie všetkých algoritmov internetových úlohách

Výsledky z�SUHGFKiG]DM~FLFK� SRURYQDQt� QiP�SRVN\WOL� EOLåãt� SRK�DG� QD� NYDOLWX� SRXåLWêFK

KHXULVWtN�� DOH� ]iURYH�� Y\YVWDOD� RWi]ND�� þL� VL� ]DFKRYDM~� VYRMH� NYDOLW\� DM� QD� ~ORKiFK� YH�NêFK

rozmerov. Z�WRKWR�G{YRGX�VPH�VD�SRN~VLOL�RWHVWRYD"� LQPOHPHQWRYDQp�KHXULVWLN\�QD�QLHNR�NêFK

SUtNODGRFK�YlþãtFK�UR]PHURY��$E\�VPH�PRKOL�OHSãLH�SRV~GL"�LFK�IXQJRYDQLH�D kvalitu výsledkov,

]YROLOL�VPH�VL�SUtNODG\��NWRUp�Xå�EROL�ULHãHQp�LQêPL�ULHãLWH�PL�

.H�åH�VPH�EROL�REPHG]HQt�ãWUXNW~UDPL�SURJUDPRYDFLHKR�MD]\ND��DOJRULWP\�&+5�D 2TREE

VPH� QHPRKOL� RWHVWRYD"� QD� YH�NêFK� ~ORKiFK�� 9\åDGXM~� WRWLå� XVSRULDGDQLH� KUiQ� NRPSOHWQpKR

JUDIX��NWRUp�MH�SDPl"RYR�QiURþQp��9ãHWN\�RVWDWQp�DOJRULWP\�VD�QiP�SRGDULOR�]UHDOL]RYD"�

8YLHV"� SULHPHUQp� G�åN\�� DOHER� RGFKêONX� E\� ]�G{YRGRY� YH�NHM� UR]PDQLWRVWL� SUtNODGRY

QHEROR� SUiYH� QDM]UHWH�QHMãtP� XND]RYDWH�RP� NYDOLW\� YêVOHGNX�� D preto uvedieme pomer našou

hodnotou a�XYHGHQRX�KRGQRWRX�G�åN\�hamiltonovského cyklu.

úloha spacefil sused vkladanie uspory
d1655.tsp 1,49 1,21 1,27 1,08
d2103.tsp 1,51 1,08 1,10 1,05

dsj1000.tsp 1,40 1,32 1,11 1,21
fl1400.tsp 1,33 1,35 1,09 1,33
fl1577.tsp 1,70 1,23 1,24 1,10
gr666.tsp 4,37 1,40 1,31 1,32

nrw1379.tsp 1,38 1,24 1,30 1,17
pcb1173.tsp 1,44 1,24 1,29 1,21
pr1002.tsp 1,38 1,22 1,26 1,14
pr2392.tsp 1,43 1,22 1,31 1,18
rl1323.tsp 1,76 1,31 1,32 1,21
rl1889.tsp 1,65 1,27 1,17 1,13
u1060.tsp 1,45 1,36 1,26 1,27
u1817.tsp 1,50 1,25 1,29 1,12
u2152.tsp 1,51 1,23 1,27 1,12
u2319.tsp 1,14 1,19 1,13 1,13

vm1084.tsp 1,51 1,26 1,19 1,16

Z WDEX�N\�MDVQH�Y\SOêYD��åH�Då�QD�MHGLQ~�YêQLPNX�YãHWN\�YêVOHGN\�V~�PD[LPiOQH�GYDNUiW

KRUãLH�DNR�]QiPH�QDMOHSãLH� ULHãHQLH��9�SUYHM�VNXSLQH�VD�DOH�QD�PLHVWR�Yt"D]D�GRVWDO�DOJRULWPXV

6$9(6�� +RFL� QD� PHQãtFK� ~ORKiFK� QHERO� QLMDN� YêQLPRþQê�� QD� YH�NêFK� ~ORKiFK� VD� MDYt� E\"

omnoho lepší ako ostatné algoritmy v�VNXSLQH��.YDOLWD�ULHãHQLD�MH�YãDN�]DSODWHQi�YH�PL�GOKêPL
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þDVPL� UHDOL]iFLH�� -HM� YêVOHGN\� V~� YãDN� QDMKRUãLH�� 2SURWL� RVWDWQêP� DOJRULWPRP�� NWRUp� EROL

]UHDOL]RYDQp� WDNPHU�RNDPåLWH�� MH�PHWyGD�6$9(6�YH�PL�SRPDOi��7DEX�NX�þDVRY�� DNR� DM� G�åRN

uvádzam v prílohe.

5RYQDNR� DNR� SUH� DOJRULWP\� SUYHM� VNXSLQ\� � DM� SUH� GUXK~� VNXSLQX� VL� XYHGLHPH� WDEX�NX

SRPHURY�G�åRN�

 2opt-sus 2opt-rnd 3opt-sus 3opt-rnd zihanie-rnd zihanie-sus
D1655.tsp 1,06 1,14 1,03 1,05 1,38 1,13
D2103.tsp 1,02 1,04 1,02 1,11 1,65 1,05
dsj1000.tsp 1,09 1,08 1,11 1,15 1,10 1,12
Fl1400.tsp 1,08 1,05 1,06 1,17 1,10 1,18
Fl1577.tsp 1,04 1,08 1,03 1,08 1,43 1,14
gr666.tsp 1,12 1,14 1,17 1,33 1,20 1,23

nrw1379.tsp 1,05 1,12 1,04 1,12 1,17 1,13
pcb1173.tsp 1,06 1,08 1,04 1,10 1,15 1,11
pr1002.tsp 1,04 1,08 1,04 1,13 1,08 1,14
pr2392.tsp 1,06 1,00 1,01 1,04 1,02 1,05
rl1304.tsp 1,08 1,11 1,09 1,16 1,22 1,12
rl1323.tsp 1,12 1,18 1,19 1,37 1,30 1,23
rl1889.tsp 1,04 1,10 1,09 1,12 1,45 1,15
U1060.tsp 1,05 1,10 1,02 1,05 1,14 1,18
U1817.tsp 1,07 1,12 1,04 1,21 1,11 1,22
U2152.tsp 1,06 1,12 1,04 1,12 1,19 1,13
U2319.tsp 1,03 1,09 1,01 1,15 1,13 1,10

vm1084.tsp 1,06 1,09 1,21 1,09 1,21 1,11

9êVOHGN\�V~�YH�PL�Y\URYQDQp�D�SUHWR�QiP�RSl"�SRP{åH�WDEX�ND�þDVRY�(v prílohe). Z nej

MHGQR]QDþQH�Y\SOêYD�QHHIHNWtYQRV"��DOJRULWPRY��237�51'���237�686��-HM�R�QLHþR�NYDOLWQHMãLH

YêVOHGN\�QLMDNR�QHY\YiåLD�MHM�þDVRY~�QiURþQRV"��1D�YH�NêFK�~ORKiFK�VD���RSWLPOL]iFLD�XNi]DOD

DNR�þDVRYR�YH�PL�QiURþQi�SURFHG~UD����RSWLPDOL]DþQê�NURN�VtFH�P{åH�E\"�SRXåLWê�DNR�QiVWURM

LQêFK� DOJRULWPRY�� DOH� Y\OHSãHQLD� GRVLDKQXWp� YêKUDGQH� SRPRFRX� ��MRSWLPDOL]DþQêFK� NURNRY� V~

YH�PL�GUDKR�]DSODWHQp�

4.4. Zhrnutie experimentálneho porovnania

9êVOHGN\�� NX�NWRUêP�VPH�GRVSHOL�� QHSUHXNi]DOL� DQL� MHGQX� KHXULVWLNX� MHGQR]QDþQH� OHSãRX

DNR�RVWDWQp��DOH�GRVWDWRþQp�PQRåVWYR� WHVWRY�QiP�GRYR�XMH�GRMV"�N�XUþLWêP�]iYHURP��=iOHåt�RG

QDãLFK�SUHIHUHQFLt��þL�REHWXMHPH�GOKê�þDV�YêSRþWX�SUH�NYDOLWQHMãLH�ULHãHQLH��DOHER�]D�YH�PL�NUiWN\

þDV�]tVNDPH�ULHãHQLH��DM�NH��QLH�Då�WDN�GREUp�



Tibor Valent                                                                            Problém obchodného cestujúceho

29

Z prvej skupiny algoritmov však ako najlepšia sa javí heuristika vkladania, ktorá dáva

SRPHUQH� GREUp� YêVOHGN\� ]D� SULEOLåQH� URYQDNê� þDV� DNR� KHXULVWLND� QDMEOLåãLHKR� VXVHGD�� NWRUi� VD

ukázala ako najrýchlejšia.

V�GUXKHM� VNXSLQH� VD� Yt"D]� K�DGi� "DåãLH�� OHER� QD� YH�NêFK� ~ORKiFK� EROL� YãHWN\� SRPHUQH

Y\URYQDQp��1HVPLHPH�]DEXGQ~"�QD�þDVRY~�QiURþQRV"��NWRUi�ÄGLVNYDOLILNRYDOD³���RSWLPDOL]iFLX�

Z�WRKWR�G{YRGX�]D�Yt"D]D�GUXKHM�VNXSLQ\�P{åHPH�Y\KOiVL"�PHWyGX�VLPXORYDQpKR�åtKDQLD�

ýR� VD� NYDOLW\� ULHãHQLD� WêND�� DQL� MHGQD� ] vylepšovacích heuristík nepreukázala výraznú

FLWOLYRV"�QD�LQLFLDOL]DþQê�F\NOXV��ýDVRYi�QiURþQRV"�YãDN�SUL�YKRGQHM�YR�EH�LQLFLDOL]DþQpKR�F\NOX

P{åH�SR]RURYDWH�QH�NOHVQ~"�

Z�QDãLFK� SR]RURYDQt� P{åHPH� XV~GL"�� åH� YKRGQRX� NRPELQiFLRX� YLDFHUêFK� KHXULVWtN

P{åHPH�GRVSLH"�NX�NYDOLWQpPX�ULHãHQLX�]D�YH�PL�SULMDWH�Qê�þDV�
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KAPITOLA 5

Záver

&LH�RP� WHMWR�GLSORPRYHM�SUiFH�EROR�SUHVN~PD"� KHXULVWLN\� QD� ULHãHQLH� ~ORK\� REFKRGQpKR

FHVWXM~FHKR�� SRGD"� SUHK�DG� KHXULVWtN�� YUiWDQH� LOXVWUDþQêFK� SUtNODGRY�� H[SHULPHQWiOQH� LFK

SRURYQD"�D�Y\KRGQRWL"�

 V�SUHK�DGH�VPH�XYLHGOL�GRVWDWRþQp�PQRåVWYR�KHXULVWtN� U{]Q\FK�GUXKRY��3RGDULOR� VD�QiP

všetky heuristiky LPSOHPHQWRYD"�D�RWHVWRYD"�QD�GRVWDWRþQRP�PQRåVWYH�~ORK�
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PRÍLOHA   A

Výsledky experimentálneho testovania

7DEX�N\�G�åRN�internetových úloh:

úloha Internet spacefil sused vkladanie uspory
d1655,tsp 62128 92573 75474 78756 67295
d2103,tsp 80450 121436 87279 88713 84423
dsj1000,tsp 18659688 26216164 24630960 20764022 22552880
fl1400,tsp 20127 26712 27179 21865 26713
fl1577,tsp 22249 37747 27429 27631 24502
gr666,tsp 294358 12871 4111 3860 3877
nrw1379,tsp 56638 78050 70015 73646 66227
pcb1173,tsp 56892 82133 70278 73296 68869
pcb3038,tsp 137694 181351 175573 175207 163906
pr1002,tsp 259045 356585 315597 326518 296488
pr2392,tsp 378032 541567 461207 493661 445380
rl1304,tsp 252948 424923 339797 307207 289901
rl1323,tsp 252948 445052 332095 334003 305763
rl1889,tsp 316536 520966 400685 369266 356588
u1060,tsp 224094 325721 305781 283256 284240
u1817,tsp 57201 85835 71406 73645 63970
u2152,tsp 64253 97273 79340 81363 71726
u2319,tsp 234256 266136 278783 265736 265822
vm1084,tsp 239297 362393 301469 284172 276909

úloha internet 2opt-sus 2opt-rnd 3opt-sus 3opt-rnd
zihanie-

rnd
zihanie-

sus
d1655,tsp 62128 65855,68 70825,92 63991,84 65234,4 85736,64 70204,64
d2103,tsp 80450 82059 83668 82059 89299,5 132742,5 84472,5
Dsj1000,tsp 18659688 20339060 20152463 20712254 21458641 20525657 20898851
fl1400,tsp 20127 21737,16 21133,35 21334,62 23548,59 22139,7 23749,86
fl1577,tsp 22249 23138,96 24028,92 22916,47 24028,92 31816,07 25363,86
gr666,tsp 294358 329681 335568,1 344398,9 391496,1 353229,6 362060,3
Nrw1379,tsp 56638 59469,9 63434,56 58903,52 63434,56 66266,46 64000,94
pcb1173,tsp 56892 60305,52 61443,36 59167,68 62581,2 65425,8 63150,12
pr1002,tsp 259045 269406,8 279768,6 269406,8 292720,9 279768,6 295311,3
pr2392,tsp 378032 400713,9 378032 381812,3 393153,3 385592,6 396933,6
rl1304,tsp 252948 273183,8 280772,3 275713,3 293419,7 308596,6 283301,8
rl1323,tsp 252948 283301,8 298478,6 301008,1 346538,8 328832,4 311126
rl1889,tsp 316536 329197,4 348189,6 345024,2 354520,3 458977,2 364016,4
u1060,tsp 224094 235298,7 246503,4 228575,9 235298,7 255467,2 264430,9
u1817,tsp 57201 61205,07 64065,12 59489,04 69213,21 63493,11 69785,22
u2152,tsp 64253 68108,18 71963,36 66823,12 71963,36 76461,07 72605,89
u2319,tsp 234256 241283,7 255339 236598,6 269394,4 264709,3 257681,6
Vm1084,tsp 239297 253654,8 260833,7 289549,4 260833,7 289549,4 265619,7

7DEX�N\�þDVRY�UHDOL]iFLH�YêSRþWRY�internetových úloh:
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(údaje sú v sekundách)

úloha spacefil sused vkladanie uspory
d1655.tsp 0,000 0,060 0,170 204,684
d2103.tsp 0,000 0,050 0,390 395,429
dsj1000.tsp 0,000 0,000 0,060 46,827
fl1400.tsp 0,000 0,060 0,110 118,791
fl1577.tsp 0,000 0,000 0,170 174,892
gr666.tsp 0,000 0,000 0,060 13,009
nrw1379.tsp 0,001 0,050 0,110 123,027
pa561.tsp 0,000 0,000 0,000 8,623
pcb1173.tsp 0,000 0,000 0,110 76,380
pr1002.tsp 0,000 0,050 0,050 46,697
pr2392.tsp 0,002 0,110 0,600 640,951
rl1304.tsp 0,000 0,050 0,110 105,161
rl1323.tsp 0,000 0,060 0,110 109,187
rl1889.tsp 0,002 0,110 0,280 319,269
u1060.tsp 0,000 0,050 0,050 54,478
u1817.tsp 0,000 0,050 0,220 293,792
u2152.tsp 0,002 0,050 0,380 484,507
u2319.tsp 0,002 0,110 0,550 501,662
vm1084.tsp 0,000 0,060 0,110 57,543

úloha 2opt-sus 2opt-rnd zih-rnd zih-sus 3opt-sus 3opt-rnd
d1655.tsp 37,81 176,75 35,16 42,31 5116,49 5643,16
d2103.tsp 38,43 77,80 41,54 39,64 9164,11 10036,30
dsj1000.tsp 12,88 89,16 16,30 12,16 1694,31 2641,64
fl1400.tsp 48,79 196,07 34,79 33,63 2894,31 3142,64
fl1577.tsp 41,43 87,97 36,14 26,69 1946,32 2616,31
gr666.tsp 2,62 4,24 26,00 16,30 1261,10 891,61
nrw1379.tsp 33,94 207,34 34,35 31,20 6941,11 7631,94
pa561.tsp 1,54 2,32 19,30 9,66 931,16 650,31
pcb1173.tsp 18,57 35,14 27,29 27,29 1012,03 1643,09
pr1002.tsp 10,46 6,96 18,02 20,65 813,62 900,61
pr2392.tsp 207,42 0,65 41,86 38,69 8654,36 9846,91
rl1304.tsp 20,83 140,27 27,27 62,39 5001,32 6435,91
rl1323.tsp 15,70 158,86 27,57 29,61 3619,31 4036,61
rl1889.tsp 72,48 682,85 35,82 39,65 6435,19 7694,96
u1060.tsp 16,03 8,12 22,89 31,20 1369,89 4619,61
u1817.tsp 68,13 83,85 38,75 40,97 2983,65 3649,91
u2152.tsp 93,91 164,76 43,82 39,84 8695,60 10369,16
u2319.tsp 148,50 188,25 41,91 40,62 12369,13 19496,16
vm1084.tsp 10,94 99,82 20,67 21,36 7316,10 3451,61

.

PRÍLOHA   B
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Naprogramovaných bolo 12 heuristík, všetky v jazyku Delphi 6. Podrobný návod na

SRXåLWLH� SULNODGiP� Y�V~ERUH� 5($'0(�7;7� VSROX� VR� ]GURMRYêPL� SURJUDPDPL� QD� SULORåHQHM

diskete.

9êSLV�SRXåLWêFK�SURFHG~U�

procedure Sused;
var m,i,j,l,pom,pom1:integer;
      koniec:integer;
      min:real;
      W:array[1..max] of integer;
 {mnoz. volnych vrcholov}
begin
  min:=10000000; koniec:=1;
  for j:=1 to N do W[j]:=1;
  dlzka:=0; W[1]:=0;  i:=1;
  repeat
    for j:=1 to N do begin
 {vyhladame najblizsieho suseda z volnych}
      if W[j]=1 then begin
        if G[i,j] < min then begin
          min:=G[i,j]; koniec:=j; l:=i;
        end;
      end;
    end;
    W[koniec]:=0;
    dlzka:=dlzka + min;
    min:=10000000;
    H[l]:=koniec;
    i:=koniec;
    pom:=0;
    for pom1:=1 to N dopom:=pom+W[pom1];
   until pom=0;
   dlzka:=dlzka + G[1,koniec];
   H[koniec]:=1;
end;

 procedure Zmena_cesty(odkial,kam:integer);
            var a,b,poz:integer;
       Cesta:array[1..max] of integer;
 begin
    poz:=2;  a:=odkial;
    Cesta[1]:=odkial;
    while H[a] <> kam do begin
   {nacita povodnu cestu}
      Cesta[poz]:=H[a];   a:=H[a];   poz:=poz+1;
    end;
    Cesta[poz]:=kam;
    for b:=poz downto 2 do H[Cesta[b]]:=Cesta[b-1];
   {vymeni cestu za opacnu}
  end;

 procedure DvaOptKrok;
   var i,j,k,pomi,pomj,
      minbod1,minbod2:integer;

       min:double;
       {minim. lokalnych zmien}
       lokuspora,pom:real;
       minor:double;
    {dlzka cyklu bez zamienanych hran}
  begin
    repeat
      lokuspora:=0; pom:=0;
      for i:=1 to N do begin
        for j:=i+1 to N do begin
          if (H[i]<>j) and (H[j]<>i) then begin
            pom:=G[i,H[i]]+G[j,H[j]]-G[i,j]-G[H[i],H[j]];
          end;
          if lokuspora<pom then begin
            lokuspora:=pom;
            minbod1:=i; minbod2:=j;

            pomi:=H[minbod1];              pomj:=H[minbod2];
          end;
        end;
      end;
      dlzka:=dlzka-lokuspora;
      if lokuspora<>0 then begin
        Zmena_cesty(pomj,minbod1);
        H[pomj]:=pomi;
        H[minbod2]:=minbod1;
      end;
    until lokuspora=0;
           end;

procedure pgraf;
{RþtVOXMH KUDQ\}
var i,j:integer;
       dlzka:real;
  begin
   index:=1;
   for i:=1 to N do begin
     for j:=i+1 to N do begin
         D[index].i:=i; D[index].j:=j;
         D[index].dlzka:=G[i,j];
         index:=index+1;
    end; end; end;

procedure Mintree;
{nájde najlacnejšiu kostru}
   var znak:array[1..max] of integer;
       pridal:boolean;
       pocethran,pom1,pom2,kk,jj:integer;
  begin
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   index:=index-1;
   QuickSort(D, 1, index);
   pocethran:=0;
   for jj:=1 to N do znak[jj]:=jj;
   for kk:=1 to max do Kostra[kk]:=0;
   jj:=1;
   while pocethran<>N-1 do begin
     pridal:=False;
     while not pridal do begin
       if znak[D[jj].i]<>znak[D[jj].j] then begin
         Kostra[pocethran+1]:=jj;  pridal:=True;
         if znak[D[jj].i] < znak[D[jj].j] then begin
           pom1:=znak[D[jj].i]; pom2:=znak[D[jj].j];
         end else begin
           pom2:=znak[D[jj].i]; pom1:=znak[D[jj].j];
         end; end;
       for kk:=1 to N do begin
         if znak[kk]=pom2 then znak[kk]:=pom1;
       end;  jj:=jj+1;
     end; pocethran:=pocethran+1;
   end; end;
procedure euler;
 var OBJ:array[1..max,1..max] of byte;
     znak,navsteva:array[1..max] of byte;
     E:array[1..maxhran] of integer;
     som,posun1,posun2,posun3,i,j,counter:integer;
     {OBJ: neprejdene  0  neobjavitelske  1
     objavitelske  2    protismerne  3
     neexistujuce  5}

  begin    {procedury euled}
    {inicializacia pomocnej struktury pre cestovanie
grafom}
    for i:=1 to N do begin
      for j:=1 to N do  OBJ[i,j]:=5; end;
    for i:=1 to (N-1)do begin
        OBJ[D[Kostra[i]].i,D[Kostra[i]].j]:=0;
        OBJ[D[Kostra[i]].j,D[Kostra[i]].i]:=0;
    end;
    {vytvorenie HXOHURYVNHKR "DKX`

    {znak: neznamy vrchol  0    znamy vrchol  1}
    for i:=1 to maxhran do E[i]:=0; posun1:=1;
    for i:=1 to N do znak[i]:=0;    som:=1;
    znak[som]:=1;  counter:=1;  E[1]:=som;
    while (posun1<>0) or (posun2<>0) or
(posun3<>0) do begin
      posun1:=0; posun2:=0; posun3:=0;
      for i:=1 to N do begin
        if (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=0) then
posun1:=i;
         if (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=1) then
posun2:=i;
        If (OBJ[som,i]=0) and (OBJ[i,som]=2) then
posun3:=i; end;
      if posun1<>0 then begin
        if znak[posun1]=0 then begin
          OBJ[som,posun1]:=2; som:=posun1;
          znak[posun1]:=1; counter:=counter+1;
          E[counter]:=posun1;
        endelse begin

          OBJ[som,posun1]:=1; som:=posun1;
          counter:=counter+1; E[counter]:=posun1;
        end; end else begin
        if posun2<>0 then begin
          OBJ[som,posun2]:=3; som:=posun2;
          counter:=counter+1;
          E[counter]:=posun2;
        end else begin
          if posun3<>0 then begin
            OBJ[som,posun3]:=3; som:=posun3;
            counter:=counter+1; E[counter]:=posun3;
          end; end; end; end;
    {ziskanie cyklu z euklidovskeho sledu}
    som:=E[1]; dlzka:=0;
    for i:=1 to N do navsteva[i]:=0;
    navsteva[E[1]]:=1; i:=2; j:=1;
    while j<N do begin
      if navsteva[E[i]]=0 then begin
        dlzka:=dlzka+G[som,E[i]];
        navsteva[E[i]]:=1;
        H[som]:=E[i]; som:=E[i]; j:=j+1;
      end;  i:=i+1;
    end;  H[E[i-1]]:=E[1]; end;

procedure stupen(var stup:pole);
{urci stupen vrchola}
 var i:integer;
 begin
   for i:=1 to N do stup[i]:=0;
   for i:=1 to N-1 do begin
     inc(stup[D[Kostra[i]].i]);
     inc(stup[D[Kostra[i]].j]);
   end;  end;

 procedure perfectmatch;
{Y\SRþtWD SULGDQp }
 var i,j,k:integer;
     nebola:boolean;
 begin
   for i:=1 to N do neparnost[i]:=True;
   pocetneparnych:=0;
   for i:=1 to N do odskok[i]:=0;
   for i:=1 to N do begin
     if (stup[i] mod 2) = 0 then begin
       neparnost[i]:=False
     end else begin
       pocetneparnych:=pocetneparnych+1;
     end; end;
   j:=1;i:=0;
   while pocetneparnych<>0 do begin
     if neparnost[D[j].i] and neparnost[D[j].j] then
begin
       nebola:=true; k:=1;
       while nebola and (k <= N-1) do begin
         if Kostra[k] = j then nebola := false;
         k:=k+1;
       end;
       if nebola then begin           {nie je to odbocka}
         Kostra[N+i]:=j;
         pocetneparnych:=pocetneparnych-2;
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         neparnost[D[j].j]:=False;
         neparnost[D[j].i]:=False;
         i:=i+1;
       end else begin                 {je to odbocka}
         if (stup[D[kostra[k-1]].i]<3) or
(stup[D[kostra[k-1]].j]<3) then begin
           if stup[D[kostra[k-1]].i] = 1 then begin
             odskok[D[kostra[k-1]].i]:=D[kostra[k-1]].j;
           end else  begin
             odskok[D[kostra[k-1]].j]:=D[kostra[k-1]].i;
           end;
           Kostra[k-1]:=0;
           pocetneparnych:=pocetneparnych-2;
           neparnost[D[j].j]:=False;
           neparnost[D[j].i]:=False;
         end; end; end;
     j:=j+1; end;
   X:=i; end;

procedure saving(var priebdlzka:real);
    const uhlopriecka=1.0e10;
    var i,j,sur1,sur2,minbod1,minbod2,bbbbb:integer;
{bbbbb-indikuje  neexistenciu dalsieho zlepsenia }
        Dvojnik:array[1..max] of integer;{indikator
dvojiteho zapojenia}
        Opakovac:array[1..max,1..2] of integer;
{kontroluje neopakovanie neustale toho isteho
vylepsenia}
  lokalmin,min,opakovanie:real;
  begin
    min:=1.0e10; bbbbb:=2; opakovanie:=0;
    for i:=2 to N do Dvojnik[i]:=2;
    for i:=1 to N do for j:=1 to 2 do Opakovac[i,j]:=0;
    while bbbbb<>0 do begin
      min:=uhlopriecka;
      for i:=2 to N do begin
        for j:=i+1 to N do begin
          if (Dvojnik[i]>0) and (Dvojnik[j]>0) and
(Opakovac[i,1]<>j)
          and(Opakovac[i,2]<>j)  then begin
            if (G[1,i]+G[1,j])>G[i,j] then begin
         lokalmin:=G[i,j];sur1:=i;sur2:=j;opakovanie:=0;
            end;     end;
          if min>lokalmin then begin

            min:=lokalmin;  minbod1:=sur1;    minbod2:=sur2;
end; end;  end;
      if opakovanie=1 then bbbbb:=0;
      opakovanie:=1;
      if min<1.0e10 then begin
        priebdlzka:=priebdlzka+G[minbod1,minbod2];
        if Opakovac[minbod1,1]=0 then
Opakovac[minbod1,1]:=minbod2
        else Opakovac[minbod1,2]:=minbod2;
        Dvojnik[minbod1]:=Dvojnik[minbod1]-1;
        Dvojnik[minbod2]:=Dvojnik[minbod2]-1;
      end;   end; for i:=2 to N do begin
      if Dvojnik[i]<0 then Dvojnik[i]:=0;
      priebdlzka:=priebdlzka+(Dvojnik[i]*G[1,i]);

    end;  end;
function locate(xs,ys:real):real;
{SULUDGt KRGQRWX SUH NDåGê ERG ãWYRUFD SRG�D

rekurzívneho delenia SPACEFILL}
const kmax=20;
   var x,y,k,z:real;
       i:real;
  begin
   x:=xs;  y:=ys;
   i:=0;k:=1;
   if x>y then begin
     i:=1; x:=m-x;  y:=m-y;
   end;
   while k<kmax do begin
     i:=i+i;  k:=k+1;
     if x+y>m then begin
       i:=i+1;  z:=m-y;
       y:=x;  x:=z;
     end;
     if k<kmax then begin
       i:=i+i;  k:=k+1;
       x:=x+x;  y:=y+y;
       if y>m then begin
         i:=i+1;  z:=y-m;
         y:=m-x;   x:=z;
       end;  end;  end;
   locate:=i;
        end;

function Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk:integer; kod:byte;
minor:double):double;
   var pom:double;
  begin
    case kod of
     1: pom:=minor+G[i,j]+G[H[i],k]+G[H[j],H[k]];
     2: pom:=minor+G[i,k]+G[H[i],H[j]]+G[j,H[k]];
     3: pom:=minor+G[i,H[j]]+G[H[i],H[k]]+G[j,k];
     4: pom:=minor+G[i,H[j]]+G[j,H[k]]+G[H[i],k]
    end;
    Optimalizuj:=pom;
  end;

 procedure Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk:integer;
kod:byte);
    procedure Zmena_cesty(odkial,kam:integer);
       var a,b,poz:integer;
           Cesta:array[1..max] of integer;
     begin
       poz:=2;  a:=odkial;
       Cesta[1]:=odkial;
       while H[a] <> kam do begin     {nacita povodnu
cestu}
         Cesta[poz]:=H[a];   a:=H[a];   poz:=poz+1;
       end;
       Cesta[poz]:=kam;
       for b:=poz downto 2 do H[Cesta[b]]:=Cesta[b-1];
                                  {vymeni cestu za opacnu}
     end;
   begin
    case kod of
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     1: begin
         Zmena_cesty(ii,j);
         Zmena_cesty(jj,k);
         H[ii]:=k; H[i]:=j; H[jj]:=kk;
        end;
     2: begin
         Zmena_cesty(jj,k);
         H[jj]:=ii;  H[i]:=k;  H[j]:=kk;
        end;
     3: begin
         Zmena_cesty(ii,j);
         H[ii]:=kk;  H[i]:=jj;  H[k]:=j;
        end;
     4: begin
         H[i]:=jj;  H[j]:=kk;  H[k]:=ii;
        end;
    end;
   end;

 procedure TriOpt;
   var i,j,k:integer;   {lave vrcholy vymennych hran}
       ii,jj,kk:integer;  {prave vrcholy vymennych
hran}
       LMIN:array[1..4] of double;   {lokalne zmeny}
       min:double;          {minim. lokalnych zmien}
       kkk,ikoniec,jkoniec,kkoniec:integer;
{maximalna pozicia i,j,k-tej prem.}
       kod:byte;      {kod pouzitej alternativy zameny
hran}
       a,imin:byte;
       skok:boolean;    {indikacia zlepsenia}
       minor:double;    {dlzka cyklu bez zamienanych
hran}
  begin
    repeat { for  kkk:=1 to 10 do begin}
      ikoniec:=1;
      for i:=1 to N-6 do begin
        ikoniec:=H[ikoniec];
      end;
      jkoniec:=H[H[ikoniec]];
      kkoniec:=H[H[jkoniec]];
      i:=1; j:=H[H[i]]; k:=H[H[j]];
      ii:=H[i]; jj:=H[j]; kk:=H[k];
      skok:=false;
      while (i <> ikoniec) and not skok do begin
        while (j <> jkoniec) and not skok do begin
          while (k <> kkoniec) and not skok do begin
            minor:=dlzka-(G[i,ii]+G[j,jj]+G[k,kk]);
            for kod:=1 to 4 do
LMIN[kod]:=Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk,kod,minor);
            min:=LMIN[1];  imin:=1;
            for a:=2 to 4 do begin
              if LMIN[imin] > LMIN[a] then begin
                imin:=a;  min:=LMIN[a];
              end;
            end;
            if dlzka > min then begin
              skok:=true;
              Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk,imin);
              dlzka:=min;

            end;
            k:=kk;  kk:=H[k];
          end;
          j:=jj; jj:=H[j];  k:=H[jj]; kk:=H[k];
        end;
        i:=H[i]; ii:=H[i]; j:=H[ii];  jj:=H[j]; k:=H[jj];
kk:=H[k];
      end;
      if skok then begin
{        Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk,kod);
        dlzka:=min;}
      end else begin
        minor:=dlzka-(G[i,ii]+G[j,jj]+G[k,kk]);
        for kod:=1 to 4 do
LMIN[kod]:=Optimalizuj(i,ii,j,jj,k,kk,kod,minor);
        min:=LMIN[1];  imin:=1;
        for a:=2 to 4 do begin
          if LMIN[imin] < LMIN[a] then begin
            imin:=a;  min:=LMIN[a];
          end;
        end;
        if dlzka > min then begin
          skok:=true;
          Upravit_cyklus(i,ii,j,jj,k,kk,imin);
          dlzka:=min;
        end;
      end;
   {   write('Dlzka = ');
      writeln(dlzka:0:4);  }
    until not skok; (*  }  end;*)
  end;

procedure Vkladanie;
   var i,j,jmin:integer;
       vzd,min:double;
  begin
   for i:=4 to N do begin
     min:=maxint;
     for j:=1 to i-1 do begin
       vzd:=dlzka+G[i,j]+G[H[j],i]-G[j,H[j]];
       if vzd<min then begin
         min:=vzd;  jmin:=j;
       end;
     end;
{dlzka:=dlzka-G[jmin,H[jmin]]+min;}  dlzka:=min;
     H[i]:=H[jmin];  H[jmin]:=i;
   end;
  end;

procedure Zihanie;
    var
teplota,zmena,Delta,Lambda,Beta,XX,pom2:real;
        {R je faktor opakovania}
        i,x,y,z,R,bezzmeny,a,counter:integer;
   begin
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    teplota:=1000; R:=N;
    Bezzmeny:=0;
    Lambda:=0.99;
    Beta:=1.2;
    min:=0;
    mincyklus:=dlzka;
    while bezzmeny < 10 do begin
      for i:=1 to R do begin
        zmena:=random;
        x:=0; y:=0; z:=0;
        if zmena < 0.5 then begin
          while (x=y) or (H[x]=y) or (H[y]=x) do begin
            x:=random(N)+1;
            y:=random(N)+1;
          end;
          Delta:=DvaOpt(x,y);pomx:=H[x];
pomy:=H[y];
        end
        else begin
          while (x=y) or (x=z) or (y=z) or (x=H[z]) or
(h[x]=z)
          or (H[x]=y) or (H[y]=z) or (H[z]=y) or
(H[y]=x) do begin
            x:=random(N)+1;
            y:=random(N)+1;
            z:=random(N)+1;
          end;
          a:=x;
          while (H[a] <> y) and (H[a] <> z) do a:=H[a];
          if H[a]=z then begin
            a:=z; z:=y; y:=a;
          end;
          Delta:=TriOpt(x,y,z); pomy:=H[y];
pomx:=H[x]; pomz:=H[z];
        end;
        if Delta < 0 then begin
          if zmena < 0.5 then begin
            Zmena_cesty_2opt(H[y],x);
            H[pomy]:=pomx; H[y]:=x;
            Bezzmeny:=0; dlzka:=dlzka+delta;
            lokmin:=dlzka;
            if lokmin < mincyklus then begin
            min:=lokmin;
         for counter:=1 to N
doLH[counter]:=H[counter];
            end;
          end else   begin
           Upravit_cyklus(x,pomx,y,pomy,z,pomz);
            Bezzmeny:=0;
            dlzka:=dlzka+delta;
            lokmin:=dlzka;
            if lokmin < mincyklus then begin
              min:=lokmin;
              for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
            end;    end;
        end else  begin
          XX:=exp(-Delta/teplota); pom2:=random;
          if pom2 < XX then begin
            if zmena < 0.5 then begin

              Zmena_cesty_2opt(H[y],x);
H[pomy]:=pomx;  H[y]:=x;
              Bezzmeny:=0;    dlzka:=dlzka+Delta;
              lokmin:=dlzka;
              if lokmin < mincyklus then begin
                min:=lokmin;
                for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
              end;
            end else  begin
Upravit_cyklus(x,pomx,y,pomy,z,pomz);
Bezzmeny:=0;
              dlzka:=dlzka+Delta;
              lokmin:=dlzka;
              if lokmin < mincyklus then begin
                min:=lokmin;
                for counter:=1 to N do
LH[counter]:=H[counter];
              end;  end;  end;  end;  end;
      Bezzmeny:=Bezzmeny+1;
      if teplota < 1 then Bezzmeny:=20;
      Teplota:=Teplota*Lambda;
      R:=trunc(R*Beta);
      if R> 10000 then R:=10000;
    end;
  end;


