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Uvod

Predkladana diplomova praca je venovana tlohe o komplementarite a k nej pribuznym

tuloham. Ciele prace st nasledovné:

1. Uviest uceleny pohlad na tulohy o komplementarite, resp. k nim pribuzné ulohy, ako
je uloha o varia¢nych nerovnostiach, tloha o sedlovom bode, pripadne niektoré ich

zovSeobecnenia.

2. Poukédzat na niektoré ekonomické aplikiacie modelované pomocou tlohy o komple-

mentarite.
3. Ilustrovat moznosti rieSenia nelinearnych tloh o komplementarite.

Pri plneni prvého ciela sme vychadzali z prace [1| z roku 1997. Pri §tudiu uvedene;
prace sme narazili na niektoré nepresnosti a nezrovnalosti, ktoré sme so zna¢nym tsilim
odstranili a prislusny text sme metodicky vylepsili (kapitola 1).

Pri plneni druhého ciela sme taktiez vychadzali z [1|. Téato praca vsak popri ekono-
mickych aplikdciach obsahuje aj niektoré technické aplikicie, ktorymi sme sa nezaoberali.
Zvolili sme si dva modely (kapitoly 2, 3), ktoré sme podrobne dopracovali. Aj tu sme nasli
niektoré drobné chyby, ktoré sme odstranili a prislusny text sme uviedli na spravnu mieru.

Pri plneni tretieho ciela sme vychéadzali z prace [2] z roku 1999, ktora bola znacne
technicky ndro¢na. Z tejto prace sme prevzali algoritmus regulariza¢nej newtonovej metody
na rieSenie nelinearnych tloh o komplementarite (kapitola 4). Uvedeny algoritmus sme
naprogramovali v jazyku C-++ (kapitola 5) a realizovali sme s nim rozsiahle numerické

experimenty, ktoré ukazali, Ze tento algoritmus je primerane efektivny.

Teraz podrobnejsie charakterizujeme jednotlivé kapitoly.
Prva kapitola obsahuje prehlad réznych tvarov tlohy o komplementarite. Uvadzame
definiciu a popis zakladného tvaru tlohy o komplementarite a pribuznych tloh. Popisujeme

tu aj podmienky, pri ktorych je tiloha o komplementarite ekvivalentna s inymi tlohami.



Druha kapitola obsahuje model vSeobecnej rovnovahy na trhu s komoditami. Tento
model obsahuje sektor vyroby a sektor spotreby. Pre oba sektory tu popisujeme, ako sa
spravaju a ako maximalizuju svoj zisk, resp. tuzitok. V zavere kapitoly je tento model
sformulovany ako zmiesana tloha o komplementarite.

Tretia kapitola obsahuje struc¢ny popis zakladnej ulohy hladania Nashovho ekvilibria,
ktora sa da sformulovat ako uloha o komplementarite a taktiez ako uloha o varia¢nych
nerovnostiach. V druhej casti je popisany Nash-Cournotov produkény model, ktory sa da
sformulovat v tvare ulohy o varia¢nych nerovnostiach.

V Stvrtej kapitole uvadzame popis algoritmu regularizacnej newtonovej metody, ktory
je jeden z mnohych algoritmov na rieSenie tiloh o komplementarite.

Piata kapitola obsahuje popis a vysledky numerickych experimentov, ktoré sme usku-
tocnili s nami naprogramovanou verziou algoritmu uvedeného v Stvrtej kapitole.

V prilohe je uvedny stru¢ny popis jednotlivych modulov programu a funkcii v nich
obsiahnutych. Taktiez je tu aj vypis zdrojového kédu popisovaného programu. Na zaver
pripajame CD médium s naprogramovanou regulariza¢nou newtonovou metdédou a elektro-

nickou verziou textu diplomovej prace.



Kapitola 1
Typy tloh o komplementarite.

Vo vSeobecnosti existuje mnozstvo typov tiloh o komplementarite. V tejto kapitole uvedie-
me len niektoré typy tychto tloh. Neskor popiSeme aj niektoré ekonomické aplikicie tiloh

o komplementarite.

1.1 Zakladny typ tlohy o komplementarite.

Uloha o komplementarite v najjednoduchiom tvare (zdkladny typ) sa pre zobrazenie

F : R — R" formuluje nasledovne :

Uloha NCP(F) :

Najst také x* € R" aby platilo

NCP(F) : x* >0, FEx)>0, )Fx)=0 (1.1)

Poznamenévame, ze oznacenie NCP je utvorené zo zadiato¢nych pismen anglického
nazvu Nonlinear Complementarity problem. épeciélne, ak je zobrazenie F line4rne, zvykne
sa hovorit o tilohe LCP z anglického Linear Complementarity Problem.

Kvoli tplnosti zapiseme tlohu NCP v zlozkovom tvare

x; >0, Fj(x)>0, (27)F(x") =0 (j=1,2, ... n (1.1a)

Je zrejmé, 7e z (1.1a) vyplyva zapis (1.1). Plati aj opa¢na implikacia. Staci, ak si uvedo-
mime, Ze (x*)TF(x*) = > -1 7 Fj(x*) a z prvych dvoch podmienok vieme, 7e s¢itance st
nezaporné.

Da sa Tahko ukazat, ze pre a,b € R plati

{a>0, b>0, ab=0} < min(a,b)=0 |,
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a teda vzfahy (1.1a) moZno ekvivalentne prepisat v tvare

min(z;, Fj(x)) =0 (j=1,2, ... n) (1.1b)
resp. pouzitim vektorového zapisu v tvare:

min(x, F(x)) =0 (1.1¢)

Okrem toho sa da este lahko ukazat, Ze pre a,b € R plati aj (tzv. Fisherova transfor-

mécia z r. 1992)
{a>0, b>0, ab=0} < Va2+0=a+b,
a teda (1.1a) mozno zapisat tiez v nasledovnom ekvivalentnom tvare
x5+ Fj(x)? = x;+ Fj(x) (j=1,2, ... n (1.1d)

Ulohy o komplementarite tohto typu prirodzene vznikaju z nutnych podmienok opti-

mality pre tilohu nelinedrneho programovania

min{ f(x) | g(x)<0, x>0 }. (1.2)
s Lagrangeovou funkciou

L(x,u) = f(x) + u’ g(x), x€ R}, ueR} (1.2a)

kde f : R — R, g : R — R™ su spojite diferencovatelné. V tom pripade k (regularnemu)
optimélnemu riegeniu x° tlohy (1.2) existuje bod u® tak, ze plati
oL LY

—— >0oF — <of
ox — " Ju — ™
oL L
—x’=0 —u’=0 1.2b
ox ou " (1.25)
x> 0, u’ > 0,
Lahko vidiet, ze ak ozna¢ime y® = (x%,u®) a F = (9, —2L), podmienky (1.2b) sa daju

zapisat v tvare (1.1).
Ak v ulohe (1.2) nie je ohrani¢enie g(x) < 0, dostaneme jednoduchu optimaliza¢ni

ulohu :
min{ f(x) | x>0} (1.3)

Lagrangeovou funkciou L(x,u) je v tomto pripade samotna funkcia f(x) (L(x,u) = f(x)),

a tak prislusné nutné podmienky optimality maju nasledovny tvar:
x>0, Vf(x)>0, x Vf(x) =0 (1.3a)

Toto je tloha o komplementarite (1.1), kde F(x) = V f(x)
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1.2 Ulohy o komplementarite implikované

niektorymi varia¢nymi nerovnostami.

Uloha rieSenia varia¢nych nerovnic je svojim obsahom velmi blizka tlohe o komplemen-
tarite. Pre dani mnozinu €2 € R" a dané zobrazenie F : 2 — R" ju mozno formulovat

nasledovne :

Uloha VI(F, Q):

VI(F,Q) : nijst x € Q také, 7e Vy € Qplati  (y — x)'F(x) > 0, (1.4)

Poznamenévame, Ze oznacenie VI je utvorené zo zaciato¢nych pismen anglického ndzvu

Variational Inequality (varia¢néa nerovnost).
Veta 1. V pripade, Ze Q = R, 1iloha (1.4) je ekvivalentnd s vlohou (1.1).
Dokaz.

1. (1.4) = (1.1)

(Z tlohy o varia¢nych nerovnostiach vyplyva tiloha o komplementarite)

Uloha VI(F, R") mé tvar:
nijst x>0: (y—x)'F(x)>0 Vy>0,
¢o je ekvivalentné so zapisom:
nijst x>0: y'F(x)-x'F(x)>0 Vy>O0.

Pre y = 0, mame —x’ F(x) > 0, z ¢oho vyplyva x"F(x) < 0.
Teraz ukézeme, 7e F(x) > 0,. Mame (y —x)"F(x) >0  Vy >0.
Zvolime také yi, Ze y' —x = e, kde €' je vektor, ktory ma i-ty prvok 1 a ostatné

st nulové. Potom dostavame

¢o implikuje
Vi=1,2, ... n
a teda F(x) > 0.

Zo vztahov F(x) > 0 a x > 0 vyplyva, Ze nerovnost x! F(x) < 0 sa musi realizovat

ako rovnost xIF(x) = 0, ¢o je presne iloha NCP(F).



2. (1.1) = (1.4)

(Z tlohy o komplementarite vyplyva tiloha o varia¢nych nerovnostiach)

Predpokladame, Ze x* je riefenim tlohy (1.1) a teda splia :
x* >0, Fix)>0, )Fx)=0
Vieme, 7e
(y —x")"F(x*) =y"F(x") - x""F(x")
Kedze x*'F(x*) = 0 a F(x*) > 0, tak x* je rieSenim tlohy (1.4)

nijst x>0: (y—-x)TF(x)>0 Vy>0,

O

Poznamenéavame vSak, Zze mnozina 2 musi byt zhora neohrani¢ena. Ak by €2 bola zhora
ohrani¢end, tak uz nemoézeme jednozna¢ne zarucit nezapornost F(x) a teda ulohu (1.4)
nemozno previest na tlohu (1.1). Lahko si to uvedomime, ked vezmeme do tvahy x € 99.

V mnohych aplikaciach sa medzi ohranic¢eniami vyskytuji aj rovnice a nerovnice a pri-
slusné premenné mozu byt bud volné, alebo nezaporné. Takato situécia vedie k zmieSane]

tlohe o komplementarite, ktori mozno formulovat nasledovne:

ZmieSana tuloha o komplementarite:
Nech x € R} ( nezadporné premenné )
y € R ( volné premenné )
F(x,y) > 0, ( ohranicenia v tvare nerovnosti ) (1.5)
G(x,y) =0, ( ohrani¢enia v tvare rovnosti )
x'F(x,y)=0 ( podmienka komplementarity )

gpeciélny pripad zmieSanej ulohy o komplementarite je, ked su vSetky premenné volné a

vSetky ohranicenia st v tvare rovnic. V zmysle zapisu (1.5) dostavame tlohu:

Uloha NE(G):

NE(G) : G(y)=0m,  ye€R™ (1.6)

Poznamenavame, Ze oznacenie NE je z anglického ndzvu Nonlinear Equality.



Uloha VI(F, QN X), kde X = {x: Ax = b} a A je matica m x n, sa lahko prevedie
na tvar (1.4) zavedenim multiplikdtorov pre ohrani¢enia dané linednymi rovnicami. Uloha

VI(F, QN X)je potom ekvivalentna s ulohou VI(F,Q x R™):

IléjSﬁ X € Q, AER™ : Vy c Q’ V)\y c R™ (1 7)
((y, \y) — (x, \)"H(x,\) > 0
F(x)+ A"\
H(x,\) = ‘ (1.8)
—Ax+b

Vseobecnejsie, ak X = {x : g(x) < Oy, h(x) = 0:}, kdeg: R" - R ah: R" —» R’
su vektorové, spojite diferencovatelné funkcie, tak pri regularite ohraniceni pre Tubovolné
rieSenie x tlohy VI(F,Q N X) musia existovat multiplikitory A € R™ a u € R*® takeé, ze
vektory x, A, p st rieSenim tlohy VI(H,Q x R™ x R?®), kde

L(x, A, p)
H(X,)\,,U,) = _g(X)
h(x)
L(x, A 1) = +Z)\ng +Zu]w

je vektorova Lagrangeova funkcia pre VI(F, QN X).

1.3 Vertikalne tlohy o komplementarite.

Ako vidiet z formulacie (1.1b) zakladnej tlohy o komplementarite, existuje ur¢ita asymetria
medzi prvym a druhym argumentom v relacii min(x, F(x)) = 0. (Pokial druhy argument
je Tubovolnym zobrazenim, prvy argument reprezentuje identické zobrazenie.) Za tfelom

dosiahnutia symetrie prichadzame k nasledovnej, veobecnejsej formulacii:
min(F'(x),F?(x)) =0 (1.9)
kde F!, F? : R" — R" st dve zobrazenia, ¢o v tvare (1.1) znamen4
Fl(x) >0, F?(x)>0, (F'(x))'F*x) =0 (1.9a)

Poznamenévame, 7e niektoré redlne tlohy sa vyskytuju prave v tomto tvare.

10



Uvedené zovseobecnenie (1.9) mozno indukciou rozgirit na tvar

Uloha VCP(F):

VCP(F) : min(F'(x), F?(x),...,F™(x)) =0 (1.10)

Poznamenéavame, 7ze oznacenie VCP je utvorené zo zaciato¢nych pismen anglického nazvu
Vertical Complementarity Problem.

Ulohu (1.10) mozeme preformulovat na tvar (1.1a):
Fl(x) 20, F{(x) 20, ..., F"(x)

>0
i=1,2, ...n (1.11)
Fl(x) . FZ(x) . ... F"(x) =0

To znamen, Ze v ststave m x n nerovnic FF(x) > 0 (k = 1,2,...m, i = 1,2,...n)
sa v kazdej m-tici realizuje aspon jedna nerovnost ako rovnica.

Uloha VCP sa da pomocou dodato¢nych premennych zapisat ako zmieSana tloha
o komplementarite (1.5). Zavedt sa pomocné vektory z' € R", j = 2,3,...m a formulacia

tejto tlohy je potom nasledovné:

Fix) — > z° =0,
Fi(x) — S zk >0, (=23 ...m—1)
k=j+1
F™(x) > 0y, (112)
zx >0, (k=2,3, ... m)
(2)"(Fi(x)- > ¢ =0 (j=23 ...m—1)
k=j+1

(z™)TF™(x) = 0
Vidime, 7e ak x riesi VCP(F'), potom vyssie uvedené rovnice st splnené pre
2 = min(F'(x), F(x), ... Fl(x)) - YL, 25 j=2,3, ... m—1,
z™ = min(F!(x), F?(x), ... F™ 1(x));
a naopak, ak (1.12) plati, potom x riesi VCP(F)).
Poznamenajme, Ze mnoZstvo premennych v tlohe (1.12) je m X n, zatial ¢o povodna

formulacia VCP(F) pomocou minima mala len n premennych.

Tak, ako sme zovSeobecnenim tlohy o komplementarite (1.1) dostali tlohu (1.9) [ a
neskor tlohu (1.10) |, mozno analogicky zovSeobecnit aj tlohu o varia¢nych nerovnos-
tiach (1.4) na dve a viac zobrazeni. Tym dostdvame akisi analogiu "vertikalnej" tlohy

o varia¢nych nerovnostiach. (V dalSom sa obmedzime len na pripad dvoch zobrazeni.)
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Majme mnoziny Q; C R", Qy, C R™, Q = Q; x €y a zobrazenia F! : Q — R",
F2:Q — R™. Zovseobecnenii tilohu o varia¢nych nerovnostiach pre mnozinu €2 a zobraze-

nia F!, F2 definujeme nasledovne:

Uloha GVI(F, Q):

najst x* = (xj,x3) € Q také, 7ze Vy = (y1,y2) € Q plati
GVIES) (v1 —x3)TF ()
(y2 — x3)"F?(x")

>0 (1.13)
>0

Tuto tlohu sme nazvali GVI (z anglického Generalized Variational Inequality - zovSeobec-

nené variatné nerovnosti).

1.4 Ulohy o komplementarite implikované

ulohou o sedlovom bode.

Uloha o sedlovom bode je jednou z kIti¢ovych tloh tedrie matematického programovania
a ako taka sa tiez da previest na tlohu o komplementarite, ako aj na ulohu o varia¢nych

nerovnostiach.

Ulohu o sedlovom bode pre mnoziny # # X C R*, ) # Y C R" a pre funkciu

f: X xY — R mozno formulovat nasledovne.

Uloha SB(f):

Néjst bod (x*,y*) € X x Y taky, Ze plati:

SB(f) : Vix,y) e X xY  f(x"y) < f(x"y") < f(x,¥7) (1.14)

Bod (x*,y*) nazyvame sedlovym bodom typu minmax funkcie f.

Aby sme ukézali, ze alohu SB(f) mozno previest na alohu GVI, musime dodatocne
predpokladat, ze v tlohe SB(f) st mnoziny X, Y konvexné, funkcia f je konvexno -
konkavna a spojite diferencovatelna.

Poznamenéavame, ze funkcia f : X x Y — R sa nazyva konvexno - konkavna, ak:

VyeY o(x) = f(x,¥) je konvexna na X,
Vxe X yy)

f(X,y) je konkdvna na Y.
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Veta 2. Majme dilohu o sedlovom bode (1.14), kde X, Y su konvexné mnoZiny a

f X xY — R je konvexno-konkdvna a spojito diferencovatelnd funkcia. Potom ilo-

ha (1.14) je ekvivalentnd s nasledovnou zovseobecnenou ilohou o variaéngch nerovnostiach

(1.15).

ndjst (x

Dokaz.

vy € X XY také, Ze V (x,y) € X XY plati

(x —x)"'V.f(x*,y") >0

(1.15)
—(y - ¥V, f(x"y) >0

1. (1.14) = (1.15)
(t.j. ak (x*,y*) je sedlovym bodom, potom je rieSenim tlohy (1.15))
Definujeme si funkciu ¢ : X — R, p(x) = f(x,¥%), t.j. Vo(x) = V. f(x,y*). Mozu

nastat dva pripady : bud je x* vnitornym bodom mnoziny X, alebo je x* hrani¢nym

bodom mnoziny X.

()

Nech x* je vntutornym bodom mnoziny X. Ked7ze (x*,y*) je sedlovym bodom
funkcie f, zrejme x* je bodom minima funkcie . A kedZe je tento bod minima
x* vonutornym bodom, musi platit Vip(x*) = 0,. Z toho vyplyva, Zze bod x*
spliia prvii variaéni nerovnicu v (1.15).

Nech x* je hrani¢nym bodom konvexnej mnoziny X. Funkcia ¢(x) nadobuda

v tomto bode minimum na mnozine X.

X*

Obr.1.1

Vezmeme si [ubovolny vnitorny bod mnoziny X (Obr.1.1). Definujeme si funk-
ciu (1) = ¢o(x* + 7(x — x*)). Kedze x* je bodom minima, funkcia ¥(7)
nesmie v ziadnom smere do vnitra mnoziny X klesat. Z toho vyplyva, Ze

0 < U'(0) = o(x*)T(x — x*), t.j. plati prva variatna nerovnost v (1.15)

Pre y analogicky, no namiesto minima tu bude maximum, ¢o v kone¢nom dosledku

obrati znamienko na opa¢né. (Pozn.: Bez predpokladu konvexnosti mnozin X, Y

prislusné implikacia neplati, ako ukazuje obrazok Obr.1.2)
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Obr.1.2

2. (1.15) = (1.14)
(t.j. ak bod (x*,y*) je rieSenim tlohy (1.15), potom je sedlovym bodom.)

(a) Z konvexnosti f v premennej x mame :
Fy) = F(xy") > (x = x) Vo f(x,y7)

Z (1.15) vieme, ze
(x =x7)' Vo f(x",y) > 0,

a teda f(x,y*) — f(x*,y*) > 0, ¢o dokazuje druht nerovnost v (1.14).
(b) Z konkavnosti f v premennej y mame :
x4 y) = f(x5y") < (y —v) Vi f (x5 y7)

a z (1.15) vieme, ze
¥ -y Vuf(xy) <0,

a teda f(x*,y) — f(x*,¥*) <0, ¢o dokazuje prvii nerovnost v (1.14).

Ked vysledky z (a) a (b) spojime, dostaneme:

fxy) < fxyY) < flxyh),
t.j. (x*,y*) je sedlovym bodom funkcie f.
U

V pripade, ked X = R aY = R (pricom funkcia f nemusi byt konvexno - konkavna),

tloha (1.15) je podla Vety 1 ekvivalentné s nasledujicou tlohou o komplementarite:

x > 0, V. f(x,y) >0, X'V f(x,y) =0 (1.16a)
y > O — Vyf(x,¥) > Om y' Vyf(x,y) =0 (1.160)

14



Podla zapisu (1.3a) mozno vidiet, Ze (1.16a) st nutné podmienky optimality
pre ulohu min{ f(x,y) | x > 0 } a (1.16b) st nutné podmienky optimality pre tlohu
max{ f(x,y) | y > 0 }. Tieto dve tlohy spolu davaji presne tlohu o sedlovom bode.
(Ak by prislusna funkcia f bola konvexno - konkdvna, uvedené nutné podmienky su aj
postacujicimi podmienkami optimality.)

Uvedené vzajomné vztahy ilustrujeme na najjednoduchsom pripade kvadratickej funk-
cie:

1 1
fx.y) =p"x+ 2 x"Ax —x"By +q'y - 5 y'Cy, (1.17)

kde A, C su kladne semidefinitné matice, B je obdlznikova m x n matica a p, q st vektory
prislusnych dimenzii.

Potom prislu$na tloha o sedlovom bode vedie k nasledovnej "afinnej" ilohe GVI(F, K)
v ktorej K = R} x R" a

F(X y) = fo(X’Y) = p+Ax— By
| -V, f(x,y) = —q+Bx—-Cy

Ina¢ povedané, ide o nasledovnu tlohu:

najst (x*,y") € K také, 7e V(x,y) € K plati
(x —x")"(p" + Ax* = By*) > 0

. (1.18)
(y —¥)"(—q+Bx" - Cy*) > 0
Prislusna (ekvivalentna) tiloha o komplementarite vyzera takto:
x>0, pl +xTA - By >0, XT(p+XTA—By) =0 (1.19a)
y>0m —q +x'B-y'C>0, vy (—q+x"B-y'C)=0 (1.190)

1.5 Uloha o komplementarite v tilohe nelinearneho
programovania s ohranicenim v tvare variacnej

nerovnosti.

V tlohe nelinearneho programovania sa niekedy moéze vyskytniat ohrani¢enie v tvare "pa-
rametrizovanej" varia¢nej nerovnosti. Preto najskor zovseobecnime tlohu VI(F, ) na pa-
rametrizovant tlohu PVI(Fy, (), kde t € T'C R™ je parametrom. Teda namiesto zafixo-

vanej mnoziny ) C R" uvazujeme celt triedu mnozin )y C R" a namiesto zafixovaného
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zobrazenia F : ) — R" budeme uvazovat parametrizované zobrazenie Fy : Qy — R", ktoré
v dalsom oznac¢ime ako F¢(x) = F(x,t). Potom "parametrizovani" tlohu mozno formulo-

vat nasledovne:

Uloha PVI(F, Q,):

Prekazdé t € T
(IT) najst x*(t) € Q VyeQ (y-— x*(t))TF(x*(t),t) >0, (1.20)

Optimaliza¢né ulohy, v ktorych vystupuji parametrizované variacné nerovnosti ako ohra-
ni¢enia, sa nazyvaji tlohy matematického programovania s rovnovaznymi ohranic¢eniami
(dalej len MPEC, z anglického ndzvu Mathematic Programming with Equilibrium Cons-
traints.)

Ulohy MPEC pozostavaji z dvoch "arovni" premennych: "I drovei", premenna

t € T C R" a "II troven", premenna x € R™. Uloha MPEC ma nasledujuci tvar:

Uloha MPEC:

(I) mltn{ O(x,t) |t €T, x € 4, x riesi ulohu (II) }

(I1) najst x(t) € Qe : Vy € Qe (y —x*(t)) F(x*(t),t) >0 (pre kazdé t € T)

Kde ®(x,t) : R*™™ — R je prvouroviiova tcelovéa funkcia, F(x,t) : R"™ — R" je druho-
uroviiova "rovnovazna' funkcia a pre kazdé t € T'C R™ je )y mnozina ohraniceni druhej
trovne ( moze byt aj prazdna. )

V Specidlnom pripade, ak Q¢ = R?, Vt € T, t.j. ak sa parametrizicia vztahuje len

na zobrazenie F, tloha (II) prejde na tvar (Ila):

(ITa) nijst x € R" :VyeR!T (y—x)"F(x,t) >0,

Uloha (IIa) je potom ekvivalentna parametrizovanej tilohe o komplementarite:
(ITb) x>0 F(x,t)>0 x'F(x,t)=0

Uloha MPEC v tomto pripade bude mat tvar:

(I)  min{ ®(x,t) | x > 0, x riesi ulohu (IIb) },

¢o je vlastne tloha

mltn{ d(x,t) | x>0, F(x,t) >0, x'F(x,t)=0}
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Ulohu (IIb) mozno pridanim vektora u previest na zmiesant tlohu o komplementarite:

x > 0,
u>0,
F(x,t) —u=0,

x'u=0

kde parameter t vystupuje uz len v ohraniceni v tvare rovnosti.
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Kapitola 2

Model rovnovahy na trhu

s komoditami.

Ekonomiku budeme modelovat nasledovne. Uvazujeme, Ze obsahuje [ komodit s cenovym
vektorom p € Rl++, ktory bude premennou v naSom modeli. Ekonomika sa deli na dva
sektory: sektor vyroby a sektor spotreby.

Sektor vyroby obsahuje n vyrobcov, pricom j-ty vyrobca je charakterizovany produké-
nou mnoZzinou Y; C R!. Kazdy vyrobca maximalizuje svoj zisk m;(p) = p”y, vhodnou
voI'bou svojho vyrobného vektora yJ € Y;.

Sektor spotreby obsahuje m spotrebitelov. Na zaciatku i-ty spotrebitel disponuje ko-
moditami e' € R!,, ktoré maji celkovii hodnotu w; = pTe'. Spotrebitel volbou spotreby
d' € D; maximalizuje svoj tzitok podla funkcie uzitoénosti u;(d!) vzhladom na svoj roz-
pocet w;.

Ulohou trhu je teda stanovit optimalny vektor cien p € R’ a mnozstva y' € Y;, ktoré

budu jednotlivi vyrobcovia vyrabat.

2.1 Zakladné pojmy a predpoklady.

Na zaciatku uvedieme vSetky pojmy a oznacenia, ktoré budeme dalej pouzivat. Dolné
indexy budeme pouzivat na indexovanie prvkov vektorov, horné na indexovanie vektorov

spojenych s vyrobcami, alebo spotrebitelmi.

[ mnoZstvo komodit na trhu (pricom kazda komodita moze byt
vstupom aj vystupom)

m mnozstvo spotrebitelov
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n

!
per,

Sektor vyroby

Y; C R

A€ Rxn
Zj€R+
yl €Y

TeR"

mnozstvo vyrobcov

vektor cien (oznacenie pochadza z anglického price)

produkéna mozina vyrobeu j (j =1, 2, ... n), udava funkcional-

nu zavislost medzi vstupmi a vystupmi pri jednotkovej irovni vyroby.
V nasom modeli bude produkén&d mnozina reprezentovat nejaku
polpriamku v R, t.jV;={ye R |y=(al, (>0}

matica technologii, A = [ a', a2, ... a® ] popisuje vyrobny proces
troveii produkcie (intenzita) j-teho vyrobeu (yd = z;al)

vyrobny vektor j-teho vyrobcu, popisuje kolko ktorej komodity
vyrobca j vyraba, resp. spotrebiiva (ak je jeho niektora zlozka zaporna,
vyrobca tuto komoditu len spotrebuava).

Vektor y! mozno vyjadrit ako rozdiel vystupu ' > 0 a vstupu x! > 0.
zisk j-teho vyrobcu (7 z anglického profit)

produkéna funkcia uréujica intenzitu z; = f;(x) produkcie pri danych
vstupoch x

produkéna funkcia urc¢ujuca intenzitu z; = g;(q) produkcie pri danych
vystupoch q

danova sadzba uvalena na vstup x, (k=1,2,...1) (z anglického tax)
danova sadzba uvalena na vystup g

kumulované dane pre kazdého vyrobcu j pri jednotkovej trovni vyroby,

1 .
(Tj = > (g7 + xﬁk)l%)

k=1

Sektor spotreby

CLCRZ_

CiECi

spotrebn& mnozina i-teho spotrebitela (i = 1,2,...m), modeluje ohrani-
¢enia pre minimalnu spotrebu spotrebitela

spotrebny vektor i-teho spotrebitela (z anglického consumption)
uzitkova funkcia, popisuje preferencie i-teho spotrebitela

(z anglického utility function)

podiatocné rozdelenie komodit pre i-teho spotrebitela

(z anglického endowment)

rozpocet i-teho spotrebitela, w; = pTe! (z anglického weatlh)
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CES funkcie funkcie s konStantnou elasticitou substitiicie

(skratka z anglického nazvu Constant Elasticity of Substitution)

Sformulujeme este zdkladné predpoklady tohoto modelu. Prvym je predpoklad doko-
nalej sutaze. Spotrebitelia nemaji uprednostiiovaného vyrobcu, nemo6zu ovplyviovat ceny
(zjednavat sa) a akceptuju ponikant cenu. Kazdy spotrebitel aj vyrobca ma dokonald
informéaciu o cenach na trhu.

O produké¢énej mnozine Y; predpokladame, Ze je uzavreta polpriamka a obsahuje nulovy
vektor, takZe je mozna aj nulova produkcia. O produkénych funkcidch budeme predpo-
kladat, ze maji kongtantné vynosy z rozsahu. To znamend, Ze st pozitivne homogénne
L. stuptia: f;(ux) = pfi(x), g;(pa) = pg;(a) pre vietky p > 0. Ak pre x plati f;(x) = 1
hovorime, Ze x st jednotkové vstupy a ak pre q plati g;(q) = 1 hovorime, ze q st jednotkové
vystupy z produkéného procesu j teho vyrobcu.

Funkcia uZito¢nosti u; popisuje preferencie i-teho spotrebitela a mé vlastnost tricho-
tomie, t.j. 7e pre dva spotrebné vektory komodit a, b plati jedna z troch vlastnosti:
u'(a) > u'(b), u'(a) < u'(b), alebo u'(a) = u'(b). (Spotrebitel uprednostni a pred b,
b pred a, alebo neuprednostni ani jeden z nich.) Funkcia uzito¢nosti je spojita a vo vse-
obecnosti sa predpokladéa, ze je to CES funkcia. f)alej predpokladdme nepresytenie komo-
ditami. To znamend, Ze ked spotrebitel i ma komodity a' € D;, tak existuje iny balik
komodit b' € D;, ktory bude spotrebitel i preferovat pred a! (u’(b?) > u’(al)).

Napokon predpokladame, ze oba sektory budu vyvijat svoje aktivity tak, aby boli

splnené aj nasledovné vztahy:

ziadny vyrobca neprodukuje kladny zisk (2.1)
ponuka prevysuje dopyt (2.2)
vydaje spotrebitelov sa rovnaji prijmu vyrobcov (2.3)

Vsetky tieto predpoklady davaju intuitivny zmysel. Vzfah (2.1) hovori o tom, Ze ke-
by mohol nejaky vyrobca dosiahnut kladny zisk, tak by zdvojnasobenim svojej aktivity
mohol dosiahnut dvakrat taky zisk, ¢im by sa mohol jeho zisk stat neohrani¢enym. To-
to je sposobené predpokladom o konstantnych vynosoch z rozsahu produkcénej funkcie
(f(2x) = 2f(x)). Preto budeme predpokladat, Ze zisk nie je kladny. Vztah (2.2) vychadza
zo snahy vyrobcu maximalizovat zisk. Ak je po nejakej komodite vicsi dopyt nez ponuka,

potom bude pre nejaka firmu vyhodné vyrabat viac tejto komodity, ¢im stipne ponuka.
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Toto sa bude diat dovtedy, kym sa dopyt nenasyti. Poslednd podmienka hovori, Ze celkové
vydaje spotrebitelov na komodity st rovné prijmu z predaja tychto komodit.

Neskor ukazeme, 7e vSetky uvedené predpoklady umoznuji formuléciu ekonomického
modelu rovnovahy v tvare zmieSanej tilohy o komplementarite. Prislusny model uvedieme
najprv v jednoduchSsom tvare a potom ho mierne zovSseobecnime. Na zaver tento model
uvedieme aj s prihliadnutim na dane a dotacie. Najprv vsak podrobnejsie popiseme sektor

vyroby a spotreby.

2.2 Sektor vyroby.

2.2.1 Matica technolégii a produkcéné funkcie.

V tejto c¢asti popiSeme, ¢o sa deje v sektore vyroby. Ako sme uz spomenuli, sektor vyroby
obsahuje n vyrobcov a tito st popisani svojimi vyrobnymi vektormi yd € R!. K-ta zloz-
ka, yi, vyrobného vektora je kladné, ak j-ty vyrobca produkuje k-tu komoditu vo vi¢som
mnozstve nez ju spotrebiiva. Naopak, yi < 0, ak sa k-ta komodita spotrebtuva vo vi¢som
mnozstve, nez ju vyrobca vyraba. Vektor yJ sa tieZ nazyva ako vektor ¢istého vystu-
pu (netput vektor), pretoze popisuje ¢isty vystup j-teho vyrobcu. D& sa ur¢it ako roz-
diel vektorov vystupu (qf) a vstupu (x9) komodit vo vyrobnom procese daného vyrobcu,
t.j. y3 = ¢ — xI. Kazdy vyrobca je ohrani¢eny svojou vyrobnou technolégiou. V nagom

modeli budeme na popis vyrobného procesu pouzivat maticu technologii
A=[a' a® ... a"] € R"™",

J-ty stlpec al matice technologii popisuje vztah medzi jednotkovymi vstupmi xJ
(f;(x}) = 1) a jednotkovymi vystupmi ¢/ (g;(q') = 1) vo vyrobnom procese j-teho vy-
robcu

@ = —x
Poznamenévame, ze al je vlastne vektor ¢istého vystupu y? pri jednotkovej tirovni vyroby.
Produként mnozinu j-teho vyrobcu budeme teda popisovat ako zavislost medzi jednotko-

vymi vstupmi a vystupmi al a droviiou produkcie 2j >0
yvi=ay j=1,2 ...n (2.4)

Teraz popiSeme, ako sa da vyrobna technologia urc¢it pomocou produkénych funkeii.
Funkcia f;(x) ur¢uje intenzitu vyroby pri danom vstupe xJ a funkcia g;(qd) uréuje intenzitu

vyroby pri danom vystupe of.
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NajrozsirenejSou triedou funkceii v ekonomickej literattre st takzvané CES funkcie. Vse-

obecny tvar tychto funkcii je

1 1/p
(ZAM) . M>0, k=12 ....1 (2.5)
k=1

Definiény obor CES funkcii je Rl+ a hodnoty v hrani¢nych bodoch sa dodefinivaju
zo spojitosti. Da sa ukazat, 7ze CES funkcie si konvexné pre p > 1 a konkévne
pre p < 1.

Uvedieme niektoré Specidlne pripady CES funkcii, ktoré sa bezne pouzivaju.

1. Pre p =1 je to linearna produkéna funkcia :
!
k=1

2. Ak pre )\, plati 22:1 Ar > 0 ,potom pre p — 0 modzZeme vypocitat limitu pomocou
1 "Hospitalovho pravidla :

!
][
k=1
kde pr = A/ 22:1 Aj. Tento tvar sa nazyva Cobb-Douglasova produkéné funkcia.
3. Pre p — —oo potom mame funkciu
in A\pzp.
1k

Ide o Leontiefovu produkéni funkciu, ktora je konkavna.

2.2.2 Optimalizacia zisku vyrobcu.

Na konkuren¢nom trhu méa j-ty vyrobca pri cendch p zisk m;(p). Tento zisk je urceny

rieSenim nesledovnej optimalizac¢nej tilohy
mp)=max{ p'y|yey, } <0 j =12 ..n (2.6)

Ked namiesto vSeobecnej produkénej mnoziny Y; dosadime produkéntt mnozinu popisani

pomocou matice technologii (2.4), dostavame tlohu

mi(p) =max{ palz|z>0 } <0 4 =1,2 ...n
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Nutné a postacujice podmienky optimality pre cely sektor vyroby st potom nasledujice
z>0, —-A'p>0, z'ATp=0. (2.7)

Teraz budeme predpokladat, ze vyrobca operuje na trovni produkcie z;. Vektor ¢istého
vystupu yJ pri trovni vyroby z; rozdelime na vektor vstupov % a vektor vystupov @
(y3 = — X). Z tlohy (2.6) a vztahu (2.4) pre produkéni mnoZinu Y; dostdvame tlohu

max{ p'(@-%)|f;(®) =2, ¢@) =2z F>0,d>0 } (28

% g

Kde f; : R" — R je konkivna CES funkcia a g; : R® — R je konvexna CES funkcia
(vo vicsine praktickych modelov sa pouziva niektory z vysgie uvedenych tvarov CES fun-
kcii.) KedZze f; a g; st pozitivne homogénne prvého stupiia, plati: 3xi : f;(x)) = 1, kde xJ
st jednotkové vstupy do vyrobného procesu (xiz; = X). Podobne 3¢ : g;(¢f) = 1, kde ¢
st jednotkové vystupy z vyrobného procesu (qiz; = @).

Kvoli tejto vlastnosti je tiloha (2.8) ekvivalentna s tlohou (2.9)
m(p) = 2 max{ p' (@ —x) | () =1, gj@) =L x>0, 20 ). (29)
Zisk j-teho vyrobcu je dany ako
mi(p) = PTaij,

kde
al =g —x, (2.10)

Vektory xJ, ¢’ rieSia optimaliza¢nu tlohu

max{ p’(d—x) | f;(x)) =1, gj(d)=1 x>0 g >0 }. (2.11)

xj,q.l
Tuto tlohu mozno rozdelit na dve samostatné ilohy
min{ p’x! | f;(x)) =1, x} >0} (2.11a)
xJ

max{ p'q | gj(d) =1, ¢/ >0} (2.110)
Q

Poznamenavame, 7e tloha (2.11a) popisuje minimalizaciu vyrobnych nékladov j-teho vy-
robcu a tloha (2.11b) zas maximalizaciu prijmu z predaja vyrobenych komodit. Vo vse-
obecnosti st riefenia oboch tiloh dané analyticky vyrazmi xI(p) a ¢f(p). Preto mozeme

stipce matice technologif al(p) uvazovat ako funkcie vektora cien p (ad(p) = o (p) —x(p)).
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Pre ilustraciu uvddzame konkrétny tvar fukncie xJ(p), ked f; je Cobb-Douglasova pro-
l o
dukéna funkcia (f;(x) = [] #1A%). Jednotkovy vstup k-tej komodity do vyrobného procesu
k=1
j-teho vyrobcu ma v tomto pripade nasledovny tvar:

l

Ak T (pi/ M)

=1
Pk

Na koniec zhrnieme vSetky vysledky tykajice sa sektora vyroby. Zisk j-teho vyrobcu
je dany ako m;(p) = pTal(p)z; a tirovet produkcie z; je dané z riefenia tlohy o komple-
mentarite (2.7). Celkova ponuka komodit na trhu potom bude A(p)z. Ostava ur¢it dopyt

spotrebitelov, ktory je predmetom dalSej casti.

2.3 Sektor spotreby.

Sektor spotreby ma m spotrebitelov a spotrebny vektor ¢! € D; i-teho spotrebitela udava
mnoZstvo komodit, ktoré spotrebuje (napr. ¢, udéva mnozstvo komodity k, ktoré spot-
rebuje spotrebitel 7). Minimélna spotreba i-teho spotrebitela je modelovana spotrebnou
mnozinou C; C Rﬂr.

Klacovou pre spotrebitelov je myslienka preferencii. Preferencie st kompletné uspo-
riadanie na mnozine komodit. Znamena to, Ze spotrebitel moze uprednostnit spotrebny
balik komodit a pred spotrebnym balikom b, méze uprednostnit b pred a, alebo pren mézu
byt indiferentné, t.j. neuprednostni ani jeden spotrebny balik, ma z nich rovnaky uzitok.
Preferencie spotrebitela i st popisané funkciou uzito¢nosti u'.

Na zadiatku je i-ty spotrebitel je vybaveny bohatstvom w; (w; = pTe!, kde e! je po-
¢iato¢né rozdelenie komodit). Spotrebitel maximalizuje svoj uzitok zo spotreby vzhladom

na svoj rozpocet w; a ohranicenia spotreby. Riesi teda tlohu:
max{ u'(c')|p’c <w;, el I (2.12)

Za predpokladu lokdlnej nenasytenosti komoditami, t.j. ze pre funkciu uzito¢nosti u; je zia-
duce vicsie mnozstvo [ubovolnej komodity, sa optimum nadobudne na hranici rozpoc¢tovej
mnoziny (nastane rovnost p7ct = w;).

Pri nasich predpokladoch spotreba ¢ spotrebitela i komodity & zavisi od funkcie uzi-
tocnosti u;, jeho bohatstva w; a vektora cien komodit p. Pre ilustraciu uvedieme priklady

pre niektoré tvary funkcii uzito¢nosti.
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Pre Leontiefovu funkciu uzitoc¢nosti:

wj

¢ (p,wi) = ——— (2.13)
Jj=1"7
Pre Cobb-Douglasovu funkciu uzito¢nosti:
&, (p, w;) = = (2.14)
Pk
Pre vSeobecni CES funkciu: ( )\‘) )
i PrAL) T w;
¢ (p,w;) = lki (2.15)

kde r=p/(p—1).

Poznamenajme, Ze funkcia ¢! je pozitivne homogénna nultého stupiia vo vietkych vysgie
uvedenych pripadoch. Dalej, ked w; = pTe' , potom c' uvazovana len ako funkcia p je
stale pozitivne homogénna nultého stupna.

Na zaver uvedieme, Ze dopyt j-teho spotrebitela po komoditich na trhu d' sa uréi

ako rozdiel medzi jeho optimalnou spotrebou ¢! a komoditami e, ktoré mal na zaciatku
d'(p) = ci(p) — e'.
2.4 Formulacia modelu.

Vsetky vysledky tykajice sa sektora vyroby a spotreby sa daji zhrnitf do nasledovnej

zmieSanej ilohy o komplementarite.

z € R", peR,
—A(p)p > 0,
A(p)z — Y (ci(p,wi) —€') >0
i=1 _ (2.16)
w; — ple =0 Vi=1,2...m
z"A(p)'p =0
p'[A(p)z - ;(Ci(p, w;) —e')] =0

Matica technologii A(p) je dana vztahmi (2.10) a (2.11), ktoré popisuji maximalizaciu
zisku vyrobcov. Spotreba c!(p,w;) je uréend maximalizovanim uZito¢nosti spotrebitelmi

s pouzitim jedného zo vztahov (2.13), (2.14), alebo (2.15) pre jednotlivé funkcie uzitoénosti.
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Prva nerovnost spolu s druhou rovnostou a podmienkou nezdpornosti vektora z po-
pisuji nutné podmienky optimality pre maximalizaciu zisku vyrobcov. Druha nerovnost
popisuje podmienku (2.2), ktora hovori, ze ponuka prevysuje dopyt. Prva rovnost popisuje
rozpoCtové ohranicenie spotrebitelov, presnejSie fakt, Ze optimum sa nadobudne na hranici
tejto mnoziny. A poslednéa, tretia rovnost hovori o tom, Ze celkové vydaje spotrebitelov

na komodity sa rovnaju celkovému prijmu vyrobcov z predaja tychto komodit.

Poznamenajme, ze ak vektory p,z,w su rieSenim vysSie uvedenej zmieSanej tlohy
o komplementarite, tak aj Ap, z, \w pre Tubovolné A > 0 (t.j. ak A-nasobne stipne cenova
hladina, v rieSeni sa to odzrkadli len na premennych, ktoré sivisia s cenami. Mnozstvo
vyrobeného tovaru sa nezmeni. Inymi slovami, model je Skdlovo invariantny vzhladom

na cenovi hladinu.)

Poznamenajme, 7e tento model mozno formulovat aj bez matice technologii A, s menej
explicitnymi predpokladmi na funkciu zisku j-teho vyrobcu m;(p). Podla Hotellingove;
P ymi predp J y i\P gove]

lemy, ktora uvadza, ze ak ziskova funkcia definovana ako
mi(p) =max{ p'y [y €Y; } <0

ma rieSenie pre nejaké yJ, potom je diferencovatelna a vektor optimalneho rieenia (¢o
je v r C¢istého vystupu) je Vr; =yl éto rieSenie mozn uzit na formulaciu
e vektor cistého vyst e Vr; 1. Takéto rieSenie mozno pouzit

modelu rovnovahy a bude mat nasledovny tvar:

z 2 Oy, p=>0
—7(p) > 0y
Vr(p)z — Y (c'(p,w;) —e') >0
= (2.17)
w; — plel =0 Vi=1,2...m
z"7(p) =0
p’[Vr(p)z — Y (cl(p,wi) —e')] =0
=1

Opétovné ziskanie antisymetrie nAm umozni Eulerova veta. T4 hovori, ze ak je funkcia

7;(p) pozitivne homogénna prvého stupha a je diferencovatelna, potom
_ T
m;(p) = Vm;(p)’ p.

Po dosadeni tohto vztahu do modelu (2.17) dostaneme nasledujiicu zmiesanu tlohu o kom-

plementarite.
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z > 0y, p=>0

~V7(p)'p > 0,
Vr(p)z — Y (cl(p,wi) —e) >0
= (2.18)
w; —plel =0 Vi=1,2...m
z'Vr(p)'p =0

p’[V7(p)z — Y (ci(p, wi) —€')] =0

=1

2.5 Rozsirenie modelu so zretelom

na danenie a dotacie.

Ked do nasho modelu zapoc¢itame aj dane na vstupy a vystupy, ovplyvni sa ziskovost
jednotlivych vyrobcov a chod produkénych procesov v sektore vyroby. Danova sadzba
na vstupny tovar x; je tx a 75 je danova sadzba na vystupny tovar q;. Tieto sadzby su
rovnaké pre kazdého vyrobcu. Podobné nésledky nastanu aj s dotéciami, ale otazky dotacii
sa daju vyriesit s pouzitim dani so zapornymi znamienkami.

Podmienené faktorové vstupy xJ a podmienené vystupy ¢ vyrobcu j sa daju tak, ako
v predchédzajucej Casti, urcit samostatne. Ked st vstupné naklady skreslené danami,

vyrobca j rieSi nasledujice dve tlohy:

I
min{ Z(l +topers | fi(d) =1, x>0 } (2.19a)

xJ
k=1

!
rrﬁx{ Z(l — Tk)pkqi | gj(qj) =1, ¢ >0 } ) (2.190)
k=1

Poznamenajme, Ze ulohy (2.19a) a (2.19b) st analégiou tloh (2.11a) a (2.11b), len ceny st
upravené prislusnymi daiiovymi sadzbami. Uloha (2.19a) obsahuje minimalizaciu ndkladov
na vstupné komodity xI, ktoré su navysené o dane. Uloha (2.19b) obsahuje maximalizaciu
prijmu z predaja vyrobenych komodit ¢f, ktory je zniZzeny o daii uvalent na tieto komodity.
Poznamenavame, ze opét ide o jednotkovu troven vyroby.

Celkova ponuka je dana z matice technolégii ako A(p)z kde stipce matice A st vytvorené
s pouzitim (2.10) a rieSeni tloh (2.19a) a (2.19b).
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Ak si zadefinujeme maticu C(p)

a jej prvky cZ(p) = q‘Z(l —T) — :Ef(l + t;), potom zisk j-teho vyrobcu po zdaneni pri jed-
)"p.
Dai T = (A(p) — C(p))"p je pre kazdého vyrobcu uréenéd ako sucet vsetkych dani,

notkovej trovni vyroby je dany vztahom m; = ¢i(p
ktoré odvedie pri jednotkovej Grovni vyroby.

z ! !
T = |) (a7 + zpti)oe, Y (67 + 23te)pe, - Y (Gh7k + Tpte)pi
k=1 k=1 k=1

Predpokladame, Ze tato dai sa rozdeli medzi spotrebitelov. Nech 0 < §;; < 1 reprezentuje
podiel dani j-teho vyrobcu ktoré pripadli i-temu spotrebitelovi. To znamena, Ze i-ty
spotrebitel ¢ast svojho rozpo¢tu w; vynalozi na zaplatenie dani. Jeho rozpocet sa tak
zmensi o celkovi sumu Y7 0;;T;2;.

Prislusna tloha o komplementarite ma teraz nasledovny tvar

z 2 Oy, p =0
~C(p)"p > 0y
Ap)z = S(ep.w) — ) =0
wi—pTei—iHjiﬂzj =0 Vi=1,2...m
ZTC(pJ);p =0
T [A(p)z — 3 (cl(p.w) — &) =0

Vidime, Ze jedina zmena oproti zdkladnému modelu (2.16) nastala v rozpo¢tovom ohrani-

¢eni spotrebitela.
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Kapitola 3

Model z tedrie hier.

3.1 Uloha hl'adania Nashovho ekvilibria.

Vel'ké mnozstvo ekonomickych modelov je formulovanych v pomenovaniach nekooperativ-
nej hry. Budeme uvazovat hru n hracov v ktorej ma i-ty hra¢ (i = 1, 2,...n) vlastna
mnozinu stratégii X; = R", m; € N a funkciu uzitoénosti uv; : X; — R. Uzitok hraca i
zavisi aj od stratégii xi, i # j ostatnych hracov. Ked hrame podla Nashovho principu,
kazdy hra¢ maximalizuje svoj uzitok za predpokladu, Ze stratégie ostatnych hracov st zna-
me. Pre dané stratégie ostatnych hracov zJ, j # 4, hra¢ i voli najlepsiu stratégiu x' a riesi

nasledovnu optimaliza¢nu tlohu:

max{ wu;(z', ..., 27 x, 2" ., 20) | xXeX' ). (3.1)

V dalgom texte budeme vektor (z!, ..., z'™!, zi*l, ... z") stratégii ostatnych hracov

oznacovat ako z~i. Uloha (3.1) sa teda prepise nasledovne
max{ u(x,z%) | x*eX; } (3.1a)

Hovorime, 7e vektor z € X = X; x X3 x ... x X,, tvori Nashovo ekvilibrium hry, ak

pre kazdé i =1, 2, ..., n,
ui(z', ..., 2"t x', 27 L, 2®) < u(z) vx' e X;.

Ak je funkcia uZito¢nosti u; hraca i diferencovateln4, uloha (3.1a) je ekvivalentna na-

sledujicej tlohe o komplementarite.

x' >0, — Vyauy(x',z7) > 0,,, XiTinui(Xi, z7) =0 (3.2)

29



Problém hladania Nashovho ekvilibria sa teda da formulovat ako systém navzajom

prepojenych tloh o komplementarite
x!' > 0, — Vyiti(x) > 0, Viu;(x)'x'=0 i=1,2,...,n (3.3)

kde x! je riesenim i-tej tlohy, v ktorej je jedinou premennou.
Kedze X; = R, tak uloha o komplementarite (3.2) je podla Vety 1 (kapitola 1)

ekvivalentnd s tlohou o varia¢nych nerovnostiach
najst x' € R™ . Vy' € R™ (y' —x")" (-Vau(x',z77)) >0 (3.4)

Systém (3.3) sa potom prevedie na zovSeobecneni ulohu o variaénych nerovnostiach
GVI(F,X), kde X = R x R x ... x R a

=V (x)

- Vxn Unp (X)

najst z=(z', z%, ...z2%) e X : Vy=(@FL y% ...y?)eX
S (3.5)
(y'—2z)TFi(z) >0 i=1,2, ..., n

Riesenim tejto zovSeobecnenej tlohy o varia¢nych nerovnostiach je vektor z, ktory je Na-

shovo ekvilibrium.

3.2 Nash-Cournotov produkény model.

Nash-Cournotov produkény model je aplikdciou konceptu Nashovho ekvilibria. Tento mo-
del obsahuje n firiem, kazda z nich produkuje jeden tovar, ktory je spolo¢ny na trhu.
Kazda firma si urci iroven produkcie tak, aby maximalizovala svoj zisk za predpokladu, ze
produkcia ostatnych firiem ostane konstantna. Intuitivne bude Nashovo ekvilibrium taky
sposob vyroby, pri ktorom si uz ziadna firma neméze zvysit svoj zisk pri jednostrannom
zvySovani produkcie. KedZe ziadna firma uZ nechce menit troven svojej produkcie, na-
stane rovnovaha. Ekvilibrium tu teda znamené, ze kazda firma robi to najlepSie, ¢o moze
pri danych volbach ostatnych firiem.

Ak oznacéime pocet firiem ako n, z; mnozstvo tovaru ktoré vyrdba i-ta firma,

¢ = >.¢ x; celkové mnoistvo tovaru vyrobeného vSetkymi firmami, potom problém
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hladania Nashovho ekvilibria sa d& popisat dvoma funkciami o dvoch premennych. Prva,
inverzna funkcia dopytu p(§) (price), ur¢uje jednotkovi cenu pri ktorej bude celkovy dopyt
na trhu . Druha, C;(z;) (cost), ur¢uje vyrobné néklady firmy i, plyntce z vyroby mnoz-
stva x;. V zhode so vSeobecne uznavanym ekonomickym spravanim, uvazujeme inverzni
dopytovi funciu p ako klesajucu funkciu mnozstva &, ndkladova funkciu C; ako konvexni a
"vynosoviu krivku odvetvia" £ - p(&) ako konkavnu v skalarnej premennej £ > 0. Pri tychto

predpokladoch je funkcia uzito¢nosti kazdej firmy dané nasledovne
J#i
Funkcia uzito¢nosti u; je konkdvna v z; a mnozina stratégii hraca i je X; = R,. (Stratégiou

tu rozumieme mnozstvo vyrobeného tovaru a hrac¢om firmu.) Kazda firma sa snazi volbou

vhodnej stratégie maximalizovat svoj uzitok a riesi nasledovnt optimaliza¢na tlohu
max{ wu;(z;) |z; >0 } (3.6)
Vieme, Ze uloha (3.6) je ekvivalentna s nasledovnou tlohou o komplementarite

z; >0, —ui(x;) >0, xiug(z;) =0 (3.7)

Takze ked spojime v8etkych hracov, tloha hladania Nashovho ekvilibria je ekvivalentna

nelinedrnej tlohe o komplementarite

kde F(x) = (Fi(x), Fy(x), ..., F,(x)) so zlozkami
Fi(x) = —ui(z;) = Ci'(x;) — p(&) — x:p'(€) xeERY, i=1,2 ...,n
a &= ZCUZ
i=1

3.3 Bimaticové hry s n hra¢mi.

Opét predpokladdme n hracov, ktorych indexujeme ako j € N = {1, 2, ... n} . Pre jed-
noduchost predpokladajme, 7e kazdy hra¢ ma volbu cistej stratégie ¢ z kone¢nej mnoziny
Cistych stratégii S = {1, 2, ... m}. Strategicky profil hry s je n-rozmerny vektor, ktorého
j-ty element je prvok mnoziny S koreSpondujici s ¢istou stratégiou priradenou j - temu
hracovi. Strategicky profil hry popisuje koneéni volbu ¢istych stratégii, ktoru hraci usku-

tocnili. Vyplata hraca j plynica zo strategického profilu s je Ajs. V hre voli hrac¢ j vektor
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pravdepodobnosti pi, kde pf reprezentuje jeho pravdepodobnost zvolenia ¢istej stratégie i

v ekvilibriu. Tento vektor nazyvame zmieSanou stratégiou hraca j.
py>0 VieSjeN, ) pl=1 VjeN.
i€S
Teraz uvedieme dalsie oznacenia. Nech p~™ reprezentuje (n — 1) x m rozmerny vektor
(pt, ... pPt, pi*l, ... p") zmieSanych stratégii ostatnych hracov a i(j, s) oznacuje ¢istu
stratégiu priradent hracovi j v strategickom profile hry s. Ocakavany vynos hraca j je

dany

Uj = ZAjsp(S):

kde p(s), pravdepodobnost zvolenia strategického profilu s, sa da vypocitat nasledovne

p(s) = H pf(k,s)-

keN
KedZe hra je kone¢na, sumécia v o¢akdvanom vynose sa da prepisat, ako
L § : T pd (1 d
uj - pz xi (p ):
i€s
kde

zl(p) = Z Ajs H pf(k,s)-

sii(js)=i  keN\{j}
Nelinearna funkcia xf reprezentuje ocakavanu vyplatu hraca j pouzivajiceho ¢isti stratégiu
i za predpokladu, Ze ostatni hraci zvolia stratégie dané p~3. Mnoziny stratégii st jednotkové
simplexy P; = {p € R™ : p >0, Y " p; = 1}. Koncept hladania Nashovho ekvilibria
presiel teda na tlohu hladania takého pravdepodobnosného profilu hracov p = (pt,...p"),

ze pre kazdé j € N

p’ € P; S ol () <) plal(d) v e P
icS ics
Toto je ekvivalentné s ulohou VI(F, P) :
néjSﬁ f) = (plﬂ pzi R f)n) G P : vp - (plﬂ p27 R pn) 6 P

P -p)FiH) >0 j=1,2 ...n

(3.8)

kde jednotlivé zlozky zobrazenia F st FY(p) = —2? (p™/) a P =P, x Py x ... x P,.

32



Kapitola 4
Regularizacna Newtonova metoda.

V tejto kapitole popiSeme jednu z metdd, urcéenych na rieSenie nelinearnych tloh o komple-

mentarite ( NCP(F) ). Pre pripomenutie uvedieme zakladny tvar tlohy o komplementarite:

Uloha NCP(F) :

Najst také x* € R" aby platilo

NCP(F) : x* >0, FEx)>0, )Fx)=0

kde F' : R" — R" je T'ubovoIné dané zobrazenie, o ktorom predpokladdme, Ze je spojite
diferencovatelné.

Na rieSenie uloh tohto typu st zname dva pristupy. Metody "proximal point methods"
a regulariza¢né metody (regularization methods). Tu popiSeme metodu, ktoréd je z triedy
regulariza¢nych metod. Metody v tejto triede sa snazia obist problém singularity prislus-
nej Jacobiho matice uvazovanim postupnosti perturbovanych tloh, ktoré mozu mat lepsie
vlastnosti. Pre nelinearne tlohy o komplementarite je najjednoduchsou regulariza¢nou
technikou takzvana Tichonovova regularizacia. Tato pozostava v nahradeni funkcie F(x)

funkciou
F.(x) := F(x) +ex, (4.1)

kde ¢ je kladny parameter idici k nule a naslednom rieSeni postupnosti tilloh o komplemen-
tarite NCP(F.).

Uloha NCP(F.) :

Najst také x* € R™ aby platilo

NCP(F,) : x* >0, F.(x*)>0, (x)F.(x)=0
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4.1 Zakladné definicie a oznacenia.
Definicia 1. Matica W € R™*" sa nazyva
e Fy-matica, ak kazdy jej hlavny minor je nezaporny.
e P-matica, ak kazdy jej hlavny minor je kladny.

Poznamenéavame, 7e kladne semidefinitna matica je Py-matica a kladne definitna matica

je P-matica.
Definicia 2. Zobrazenie F': R — R" sa nazyva

e P, zobrazenie, ak pre Vx,y € R", x # y existuje i € {1,2,...n} také, ze
i 7y (Y — i) (Fi(x — Fi(y)) > 0

e monoténne zobrazenie, ak pre Vx,y € R" :
(x =)' (F(x) - F(y)) >0

Poznamenévame, 7e kazdé monotonne zobrazenie je Py zobrazenie, navyse Jakobiin
spojite diferencovatelnej P, funkcie je Py-matica.
V algoritme regulariza¢nej newtonovej metody budeme pouzivat Fischerovu funckiu

U : R? — R, ktorii ako prvy vo svojej praci uviedol Fischer (r. 1992) [4].
Definicia 3. Fischerova funkcia je definovana nasledovnym predpisom:
U(a,b) :=Va>+ b — (a+0b) (4.2)

Fischerova funkcia mé jednu zaujimavi vlastnost, ktora sa da vyzit v dlohéch o kom-
plementarite.
U(a,b)=0 < a>0,6>0, ab=0 (4.3)

Tuto vlastnost sme uz uviedli aj v kapitole 1. Prvy krat bola Fischerova funkcia pouzita
na Stadium regulariza¢nych met6d Facchineim a Kanzowom (r. 1999) [3]. V algoritme

regularizac¢nej newtonovej metody je pouzita pre svoju jednoduchost.
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V nasledovnom budeme pouzivat oznacenie
z:=(e,x) € Ry x R"

a F.; bude oznacovat i-ty komponent zobrazenia F., i € N = {1, 2, ...n}.

Zobrazenie G : R"™ — R" definujeme nasledovne:
Gi(e,x) == U(z;, F.;(x)) i€ N, (4.4)
kde U je (4.2).
Dalej si definujeme zobrazenie H : R*+! — R

H(z) := ( G?z) ) , z=(e,x) € Rx R" (4.5)

Lahko vidno, zZe
H(e,x*) =0 <& &=0a x"jerieSenie tlohy NCP(F); (¢,x") € R x R"
Definujme d'alej funkciu ¢ : R*" ™! — R,
o(7) = |G (2)|? (16)

kde || - || je l> norma.
Kedze ¥(-)? je spojite diferencovatelné na R?, () je spojite diferencovatelna na celom

R™L. Definujme este posledni funkciu f : R*** — R, :
+

f(z) = H(@)[* =&+ o(2). (4.7)

Ked7e f(z) = €2 + ¢(z), f je tiez spojite diferencovatelna na R"*!.
¥ J

4.2  Algoritmus Regularizacnej Newtonovej metody.

Zvolime si parametre € € (0,00) a v € (0,1) také, ze 7.2 < 1. Oznacime z := (£,0) €
R x R". Definujeme funkciu 8 : R"*' — R,:

f(z) := ymin{1, f(z)}, (4.8)

kde f(z) je definovana vztahom (4.7).

Definujme si mnozinu {2
Q:={z=(,x) e RxR" | > p(z)E }.
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Kedze pre Tubovolné z € R"™! plati 5(z) < 7, potom pre Iubovolné x € R" plati
(g, x) € Q. Ked zvolime pociato¢ny bod z° = (£,x°), kde x° € R" bude I'ubovolné, tak
postupnost iteracii generovana nizsie uvedenym algoritmom ostane v ). Toto je dolezita
vlastnost, pretoze v tomto okoli mozno zamedzit prili§ rychlej konvergencii postupnosti

iteracii k bodu, ktory nie je riesenim. ( dokaz je uvedeny v literatire [2] )

4.2.1 Vstup algoritmu.

Vstupom pre algoritmus regulariza¢nej newtonovej metody bude zobrazenie F : R* — R"

a zaciato¢ny bod x°.

4.2.2 Parametre algoritmu.

Algoritmus mé nasledovné parametre:

§€(0,1)

o€ (0,3)

g€ (0,00)

ve(0,1): rE<1

Z = (,0y)

el=2

z% := (9, x0) podiatoény bod
W, na zaciatku W = f(z°)

k, na zaciatku k=0 cez k iterujeme
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4.2.3 Telo algoritmu.

Samotny algoritmus regularizac¢nej newtonovej metody vyzera nasledovne.

Pokial H(zX) # 0, opakujeme

Zaciatok

Krok 1.
B := B(2¥) = ymin{l, f(z)}
Vi € OH(zX)

Krok 2.

Vi volime ako jakobian zobrazenia H
vypoditame  Azk = (Agk, AxK)
H(z*) + V. AzX = B,z
Krok 3.
nijdeme l; : najmensie prirodzené ¢islo [, ktoré vyhovuje :
Z"+ 5Nk e Q={zk | & >p(5z}
a f(z" 4+ 8'Azk) < W —20(1 — v.8).8". f(25),
kde W volime podla nasledovnych pravidiel :
1. na zaciatku W = f(z°)
2. ak f(z*) < minj_; o5 f(zXJ) tak W sa nemeni

inak W = f(z¥).

Krok 4.
ZzKt1l .= zK 4 sl A gk
E=k+1

Koniec

Vystupom algoritmu bude posledna iteracia x*¥ a pocet iteracii k. Pre bod xX mozeme

pre kontrolu vypocitat aj F(x¥).

Poznamenajme, 7Ze pre regularizacni newtonovu metédu mozno za predpokladu, ze F
je Py zobrazenie dokazat, 7e kazdy hromadny bod postupnosti iteracii je riesenim NCP(F)
a ze postupnost iteracii je ohrani¢ena, ak je mnozina rieSeni NCP(F) neprazdna a ohra-
ni¢ena. Naviac, ak zobrazenie F je monotonne a Lipschitzovsky spojité, mozno dokézat,
ze postupnost iteracii je ohrani¢end prave vtedy, ked mmnozina rieSeni tilohy NCP(F) je

neprazdna. Dokazy tychto tvrdeni st uvedené v literature [2].

37



Kapitola 5
Numerické experimenty.

V tejto kapitole popiSeme vysledky, ktoré sme ziskali pri testovani nami naprogramovane;j
regularizacnej newtonovej met6dy na rieSenie tiloh o komplementarite. Ttito metodu sme

testovali na tlohach s vopred zndmym riesenim, kvoli kontrole spravnosti rieSenia.

5.1 Vytvaranie tuloh.

Na vygenerovanie tilohy o komplementarite so znamym rieSenim sme potrebovali vygene-
rovat najprv zobrazenie F : R" — R", rieSenie ulohy x* a nésledne upravit zobrazenie
o vektor d tak, aby tloha o komplementarite ( x > 0, F(x) > 0, x’F(x) = 0 ) mala
rieSenie x*.

Zobrazenie F : R™ — R" sme generovali v nasledujicom tvare :

1
Fx) = e

(x"Ax)Ax + Bx +d (5.1)

kde A € R™*" B € R™ ™ st kladne definitné, regularne matice, || - || je Frobeniova norma
n
matice ( [|A||F7 = Y (ai;)? ) ad je vektor, ktorym zabezpe¢ime, Ze x* bude rieSenim tlohy
t,j=1
o komplementarite. (Poznamenéavame, 7e takto vytvorené zobrazenie F je P, zobrazenie.)
Vektor x* sme generovali ako kombinéciu nil a jednotiek tak, aby bol ich pocet priblizne

rovnaky. Ked uz méame zname rieSenie x*, vektor d dopoc¢itavame nasledovnym sposobom:

a) akzf =0 potom d;=1-— W(X*TAX*)(AX*)Z' — (Bx*);
F

b) ak zf >0 potom d; = — HjHQ (x*T Ax*)(Ax*); — (Bx*);
F

pre vsetky 1 =1,2,...n.
Ked F vytvorime takymto sposobom, tak pre kazdé ¢ = 1,2,...n bude platit
bud zf =0 a F;(z*) =1, alebo z} =1 a Fj(x*) = 0.
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Poznamenéavame, 7e takto vytvorené riesenie tilohy o komplementarite neubera na vse-
obecnosti, pretoze v tychto tlohach nam ide len o to, ¢i jednotlivé zlozky st, alebo nie st
nulové a ked nie su nulové, nezalezi ndm na tom, aka je ich hodnota.

Dalej poznamenavame, ze takto vytvorena tloha ma jednoznac¢né riesenie, pretoze po-

vodne vznikla ako nutné a postacujice podmienky optimality pre tilohu

) 1 1 5 s 1 7
min —(x" Ax)* + =x Bx+C’|x20}
{ [All7 4 2

Tato mé jednoznacné rieSenie.

5.2 Uprava systému linearnych rovnic.

V kroku 2. Algoritmu regulariza¢nej newtonovej metdédy potrebujeme vyriesit systém n+1
linedrnych rovnic o n+ 1 nezndmych V,AzF = 3,z — H(z¥), kde V} je Jakobidn zobrazenia

G (4.3). Tento systém ma nasledovny tvar

1 0 ‘e 0 A&k By & — ¢
0G4 (zK 0G4 (z¥ 8G1(zX
82 ) 8:151 ) ... am(n ) Azh B -0 — Gy(z¥)
. = . (5.2)
&(Zk) G (2%) . 3G, (z¥) AI,’Z ,Bk -0 — Gn (Zk)
Oe ox1 0xn

Vektor H(z*) sme nahradili jeho konkrétnym tvarom ( H(z*) = (g, G (2¥),...Gn(25)) ),
takisto aj vektor Z ( Z = (,0,...,0) ). Cislo f; je dané vatahom S = ~ - min{1, f(x¥)},
definovanym v kapitole 4.

Na prvy pohlad si mozno v&imnif, Ze neznama Aec* sa da zo systému jednoducho

eliminovat. Je jasné, Ze rieSenie je
Ne* = B, — eF.

Tymto sa znizi rozmer systému na n a prejde na nasledovny tvar:

3G (z%) AG1(7%)

or . oma A} —G4(2%) — %ﬁzk) WAV
: = (5.3)
AGn(z<)  9Gn(2¥) Ay, —G,(2Z5) — aGgiizk) AN
a1 oz,
Oznacme si vektor pravej strany ako r* (rf = —G;(z¥) — %(gzk) Ak i =1,2,...n) a
maticu na lavej strane ako Uy. Potom (5.3) mozno zapisat nasledovne
UpAx® =1k (5.3a)
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Zobrazenie G je definované po zlozkach: G;(x) = V(z;, Fi(x+€x;)), i =1,2,...n, kde

VU je Fischerova funkcia (4.1). Jednotlivé parcialne derivacie st potom nasledovné:

0G;(z) Fi(x) + ew; T 1= n

Ly :\/x%(ﬂ( —— 1: 1 1,2, ... (5.4)
0G(z) Fi(x) + ez, .| 9Fi(x) P

o, |Vt E@ ey | o = o
0G;(z) [ Fi(x) + ex; B ] [0Fi(x) .

dr; | Vr? + (F(x) +ex;)? ! [ Ox; " } i

(5.6)

Va2 + (Fi(x) + ex;)? _1]

Vidime, 7e vyrazy (5.4), (5.5) a (5.6) obsahujui rovnaky clen,

Qi(x) = ()+5x -1/ <0 1=1, 2, ...n.
|Vl + (Fi(x) +ex;)?

Podobne zavedieme oznacenie Q; pre komplementarny vyraz

1Ez'

| V2? + (F(x) +ex;)?

<0 i=1,2 ...n

@z’ (x) =

Ked tieto oznacenia dosadime do vyrazov (5.4 - 5.6), dostaneme nasledovné vztahy.

o = Qi(x) - z; i=1,2 ...n
301‘( ) 8F-(x) L
o [ o e ram
S pouzitim tohto prepisu je potom i-ty riadok matice U, nasledovny
X xk ; xk —_— ; xk
Q2505 Qulk) [P 4 eh Qi) Qi) P
j=1,2, ...i—1 j=1i+1,

a prava strana r¥ bude

T].C = —G,L-(Xk) — Qi(Xk).fogk 1= 17 2: 2

)

7Z tohto zapisu vidno, Ze z i-teho riadku matice Uy sa da vyhat @Q; = Q;(x¥), potom

dostavame
OF (xX) AF (xX)
17 +ef+q ;,7”
Uk = diag{Qla Q25Qn} : : (57)
OF, (xX) o aFn( k) t ek 4q,

1
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kde ¢ = Q./Qi, i = 1,2,...n. A teda systém (5.3a) mozno prendsobit zlava maticou
diag{Q7",...Q,; '}, ktora je inverzna k matici diag{Q;,...Q,}, ¢im ho prevedieme na ek-

vivalentny systém (5.8)
[8F + diag{e* +q,..., " + qn}} AxK =T%, (5.8)

kde JF je Jakobidn zobrazenia F a 7% = —G;(x¥)/Q;(x*) — z¥Ak (i = 1, 2, ...n),

presnejSie

€T:

= \/1 + <L:£k) + 6’“)2 {\/(fﬂi-“)2  (Fi(ock) o ehaf)? o+ (Fi(x) + eha) — xf}

Oznac¢me

Uy = [0F + diag{c" + q1, ..., " + q1}]

Potom (5.8) mozno zapisat v nasledovne:
UpAx* =1* (5.8a)

Zobrazenie F sme generovali v nasledovnom tvare (4.1):

F(x) = #(XTAX)AX + Bx+d
A%

a tak Jakobian OF tohto zobrazenia je:

1

OF(x) = —
|AlI%

(2(Ax)(Ax)" + (x" Ax)A) + B (5.9)

Matice A, B st kladne definitné, a teda aj Jakobian OF je kladne definitna matica. Z toho
mame, 7e aj matica Uj je regularna, pretoze je stu¢tom kladne definitnej matice OF a

kladnej diagonalnej matice diag{e* + q,...,e¥ + ¢,}, kde ¢ = Q,/Q; >0, i =1,2,...n.

Namiesto systému (5.2), ktory méa rozmer n+1 budeme riesit mensi systém (5.8a), ktory
mé rozmer n a je aj stabilnej§i, nez povodny systém V,Az* = 5,z — H(z"). Na riegenie

tohto systému linedrnych rovnic sme pouzili metodu QR rozkladu.

5.3 Hodnoty parametrov pouzitych v programe.

Algoritmus Regulariza¢nej newtonovej metody sme naprogramovali v jazyku C+-+ s pou-
zitim vyvojového prostredia Microsoft Visual C+-+. Hodnoty parametrov, ktoré obsahuje

algoritmus sme (podobne ako autori |2]) zvolili nasledovné:
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b =05
o

= 0.00005
g =1
v =0.1

Ako koncovii podmienku algoritmu sme zvolili
f(z*) < tol, , tol. =107

Uvedieme aj hodnoty dalsich parametrov, ktoré sme pouzili v nasom programe (pokial

neuvedieme iné):

N =5 rozmer rieSenych uloh, zadavany uzivatel om
PP =1 minimélny pocet 1 vo vektore x*

ODCH  =0.1  startovaci bod sme volili 2¥ = 2} + ODCH
MAX = 1000 oznacuje pocet rieSenych tloh

K MAX =500 horné ohranic¢enie pre pocet iteracii
L MAX =10 horné ohranicenie pre velkost Iy

5.4 Vysledky z experimentov.

Samotny experiment sme zostavili ako sériu rieseni 1000 (MAX) nédhodnych tloh, pre ktoré
boli hodnoty parametrov rovnaké. Pre kazdu tlohu sa najprv vygenerovali prislusné matice
A, B pre funkciu F, potom bod rieSenia x*. Nasledne sa eSte dogeneroval vektor d,
ktory zabezpetuje, ze x* je rieSenim ulohy o komplementarite (1.1). Bod x* sme vytvarali
tak, aby pocet jednotiek (aj nil) bol miniméalne PP a maximalne N — PP. Tymto sme
sa vyhli takym rieseniam, ktoré by obsahovali len samé nuly alebo jednotky (vtedy je
komplementéarny vektor F(x*) = On)

Startovaci bod x° sme volili nasledovne:
z) =2 + ODCH

Parametrom ODCH sme menili vzdialenost Startovacieho bodu od optimalneho rieSenia.
Po vyrieseni vsetkych 1000 tloh sme zaznamenali priemerny pocet iteracii potrebnych
na vyrieSenie danych tloh, miniméalny a maximalny pocet iteracii a celkovy ¢as potrebny
na vyrieSenie vsetkych 1000 tloh.

Uskuto¢nili sme dva typy experimentov. V jednom sme menili len rozmer tloh, v dru-
hom sme pre vybrané rozmery menili vzdialenost Startovacieho bodu od optimélneho rie-

Senia.
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Ako prvé sme si v8imli rozdelenie poc¢tu iteracii potrebnych na vyriesenie 1000 tloh.

Uvedieme histogram len pre rozmer tloh N = 10.

Rozdelenie poétu iteracii pre 1000 Qloh rozmeru 10
180
160 T
140 =t
120 — H
100 — H
a0 — H
B0 — H
40 — — H j
20 - — — H
T mln 0o

1 2 3 4 5 6 ¥ &6 &8 10 11 12 13 14 15 16 17 15 19

pocet iloh

pocet iteracii

Obr.5.1

Z (Obr.5.1) vidno, Ze toto rozdelenie je blizke norméalnemu rozdeleniu. Preto mozeme
pouzivat stredni hodnotu poctu iteracii a bez toho, aby boli vysledky zavadzajuce.

V tabulke (Tab.5.1) uvadzame prehlad ¢iselnych vysledkov pre rozne rozmery tloh.
Menil sa len parameter N a PP, ostatné ostavali nezmenené. V prvom riadku st uvedené
hodnoty N, v zatvorke je PP.

rozmer | 3 (1) | 4(1) |5 (1) | 8(1)]|10(2) | 12(2) | 15(3) | 20 (4) | 25 (5)
priem. Iter. | 5,502 | 6,336 | 7,114 | 9,042 | 10,331 | 11,511 | 13,273 | 15,716 | 17,542

k min 2 2 2 2 3 4 4 D 6
k max 11 13 13 17 19 21 24 18 38
cas 7,85 | 10,16 | 12,97 | 26,09 | 39,38 | 58,11 | 90,84 | 179,06 | 309,01
Tab.5.1

Riadky k min a k max obsahuji minimélny a maximalny pocet iteracii potrebnych
na vyrieSenie uloh v testovanej sérii. Ako vidno, regulariza¢na newtonova metoda je schop-
na vel'mi rychlo skonvergovat a najhorsie pripady tiez nie st velmi z1é. Udaje z Tab.5.1 st

znazornené na nasledovnych grafoch.
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Zavislost’ poétu iteracii od rozmeru Ulohy

priemerny pocet iteracii

2 7 12 17 22

Rozmer dlohy

Obr.5.2

7 obr.5.2 vidno, 7Ze priemerny pocet iteracii rastie s rozmerom riesenych tloh, no tento rast

sa spomal uje.

Zavislost’ €asu od rozmeru GQlohy

300 =
250
200
150
100

a0

Cas v sec.

2 7 12 17 22

Rozmer dlohy

Obr.5.3

Obr. 5.3 zobrazuje zavislost ¢asu potrebného na vyrieSenie celej série tiloh od ich rozmeru.
Cas je uvedeny v sekundach. Mozno si v§imnit, ze rastie kubicky. Toto je sposobené tym,
7e s rozmerom tlohy rastie aj rozmer linedrneho systému, ktory treba rie§it, ¢im stipa aj

pocet, operécii potrebnych na vyrieSenie tohto systému, a teda aj cas.

V dalsich experimentoch sme rozmer uloh volili N = 5, 10, 15 a pre tieto rozmery sme
menili odchylku ODCH. Vysledky st uvedené tabulkédch Tab.5.2 a Tab.5.3. Opat sme
sledovali priemerny pocet iteracii a ¢as potrebny na vyrieSenie celej série tiloh. V prvom
riadku tabuliek si uvedené vybrané rozmery tloh, v prvom stipci st hodnoty parametra
ODCH.

44



5 10 15 5 10 15
0,1 | 7,053 | 10,503 | 13,331 0,1 | 12,85 | 39,82 | 93,38
0,2 | 7,873 | 12,257 | 15,787 0,2 | 13,52 | 44,93 | 107,27
0,5 | 8,748 | 14,093 | 18,306 0,5 15,1 | 48,82 | 120,56
1 | 9,416 | 15,243 | 19,941 1 | 15,16 | 50,64 | 120,34
3 110,056 | 15,486 | 20,29 3 | 15,93 | 50,58 | 117,87
5 | 10,607 | 15,93 | 20,32 5 | 15,76 | 50,37 | 118,04
Tab.5.2 : priemerné iterace Tab.5.3 : celkovy cas

Pre lepsiu nazornost zobrazime tdaje z tabuliek Tab.5.2 a Tab.5.3 na grafoch:

Zavislost' €asu od zafiatognej vzdialenosti Zavislost' pottu iteracii od zadiatoénej
vzdialenosti
120 2
100 Pl F
5 i T s —
g @ -
P
> 8 E 18 _P
> =
O 40 =12 -
£
20 510
= gl
=
! a 5 10 15 20 g
zaciato€na vzdialenost’ od opt. riesenia 0 5 10 15 0
) zaciato€na vzdialenost’ od opt. riesenia
| rozmer S rozmer 10 —s—rozmer 15 rozmer & rozmer 10 —«—rozmer 15

Obr.5.4 Obr.5.5

O od x* (ur¢i sa mnasledovne

Na osi = je wvzdialenost S$tartovacieho bodu x
|x® — x*|| = ODCH+/N ). Udaje pre kazdy rozmer st na grafoch znazornené jednou
¢larou. Vidno, 7Ze aj priemerné iteracie, aj ¢as rasti so vzdialenostou, no od ur¢itého

okamihu sa tento rast velmi spomali.

5.0 Zaver

Algoritmus regularizacnej newtonovej metody sme testovali len na jednom type tloh
o komplementarite (s konkrétnym zobrazenim F). Tento algoritmus je mozné testovat
aj pre iné typy zobrazenia F. V naSom programe stac¢i len zmenit prislu$né funkcie a
generator uloh prisposobit novému typu zobrazenia F.

Vysledky nagich numerickych experimentov potvrdili, ze uvedeny algoritmus pracuje
dobre pre testovany typ zobrazenia F. Toto zobrazenie bolo P, zobrazenie, a teda podla

teorie uvedenej v [2] mal algoritmus néjst rieSenie v kazdom pripade, ¢o sa potvrdilo.
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Priloha 1

Ako spustit program ?
Uzivatel'ski prirucka.

Pred spustenim programu je potrebné subor riesitel.exe nakopirovat na disk. Pocas svojho
behu si program uklad4d vygenerované matice na disk ( ulohy 1.txt ), do toho istého
adresara v ktorom sa nachadza.

Program sa spusta z prikazového riadku prikazom riesitel.exe N, kde miesto parametra
N napiSeme prirodzené ¢islo v rozsahu od 2 do 30 (napriklad riesitel.exe 8). Toto ¢islo
udava rozmer tloh, ktoré bude program riesit. Ak parameter N nezaddme, pouzije sa
prednastavena hodnota N = 5. Po spusteni sa vypocita 1000 tloh daného rozmeru a pocas
behu programu sa po kazdej vyrieSenej tilohe objavi na obrazovke jedna bodka. Na koniec

sa na obrazovku vypiSu vysledky a program caki na stlacenie klavesy Enter.
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Struc¢ny popis jednotlivych modulov programu.

Na§ program sa sklada z niekolkych modulov: generdtor, funkcie, RegNewt a riesitel,
z ktorych kazdy pozostava z niekolkych funkcii. Modul generdtor.cpp obsahuje funkcie
potrebné na generovanie matic a vektorov a zékladni pracu s nimi. Modul funkcie.cpp
obsahuje vSetky pomocné funkcie a funkcie definované v kapitole 4. Modul RegNewt.cpp
obsahuje samotnu regulariza¢nti newtonovu metédu na rieSenie iloh o komplementarite.
Modul riesitel.cpp obsahuje hlavné telo programu, ktory vyriesi sériu 1000 nahodne vygene-
rovanych tloh a vypisSe vysledky. Nasleduje kompletny zoznam funkcii uvedenych modulov

s ich kratkymi popismi:

Funkcie modulu generator.cpp
e vytvor maticu - funkcia alokuje miesto pre maticu danych rozmerov
e zrus_maticu - uvolni miesto po danej matici

e generuj matice - vygeneruje dve ndhodné, kladne definitné matice o rozmeroch N x N

e matica_kladne def - z matice A vytvori kladne definitni maticu
(AT A + diag{10, 10,...10})

e vytvor x_opt - vygeneruje vektor optiméalneho rieSenia
e zapis_matice - zapiSe na disk do suboru uloha 1.txt dve matice

e citaj matice - nac¢ita matice zo siboru

Funkcie modulu funkcie.cpp

e funkcia F - zobrazenie (5.1) bez vektora d

1
F —
&)= TaE

(xT Ax)Ax + Bx

e funkcia F eps - zobrazenie F. definované vztahom (4.1)

1

F.;(x) = I (x" Ax)(Ax); + (Bx); + d; + ex;
F

e jakobian F - vytvori Jakobién zobrazenia F (5.9)

1

OF(x) = ———
&) = TAE

(2(Ax)(Ax)" + (x"Ax)A) + B
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e funkcia Fi- Fisherova funkcia (4.2)
U(a,b) = Va2 + b2 — (a+b)
e funkcia_ G - zobrazenie (4.4)
Gi(e,x) == U(x;, F. ;(x))

e funkcia f- funkcia (4.7)
fx) =Y Gix)+¢
i=1

e funkcia beta - funkcia 3 (4.8)

p(z) := ymin{l, f(2)}

Funkcie modulu RegNewt.cpp

e (QRrozklad - vyriesi zadanu ststavu linedrnych rovnic metodou QR rozkladu
e find W - urc¢i Wy

e find delta_z - uréi smer Az

e find 1- uréi I, pre upravu dlzky kroku

e find f k- podporna funkcia pre find W

e RegularizationNewton - funkcia, ktord obsahuje cely algoritmus regulariza¢nej newto-

novej metody a riesi ilohu o komplementarite

Hlavickovy stibor parametre.h obsahuje vSetky parametre pouzité v nasom programe.

Modul riesitel.cpp

Tento modul obsahuje len hlavné telo programu a nie je dalej deleny na funkcie. Ako
prilohu prikladame aj CD médium s programom riesitel.exe, takisto aj vSetkymi uvedenymi

modulmi.
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Zdrojovy kod programu.

Subor funkcie.cpp

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include '"generator.h"
#include '"parametre.h"
#include "funkcie.h"
#include "Regnewt.h"

/****************************************/

/* x/
/% POMOCNE FUNKCIE x/
/* */

/****************************************/

/*  prva cast funkcie F (bez vektora D)
void funkcia_F(double ***mat,double #*x,double *y)
{
int i,j;
double frob=0, frobl, a0=0, *al, *a2, a_max, a_maxl;

al=(doublex)malloc(sizeof (double) *N) ;
a2=(double*)malloc(sizeof (double) *N) ;

a_max = 0;
for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
if (fabs(mat[0] [11[j]) > a_max) a_max= fabs(mat[0][i][j]1);

a_maxl=1/a_max;

for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
frob+= (mat[0] [i] [jl*a_max1)*(mat[0][i][j]*a_max1);
frob = a_max*sqrt(frob);
frobl = 1/frob;

for(i=0;i<N;i++)
{
all[i]
a2[i]

0;
0;
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for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
{
al[i] += mat[0][i][jI*x[j];
a2[i] += mat[1]1[i]1[j1*x[j];

for(i=0;i<N;i++) all[i] *= frobi;
a0=0;

for (i=0;i<N;i++)
a0+=x[il*al1[i];

for(i=0;i<N;i++)
y[i] = aO*a1[i] +a2[il;

free(al);
free(a2);
}
/%
* funkcia_F_eps vysledok vlozi do y
* F_eps(x) := F(x) + D + epsilon*x
*/

void funkcia_F_eps(double *x, double epsilon,
double #***uloha, double *D, double *y)
{
int i;
double *y_temp;

y_temp=(double*)malloc(N*sizeof (double)) ;
funkcia_F(uloha,x,y_temp);

for(i=0;i<N;i++)
y[i]l = y_temp[i]+D[i]+ epsilon*x[i];

free(y_temp) ;
/%
*  jakobian_F vrati vysledok do matice y

* derivacia funkcie F podla x

*/

ol



void jakobian_F( double *x, double **xuloha, double *D, double *x*y)
{

int 1i,j;

double *a_i,a=0,frob=0, frobl, a_max, a_maxl;
a_i=(doublex*)malloc(sizeof (double)*N) ;

a_max = 0;
for(i=0;i<N;i++)
for (j=0;j<N;j++)
if (fabs(uloha[0][i]1[j1) > a_max) a_max= fabs(ulohal[0][i]1[j]1);
a_maxl=1/a_max;

for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
frob+= (ulohal[O0][i][jl*a_max1)*(uloha[0][i][jl*a_max1);
frob = a_max*sqrt(frob);
frobl = 1/frob;

for(i=0;i<N;i++)
a_i[i] = 0;

for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
a_i[i]l+=x[jl*ulohal0] [i][j];
for(i=0;i<N;i++)
a_i[il*=frobi;

a=0;
for(i=0;i<N;i++)
at+=x[i]*a_il[i];

for(i=0;i<N;i++)
for (j=0;j<N;j++)
y[il[j] = 2*a_il[il*a_i[j] + a*uloha[0][i][jl*frobl +
uloha[1][i][j];
free(a_i);

}
/%
* funkcia_Fi vysledok vlozi do y
*
* Fi(a,b) pouziva Fischerovu transformaciu,
* je definovana nasledovne
*
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* Fi(a,b) = sqrt(a~2+b~2) - (a+b)
*/
void funkcia_Fi(double *a, double *b, double *y)
{

int i;

for( i=0; i<N; i++)
y[i] = sqrt(alil*ali] +b[il*b[i]) - (alil+b[i]);

}
/%
* funkcia_ G  vysledok vlozi do y
* G_i(epsilon,x) := Fi(x_i, F_epsilon,i(x) )
* vstupom je x a epsilon ( netreba F_eps(x) )
*/

void funkcia_G( double *x, double epsilon, double ***uloha,
double *D, double x*y)

{
double *z;
z = (doublex)malloc(N*sizeof (double));
funkcia_F_eps(x,epsilon,uloha,D,z);
funkcia Fi( x, z, y);
free(z);
}
/%
* funkcia_f vrati sum(G_k~2)+epsilon~2
vstup staci x_k, epsilon_k (nie z_k)
* [I1H(z) 172 = epsilon~2 + [|G(z)|]"2
*/
double funkcia_f( double *x, double epsilon, double #***uloha,
double *D)
{
int 1i;
double temp;
double *z;
z= (doublex)malloc(N*sizeof (double));
temp = O;

funkcia_G(x,epsilon,uloha,D,z);

for( i=0; i<N; i++)
temp+=z[i]*z[i];

temp+=epsilon*epsilon;

free(z);

return(temp) ;
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/%
* funkcia_beta vrati GAMA*min(1,f(z_k)"T)
*/
double funkcia_beta(double *x_k,double epsilon_k, double #***uloha,
double *D)
{

double temp,f_k;
f_k=funkcia_f(x_k,epsilon_k,uloha,D);
temp = 1<f_k71:f_k;

temp*=GAMA;

return(temp) ;

Subor funkcie.h

#ifndef _FUNKCIE_H
#define _FUNKCIE_H

void funkcia_F(double ***mat,double *x,double *y);
void funkcia_F_eps(double *x, double epsilon,
double #***uloha, double *D, double *y);
void jakobian_F( double *x, double ***uloha, double *D, double *x*y);

void funkcia_Fi(double *a, double *b, double *y);
void funkcia_G( double *x, double epsilon, double ***uloha,
double *D, double *y);
double funkcia_ f( double *x, double epsilon, double ***uloha,
double *D);
double funkcia_beta(double *x_k,double epsilon_k, double #***uloha,
double *D);

#endif //_FUNKCIE_H

o4



Subor generator.cpp

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>

#include '"generator.h"
#include "parametre.h"
#include "funkcie.h"
#include "Regnewt.h"

/***************************************************/

/% */
/% GENERATOR ULOH */
/% */

/***************************************************/

double **vytvor_maticu(int m,int n)
{
int 1i,j;
double **mat;
mat=(doublex**)malloc(sizeof (double*)*m) ;
for(i=0;i<m;i++) mat[i]=(doublex*)malloc(sizeof (double)*n);
for(i=0;i<m;i++)
for(j=0;j<n;j++) mat[i][j1=0;
return mat;

3

void zrus_maticu(double *#*mat,int m,int n)
{

int 1i;

for(i=0;i<m;i++) free(mat[i]);

i=n;

free(mat) ;

}

void citaj_matice(int n, int num, double ***mat)
{

int i,j,k;

FILE *file;

char name[40];

int *xxmat_temp;
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mat_temp = (intx**)malloc(sizeof (int**)*2);
mat_temp[0] = (int**)malloc(sizeof (int*)x*n);
for(i=0;i<n;i++)

mat_temp[0] [i] = (int*)malloc(sizeof(int)*n);
mat_temp[1] = (int**)malloc(sizeof (int*)x*n);
for(i=0;i<n;i++)

mat_temp[1][i] = (int*)malloc(sizeof (int)*n);

sprintf (name, "uloha_%d.txt" ,num) ;

if ((file = fopen(name,"r"))!= NULL)
{
for(i=0;i<2;i++)
{
for(j=0;j<n; j++)
{
for(k=0;k<n;k++) fscanf(file,"%5d ",&mat_templ[i][j][k]);
fscanf(file,"\n");
}
fscanf (file,"\n");
}
fclose(file);
}

else printf("nepodarilo sa otvorit subor %s pre citanie",name);

for(i=0;i<2;i++)
for(j=0;j<n;j++)
for (k=0;k<n;k++)
mat [1] [j] [k]=(double)mat_temp[i] [j] [k];

for(i=0;i<n;i++)
{
free(mat_temp[0] [i]);
free(mat_temp[1][i]);
}
free(mat_temp[0]) ;
free(mat_temp[1]);

/% zapise 2 matice o rozmere n x n do suboru
* S8 nazvom uloha_num.txt
*/

void zapis_matice(double ***mat,int n, int num)
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int i, j,k;

FILE *xfile;

char name[20];
int **xmat_temp;

mat_temp = (intx**)malloc(sizeof (int**)*2);
mat_temp[0] = (int**)malloc(sizeof (int*)x*n);
for(i=0;i<n;i++)

mat_temp[0] [i] = (int*)malloc(sizeof(int)*n);
mat_temp[1] = (int**)malloc(sizeof (int*)x*n);
for(i=0;i<n;i++)

mat_temp[1][i] = (int*)malloc(sizeof (int)*n);

sprintf (name, "uloha_%d.txt" ,num) ;

for(i=0;i<2;i++)
for(j=0;j<n;j++)
for (k=0;k<n;k++)
mat_temp[i] [j] [k]=(int)mat[i] [j] [k];

if( (file = fopen( name,"w" )) != NULL)
{
for(i=0;i<2;i++)
{
for(j=0;j<n;j++)
{
for (k=0;k<n;k++)
fprintf(file,"%5d ",mat_templ[il[j][k1);
fprintf(file,"\n");
+
fprintf(file,"\n");
}
fclose(file);
+

else printf('"nepodarilo sa otvorit subor %s pre zapis'",name);

for(i=0;i<n;i++)
{
free(mat_temp[0] [i]);
free(mat_temp[1][i]);
}
free(mat_temp[0]);
free(mat_temp[1]);
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* vytvori kladne definitnu maticu
* (z uz nadefinovanej matice A -> A°T A
*/
void matica_kladne_def (double **mat,int n)
{

int 1i,j,k;

double **m_vys;

m_vys = vytvor_maticu(n,n);
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++) m_vys[i] [j1=0;
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
for (k=0;k<n;k++)
m_vys[i] [j1+=mat [k] [i]*mat [k] [j1;

for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
mat [i]1 [j1=m_vys[i]l [j1+10;

zrus_maticu(m_vys,n,n);

b

/%

*  vygeneruje dve kladne definitne matice o rozmeroch n x n
* a zapise do suboru uloha_cislo.txt

*/

void generuj_matice(int n,int cislo)

{

int 1i,j,k;
double ***xuloha;
double znamienko;

uloha=(doublex**)malloc(2*xsizeof (doublex*x*)) ;
for(i=0;i<2;i++)
ulohalil=vytvor_maticu(n,n);

for(i=0;i<2;i++)
for(j=0;j<n; j++)
for(k=0;k<n;k++)
{
if (k<j) znamienko = -1;
else znamienko = 1;
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ulohali] [j] [k]=znamienko* (rand()%20) ;
}
for(i=0;i<2;i++)
matica_kladne_def (ulohali] ,n);

zapis_matice(uloha,n,cislo);
for(i=0;i<2;i++)
zrus_maticu(ulohali] ,n,n);

free(uloha) ;
}
/%
* dogeneruje vektor D, tak, aby uloha mala riesenie x_opt
*/

void vytvor_D(int n, double ***mat,double *x_opt,
double *D,double *y_opt)

{
int 1i;
double *y;
y = (double *)malloc(n*sizeof (double));
funkcia_F(mat,x_opt,y);
for(i=0;i<n;i++)
{
if (x_opt[11>0)
{
y_opt[1]1=0;
D[il=-y[i];
}
else
{
y_opt[i] = 1;
D[i] = 1 - yl[il;
}
+
free(y);
}
/%

* vygeneruje vektor, ktory obsahuje nuly a jednotky
*/

void vytvor_x_opt(double *x_opt, int n)

{

int 1i;
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for(i=0;i<n;i++)
x_opt[i] = rand()%2;

Subor generator.h

#ifndef _GENERATOR_H
#define _GENERATOR_H

void generuj_matice(int n,int cislo_ulohy);
void matica_kladne_def(double *#*mat,int n);

void zapis_matice(double ***mat,int n, int num);

void citaj_matice(int n, int num, double ***mat);

void vytvor_D(int n, double **xmat,double *x_opt,
double *D,double *y_opt);

void vytvor_x_opt(double *x_opt, int n);

double **vytvor_maticu(int m,int n);
void zrus_maticu(double *#*mat,int m,int n);

#endif //_GENERATOR_H
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Subor RegNewt.cpp

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <string.h>

#include "RegNewt.h"
#include '"parametre.h"
#include "funkcie.h"

/****************************************/

/* QR rozklad - riesenie systemu x/
/s skok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok sk o sk ok sk ok ok sk o sk ok ok ok ok sk o sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok /

void QRrozklad(double *#*mat, int n, double *y)
{
int i,j,k, nl = n+l;
double aa, s, s_inv, alfa, alfa_inv, sum, xX;

for(j=0; j<n;j++)
{
s=0;
for(i=j;i<n;i++)
{
aa = fabs(mat[i][j]1);
if(aa>s) s=aa;
}
s_inv = 1/s;
sum=0;
for(i=j;i<n;i++)
sum+=(mat[i] [jI*s_inv)*(mat[i] [j]*s_inv);
s = s*x sqrt(sum);
if (mat[jl1[j]l >0) s= -s;
mat[j1[j] = mat[j1[j] - s;
alfa = s* mat[j1[j]1;
alfa_inv = 1/alfa;
for(k=j+1; k<nl; k++)
{
sum=0;
for(i=j;i<n;i++)
sum += mat[i] [j]l*mat[i] [k];
sum*= alfa_inv;
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for(i=j;i<n;i++)
mat[i] [k]= mat[i] [k] + sum*mat([i][j];
}
mat [j][j] = s;

// riesenie sustavy danej trojuholnikovou maticou

y[n-11 = mat[n-1]1[n] / mat[n-1][n-1];
for(i=n-2;i>=0; i--)

{
xx = mat[i] [n1-1];
for(j = i+1; j<m; j++)
xx = xx - mat[i]l [j1*y[j];
y[i]l = xx/mat[i][i];
}
}
[k ok ok ok skok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok ok ok ok ok ok Kok ko /
/* */
/% REGULARIZACNA NEWTONOVA METODA */
/* */

/****************************************/

double find_W(double W, double *f_k )

{
double f_min;
f_min=f_k[0]<f_k[1]?f_k[0]:f_k[1];
f_min=f_min<f_k[2]?f_min:f_k[2];
f_min=f_min<f_k[3]?f_min:f_k[3];
f_min=f_min<f_k[4]?f_min:f_k[4];
f_min=f_min<f_k[5]?f_min:f_k[5];
if (f_k[5] > f_min)
return(f_k[5]);
else
return(W) ;
}
/%
* krok 3 z algoritmu - wurcovanie dlzky 1_k
*/

int find_1( double eps_k, double *x_k, double ***uloha,
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double *D, double d_eps_k, double *d_x_k,double *f, double W)

int 1=-1, yes, 1i;
double eps_1,f_1,f_k;
double *x_1;

x_1=(doublex*)malloc(N*sizeof (double)) ;

do{
yes = 0;
1=1+1;
eps_l=eps_k + (double)pow(DELTA,1) * d_eps_k;
for( i=0;i<N;i++)
x_1[i]l=x_k[i] + (double)pow(DELTA,1)*d_x_k[i];
f_l=funkcia_f(x_1,eps_1,uloha,D);
f_k=funkcia_f(x_k,eps_k,uloha,D);

if( eps_1 > funkcia_beta(x_1l,eps_1,uloha,D)*EPS )
yes += 1;

if( £_1 < W-2%SIGMA*(1-GAMA*EPS)*(double)pow (DELTA,1)*f_k )
yes += 2;

if (1==L_STOP)
{
// printf (" vela iteracii \n");
yes=4;
}
}while(yes < 3);
free(x_1);
return(l) ;

}

/%
* hladanie smeru delta_z

*/

void find_delta_z( double *x_k, double epsilon, double ***uloha,
double *D, double *delta_x_k, double &delta_epsilon_k,
int k)

int 1,];

double **V_k, **sustava;

double beta_k, delta_eps_k;
double *x, *r, *q, *basel, *base2;
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V_k = (doublex*)malloc((N)*sizeof (doublex)) ;
for(i=0;i<N; i++)

V_k[i] = (doublex)malloc((N)*sizeof (double));
sustava = (double**)malloc((N)*sizeof (doublex));
for( i=0;i<N; i++)

sustavali] = (double*)malloc((N+1)x*sizeof (double));
q = (doublex)malloc(N*sizeof (double));

x = (doublex)malloc((N)*sizeof (double)) ;
r = (doublex)malloc ((N)*sizeof (double));
basel = (doublex)malloc(N*sizeof (double));
base2 = (doublex)malloc(N*sizeof (double));

// riesenie delta_epsilon_k
beta_k= funkcia_beta(x_k,epsilon,uloha,D);
delta_eps_k = beta_k * (double)EPS - epsilon;

funkcia F_eps(x_k,epsilon,uloha,D,basel);

for (i=0;i<N;i++)

{
base2[i] = x_k[il*x_k[i] + basel[ilx*basel[il];
qli]=(base2[i] - x_k[i]x*basel[i]+
(basel[i]-x_k[i])*sqrt(base2[i]))/(x_k[i]l*x_k[i]);
}
for(i=0;i<N;i++)
{
r[i]= ( x_k[i]*sqrt(base2[i]) -
sqrt(base2[i]) *(basel[i]+sqrt(base2[i]) ) )
/ (x_k[il*x_k[i]) - x_k[il*delta_eps_k;
}

// U_k - lava strana rovnice
jakobian_F(x_k,uloha,D,V_k);

for(i=0; i<N; i++)
V_k[i][i] += epsilon + q[i];

// zostavenie rozsirenej matice sustavy
for(i = 0; i< N; i++)
for(j= 0; j<N; j++)
sustaval[il[j] = V_k[il[j]1;
for( i = 0; i<N ; i++)
sustaval[i] [N] = r[i];

// riesenie systemu -> delta z_k
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QRrozklad(sustava, N, x);

// rozlozenie na d_epsilon a d_x_k
delta_epsilon_k=delta_eps_k;
for( i = 0; i<N; i++)
delta_x_k[i] = x[il;

for(i=0;i<N;i++)
free(V_k[il);
free(V_k);
for(i=0;i<N;i++)
free(sustavalil);
free(sustava) ;
free(q);
free(basel);
free(base?2) ;
free(x);
free(r);

void posun_f_k(double *f_k, double *x_k, double eps_k,
double ***uloha, double *D)

{

int 1i;

double f=funkcia_f(x_k,eps_k,uloha,D);

for(i=0; i<5; i++)

f_k[i] = f_k[i+1];

f_k[5] = £f;
}
/**********************************************************/
/* */
/* SAMOTNY ALGORITMUS */
/* */
/* REGULARIZATION NEWTON METHOD FOR SOLVING NCP */
/* */

/**********************************************************/

int RegularizationNewton(double *start_point, double **xuloha,
double *D, double *vysledok)
{
int k=0, 1_k, i;
double W = funkcia_f(start_point,EPS,uloha,D);
double *x_k, *y_k, eps_k = EPS;
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//
//

//

//

//

//

int END=0;
double *delta_x_k, delta_eps_k;
double *f_k;

x_k=(double*)malloc(N*sizeof (double));
y_k=(double*)malloc (N*sizeof (double)) ;
delta_x_k=(double*)malloc(N*sizeof (double));
f_k = (doublex)malloc(6*sizeof (double));

for(i=0; i<6; i++)
f_k[i] = W;

for(i =0; i<N; i++)
x_k[i] = start_point[il;

while (1)
{

kontrola, ci uz sme blizko nuly  ...... KROK 1
vypis_vektor(x_k,N);
funkcia_F_eps(x_k,eps_k,uloha,D,y_k);

if ( funkcia_f(x_k,eps_k,uloha,D) < tol_epsilon ) END=1;
if (k==K_STOP)

{
printf ("vysoke k \n");
END=1;

}

if (k!=0)

for(i=0;i<N;i++)
if( fabs(x_k[i])< 1le-10 ) END =1;
if (END==1) break; // ak sme dostatocne blizko nuly, alebo
// je prilis vela iteracii, ukoncime
vypocet smeru kroku delta_z_k  ...... KROK 2
find_delta_z(x_k,eps_k,uloha,D,delta_x_k,delta_eps_k,k);

vypocet "upravy" dlzky kroku -> 1.k = ...... KROK 3

1_k = find_1(eps_k,x_k,uloha,D,delta_eps_k,delta_x_k,f_k,W);
eps_k = eps_k + (double)pow(DELTA,1_k)*delta_eps_k;

x~{k+1} := x~{k} + delta~{1_k} * delta_{x_k}
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for(i =0; i< N; i++)
x_k[i] = x_k[i] +(double)pow(DELTA,1_k)*delta_x_k[i];

posun_f_k(f_k, x_k, eps_k,uloha,D);

k += 1;

for(i=0;i<N;i++)
vysledok[il=x_k[i];

free(x_k);

free(delta_x_k);

free(f_k);

free(y_k);

return k;

Stbor RegNewt.h

#ifndef _REGNEWT_H
#define _REGNEWT_H

void find_delta_z( double *x_k, double epsilon, double ***uloha,
double *D, double *delta_x_k, double &delta_epsilon_k,
int k);

int find_1( double eps_k, double *x_k, double ***uloha, double *D,
double d_eps_k, double *d_x_k, double *f, double W);

double find_W(double W, double *f_k );

void posun_f_k(double *f_k, double *x_k, double eps_k,
double ***xuloha, double #*D);

void QRrozklad(double *#*mat, int n, double *y);

int RegularizationNewton(double *start_point, double **xuloha,
double *D, double *vysledok);

#endif //_REGNEWT_H
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Subor riesitel.cpp

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <string.h>

#include '"parametre.h"
#include "RegNewt.h"
#include "funkcie.h"
#include '"generator.h"

int N=5b;

/*********************************************************/

/* */
/* RIESITEL ULOH x/
/* */

/*********************************************************/

void main(int argc, char x*argv)
{
int i, kroky;
double *D;
double ***uloha;
double *x_opt, *y_opt, *y_vysl;
double *x_start, *vysledok;

if (arge > 1) {

if (!strcmp(argv[1]l, "/?7")) {
printf("Pouzitie: riesitel.exe [N] , kde N je rozmer ulohy.\n");
printf ("Prednastavene N (v pripade ze nie ");
printf("je specifikovane) je 5\n\n");

}

else {
int temp_N = atoi(argv[1]);
if ((temp_N>=2) && (temp_N<=30)) {

N = temp_N;

printf("Uzivatelom zvoleny rozmer ulohy : N=)d\n\n", temp_N);
}
else {

printf ("Nepovoleny rozmer ulohy (povoleny rozsah 2 - 30).\n");
printf ("Pouzije sa prednastavena hodnota N=5\n\n");

¥
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uloha=(doublex**)malloc(2*xsizeof (doublex*x*)) ;
for(i=0;i<2;i++)
ulohalil=vytvor_maticu(N,N);
D=(doublex)malloc(N*sizeof (double));
x_opt=(doublex)malloc(N*sizeof (double)) ;
y_opt=(double*)malloc (N*sizeof (double)) ;
y_vysl=(doublex)malloc (N*sizeof (double));
x_start=(double*)malloc (N*sizeof (double));
vysledok=(doublex)malloc (N*sizeof (double)) ;

int pocet, k_min=K_STOP, k_max=0;
int *kkk;
double suma, priem_odchylka=0, priem_kroky=0;

kkk=(int*)malloc (MAX*sizeof (int)) ;
for(i=0;i<MAX;i++)
kkk[1]=0;

srand( (unsigned)time( NULL ) );

clock_t start, end;
double cas;

start = clock();

for(pocet=0;pocet<MAX; pocet++)
{
generuj_matice(N,1);
citaj_matice(N,1,uloha);

do{
vytvor_x_opt (x_opt,N);
suma=0;
for(i=0;i<N;i++)
suma+=x_opt[i];
}while ((suma<PP) | | (suma>N-PP)) ;
printf(".");

vytvor_D(N,uloha,x_opt,D,y_opt);

for(i=0;i<N;i++)
x_start[i] = x_opt[il+ ODCHYLKA;
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kroky=RegularizationNewton(x_start,uloha,D, vysledok);
funkcia_F_eps(vysledok,0,uloha,D,y_vysl);
kkk [pocet]=kroky;

+
end = clock();
cas = (double) (end-start)/CLOCKS_PER_SEC;

priem_kroky = 0;
for(i=0;i<MAX;i++)

{
if (kkk[i]>k_max) k_max = kkk[i];
if (kkk[i]l<k_min) k_min = kkk[i];
priem_kroky += (double)kkk[i];

}

priem_kroky= (double)priem_kroky/MAX;

printf ("\n\nVYSLEDKY riesenia %d uloh \n", MAX);

printf ("\nROZMER riesenej ulohy: %d",N);

printf ("\ncelkovy CAS : %f sekund",cas);

printf ("\npriem pocet iteracii : %6.3Lf\n", priem_kroky) ;
printf("k_min : %d \nk_max : %d\n\n",k_min,k_max);

printf ("\nStlacte ENTER");

getchar();

for(i=0;i<2;i++)
zrus_maticu(ulohal[i] ,N,N);

free(uloha) ;

free(D);

free(x_opt);

free(y_opt);

free(y_vysl);

free(x_start);

free(vysledok) ;

free(kkk) ;
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Subor parametre.h

#ifndef
#define

_PARAMETRE_H
_PARAMETRE_H

extern int N;

#define
#define

#define

#define
#define

#define

#define
#define
#define
#define
#define

PP 1
ODCHYLKA 0.1

MAX 1000

K_STOP 500
L_STOP 10

tol_epsilon 1e-10

DELTA 0.5
SIGMA 0.00005
T1

EPS 1

GAMA 0.1

#endif //_PARAMETRE_H

//
//

//
//

//

//

rozmer ulohy
pocet 0 (1) je medzi PP a N - PP

aby nebolo vela iteracii pre k
aby nebolo vela iteracii pre 1

tolerancia pre porovnavanie s 0O

parametre algoritmul
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