35 Kapitola 2

Kapitola 2

2.1 MOCENSKE INDEXY

Rozhodovanie situécii, kde jednotlivec alebo skupina jednotlivcov musi
urobit’ kolektivne rozhodnutie je kazdodenny fenomén. Napriklad,
v parlamente je to kolektivne rozhodnutie poslancov, ¢i dany navrh zakona
bude prijaty alebo zamietnuty. VSeobecne v kazdom takomto systéme existuju
Specifické pravidla pre rozhodovanie, napr. aky druh koalicie moze vzniknut’,
kol’ko hlasov je potrebnych na schvalenie apodobne. Rdzne druhy
majoritnych pravidiel sa obvykle pouZzivaji v narodnych parlamentoch, kde je
parlamentna demokracia. Hlavna idea ,,hlasovacej sily*, mocenskych indexov,
je pomerne zlozitd. Prvym navrhom bolo jednoducho pouzit’ sumu hlasov
jednotlivych koalicii. Bohuzial’, takyto spdosob nie je najlepsi. UkaZeme si to
na jednoduchom priklade. Predpokladajme 3 strany, 4, B a C. Strany 4 a B
maju po 30 hlasov navzajom a strana C ma iba 1 hlas. Situacii, ktora nam
takto vznikla, sa zvy&ajne nazyva ,.zakopany snem®. Ziadna zo stran nema
viac ako 50% hlasov, predpokladdme jednoduchu vicsinu, preto vznika
nutnost’ vytvorenia koalicie na ziskanie majority. Vidime, Ze 4 ma na vyber
dve moznosti: B alebo C. To isté plati aj pre B a C. Vsetky strany moézu byt
ucastnikmi dvoch moznych koalicii, ktoré takto uz ziskaji majoritu. Ako
alternativu k poctu hlasov by sme mali skor predpokladat’ pocet koalicii, ktoré
moze strana vytvorit' na ziskanie potrebnej majority. Predpokladajme, Ze
mame $tyri strany s nasledujucimi poc¢tami hlasov: A=B=C=30 a D=1. Teraz
D nema podla nasej volebnej schémy Zziadnu volebnu silu, pretoze ziadna
koalicia nepotrebuje jeho hlas k ziskaniu majority. Teda stana D ma nulovy
koali¢ny potencidl. Ale ¢o sa stane, ak D bude maz 29 hlasov? Stale bude

mat’ nulovt volebnu silu? Prideleny pocet hlasov stranam A4, B a C vytvara
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36 Kapitola 2

takzvany ,,interval nulovej hlasovacej sily* o velkosti [1, 29] hlasov. Teda D
nemoZze svojim spravanim nijako zmenit’ vysledok hlasovania. Takto mozeme
definovat’ mocensky index: Moc strany P s n ¢lenmi sa rovna poctu koalicii,
pre ktoré su clenovia strany P absolitne nevyhnutni na ziskanie vdcsiny,
majority. Takto je definovany aj Banzalfov mocensky index. Mayersonova
hodnota je interpretovana ako urcitd modifikacia Shaplyeovej hodnoty pre
normalnu  hru, vktorej komunikdcia medzi hrd¢mi je obmedzena
neorientovanym grafom. Kazda hrana grafu reprezentuje priamu kooperativnu
komunikaciu medzi hra¢mi, ktori st reprezentovani uzlami na kazdom konci

hrany.

V tejto kapitole si ukdzeme polynomialny algoritmus zalozeny na
generovani funkcii na rieSenie Myersonovej hodnoty vo volebnych hrach
obmedzenych neorientovanym grafom. V zavere pouZzijeme novy generujuci
algoritmus pre pocitanie Myersonovej hodnoty v Rade ministrov Eur6pskej

unie obmedzenej komunikacnou hviezdovitou Struktirou.

2.1.2 MYERSON HODNOTA PRE HLASOVACIE HRY

Vo vseobecnosti, je tazké definovat’ hlavni myslienku hodnoty
indexu. V S$pecidlnych pripadoch, ako napr. volebna ,,sila* sa ukazuji urcité
indicie, ktoré si teraz ukazeme. Prvy ,mocensky index“ bol navrhnuty
Shapleyom a Shubikom [15], ktori pouzili Shapleyovu hodnotu [14] v pripade
jednoduchych hier. Dalii koncept pre ,,silu“ volebnych hlasov bol predstaveny
Banzhafom [1]. Jeho index bol pouzity v argumentoch v réznych sudnych

pojedndvaniach.

Jednoduchd hra je funkcia v:2" — {0,1} ,taka, ze v(N) =1 avje
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37 Kapitola 2

neklesajuca, teda v(S)< w(T), kde ST < N. Koalicia vyhra vol'by, ak
v(S)= 1 aprehra, ak v(S) = 0. Mnozina vsetkych vitaznych koalicii je

oznacena . Predstavme si teraz triedu hier nazvanych vdzené volebné hry.

Budeme pouzivat’ symboly [gq, wy, . . .,w,], kde g je kvota, teda pocet
hlasov potrebnych na priatie volby a wy, . .., w, st véhy, nezdporné celé
&isla. Dalej plati 0 < q< Z w, . Teda mame » hracov, w; je pocet hlasov hraca

i=1
i, a g je kvota potrebna pre koaliciu, aby vyhrala. Potom, jednoduchi hru

modzeme zapisat takto:

Definicia 1: funkcia v:2" — {0,1} definovand pre vietky S < N tak , Ze

I,...ak..w(S)>q,

w(S)=>" _w, , kde v(S):{O ok w(S)<a.

Definicia 2: Shapley-Shubik index pre jednoduchu hru (N ,v ) je vektor

D(N,v) = (4 (N,V),.......4 (N,v)) dany ako

g = 3 ST s a5 i) -
{ieScN} .
_ (s=Dln-s)!
(SeW:S\iteW) n! '

Teraz si predstavime hry, v ktorych je spolupraica medzi hracmi
Ciastocna. Niekol’ko modelov ciastocnej spoluprace bolo odvodenych ako
derivaty, ktoré si odvozené z komunikacnych situacii, ktoré boli predstavené

v pracach Myersona [12] a analyzované v praci Owenoma [13]. Zadajme graf
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38 Kapitola 2

G=(N,E) auvazujme F ={S < N :(S, E(S)) je suvisly podgraf G}. Mnozina

patriaca k F' sa nazyva redlna koalicia.

Pre T'ubovolné S < N, maximalna realna podmnozina S sa nazyva

komponent S. Graf restrikénej hry (N, V' ) je definovany pre vietky S < N,

kde v'(S) = Z w(T) , kde H(S) je vyber komponentov S.
Te[ [(s)

Definicia 3: Myersonova hodnota pre hraca i je dana ®,(N,v") pre vietky
ieNl.

Dalej n-strom G = (N,E) je suvisly, necyklicky graf s [N] = n vrcholov a
Jj-podstrom S z G je mnozina j vrcholov z G, ktory indukuje suvisly podgraf
zG . Podgraf B zgratu G je blok z G, ak bud’ B je most, alebo je to
maximalne 2-vrcholovy stuvisly podgraf z grafu G. Graf G je blok grafu, ak
kazdy blok je uplny graf. Ak G je necyklicky graf alebo strom, tak G je blok
graf.

Konvexnd geometria je kombinatoricky vypis z konvexnych mnozin

predstavenych Edelmanom a Jamisonom [5].

Definicia_4: Systém mnozin F — 2" je konvexny simplex nad N, ak spiiia
podmienky:

(Cl) 0Oe F,
(C2) prienik F je uzavreta mnozina,

(C3) ak SeFa S+ Npotom existuyje ie N/Stak, Ze
SufiteF.
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39 Kapitola 2

Poznamenajme, ze vlastnost (C3) implikuje Ne F. Edelman a
Jamison [5] dokazali, ze graf G = (N,E) je stvisly blok grafu, ak aiba ak
vyber F z podmnozin N, ktoré navodili spojené podgrafy je konvexna

geometria.

Prvok i mnoziny S € F je extrémny bod zS,ak S\ {i} €F.
Mnozina extrémnych bodov S je oznacena ex(S). Ak F je konvexnd mnozZina
aS e F,potom interval [S, S]={Ce F : S €C €S} je Booleova algebra,
kde S =S\ ex(S). Tak [S, S] je izomorfna az 2°®). Taktiez povaZujeme
interval [T,T" ], kde T € F amnozinaT = {i e N : TU{i} € F } . Bilbao [2]

dokazal nasledujuce tvrdenia pre Myerson hodnotu.

Veta I: Majme (N, v) hru anech G=(N, E) je suvisla Cast’ grafu. Ak F je
mnozina podmnozin N, ktoré vytvoria spojité podgrafy, tak Myerson

hodnotu pre 'ubovolného hraca i dostaneme ako

N V)= Y

{TeF')

%( (T)—v(T\{i}) +

Py =Dl =n! 1) S (t)(t —1! (7).

{TeF; \F/*} {TeF"}
F={TeF:ieT}, FF ={TeF:icex(T),(T\{i}) =T"},
Ff={TeF:igl,T Ui eF.T #(T (i)}, kder = | T|, 1 =|T"|.

Veta 2: Majme (N, v) hru, pre ktort v(i)= 0 pre vSetky ie N . Potom

Myersonova hodnota pre 'ubovolného hraca i€ ex(N) je
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40 Kapitola 2

HVV )= S ("Dt#( (T)—w(T\(i}).

(TeF}
kdet=|T|,t = T"|.

Takto moéZeme ziskat' priame vzorce pre Myersonovu hodnotu

vazenych volebnych hier obmedzenych hviezdami.

Veta 3: Nech [ g, w;. ... wy,] je vazena volebna hra taka, ze w; < ¢ pre vSetky
ie Na majme K;,; hviezdu s»n vrcholmi . Ak i€ ex(N), potom
| T =l+w; )
A (N,V" Zw[ Z c; j, kde ¢, je Cislo z j-podstromu
Tz K, , ktory obsahuje i a spifia w(T) =k .

Dokaz: Predpokladajme ,ze hra¢ 1 je stred hviezdy K;,-; . Potom
ex(N)={2,...,n} aprevsetky T € F, pre ktoré plati | 7 | > 2, dokdZeme, Ze
leTaT =N.Podla vety 2 plati

sV )= Y (Dt#( (T) T\ (i) =

{TeFT|>2}

- Z M(V(T)—V(T\{i})) pre vetky i € ex(N) O

(TeFi|T|22} n:
Odkial wWT) — v( T\{i} )= 1 len alen, ak w(T) €[q , q+w-1],
—l+w;

! 1( o
ANV Z(JI)HM( Z c,gJ, kde ¢, je ¢&islo zj-podstromu T

z K .. ktory obsahuje i a spitia w(T) =k o

_40 -



41 Kapitola 2

Veta 4 : Majme [ g ; w, w, | je vazena volebnd hra s w; < g pre vSetky

,,,,,

ie N amajme K, ,.; hviezdu s n vrcholmi. Ak hrac 1 je stredom K ,,.;

potom ¢ (N,v")= Zw[gfz)c}gj,

k=q

kde c,ij je ¢&islo zj-podstromu T zK;,.; ktory obsahuje 1 a spia

w(S)=k.

Dokaz: Nech hrac 1 je centrum hviezdy K, ,.;. Odtial’ v(i)=0 pre vSetky ie N,
teda z vety 1 vyplyva, ze

sV )= Y %( (T) T\ (1)) +

{TeR*:|T[>2}

5 (t_l)!gt:_l)!v(T)— 5 (t)!(t*t:'t—l)!v(T)'

{TeF*:(T|>2} . {TeF (T2}

Z definicie vyplyva, ze
{TeF | TE2}={TeF:leex(T),(T\{1})*=T",|T|22}=

={TeF:(T\{}) =T",|T|=2}.

Odkial T=(T\ {1})" # T = N pre vietky hrany T z hviezdice pre n>3 ,

alebo mnozina je prazdna . Predpokladajme , Ze
{TeF:1e¢T,TU{l}eF,T"#(Tu{l})" #0.

Odtial’ pre l'ubovolné T € F's | T'| > 2 dostaneme ,Ze hrac 1 je centrum, ¢o je

ale spor . Preto dostavame
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42 Kapitola 2

A= T (t—l)!('n—t)!v(T): 5 (t—l)}!q('n—t)!v(T):

(TeF, {T|>2} n: {TeF {T|>2}

5 U-DIm= D&

{j=2} k=q

kde c,ij je &islo z j-podstromu T z K ,,.;, ktory obsahuje hraca 1 a spitia w(T)=k 4

2.1.3 GENERUJUCE FUNKCIE PRE WHITNEYHO CiSLA

Nech G=(N , E) je strom s |N| = n vrcholmi . Cisla A4; (G) z j-
podstromu nazyvame j-Whitneyho cislo z mriezky substromu Stanley [17].

Whitneyho &isla spiiiaju pre cestu P a hviezdu K ,.; s n vrcholmi ubovolného

-1
stromu G, nasledovné  A(P)=n-j+1<4,(G)< [j ] J = A(K,, ).

Jamison [8,9] predkladd generujucu funkciu @G(z):ZAj(G)zj , pre

J=1

Whitneyho ¢isla zo stromu. Najprv predpokladajme lokélne alebo koretiové
verzie. Ak p je Tubovolny vrchol grafu G, potome,(p,z) = Za (G Pz,
j=1

kde a; (G;p) je Cislo j-podstromu stromu G, ktory obsahuje vrchol p grafu G.
Nech G, je strom z G s koretlom p anech D (i; G, )={ke N : ileZi na ceste od

kkp }, je mnozina potomkov vrcholov i v G,. Na zjednodusSenie zapisu ¢, (i

| p ; z ) zavedieme funkciu, ktord budeme oznacovat’ ¢, (1; z ), kde

D=D(i;G, ).

Veta S : Pre 'ubovol'né vrcholy p v strome G méame:
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43 Kapitola 2

a) p(p;z) = zH (I1+ (i | p;2)), kde stcin prechadza cez vSetkych

susedov 7, vychadzajucich z vrcholu p v grafe G.

b) ¢, (2) = Z (i p;z), kde sucet prechadza cez vsetky vrcholov

i stromu G.

Dokaz : Vyplyva z vety 2.1 od Jamisona [8] .0

Priklad : Zostrojme strom G=(N, E ), kde
N={1,2,3.,4,5},

E={{1,2},{1,3},{2,4},{2,5}}.

A4S )1+z) o 1

Obrazok ¢. 2.2: Whitneyove Cisla

Algoritmus pre vypocitanie Whitneyovho Cisla grafu G je zndzorneny
na obrazku ¢.2 .Prvy koren grafu G je vo vrchole 1 a je suvisly so z. Nasledne

rekurzivne dostaneme:
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44 Kapitola 2

G2 =p4|12)=p(5|1;2) =z,
P(2|152) = z(1+ (4| L)1+ p(5| ;2) = z(1+2)’,
e(L;2)=z(1+ 93| L2))1+p(2|1;2) = z(1+ z)(1+ z(1+ 2)°).

Pouzijuc vetu 5 (b) ktora implikuje, ze

DO.(2)= igp(i 12)=z(0+2)(1+z(0+2)*)+z(1+2)* +3z =

=)
=5z+4z7 +42° +3z° + 2°.

Vyber F z podmnoziny N, ktora obsahuje podstrom G, je

F=1{0,{13,{2}, {3}, {4}, {5}, {1,2},{1,3}, {2, 4}, {2,5},{1,2,3}, {1, 2,4},
{1,2,5},{2,4,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5}, N}.

Vysledkom st potom tieto Whitneyove ¢isla:

A(G)=5,4,(G)=4,4,(G)=3,4,(G)=3,4,(G) =1 o

Implementacia Jamisonovho (p) algoritmu podl’a vety 5 je nasledovna.

ALGORITMUS :

Input : strom G ma koren v p
p(p;z) «z
for isusedp do
@(p;z) < @(p;z)(1+ Jamison(i))

endfor

Output: ¢(p;z)
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45 Kapitola 2

2.1.4 GENEROVANIE FUNKCII PRE VAHOVE VOLEBNE HRY

Prezentujme teraz generujucu funkciu pre vypocitanie Myersonovej

hodnoty vo vahovej volebnej hre [ ¢ ; w; ... w,], ktora je ohrani¢ena stromom

yyyyy

G = (N, E ). Generujuca funkcia Cisel 4y (G) z redlnych koalicii S, hracov j
a vahou w(S)=k je dand W, (x,2)=Y > A4, (G)x"z’

k>11<j<n
Ak p je Tubovolny vrchol zG, z koretiove] verzie dostdvame
‘PG(p;x,z):Z Z ckj(G;p)x"zj , kde ¢y (G;p) je cCislo zj-podstromu G,
k>11<j<n

ktory obsahuje p a plati w(S) = k.

Veta7 :Nech [ g, w; wy, ] je vahova hra. Pre 'ubovolny vrchol p v strome

.....

G dostaneme:
@ w(px,2)=x"z[ [A+w(i]p;x,2)),
kde stcin ide cez vsetkych susedov i z p v grafe G.
®) wo(x2)= vl p;x,2),
kde sucet ide cez vietky vrcholy i z G
Dokaz : (a) Mozeme pouzit vetu 5 (a), z ktorej ziskame

w(p;ix,z)=x"z[ [A+y(i| pix,2)= D, []x"z=

{SeF:peS} ieS

= Z x5 :Z Z ckj(G;p)xkzj ,

{SeF:peS} k=0 1<j<n
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46 Kapitola 2

kde F'je vyber z j — podstromu zo stromu G.

(b) Vyplyva priamo z vety 5 (b) O

2.5 MYERSONOVA HODNOTA V EUROPSKEJ UNII

V stcasnosti maju v Eurdpskej unii skutoén moc dve institicie: Rada
ministrov a Europska komisia. Obe maju totiz pravo iniciovat’ legislativu
zavdznu pre vSetky cClenské Staty. Tu sa vSak ich pravomoci rozchadzaju.
Organom, ktory mé pravo navrhnuté eurdpske zakony aj schvalit, je Rada
ministrov zlozena z rezortnych ministrov vsetkych clenskych Statov. Jej
najvyssou formou je Europska rada zlozena zo $éfov Statov a vlad, ktora sa
schadza najmenej dvakrat do roka a prijima kl'ucové politické rozhodnutia.
Rada vzdy reprezentuje zaujmy clenskych statov, ked’ze jej Clenovia — ministri
alebo premiéri — sa zodpovedajii pred narodnymi parlamentmi. Slovensko
bude mat’ v tomto dolezitom organe ,,skromnych* 7 z celkového poctu 321
hlasov, takze pri obhajobe narodnych zaujmov bude vzdy potrebovat’
spojencov. Druhd mocna institucia — Eurdpska komisia, nema sice sama pravo
uzakonit’ legislativu, ma vsak silné¢ vykonné a kontrolné pravomoci, ktorymi
bdie nad jej dodrziavanim. Opiera sa pritom o Eurdpsky stdny dvor, na ktory
podava Zzaloby za porusenie europskych zakonov. Kazdd krajina, vratane
Slovenska, bude mat’ v tomto organe jedného komisara. Slovensky komisar
v8ak v Ziadnom pripade nebude branit’ zdujmy Slovenska. Eurdpska komisia
totiZ straZi vyluc¢ne spolocné eurdpske zdujmy a zodpovedd sa Eurdépskemu
parlamentu. Ten je jedinou demokraticky zvolenou eurdpskou institiciou a
Slovensko v fiom bude mat 14 z celkového poctu 732 poslancov.
Europarlament sa vSak na naozajstny parlament iba podoba. V skuto¢nosti mu

chyba zakladna kompetencia kazdého parlamentu — pravo navrhovat' a
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47 Kapitola 2

schvalovat’ zdkony. Popri konzulta¢nej a spolurozhodovacej funkcii mé tato
ndkladnd a malo efektivna eurdpska institucia iba dve silné pravomoci:
schval'uje rozpocet Eurdpskej Unie a moze odvolat Eurdpsku komisiu.
Komisii pozera na prsty aj Eurdpsky uctovny dvor, ktory kontroluje minanie
eurépskych pefiazi. Vstupom do Unie ziska Slovensko po 9 zastupcov aj v
dvoch konzulta¢nych eurdpskych organoch - Ekonomickom a socidlnom

vybore a Vybore regionov.

V nasledujicich modeloch sme pouzili toolbox  DiscreteMath
'Combinatorica', ktory sa pouziva v pocitatovom systéme Mathematica na
rieSenie kombinatorickych uloh a uloh z tedrie grafov. Bali¢ek zahriia nastroje
na rieSenie kooperativnych hier, vratane rieSenia konceptov, ako napr.

Shapleyove hodnoty.

Herne a Nurmi [7], Widgren [18] a Lane a Maeland [11] vo svojich
pracach Studovali mocenské indicie (Shapley-Shubik a Banzhaf). Teraz si

preverime ich teériu v praxi na priklade z Eurdpskej Unii.

2.5.1 MODEL EU15

Hra zahrna krajiny v rade EU, ktoré si definované nasledovne:
N = {GE, UK, FR, TO, SP, NE, GR, BE, PO, SW, AU, DE, FI, IR, LU},

v =|[q; 10, 10, 10, 10, 8, 5, 5, 5, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 2], je vahovy vektor, ktory nam
hovori, kol'’ko zastupcov ma prislusna krajina v rade EU a q; = 62, q; = 65,
qs=70 st kvoéty (q - pocet hlasov potrebnych na zvolenie). Prezentujeme

vysledky zo systému Mathematica wolframem, ktoré sme dostali pri pocitani

47 -



48

Kapitola 2

Myerson hodnoty zo suhrnu volebnych hlasov v Rade ministrov v Europske;j

unii.

Okrem toho, je tato hra obmedzend komunikacnou Strukturou danou

hviezdou K 14, ktord udava, ze stupenn Nemecka (NE) je 14 a d’alSie krajiny

maju stupen 1. Potom mnozina suvislych koalicii je dana

F ={S < N:Nemecko e S alebo |S| =1} .

Vysledky simulécie su nasledovné:

Tabulka ¢.2.1: Myersonove hodnoty pre jednotlivé krajiny EU15 pri kvotach

62, 65 a 70 potrebnych na vitazstvo

# coyvatelov # volicov Myerson 62 Myerson 65 Myerson 70

Nemecko 0.219 0.115 0.317 0.282 0.227

Anglicko 0.157 0.115 0.0816 0.0904 0.0977
Franctzsko 0.156 0.115 0.0816 0.0904 0.0977
Taliansko 0.155 0.115 0.0816 0.0904 0.0977
Spanielsko 0.106 0.0920 0.0816 0.0904 0.0977
Holandsko 0.0414 0.0575 0.0682 0.0673 0.0782
Grécko 0.0281 0.0575 0.0381 0.0416 0.0445
Belgicko 0.0273 0.0575 0.0381 0.0416 0.0445
Portugalsko 0.0268 0.0575 0.0381 0.0416 0.0445
Svédsko 0.0236 0.0460 0.0381 0.0416 0.0445
Rakuisko 0.0215 0.04¢e0 0.0304 0.0274 0.0284
Dénsko 0.0141 0.0345 0.0304 0.0274 0.0284
Finsko 0.0137 0.0345 0.0252 0.0226 0.0230
frsko 0.00966 0.0345 0.0252 0.0226 0.0230
Tuxarburg 0.00109 0.0230 0.0252 0.0226 0.0230
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49 Kapitola 2

Obrdazok ¢.2.5: Graf Myersonovych hodnot pre jednotlivé krajiny EU1S pri
kvotach 62, 65 a 70
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Anglicko
Franclzsko
Taliansko
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Holandsko
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Portugalsko
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Pocet obyvatelov pugatvolicov Myerson 62 Me 65
rson

Myerson 70
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Tabulka ¢.2.2: Shapley-Shubikove indexy pre jednotlivé krajiny EU15 pri
kvotach 62, 65 a 70 potrebnych na vitazstvo

# obyvatelov # volicov SHA 62 SHA 65 SHA 70
Nemecko 0.219 0.115 0.120 0.118 0.121
Anglicko 0.157 0.115 0.120 0.118 0.121
Francuzsko 0.156 0.115 0.120 0.118 0.121
Taliansko 0.155 0.115 0.120 0.118 0.121
Spanielsko 0.106 0.0920 0.0924 0.0921 0.0994
Holandsko 0.0414 0.0575 0.0566 0.0558 0.0566
Grécko 0.0281 0.0575 0.0566 0.0558 0.0566
Belgicko 0.0273 0.0575 0.0566 0.0558 0.0566
Portugalsko 0.0268 0.0575 0.0566 0.0558 0.0566
Svédsko 0.0236 0.0460 0.0402 0.0472 0.0388
Rakuisko 0.0215 0.0460 0.0402 0.0472 0.0388
Dansko 0.0141 0.0345 0.0331 0.0316 0.0324
Finsko 0.0137 0.0345 0.0331 0.0316 0.0324
frsko 0.00966 0.0345 0.0331 0.0316 0.0324
Luxemburg 0.00109 0.0230 0.0226 0.0220 0.0149

Obrdzok ¢.2.6: Hra s obmedzenou komunikac¢nou Struktirou danou hviezdou
Ki,14

BE Lu

PO IR

SW Fl

AU DE
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Obrdzok ¢.2.7: Shapley-Shubikove indexy pre jednotlivé krajiny EU15 pri

kvotach 62, 65,a 70
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2.5.2 MODEL EU27

Hra zahfia krajiny, o ktorych sa predpokladd, ze sa stanti clenmi EU

v roku 2004, a st definované nasledovne:

N = {GE, UK, FR, IT, SP, PL, RU, NE, GR, CZ, BE, HU, PO, SW, BU, AU,
SR, DE, FN, IR, LI, LA, SL, ES, CY, LU, MA},

v=1]q; 29, 29, 29,29,27,27,14, 13, 12, 12, 12, 12, 12, 10, 10, 10, 7,7, 7,7, 7,
4, 4, 4, 4, 4, 3] je vahovy vektor, ktory nam hovori, kol’ko zastupcov ma
prislusné krajina v rade EU a q; = 193, q» =207, q3=220 st kvéty (q - pocet
hlasov potrebnych na zvolenie). Prezentujeme vysledky zo systému
Mathematica wolframem, ktoré sme dostali pri pocitani Myersonovej hodnoty
zo sthrnu volebnych hlasov v Rade ministrov v Eurépskej Unii. Okrem toho,
je tato hra obmedzena komunikacnou Struktirou danou hviezdou K 5, ktora
udava, Ze stupent Nemecka (NE) je 26 a d’alSie krajiny maju stupen 1. Potom

mnozina suvislych koalicii je dana

F ={S < N:Nemecko e S alebo |S| =1} .

Program tvori prilohu Apendix B.

Vysledky simulacie su nasledovné:
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Tabulka ¢.2.3: Myersonove hodnoty pre jednotlivé krajiny EU27 pri kvétach
62, 65 a 70 potrebnych na vitazstvo

# cbyvatelov # volicov Myerson 193 Myerson 207 Myerson 220
GE 0.170 0.0841 0.449 0.410 0.374
UK 0.123 0.0841 0.0483 0.0518 0.0550
FR 0.123 0.0841 0.0483 0.0518 0.0550
IT 0.120 0.0841 0.0483 0.0518 0.0550
SP 0.0819 0.0783 0.0483 0.0518 0.0550
PL 0.0804 0.0783 0.0446 0.0478 0.0508
RU 0.0467 0.0406 0.0446 0.0478 0.0508
NE 0.0328 0.0377 0.0221 0.0237 0.0251
GR 0.0219 0.0348 0.0205 0.0219 0.0232
CZ 0.0214 0.0348 0.0189 0.0201 0.0214
BE 0.0212 0.0348 0.0189 0.0201 0.0214
HU 0.0210 0.0348 0.0189 0.0201 0.0214
PO 0.0207 0.0348 0.0189 0.0201 0.0214
SW 0.0184 0.0290 0.0189 0.0201 0.0214
BU 0.0171 0.0290 0.0156 0.0167 0.0177
AU 0.0168 0.0290 0.0156 0.0167 0.0177
SR 0.0112 0.0203 0.0156 0.0167 0.0177
B | 0.0110 0.0203 0.0108 0.0116 0.0122
EN 0.0107 0.0203 0.0108 0.011e6 0.0122
IR 0.00778 0.0203 0.0108 0.0116 0.0122
LI 0.00769 0.0203 0.0108 0.011e6 0.0122
1A 0.00507 0.0116 0.0108 0.011e6 0.0122
SL 0.00411 0.0116 0.00614 0.00656 0.00694
ES 0.00301 0.0116 0.00614 0.00656 0.00694
CY 0.00156 0.0116 0.00614 0.00656 0.006%4
U 0.000892 0.0116 0.00614 0.00656 0.00694
MA 0.000788 0.00870 0.00614 0.00656 0.006%4

Tabulka a Graf znazoriuju obyvatel’stvo, pocet volicov a Myersonove
hodnoty pre hlasovacie hry v Rade Eurépskeho spolocenstva, EU27
ohrani¢enej ,,nemeckou hviezdou™ K. Pouzivame vécsinové hlasovacie
pravidlo, predpokladané v pripadoch potrebnej kory 193 (3/4), 207 (5/7) a 220
(4/5) hlasov z 276 voli¢ov v Rade EU.
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Tabulka ¢.2.4: Shapley-Shubikove indexy pre jednotlivé krajiny EU27 pri

kvotach 62, 65 a 70 potrebnych na vitazstvo

# obyvatelov # volicov SHA 193 SHA 207 SHA 220

GE 0.170 0.0841 0.0867 0.0867 0.0867
UK 0.123 0.0841 0.0867 0.0867 0.0867
FR 0.123 0.0841 0.0867 0.0867 0.0867
IT 0.120 0.0841 0.0867 0.0867 0.0867
SP 0.0819 0.0783 0.0802 0.0801 0.0802
PL 0.0804 0.0783 0.0802 0.0801 0.0802
RU 0.0467 0.0406 0.0399 0.0399 0.0399
NE 0.0328 0.0377 0.0370 0.0370 0.0370
GR 0.0219 0.0348 0.0340 0.0340 0.0340
CZ 0.0214 0.0348 0.0340 0.0340 0.0340
BE 0.0212 0.0348 0.0340 0.0340 0.0340
HU 0.0210 0.0348 0.0340 0.0340 0.0340
PO 0.0207 0.0348 0.0340 0.0340 0.0340
SW 0.0184 0.0290 0.0282 0.0282 0.0282
BU 0.0171 0.0290 0.0282 0.0282 0.0282
AU 0.0168 0.0290 0.0282 0.0282 0.0282
—» SR 0.0112 0.0203 0.0196 0.0196 0.0196
DE | 0.0110 0.0203 0.0196 0.0196 0.0196
EN 0.0107 0.0203 0.0196 0.0196 0.0196
IR 0.00778 0.0203 0.0196 0.0196 0.0196
LI 0.00769 0.0203 0.0196 0.0196 0.0196
LA 0.00507 0.0116 0.0111 0.0111 0.0111
SL 0.00411 0.0116 0.0111 0.0111 0.0111
ES 0.00301 0.0116 0.0111 0.0111 0.0111
CY 0.00156 0.0116 0.0111 0.0111 0.0111
LU 0.000892 0.0116 0.0111 0.0111 0.0111
MA 0.000788 0.00870 0.00830 0.00829 0.00830
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55
Obrdazok ¢.2.8: Shapley-Shubikove indexy pre jednotlivé krajiny EU27 pri

kvétach 193,207, a 220

0.15

0.1

0.05

Pocet obyvatelov

Pocet volitov

SHA 197

edsko
Bulharsko
Rakusko
Slovensko
Dansko
Finsko
Irsko
Loty$sko
Litva
Slovinsko
Estonsko
Cyprus
Luxemburg

Malta

SHA207 SHA220

_55._



56 Kapitola 2

ZAVER.

V sucasnosti neexistuje Ziadna literatira zaoberajica sa hlasovacimi
hrami v slovenc¢ine. Touto diplomovou pracou sme sa pokusili poskytnat
vSeobecny prehlad tedrie volebnych hier, vybudovanie terminologie
a nacrtnutie zakladnych problémov, ktoré sa v tejto tedrii vyskytuju. Vsetky
poznatky sme ziskali z odbornych ¢lankov, ktoré su pristupné na internete.
Problematika volebnych hier je medziodborova vedna disciplina, ktorej sa
venuju jednak ekondomovia, sociologovia, ba dokonca aj pravnici. V druhe;j
kapitole sme sa podrobnejSie zaoberali novym principom generovanie
mocenskych indexov. Mocensky index sme definovali nasledovne: Moc strany
P s n ¢lenmi sa rovna poctu koalicii, pre ktoré su clenovia strany P absolutne
nevyhnutni na ziskanie majority. Mayersonova hodnota je interpretovand ako
ur¢itd modifikdcia Shaplyeovej hodnoty pre normdlnu hru, v ktorej je
komunikacia medzi hraémi obmedzena neorientovanym grafom. Kazda hrana
grafu reprezentuje priamu kooperativnhu komunikaciu medzi hra¢mi, ktori su

reprezentovanimi uzlami na kazdom konci hrany.

V stucasnej dobe su najpouzivanejSie indexy: Myersonova hodnota a
Shapley-Shubikov index. Teoriu tychto mocenskych indexov sme aplikovali
na modely EU1I5 a EU27 s obmedzenou komunikac¢nou Struktirou danou

hviezdou K1,14 resp. K1,26.

V softwérovom balicku Mathematica sme naprogramovali generovanie
Myersonovej hodnoty a Shapley-Shubikovho indexu. Vysledky simulacie nam
davaju jasnu predstavu o tom, ako ovplyvni ,,mocensku silu“ jednotlivych
krajin EU pribratie novych ¢lenov. Za zmienku stoji aj fakt aka velku

,»volebnu silu® bude mat’ Slovensko v novej Eurdpe.
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X3 Prilohy

Priloha A
ZAKLADNE POJMY

Tedria hier (TH) sa zaobera rieSenim konfliktnych a nekonfliktnych
situécii.

Nekonfliktna situdcia je taka rozhodovacia situécia, ktorej sa zacastiiuje
iba jeden hra¢. Aby sa mohol rozhodnut, musi poznat mnozinu vsetkych
svojich moznych rozhodnuti a vediet’ ocenit’ vSetky svoje rozhodnutia.

Konfliktnd situdcia (konflikt) je taka rozhodovacia situacia, ktora
vyhovuje nasledujucim podmienkam:

e Pocet ucastnikov konfliktu je konecny.

e Kazdy ucastnik konfliktu poznd mnozinu vsetkych svojich
rozhodnuti (stratégii) a mnoziny rozhodnuti svojich stuperov.

e Kazdy ucastnik konfliktu vie ocenit’ svoje rozhodnutie

vzhl'adom na rozhodnutie svojich superov.

Na zaklade urcitych kritérii si ti€astnici konfliktnej situacie vybert jednu
svoju stratégiu. Konflikt sa riesi z hI'adiska prvého ucastnika. Predpokladajme,
ze aspon jeden uCastnik je inteligentny, t.j. rozhoduje sa tak, aby boli jeho
rozhodnutia ¢o najvyhodnejSie pre neho. Neinteligentnych ucastnikov
charakterizuje nahodny mechanizmus rozhodovania (priroda). Ak pozname
mechanizmus spravania neinteligentného ucastnika, hovorime o rizikovom
rozhodovani, v opatnom pripade o rozhodovani pri neuréitosti. Utastnik
konfliktu, ktory sa spravdepodobnostou p chovd ako inteligentny

a s pravdepodobnost'ou /-p ako neinteligentny, sa nazyva p- inteligentny.

Rozoznavame nasledujuce druhy konfliktnych situécii :
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Antagonisticky konflikt. Ak sa konfliktu zGcastiuja 2
inteligentni UcCastnici avolia svoje stratégie tak, aby si
zabezpecili maximalne vyhry. PriCom vyhra jedného ucastnika
ide na ukor druhého tucastnika (spolocenské hry, vojensky
konflikt).

Neantagonisticky konflikt. Konfliktu sa zucastiiuju najmenej 2
Ucastnici. Aj tu inteligentni Gc¢astnici maximalizuju svoje vyhry.
Vyhra jedného ucastnika ide na ukor ostatnych ucastnikov. Ak
navySe UCastnici mozu uzatvarat zaviazné dohody o svojich
rozhodnutiach, hovorime o kooperativnej teorii. Ak dochadza aj
k prerozdelovaniu vyhier Gcastnikov, hovorime o kooperativnej
teorii s prenosnou vyhrou. Ak vsak vyhry nie je mozné znovu
prerozdelit, hovorime o kooperativnej teorii s neprenosnou

vyhrou.

V pripadoch, ked’ tcastnici konfliktu maju moznost’ viackrat za sebou

rozhodovat’ hovorime, ze maju viac £ahov(Sach, dima, piskorky). Podl'a poctu

ucastnikov delime konfliktné situacie na konflikty sdvoma ucastnikmi

a viacerymi ucastnikmi.

1.1 HRA V NORMALNOM TVARE

Podobnost” medzi salonnymi hrami a ekonomickymi alebo vojenskymi

rozhodnutiami matematicky formalizovali J. von Neuman a O. Morgenstern.

U nés sa problematikou zaoberali Turnovec, Chobot a Winkelbauer.
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Definicia 1.1 :

Nech Q={1,2,3,...,N} je konecnd neprazdna mnoZina. Jej
prvky nazveme hrd¢mi. Dalej mame N mnozin

X1, X2, Xz, ..., Xy a Nrealnych funkcii

M(x;, x2 X3, .. Xn),... Mn(x1, X2 x3 .. xn) definovanych na
mnozine X; xXoxXzx..x Xn.

Hrou N hrdcéov v normdlnom tvare rozumieme mnozinu

{0; X1,X2,X53,...Xn; Mi(x; x2x3,.., XN),.... Mn(x1, X2, X3, ., Xn)/,
kde Q je mnozina hracov, X; je priestor stratégii i-teho hraca,
X; eX; je stratégia i-teho hraca a Mi(x; x, x3

hovorime, Ze hrac i zaplati (prehrd) Ciastku—M;(x; x5 x3. .. xn)

Hru v normalnom tvare povazujeme za matematicky model konfliktne;j

situacie. Kazdy hra¢ ie Q voli nejaky prvok x; ¢ X;. Potom hraci svoje vol'by

zverejnia a i-ty hra¢ dostane Ciastku Mi(x;x2 x3 .. xy) .Predpokladéd sa, ze

vSetkym hra¢om st zname vsetky prvky hry, t.j. aj stratégie ostatnych hracov.

Priklad A.1.2.

0={1, 2}, X;={0, 1}, X>={0, 1}
Mi(x1, x2)=2 x1+ X2, Ma(x1, X2)=-2 X1 - X2

Vyplaty hraca 1 sa M;(0, 0)=0, M0, 1)=1, M,(1, 0)=2,

M,(1, 1)=3 ahraca 2 st platby M>(0, 0)=0, Mx(0, 1)=-1, Mx(1,
0)=-2, M>(1, 1)=-3. Hrac¢ 2 nikdy nevyhrava. Ak su obaja hraci

inteligentni, snazia sa ¢o najviac vyhrat’ a o najmenej prehrat’.

Budu volit x;=1, x,=0

X5
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Definicia_1.2.: Hru v normalnom tvare nazveme konecnou, ak priestory
stratégii vSetkych hracov st konecné mnoziny, indc¢ ju

nazveme nekonecnou e
Priklad A.1.3. Priklad A.1.2 je kone¢na hra.

Definicia 1.2.: Hru v normalnom tvare, v ktorej Vie Q,

Vx, eX, , ZMi(xl,xz,xp...,xN):K,
icQ

kde Kje konStanta nezdvisld na volbe stratégii
X,,X,,X;,..., X, , Nazyvame hra s konStantnym suctom vyplat.
Ak K=0 hovorime o hre s nulovym suctom vyplat. Ak siucet

ZM[(xl,xz,x3,...,xN):K zavisi od zvolenych stratégii
icQ

hovorime o hre s nekonstantnym suctom e

Priklad A.1.4. Priklad A.1.2 je hra s nulovym suctom.

Priklad A.1.5. 0={1, 2, 3}, X;={0, 2}, Xo={1, 2} , X5={2, 3, 4}
M](X], XZ,Xg): Xx;+ 2x2 +3X3 s
Mg(X], X2, X3):— Xyt 2)(,'2—)(3 s
M;s(x1, x2, x3)= X2 + X3,
3
Pretoze plati ZM,.(xl,xz,xl) =5x,+3x, ide ohru 3 hracov
i=l1

v normalnom tvare s nekonstantnym suctom.

Priklad A.1.6. Dve firmy A a B sttazia o trhy v n krajinach. Firmy A, B uz

investovali Ciastky [Sk] a;, b;,i =1, ..., n a chct investovat’ do
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reklamy a rozvoja sluzieb Ciastky a, b. Predpoklada sa, ze obe
firmy investuju rovnako efektivne, atak celkovy objem
objednavok i-tej krajiny s; sa rozdeli proporcionalne
k investovanym sumam. Ako maji optimalne investovat
firmy A, B Ciastky a, b?

Budeme predpokladat’, ze do kazdej z krajin investovala

asponl jedna firma tj. a,+b, > 0. Ozna¢ime x,,y, dodatocny

pocet Sk investovanych firmami A, B do i-tej krajiny

s priestormi stratégii

X:{er; :ij:a}
j=1
Y:{yeE;:Zyjzb}
j=1

Celkovy objem objednavok ziskanych firmami A., B je

L (ai+xi)si

Ml(x+y)zz

b
o X, +y +a+b

X (bl+yl)sl
M2(x+y):§‘x,+y4+a,+b,‘

Vidime, Ze ide o nekone¢nu hru dvoch hracov s konStantnym
suctom

Ml(x,y)+M2 (x,y): s, =K.

i
i=1
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1.2 NEKONFLIKTNA ROZHODOVACIA SITUACIA

Matematickym modelom nekonfliktnej rozhodovacej situacie je hra
v normalnom tvare, v ktorej sa snazi jediny hrac¢, najst’ v priestore stratégii X;
taku stratégiu x, € X, ktord mu zabezpe&i maximalnu vyhru M (x,).
Definicia_1.4.: Nech { 0, X, M (x)} je hra vnormalnom tvare, ktord je
modelom nekonfliktnej situacie. Optimdlnou stratégiou
v tejto hre rozumieme taky prvok x” € X', pre ktory plati
M(x) = max M (x)

Ak taky prvok neexistuje hovorime, Ze hra nema rieSenie ®

2.1 ANTAGONISTICKY KONFLIKT

Matematickym modelom antagonistického konfliktu je hra 2 hracov
s konStantnym suctom. Stratégia hraCov je tu zaloZend na zasade: Krfo sa
odchyli neméze si prilepsit. Ziadna odchylka od takej stratégie hrada nemdze
priniest” hra¢om vyhodu za predpokladu, ze stper (druhy hra¢) zachovava tito

stratégiu.

Definicia 2.1. : Nech
{0=1{12},x, .M, (x,7), M, (x,y)}
je hra v normalnom tvare s konstantnym suctom. Stratégie
x"e€X a y' €Y nazveme rovnoviine, ak pre Vxe X a

VyeYje

M, (x,y*) <M, (x*,y*)
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M, (x'y )< My(x,y")
Dvojicou  x°,y° budeme tieZ nazyvat rovnovdinou
stratégiou hry. Ak je

{0={L2}, %7, M (x)}

hra v normdlnom tvare 2 hracov s nulovym suctom, potom

moZeme nerovnosti

M](x,y*)SMl( ,y)aM( y) M( X',y )prepisat’

M(xy)sM(x.y") <M(x".)

Cislo M (x*, y*) nazyvame cena hry e

3.1 NEANTAGONISTICKY KONFLIKT DVOCH UCASTNIKOV

Castejsie ako s antagonistickymi konfliktmi sa stretivame s konfliktmi,
v ktorych kazdy z inteligentnych uc¢astnikov sleduje svoje zaujmy, ktoré su len
cCiastocne protichodné. Vznika moznost koordindcie volebnych rozhodnuti

s cielom dosiahnut’ obojstranne vyhody.

Definicia 3.1. : Nech X,Y su neprazdne mnoziny. Neantagonistickou hrou

dvoch hrdcov rozumieme hru v normalnom tvare

{0={1,2},X,Y,M,(x,),M,(x,y)}

s nekons$tantnym suctom

M, (x,y)+M,(x+y)=u(x,y)

Hovorime o neantagonistickej hre:

e nekooperativnej — ak nie je mozna dohoda medzi hra¢mi,
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o kooperativnej s prenosnou vyhrou — ak je mozna dohoda
medzi hra¢mi o stratégii aj prerozdeleni vyhry.
o kooperativnej s neprenosnou vyhrou — ak je mozna len

dohoda medzi hraémi o stratégii e

Definicia 3.2. :  Nech (x*,y") je dvojica rovnovaznych stratégii v hre
{0=1{1,2},X,Y,M,(x,y),M,(x,y)} s vlastnostou
M, (x,y )= M, (x',y"),
M, (x,y")= M, (x",y"),
kde (x", ") je Pubovoln4 ind dvojica rovnovaznych stratégii
hry {0={12},X,Y,M,(x,y),M,(x,y)}. Potom dvojicu
(x.»") nazveme dominovanou dvojicou rovnoviznych

stratégii (dominovanou rovnovaznou stratégiou) hry e

Ml(x,y),M2 (x,y) 1 2 3
1 3,2 1,2 -89
2 1,1 4,4 -4,3
3 - 8,9 1,-2 -3,-3

Tabulka 3.1: Dominovane rovnovazne stratégie
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Priklad A.3.1. (Dve dominovane rovnovazne stratégie) Mame nekooperativnu

hru urCentt tabulkou 3.1. Rozhodnime, ¢i je dominujuca

rovnovazna stratégia hry racionalnou vol'bou oboch hracov.

V tejto hre mame dve dvojice dominujucich rovnovaznych

stratégii x =1, y'=3 a x'=3, y'=1. Pri nedostatku komunikécie

. v . AWV v . * * * *
medzi hraémi sa moze stat, ze zvoliax =1, y =l ax =3, y =3,

ktoré st pre oboch hracov nepriaznivé. Pre raciondlnu vol'bu to

nestaci, je potrebna dohoda o stratégii.

Problematicktl situaciu v priklade 3.1 mozno vylucit

nasledujticou definiciou.

Definicia 3.3. :

Nech /je T'ubovolnd mnozina indexov, taka ze (x;, yi*) ,
iel sit  dvojice  rovnovaznych  stratégii = hry
{Q ={1,2},X,Y, M, (x,y), M, (x,y)} . Potom mnozinu
Z dvojic rovnovaznych stratégii nazveme zdmennou
sustavou, ak sa funk¢né hodnoty vyplatnych funkcii nezmenia
prizdmene x ,iel zaxa y,,iel zay, tj.

5

Z:{(xf,y,*):iel,Ml(xl ,y;):ml*,MZ(x:,y;)zm;,jeI}.

4.1 HRY N HRACOV

Budeme predpokladat’, ze kazdy z N hra¢ov (N > 2) je inteligentny

hrac.

X1
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4.1.1 NEKOOPERATIVNE HRY N HRACOV

) . y s * * * * * * .
Definicia 4.1. : N-ticu stratégii x :(xl,xz,xp...,xN),xi eX,i=L..,N

nazveme rovmovdinou  stratégiou vhre N  hracov
v normalnom tvare

{O0={L. N} X X M (%), M, ()}
ak pre Vi=1,..,N Vx, € X, plati

* * * * *
Ml(x oo X 1 15X X s X N)SM,.(x PR N) .

Pozndmka: RovnovaZzna stratégia ni¢ nehovori o priebehu konfliktu, ak sa od
nej odchylia obaja hraci naraz! Je vyznamna najma4, ak je urcena

jednoznacne.

Veta 4.1: Nech hra N hra¢ov ma v normalnom tvare tieto vlastnosti:
e X;su kompaktné konvexné podmnoziny euklidovského

E™i=1,...,N priestoru,
e M, (xl,...,xi,...,xN) su konkavne funkcie v premennych x, € X, ,

N
o funkcia ) M, (x)je spojitd na X, x X, x X, x..x X,

i=l1
e Vx, eX, pevné funkcie M, (x,,...,X,,...,x, ) Spojité na mnoZine
X xoox X, xX, . xX,.

1

Potom ma hra aspor jednu N-ticu rovnovdaznych stratégii.
4.1.2 KOOPERATIVNE HRY N HRACOV

KluCovymi pojmami v tedrii kooperativnych hier viacerych hracov je
pojem koalicia a koali¢nd Struktira.

X12



X13 Prilohy

Definicia 4.2: Uvazujme hru v normalnom tvare s mnoZinou hracov
0={1,2,..,N}). Koaliciou vtejto hre nazyvame kazda
podmnozinu Sc Q. Koalicnou Struktiurou v tejto hre
rozumieme mnozinu

K :{Ki ri=1..rK, 0 JK, :Q}.
i=1
Ak pre koali¢nu struktaru K plati pre Vi, j € Q,i# j

KiﬂKj =0, hovorime o ,volnej disjunktnej koalicnej

Struktire (DKS), v opaénom pripade hovorime o nedisjunktnej
koalicnej Strukture (NKS) ¢

4.1.3 HRY V TVARE CHARAKTERISTICKEJ FUNKCIE

Pri analyze hier s DKS s prenosnymi vyhrami nie je nutné sledovat
¢innost” hracov tvoriacich koaliciu, sta¢i poznat’ kvantitativnu charakteristiku

sily koalicie.

Definicia 4.3: Nech Q={1,2,...,N}. Charakteristickou funkciou hry s
mnozinou hracov Q rozumieme (mnozinovu) realnu funkciu
viS—>R,ScCQ,
ktord ma tieto vlastnosti:

v(0)=0
v(S,)+v(S,)<v(S,US,), V8,8, < 0,5,NS, =0

Dvojicu (Q,v)nazyvame (kooperativnou) hrou N hrdcov

v tvare charakteristickej funkcie o
Pozndmka : Superaditivnost’

v(S,)+v(S,)<v(S,US,),VS,S, 0,5 NS, =0

charakteristickej funkcie vyjadruje vlastnost, Ze vyhra vicsej

koalicie je najmenej rovna suctu vyhier mensich koalicii.
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Definicia 4.4: Hru v tvare charakteristickej funkcie nazveme

hrou s konStantnym suctom, ak pre kazdu koali¢nu Struktiru

{K.,K,,K;,...,K, } plati

v(K,)+v(K,)+..+v(K,)=v(Q) e

X14
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Priloha B

ZDROJOVY KOD PROGRAMU ZO SOFTVERA MATHEMATICA

Clear|[n, graph, weight, edges, q, f]
n = 27; graph = Star[n];

COuntl‘ieS — {"GE”, "UK", "FR”, "IT", "SP”, "PL", "RU", ”NE", ”GR", ”CZ", ”BE”,"HU",
"PO”, "SW", ”BU", "AU", "SR", ”DE", "FN", "IR", "LI", ”LA", "SL","ES", "CY", ”LU",
HMAH};

population = {82.038, 59.247, 58.966, 57.612, 39.394, 38.667, 22.489, 15.760, 10.533,
10.290, 10.213, 10.092, 9.980, 8.854, 8.230, 8.082, 5.393, 5.313, 5.160,

3.744,3.701, 2.439, 1.978, 1.446, 0.752, 0.429, 0.379};

PUE = SetPrecision[%/Plus @@ %, 3]

ShowLabeledGraph|[graf, countries]

weights = {29,29,29, 29,27,27,14,13, 12,12, 12, 12, 12, 10, 10, 10, 7,7, 7,7, 7,4, 4, 4, 4, 4, 3};
VUE = SetPrecision[%/Plus @@ %, 3]

edges = Flatten[Prepend[ {n}, #]] & /@ Partition[Range[n - 1], 1]

f[{i_}, weights_List, edges List] :=

Module[ {arcs, A, adjacents, factor, value},arcs = edges;

A = Select[arcs, (MemberQ[#, i]) &];adjacents = Complement[Flatten[A], {i}];
arcs = Complement[arcs, AJ;

factor = (1 + {[#, weights, arcs]) & /@ Partition[adjacents, 1];

value = z*x"(weights[[i]])*Times @@ factor;

factor =. & /(@ Partition[adjacents, 1];

Return[value]]

MyersonStarPlayer[i_, weights List, q ] :=

Module[ {g, coeff, m, gg},g = Expand[f] {i}, weights, edges]];coeff = CoefficientList[g, x];
m = Exponent[g, x] + 1;gg = Apply[Plus, coeff[[Range[q + 1, Min[m, q + weights[[i]]]]]]];
Sum|[Coefficient[gg, z"j]*(j - 1)!*(n -))!, {j, 2, n}]/n!]

MyersonStarCenter[weights List, q ] :=

Module[ {g, coeff, m, gg},g = Expand[f] {n}, weights, edges]];coeff = CoefficientList[g, X];
m = Exponent[g, x] + 1;gg = Apply[Plus, coeff[[Range[q + 1, m]]]];

Sum[Coefficient[gg, z"j]*( - D!*(n -))!, {j, 2, n}]/n!]

MyersonStarExtreme[weights List, q ] := Module[{value},
value = Table[MyersonStarPlayer[i, weights, q], {i,n - 1}];

Return[value]]

MyersonStar[weights List,q | :=

X15
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Prepend[MyersonStarExtreme[weights, q], MyersonStarCenter[weights, q]]
b = SetPrecision[MyersonStar[weights, 207], 3];

a = SetPrecision[MyersonStar[weights, 193], 3];
¢ = SetPrecision[MyersonStar[weights, 250], 3]

>

TableForm|[Transpose[ {PUE, VUE, a, b, c}],
TableHeadings -> {countries, {"# obyvatelov", "# voli\[CHacek]ov",
"Myerson 193", "Myerson 207", "Myerson 220 \n"} } ]

grafMyeUE =
BarChart3D[ {Reverse[PUE], Reverse[ VUE], Reverse[a], Reverse[b], Reverse[c]},

Boxed -> True, BoxRatios -> {0.5, 1, 0.5}, ViewPoint -> {0.4, -2.5, 0.5},

Ticks > {{{1, "Po\[CHacek]et obyvate\:017eov"}, {2,
"Po\[CHacek]et voli\[CHacek]ov"}, {3, "Myerson 193"}, {4,
"Myerson 207"}, {5, "Myerson 220"} }, {{27, "Germany"}, {26,
"United Kingdom"}, {25, "France"}, {24, "ltaly"}, {23,
"Spain"}, {22, "Poland"}, {21, "Romania"}, {20,
"Netherlands"}, {19, "Greece"}, {18, "Czech Republic"}, {17,
"Belgium"}, {16, "Hungary"}, {15, "Portugal"}, {14,
"Sweeden"}, {13, "Bulgaria"}, {12, "Austria"}, {11,
"Slovak Republic"}, {10, "Denmark"}, {9, "Finland"}, {8,
"Ireland"}, {7, "Lithuania"}, {6, "Latvia"}, {5, "Slovenia"}, {4,
"Estonia"}, {3, "Cyprus"}, {2, "Luxembourg"}, {1, "Malta"}},

Automatic}, DefaultFont -> {"Arial", 12}]

ssG[weights List] := Times @@ (1 + z x"weights)
Length[ssG[votosUE] // Expand]
ssPowerPlus[weights List, q_Integer] :=

Module[ {n = Length[weights], delw, sw, g, gg, coefi},

Table[delw = Delete[weights, i];

g = ssG[delw];

sw = Apply[Plus, delw] + 1;

coefi = CoefficientList[g, X];

gg = Apply[Plus, coefi[[

Range[Max[1, q - weights[[i]] + 1], Min[q, sw]]]]];
Sum[Coefficient[gg, z, j] j! (n-j - DI, {j,n-1}], {i, n}]/n!]

Timing[ssPowerPlus[votosUE, 62]]
Timing[ssPowerPlus[votosUE, 70]];

shaUE = Table[SetPrecision[ssPowerPlus[votosUE, i], 3], {i, 193, 221}];

TableForm[Transpose[ {PUE, VUE,

SetPrecision[shaUE[[2]], 3], SetPrecision[shaUE[[5]], 3],
SetPrecision[shaUE[[9]], 3]}],

TableHeadings -> {countries, {"# obyvate\:017eov", "# voli\[CHacek]ov",

"SHA 193", "SHA 207", "SHA 220 \n "}}]
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grafMyeUE =
BarChart3D[ {Reverse[PUE], Reverse[ VUE], Reverse[shaUE[[2]]],
Reverse[shaUE[[5]]], Reverse[shaUE[[9]]]}, Boxed -> True,

BoxRatios -> {0.5, 1, 0.5}, ViewPoint -> {0.4, -2.5, 0.5},

Ticks > {{{1, "Po\[CHacek]et obyvate\:017eov"}, {2,
"Po\[CHacek]et voli\[CHacek]ov"}, {3, "SHA 193"}, {4,
"SHA 207"}, {5, "SHA 220"}}, {{27, "Germany"}, {26,
"United Kingdom"}, {25, "France"}, {24, "Italy"}, {23,
"Spain"}, {22, "Poland"}, {21, "Romania"}, {20,
"Netherlands"}, {19, "Greece"}, {18, "Czech Republic"}, {17,
"Belgium"}, {16, "Hungary"}, {15, "Portugal"}, {14,
"Sweeden"}, {13, "Bulgaria"}, {12, "Austria"}, {11,

"Slovak Republic"}, {10, "Denmark"}, {9, "Finland"}, {8,

"Ireland"}, {7, "Lithuania"}, {6, "Latvia"}, {5, "Slovenia"}, {4,

"Estonia"}, {3, "Cyprus"}, {2, "Luxembourg"}, {1, "Malta"}},
Automatic}, DefaultFont -> {"Arial", 12}]

TableForm[Transpose[ {PUE, VUE, a, shaUE[[1]], b, shaUE[[2]], ¢, shaUE[[3]]}],
TableHeadings -> {countries, {"Po\[CHacek]et obyvate\:017eov",
"Po\[CHacek]et voli\[CHacek]ov", "Myerson 62", "SHA 62", "Myerson 65",
"SHA 65", "Myerson 70", "SHA 70 \n"}}
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