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Uvod

Vytvorenie portfélia, ktoré bude dosahovat solidne vynosy pocas celej doby nie
je len problém vybrat vhodné aktiva do portfdlia, ale z uz vybranych aktiv spravne
zvolit ich vahy v portféliu. Vhodné zastupenie jednotlivych aktiv nemoZno urcit
len prirodzenou intuiciou. Uspech v investovani mézeme dosiahnut, ak budeme
precizne analyzovat aktiva a nésledne optimalizovat portfélio. Optimalizacia port-
folia je proces analyzy aktiv a riadenia aktiv v portféliu tak, aby vynos portfélia bol
pri danej hodnote rizika najvyssi. Prakticka realizacia spociva v modelovani port-
félia ako optimalizacného matematického modelu. Preto je zdujmom matematikov
hladat metddy ako efektivne takéto tlohy riesit. Medzi nové a populdrne metédy
sa jednoznacne zaradili metéody vnutorného bodu. Prave jednou z tychto metod
sa zaobera tato diplomova praca.

Cielom teoretickej Casti prace je na modeli optimalneho portfélia popisat algo-
ritmus primarno-duédlnej metédy vnutorného bodu. Cielom praktickej ¢asti bolo
ziskat prehlad o dostupnosti softvéru na internete, v ktorom je implementovand
spomenutd metoda a pre rozne dimenzie tloh optimalizdcie portfélia otestovat
funkénost a rychlost vybraného softvéru. Pocitané tlohy boli modely optimaliza-
cie portfélia s fixnymi transakénymi nakladmi ako aj s variabilnymi transakénymi
nakladmi. Vysledky st zhrnuté v zavere poslednej kapitoly.

Prva kapitola sa venuje teoretickym poznatkom Markowitzovho modelu port-
félia. Pred samotnym vytvorenim portfélia potrebujeme poznat oc¢akavané vynosy
a volatilitu akcii. V prvej Casti uvadzame moznost vypoctu ocakavanych navrat-
nosti. Na priklade dvoch aktiv v portféliu si ukazeme ako sa tvori portfélio. Tento
priklad potom zovSeobecnime na lubovolny pocet aktiv v portféliu. Vysledkom
je model portfélia, v ktorom sa hladd vhodnd kombinacia vynosu a rizika pri
ohraniceniach, ktoré obmedzuju drzanie aktiv. Zaver kapitoly je venovany real-
nej situacii na trhu, kde kazdy obchod s akciami je spoplatneny. Markowitzov
model rozsirime o transakéné naklady. Model odvodeny v tejto kapitole je illohou

kvadratického programovania. Zdrojom informacii boli [1], [5], [10].
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V druhej kapitole popiSeme vlastnosti lohy kvadratického programovania. Od-
vodime dudlnu tlohu k primarnej tlohe a podmienky optimality k obom tloham.
Dosiahnuté poznatky vyuzijeme pri odvodeni algoritmu metédy vnutorného bodu.
Kapitola bola spracovana podla [2].

Cielom tretej kapitoly je podrobne popisat algoritmus, ktory riesi tlohu sfor-
mulovant v prvej kapitole v polynomialnom &ase. Ulohu z prvej kapitoly upravime
na tzv. bariérovi tlohu. Podmienky optimality odvodené podla kapitoly 2 vyuZi-
jeme v takejto tlohe na ziskanie algoritmu, ktory v zavere kapitoly uvedieme
v prehladnej schéme.

Cielom poslednej kapitoly je vyskusat softvér, v ktorom je implementovany al-
goritmus popisany v tretej kapitole, na tlohe s transakénymi nakladmi z prvej kapi-
toly. Na zaciatku kapitoly st popisané charakteristiky softvéru. Druhé polovica
kapitoly sa venuje konkrétnym numerickym experimentom. Vdaka Jaroslave Hlous-
kovej z Institut fiir Hohere Studien Vieden, ktora poskytla vSetky data pre tlohu s
fixnymi transakénymi ndakladmi, bol softvér odskusany na tlohéch réznych
rozmerov. Najmensia tloha s fixnymi transakénymi nakladmi obsahovala 100 ak-

tiv. Najvicsia obsahovala 500 aktiv.



1

MARKOWITZOV MODEL PORTFOLIA

1.1 Portfolio

Vo svete financii pouzivame pojem portfélio na oznacenie suboru aktiv, pricom
aktivami mozu byt akcie, dlhopisy alebo iné instrumenty obchodované na finanénom
trhu. Zmysel investovania na finan¢nych trhoch je v zardbani penazi. Kazdy in-
vestor sa snazi svoje prostriedky zhodnotit ¢o najviac. Tato praca sa zaoberd
portféliom obsahujtcim iba akcie (rizikové aktiva).

Vytvorenie portfdlia pozostava z dvoch aspektov. Prvym je vyber konkrétnych
aktiv do portfélia. Trh v sucasnosti pontka obrovsky vyber. Druhym aspektom
je urcenie pomerného zastupenia vybranych aktiv v portféliu, s ¢im stvisi optima-
lizacia.

Kazda investicia je vSak spojend s rizikom, ktorym je neistota z navratu in-
vesticie. Spravidla plati, ze ¢im je oCakdvany vynos vyssi, tym je vySSie aj riziko.
Uvazujme portfélio s dvoma aktivami. Ak napriklad zvySena cena ropy negativne
zasiahne jednu firmu, druhej to mdze pomoct, pretoze poskytuje produkty, ktoré

su vhodnou alternativou produktov spolo¢nosti zavislej na rope. Dve takéto aktiva



OBR.1.

trhové riziko

n

Vztah medzi rizikom o a poétom akcii n v portfoliu.

v portféliu moézu dat spolu istejsi vynos ako keby sme drzali len jedno aktivum.
Preto je vhodné do portfélia zahrnit viac aktiv, ¢im modzeme riziko diverzifikovat.

Pridavanim akcii donekonec¢na sa vSak riziko nedd eliminovat Gplne. Ak su
vSetky zdroje rizika na sebe nezavislé a ak portfélio obsahuje vela aktiv, riziko sa
da do znafnej miery znizit (obr.1). Predpokladdme, Ze investor sa uZ rozhodol,
ktoré akcie chce drzat v portféliu. My sa budeme zaoberat druhym aspektom
tvorby portfélia. V portféliu, ktoré je tvorené iba z akcii firiem (rizikové aktiva),
rozlisujeme dva druhy zdrojov rizika. Jeden zdroj tvori trhové riziko (systematické,
nediverzifikovatelné), ktoré vznika z neistot vyplyvajicich z Grokovych sadzieb, in-
flacie, vymennych kurzov a inych neovplyvnitelnych ekonomickych faktorov. Tieto
faktory majt rovnaky vplyv na vSetky firmy (na ich hospodarenie, a teda aj na
hodnotu ich akcif). Pridanim dalSej akcie do portélia toto riziko ostdva v plnej
vyske. NemoZeme ho ovplyvnit. Druhym je $pecifické riziko (nesystematické, di-
verzifikovatelné) plynice z rizika firmy. Diverzifikicia rizika je proces pridavania
akcii do portfélia za celom zniZenia Specifického rizika. Cim vicsi pocet akeii
portfélio obsahuje, tym je mozné lepsie rozlozit riziko. Trhové riziko diverzifika-
ciou znizené byt nemoze. Vztah medzi ocakdvanym vynosom a rizikom portfélia
ako prvy naformuloval Harry Markowitz, ktory za svoju pracu z roku 1952 ziskal

Nobelovu cenu. Markowitz definuje riziko portfélia ako varianciu vynosu portfélia.



Jeden zo sposobov ako ziskat ocakavany vynos portfélia je odhadnit ho z his-
torickych dat. UvaZzujme ¢asovy horizont dlzky T (napr. pri mesacnej period-
icite bude pre jeden rok T=12). Oznacme 7;(t) vynos akcie i v case t, kde
i = 1,...,n, t = 1,...,T. KedZe r; je ndhodnd veli¢ina, pouzivame ocakavany

vynos (strednd hodnota) E(r;),

Bry) = 7 S nilt) (L.1)

t=1
Takyto odhad ocakdvaného vynosu vSak nie je velmi redlny. Zrejme udalosti,
ktoré sa odohrali ku koncu sledovaného obdobia (¢t — T') vplyvaji na siucasnost
viiSou vahou ako udalosti na zaciatku sledovaného obdobia (t — 0). Toto tvr-
denie ziskava na dolezitosti s rasticim intervalom sledovania vyvoja akcii T. For-
mula (1.1) priraduje kazdému ¢asovému okamihu rovnaka vahu. Presnejsie odhady

vynosu ziskame diskontovanim vyrazu (1.1)

T _
. Zt=1pT tri(t)
R (12
Zt:l p
kde p € (0,1) je diskontny faktor. Pre p = 1 ziskame vyraz (1.1). Pre p < 1
davame vicsi doraz na nedavne informacie. Cim je p mensie, tym stcasnost (t=T)
ziskava vacsiu vahu oproti minulosti. Takto ziskame realnejsi odhad ocakavaného
vynosu. Praktické experimenty ukazali, ze presnejSie odhady ziskame, ak urobime

nasledovnu dpravu

T
Zt:l pT—t

E(r:) = exp (ZtﬂpT_t m”(t)> . (1.3)

1.2 Vytvorenie portfélia

[lustrujme najprv na priklade dvoch rizikovych aktiv A a B ako sa vytvori

portfélio. V dalSej ¢asti potom rozsirime vyber na n > 2 rizikovych aktiv.
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Na obrazku 2 je zndzorneny vynos a riziko akcii A a B. Krivka, ktora spaja body
A a B predstavuje mozné portfélia zostavené z akcii A a B. Tato krivka musi
prechadzat bodmi A a B, pretoze protfélio, ktoré obsahuje iba jeden druh aktiva
(A alebo B) je tiez mozné zostrojit a teda musi lezat na krivke. Cielom je uvedomit
si na tomto jednoduchom priklade ako sa konstruuje portfélio. Vytvorenie portfélia

s viacerymi aktivami vykazuje analégiu s tymto jednoduchym prikladom.

OBR.2.

S

(o
Krivka spdjajica body A a B zndzoriiuje minimélne
riziko op pre lubovolnd troven vynosu pp.

Nech mé akcia A v portféliu vahu z;. Potom zvySok investicie budeme drzat
v akcidach B, ktoré budd mat vahu xs. Teda zo = 1 — z;. Portfélio bude mat

ocakavany vynos E(rp) dany ako
E(rp) = x1E(r1) + z2E(r2), (1.4)

kde E(r;), i = 1,2 je ofakdvand navratnost aktiva A, resp. B. E(r;) moze byt
ziskané napr. z (1.3).

Ak 045 = cov(rs,7j), © = 1,2 je kovariancia ndhodnych premennych r; a r;, tak
0ij = 0j;. Teda variancia vynosu portfélia o% je

0'123 = aﬁoll + x%UQQ + 21’11’20’12

(1.5)
= l’%a’ll + (1 — 1}1)20'22 + 21’1(1 — 1}1)0'12.



Teda variancia vynosu portfélia je vazenym priemerom kovariancii. Kovarianciu

dvoch ndhodnych veli¢in r1, ro mdzeme zapisat ako
o12 = cov(ry,T2) = pP120102,

kde 0 = cov(ry,r1), 03 = cov(ra, ) a p12 € (—1,1) je korelacny koeficient.
Korelaény koeficient vyjadruje mieru zavislosti 71 od ro. Oznacme o1; = o3,

099 = a%, 012 = p120102. Uvazujme extremdalne hodnoty p;2 = +1, potom

0% = xj0) £ 2x1(1 — x1)o109 + (1 — x1)%03
= (1'10'1 + (1 - 51:1)0'2)27

op = |£L’10'1 + (1 — 1'1)0'2|.
Standardna odchylka op musi byt nezdporné. Preto

p12 =+1 = op=ux101+ (1 —x1)09

(w101 — (L= w1)02) 20, pre @12 7%~ (1.6)
p12 = -1 = op= i
—(z101 — (1 —x1)o3) >0, pre z1 < e

Vyrazy (1.6) st linearne a vymedzuju priestor pre mozné portfélia zostavené z

aktiv A a B (obr.3).

OBR.3.

o

Hranica minimdalnej variancie pre extremdlne
hodnoty korelacného koeficientu pi2.



OBR.4.

o

Hranice minimadlnej variancie pre rozne
hodnoty korela¢ného koeficientu pi2.

V zavislosti od korelaéného koeficientu pio buda efektivne portfélia lezat niekde
v priestore urc¢enom bodmi ABV. Prikladom st krivky na obr.4. Riziko, teda
variancia vynosu, portfélia je podla (1.5) najviicsie, ak p1o = +1. Preto nie je
vhodné zahrnat do portfélia aktiva, ktorych korelacny koeficient dosahuje hod-
notu rovnu jednej alebo blizku tejto hodnote. Naopak, variancia je najnizsia, ked
p12 = —1. NajmensSie riziko aké mozeme kombinaciou aktiv A a B dosiahnut pri

‘ . . . ., 9o - .
vahe akcii A z7 ziskame polozenim aiw’; = 0. Upravou vyrazu dostaneme

2
05 — P120102

2 2 :

o1 + 0y — 2p120102

* __
Ty =

V zavislosti od korelacného koeficientu pio dostavame rozne vahy.

1.3 Markowitzov model

Teraz zovSeobecnime pripad vyberu dvoch rizikovych aktiv na vyber n riziko-
vych aktiv. Vysledkom je ndjdenie mnoziny najlepsSich kombindcii rizika a navrat-

nosti aktiv. Portfdlia, ktoré dosahuju dany vynos a riziko lezia na krivke, ktora



sa nazyva hranica minimalnej variancie. Portfélio z tejto hranice ma najnizsie
mozné riziko, ktoré moze byt dosiahnuté pri danej o¢akavanej navratnosti . VSetky
individualne aktiva lezia na pravej strane od tejto hranice. Ak je zakdzany kratky
predaj, niektoré aktiva mozu lezat aj na hranici (zakazany kratky predaj znamena,
ze nemozeme predat aktivum, ktoré nedrzime vo svojom portféliu) Napr. akcia
s najvyssim vynosom musi lezat na hranici, pretoze je to aktivum, ktoré ako jediné

prindSa ten pozadovany vynos (obr.5).

OBR.5.

o

Hranica minimdalnej variancie a jednotlivé aktiva.

Bod G leziaci na vrchole paraboly je globalnym varianénym minimom. VSetky
body leziace na hranici a nad bodom G st najlepSimi moznymi kombindciami
vynosu a rizika portfélia a tvoria tzv. efektivnu hranicu. Pre lubovolné portfélio
leziace na hranici pod bodom G existuje portfélio s rovnakym rizikom, ale vySsim
vynosom. Preto spodnd ¢ast paraboly tvori tzv. neefektivnu hranicu (obr.6).

Teraz sa budeme zaoberat problematikou hladania konkrétneho portfélia P
z hranice minimalnej variancie.

Predpokladame, Ze investor planuje investovat na jeden c¢asovy horizont, napr.
jeden rok. Pre i — te aktivum (i = 1,...,n) urobime odhad ocakavanej navrat-

nosti E(r;) a kovariancie cov(r;, ;) za zvolené obdobie. Potom oCakavany vynos



OBR.6.

P2

efektivna hranica

P1
\

neefektivna hranica

e
N

(o

Portfolio P2 na efektivnej hranici méa pri rovnakom riziku
vyS§i vynos ako portfélio P1 na neefektivnej hranici.

portfélia pp a variancia op st

Hp = E(Tp) = Zl’,E(Tz), (17)

n n n
0% = ZI?O’? + Z inxjcov(ri, r5), (1.8)
i=1 ;;Jl j=1

ktoré vyplyvaji z (1.4) a (1.5).

Nech p = (1, ..., un)? oznacuje vektor ocakévanych vynosov, kde p; = E(r;),
i=1,...,naC=]loy], ¢7j=1,..,njestvorcovd matica kovariancii,

kde o;; = cov(rs, 7). C je potom symetrickd a kladne semidefinitnd. Ak z; = 0
je cast, ktort chceme investovat do aktiva i, tak & = (x1,...,2,)7 sa nazyva
portfélio.

Na portfélio sa vztahuji mnohé ohranicenia, ktoré mozu byt: zakézané kratke
pozicie (x = 0), rozpoctové ohranic¢enie (ITz = 1, [ = (1,...,1)T) a mnohé dalsie
ako napr. limity na drzanie aktiv z jedného odvetvia, pozadovany dividendovy
vynos alebo ohranicenia plyntce zo zdkona atd.

Potom tulohu optimalizovania portfélia moézeme sformulovat ako tlohu kvadra-

tického programovania, kde minimalizujeme riziko pri zadanej hodnote ocaka-

vaného vynosu pp s rozpoc¢tovym ohranicenim a zakazanym kratkym predajom.

1
n}nin {EazTC’x | pFe = pp, Te =1, 2 20} (1.9)
10



Analogicky sa na problém hladania optiméalneho portfélia da pozriet ako na tlohu
hladania maximélneho ofakdvaného vynosu pri danej trovni rizika o%, ktoré sme
ochotni podstipit. Tiez uvazujeme rozpoc¢tové ohranicenie a zakdzany kratky
predaj

max {pfx | 2TCor <od, Tz =1, v 20} (1.10)

Ulohy (1.9) a (1.10) modZeme zapisat ako (1.11), ktorej riefenim v zavislosti od

parametra ¢t = 0 ziskame portf6lio z hranice minimdlnej variancie
. T L 7 T
min {—tp"z + 5% Cz|l'z=1, z 20} (1.11)
X

Parameter ¢ mozeme chapat ako parameter tolerancie rizika. Ak ¢ = 0, tloha
(1.11) sa zGzi na ulohu minimalizovania rizika. V tomto pripade hovorime, Ze
investor je averzny k riziku. Ak ¢ je velké, vynos (linedrny ¢len) v ucelovej funkeii
zohrdva v porovnani s rizikom velkd alohu. Matica C (matica kovariancii) je
kladne semidefinitna, preto si tlohy (1.9), (1.10) a (1.11) dlohami konvexného

programovania.

1.4 Transakcné néklady

Ceny akcii vykazuji pomerne vysokd volatilitu. Ich hodnoty sa denne me-
nia. Tym sa menia aj odhadované vynosy, resp. variancie, ¢im sa nami drzané
portfélio odchyluje od optiméalneho stavu. Aby sme zachovali pri pozadovanom
oc¢akdvanom vynose minimalne riziko, musime portfélio prerovnavat, teda kupovat
resp. predavat akcie tak, aby sa stav aktiv vratil do optiméalneho stavu. V redlnom
svete vSak nemozeme kupit, resp. predat aktiva bez dodatocnych nakladov, tzv.
transakcnych nakladov. Ak nédklady na zmenu v drzani aktiva si vysoké, nemusi

sa zmena oplatit. Ale transakcéné naklady sa v niektorych pripadoch zanedbatelné

11



oproti potencidlnemu zisku zo zmeny v drzani aktiva a vtedy obchod uskutoc¢nime.
Nech 1 a 2= € R™ st vektory nakipenych, resp. predanych aktiv. Nové portfélio

« musi vo vztahu k existujicemu portféliu Z splitat
r=T+z" -2, 720,27 =0. (1.12)

Transakéné naklady spojené s nakupom resp. predajom aktiv moézu byt fixné
alebo variabilné. Fixné naklady st rovnaké bez ohladu na objem transakcie. Va-
riabilné transakéné ndklady sa menia s velkostou transakcie. Vacsie obchody maja
zvycajne vacsi dopad na zmenu ceny aktiva, preto tato zmena je branend vacsimi
nakladmi za obchod.

Pri fixnych nakladoch je mozné pouzit linearnu funkciu na spoplatnenie transak-
cie. Pre i — te aktivum (i = 1,...,n) predpokladame, Ze percentuédlne naklady na
kipu i-teho aktiva st p; a néklady na predaj i-teho aktiva st ¢;. Celkové naklady
na zmenu portfélia si

plat +qTa, (1.13)

kde p = (p1,--,0n)T, ¢ = (q1,---,qn)T. Jeden sposob ako zahrnif transakcné

naklady do modelu (1.11) je znizit o¢akdvany vynos o tieto ndklady. Dostdvame

1
min  (—t(pTz —pTat —¢T27) + ExTCx) (1.14)

z,xt,x—

pri podmienkach

kde 7 € R™ je povodné portfélio. Uloha (1.14) je tlohou kvadratického pro-
gramovania s 3n nezndmymi (z,z%,27) a 4n + 1 linedrnymi ohrani¢eniami. Tato
tlohu mézeme vSeobecne napisat (pre konkrétnu hodnotu parametra t, rozne
ohranicenia na drzanie aktiv)

12



I
min ('Z + -z CT)
P 2

pri podmienkach

AT <b (1.15)

0 O
je (3n,3n) matica, A je (m,3n) matica ohraniceni, b € R™ je vektor pravych stran.

kde 7 = (2,2, 27)7 je vektor nezndmych, ¢ = t(—p, p,q)* € R®", C = (C 0)

V dalSej cCasti sa budeme venovat tlohe s fixnymi transakénymi nakladmi, teda
tlohe (1.14) resp. (1.15).

Variabilné transakéné naklady rozdelia rozsah obchodovania kazdého aktiva na
niekolko intervalov. Kazdému intervalu je priradend urcitd vyska transakénych
nakladov. TakZe malé obchody méZzu mat malé ndklady na transakcie, zatial ¢o
za velké obchody investor zaplati velké transakéné naklady. Aj pri tomto spésobe

spoplatnenia transakcii plati (1.12), kde
xt ::1:1"-|-$3'+...-|-:):,'€",

rT =T Xy + .+ xy,

t.j. T a ™ st vyjadrené ako suma kupovanych resp. preddvanych aktiv v kazdom
intervale, kde 0 < z;” < d;, 0 <o <e;, i = 1,..., k. Nakupné transakéné naklady
pre prvy interval (7,7 + e;) st pf x]. Ak obchod pokracuje do druhého intervalu
(T +e1,7 + €1 + e3) transakéné naklady st pfzf + pl'z] atd.

Vseobecne celkové transakéné naklady sa
T T T, — T, —
plxi" +...+pk:1:,': +q1xy + ... QT
Tento model urcuje horné a dolné ohranicenia na drzanie aktiva v portféliu. Hran-

ice stt dané: T+ e; + ... + e resp. T —dy — ... — di. Model (1.14) sa zmenenim
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fixnych nédkladov na transakéné naklady zmeni nasledovne:

min (—t(p?'z — plaf — ... —pFaf — gl oy — .qfz;) — 327 Ca)
Tz =1
v—af —. -zl +ar 4+t =7 (1.16)
0z, =d;, i=1,...,k
0z <ey, i=1,..,k,

kde d, e € R™ st vektory hornych ohranic¢eni na nakup, resp. predaj. V realite
je bezné, ze portfolio obsahuje tisic aktiv. Po zaratani konStantnych transakénych
nakladov mame 3000 neznamych, ¢o je uz velmi rozsiahla tloha. Pre bezné algo-
ritmy, ktoré tlohy kvadratického programovania rieSia v exponencialnom case, je
to uloha ¢asovo velmi naroc¢na. Preto sa ziada hladat nové metddy, ktoré by uve-
deny problém riesili efektivnejSie. V stcasnosti sa vychodisko ukazuje v metédach

vnutorného bodu, ktoré vykazuju polynomialnu zloZitost.
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2
KVADRATICKE PROGRAMOVANIE

2.1 Priméarna uloha

Ulohou kvadratického programovania je najst minimum konvexnej kvadratickej
funkcie viac premennych na mnozine pripustnych rieseni, ktora je zadana ststavou
linedrnych rovnic a nerovnic. Takato ulohu moézeme zapisat ako

1
min ExTC'x + T (2.1)
T

pri podmienkach Axz < b, x =0, (2.2)

kde z, ¢ € R™, b € R™ je tzv. vektor pravych stran, C' je symetrickd kladne

semidefinitnd matica stupia n, A je (m,n) matica. Skritene
1
min {ExTC:E +clz | Az < b, x>0}, (P)
xZ

Vektor z je pripustnym riesenim tlohy (P), ak spliia podmienky (2.2). Pripustné
rieSenie z, ktoré minimalizuje ucelovi funkciu na mnozine pripustnych rieSeni
nazyvame optiméalne rieSenie a budeme ho oznacovat z. Mnozinu pripustnych
rieSeni Glohy (P) oznacime K,

K={ze€ R"|Az < b,z 2 0}
15



a Ky oznacime mnozinu

Ky ={z € R"|Az < b,z > 0}.

Uloha (P) m4 nasledovné vlastnosti:
(1) Kazdé lokalne rieSenie tlohy (P) je zarovei jej optimélnym rieSenim[9].
(2) Mnozina vSetkych optimalnych rieSeni je konvexna[9].
(3) Ak matica C je kladne definitnd a mnozina pripustnych rieseni je neprazdna,
potom (P) mé jediné optimélne rieSenie[9].
KaZzdu nerovnost vieme pridanim doplnkovej premennej zmenit na rovnost, pricom
mnozZina rieSeni zostane rovnaki. Nerovnostné ohranic¢enie z (P) moZeme zmenit
na rovnost, pricom uloha (P) bude ekvivalentna tlohe

1
min {ExTC'x + o | Av +w =0, > 0,w 2> 0}. (P1)

2.2 Podmienky optimality

Nutnymi a postacujucimi podmienkami, aby pripustné rieSenie £ € R"
bolo optimalnym rieSenim tlohy (P) st Kuhn-Tuckerove podmienky optimality.

Lagrangeova funkcia pre tlohu (P) ma tvar

1
O(x,u) = ExTCx +clr+ul (Az —b), 220, u>0. (2.3)

Vsimnime si, Ze tloha (P) zapisand pomocou Lagrangeovej funkcie je

min  {®(x,u) — g—iu | g—i <0, z 2 0}. (2.4)
16



Kuhn-Tuckerove podmienky pre tlohu (P) st

5. 20, grsof
om, g vy, (2.5)
x 20, u=>0
To znamena, Ze
v=:Czx+c+ ATu >0, —z=: Az — b= 0,
zT(Cz + ¢+ ATu) =0, uT (Ax — b) =0, (2.6)
x 20, u 2 0,

resp. zapisané pomocou novych premennych

—Cox—ATu+v=c, (2.7)
Az + 2z =0, (2.8)

20, u=>0, v=0, 220, (2.9)
xiv; =0, i=1,...,n, (2.10)
ujzj =0, j=1,...,m. (2.11)

Podmienka (2.8) je podmienkou primérnej pripustnosti, (2.7) je podmienkou dudl-
nej pripustnosti, (2.10) a (2.11) st tzv. podmienky komplementarity kedZe zarucuji,

aby vzdy jedna z premennych bola nulova.

Veta 1: Kuhn-Tucker [2 str.121]. Bod z € R"™ je optimdlnym rieSenim ilohy

(P) prdve vtedy, ak existuji vektory u € R™, v € R", z € R™ tak, Ze spolu

s vektorom T vyhovuji podmienkam (2.7)-(2.11).
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2.3 Dualna 1uloha

Duélna uloha k tlohe (2.4) zapisana pomocou Lagrangeovej funkcie ma tvar

max {®(z,u) — g—ix | g—i 20, u = 0}. (2.12)

Pre tlohu (P) je potom dualnou tlohou
1
max {—ixTC'a: —bTu | Co+ ATu > —¢, u 2 0}. (D)

Premenné = vystupujtce v ulohe (P) aj (D) sa nedaju stotoZnit. Preto budeme
pouzivat v nasledujucich vetach (y,u) ako nezndme v dudlnej tlohe. O vztahu

medzi primarnou a dualnou tlohou hovoria dalsie vety.

Veta 2: Slaba veta o dualite [2]. Pre kaZdé primdrne pripusiné rieSenie x a
kazdé dudlne pripustné riesenie (y,u) plati

1 1
ExTC'a: +cla > —éyTC’y — bl
Déosledok [2]. Ak pre kaZdé primdrne pripustné x a kaZdé dudlne pripustné riese-
nie (y,u) plati

1

1
ixTC'a: +cle = —EyTC'y —bTu,

potom x a (y,u) si optimdlne riesenia (P), resp. (D).

Veta 3: Silna veta o dualite [2]. Pre dvojicu vzdjomne dudlnych iloh kvadra-
tického programovania plati:
a) ak T je optimdlne rieSenie primdrnej ilohy, potom existuje u také, Ze (x,u)
je opltimalne riesenie dudlnej ulohy,
b) ak (z,u) je optimalne riesenie dudlnej ilohy a matica C je kladne definitnd,

potom zloZka x je optimdlne riesenie primdrnej ulohy.

V oboch tlohach plati, Ze v prislusnych bodoch sa hodnoty ucelovych funkcii
zhoduji. Podmienky optimality s pre dualnu tlohu totozné s podmienkami op-

timality pre primarnu tlohu.
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3
METODY VNUTORNEHO BODU

3.1. Centralna trajektoria

V tejto Casti sa zameriame na algoritmus, ktorym dokazeme efektivne riesit alohu
typu (1.15). Metddu, ktort tu uvedieme sa nazyva metéda sledujtca centralnu
trajektériu. Patri do Sirokej triedy metod, ktorych hlavnym spolo¢nym znakom je
postupné generovanie (v jednotlivych iteraciach) bodov (rieSeni pomocnych tloh)
z vnutra mnoziny pripustnych rieSeni K, ktoré konverguju k rieSeniu povodne;j
ulohy. Na zéklade toho ziskali pomenovanie metédy vnutorného bodu. Metoda
sledujica centralnu trajektoriu je zrejme najjednoduchs$ia zo vSetkych metod v
triede metdd vnutorného bodu. Najskor sa sustredime na definovanie ”centralnej
trajektdrie”, ktord sa vyskytuje v nazve metédy. V tejto kapitole budeme pouzi-
vat neStandardné znacenie. Malymi pismenami (napr. z) budeme, ako zvycajne,
oznacovat vektory (r = (x1,...,2,)T). Velkymi pismenami (napr. X) budeme

oznacovat diagonalne matice, ktorych diagonélne prvky su prvky prislusného vek-

tora, napr.
1 0 ... 0
0 2 ... 0
X = ..
0 0 Tn
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Takéto znacenie sa bezne pouziva v problematike metod vniatorného bodu.

3.2. Bariérovy problém

Hlavny problém, ktory potrebujeme vyriesit, sme sformulovali v predchadzajicej

kapitole a moZeme ho zapisat ako (P), teda
T L 7
min {c¢" z + 3% Cz| Az = b, x 2 0}. (3.1)

Vieme, ze kazdt nerovnost v ohrani¢eniach mozeme nahradit rovnostou pridanim
nezapornej premennej, pricom sa tloha nezmeni. Zmenme nerovnostné ohranice-
nia v predchédzajicej tlohe na rovnice (okrem premennych) pridanim nezaporne;
premennej w

1
min{c’z + Ea:TC'a: | Ax+w =05, v 2 0,w = 0}, (3.2)

T, w

r € R", w € R™ st nezname, ¢ € R™, C symetrickd kladne semidefinitnd matica
stupfia n, A matica ohrani¢eni m x n, b € R™ je vektor pravych stran. Dalej
sa mozeme pokusit odstranit aj zvySné nerovnosti v ohrani¢eniach (nezapornost
premennych). Kazdi nerovnost nahradime pridanim nového ¢lena do ucelovej
funkcie nasledovne. Pre nezdpornd premennt x; priddme do ucelovej funkcie spo-
jitt funkciu, ktora dosahuje hodnotu minus nekonecno ak x; je zaporna, dosahuje
konecnu hodnotu ak w; je kladnd a pre x; bliziace sa k nule dosahuje nekonecne
velké zaporné hodnoty. Najjednoduchsou funkciou, ktord spliia tieto poziadavky je
logaritmicka funkcia. Preformulujme teda tlohu (3.2) a pre kazda nezaporni pre-
mennt dopliime do dcelovej funkcie logaritmus premennej nasobeny nezapornou

konstantou pu.
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1 n m
L s (T T
minimalizovat (¢" = + 3% Cx—p Zl Inz; — /J,len wj) (3.3)
1= 1=

pri podmienkach
Ar+w=1>

x, w volné.

Uloha (3.3) v skuto¢nosti nie je ekvivalentnd s ilohou (3.2), ale je to v zavislosti
od parametra y celd trieda tloh. Ak p je blizke nule, potom sa (3.3) ”blizi” k (3.2)
v ziysle, ze rieSenia (3.3) sa "blizia” k rieSeniu tlohy (3.2). Mnozina pripustnych
rieSeni je polyéder a zndmou vlastnostou tohto polyédra je, Ze v lubovolnom bode
steny je asponi jedna premennd nulovi. Preto tcelova funkcia v (3.3) dosahuje
na hranici mnoziny pripustnych rieSeni nekonecne velkd hodnotu a tak vytvara
"bariéru”. Problém (3.3) sa nazyva bariérovy problém a tcelova funkcia logarit-
mické bariérova funkcia. Bod vo vnitri mnoziny pripustnych rieseni mé vsetky
premenné kladné, teda tucelova funkcia ma kone¢nii hodnotu. Minimum preto
dosahuje vo vnuatri mnoziny pripustnych rieSeni. Toto rieSenie je samozrejme pre
kazdi hodnotu parametra p iné. Ak sa na rieSenia tlohy (3.3) pozrieme ako na
funkciu parametra g, mnozina optimalnych rieSeni vytvara trajektoériu cez vnitro

mnoziny pripustnych rieSeni. Tuto trajektoriu nazyvame centralna trajektoria.

3.3. Podmienky optimality v bariérovom probléme

Uloha (3.3) je optimaliza¢ny problém s linedrnymi ohrani¢eniami typu rovnosti

s volnymi premennymi. Podmienky optimality pre takyto problém jednoducho
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odvodime z Lagrangeovej funkcie poloZenim prvych parcidlnych derivacii podla
vSetkych premennych rovnych nule. Lagrangeova funkcia je
1 n m
®(z,w,u) = cTw + Ea:TC'a: - leﬂ%‘ - ,uZlnwj + uT (Ax +w — b),
i=1 j=1

kde z > 0, w > 0. Z nej odvodené podmienky optimality st

o _ . n R m e — .

5o = Cit 2 jo104%T5 — g + i uja; = 0, i=1,...,n,

e 1 _ o

dw, _/'l'w_J + Uj = 0, ] = 1, e, m, (34)
9 _ e _ -

u, = Y oieg Qi +wj — bj =0, j=1,...,m.

Rovnice (3.4) zapiSeme v maticovej forme:

—ATu — Cao + pXte =c,
u= pW-le, (3.5)
Az +w = b,
kde x > 0, w > 0. V (3.5) sme pouzili znacenie, kde X je diagonilna matica,

ktorej diagonalne prvky st prvkami vektora xz. Podobne W. Vektor e = (1,...,1)T

je jednotkovy vektor. Zavedme substiticiu z = uX e :

z2—Cx—ATu =c¢, x>0,
Ar+w = b, w > 0,

XZe = pe, z >0,

UWe = pe, u > 0.

(3.6)

Systém rovnic (3.6) je podobny systému (2.7)-(2.11). Prvé rovnica je podmienkou
dudlnej pripustnosti, druhd rovnica je podmienkou primérnej pripustnosti. Po-
sledné dve rovnice sa podobaji na (2.10)-(2.11). Nula na pravej strane tychto
rovnic je nahradend vyrazom pe a nazyvaju sa podmienky p-komplementarity.
Podmienky (3.6) davaji systém 2m-+2n rovnic s 2m+2n neznamymi (z,w,u, z).
VyrieSenim tohto systému by sme ziskali optimélne rieSenie (x,,w,) tGlohy (3.3).
Systém (3.6) je vSak nelinedrny a preto tazko rieSitelny. Mnozina bodov (rieSeni
systémov (3.6)) {(zu, wy, vy, 2,) : p > 0} sa nazyva primarno-dudlna centralna
trajektoria a zohrava dolezitd ulohu v metddach vnutorného bodu. Existuju al-
goritmy, ktoré generuji postupnost bodov na tejto trajektorii (alebo blizko nej) a

tato postupnost konverguje k optimalnemu rieseniu pévodnej tlohy.
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3.4. Nepripustné primarno-dudlna
metoda sledujica centralnu trajektoriu

V tejto kapitole podrobne popiSeme algoritmus metddy, ktora generuje body v okoli
primarno-duélnej centralnej trajektorie. Algoritmus moze zacat z bodu, ktory nie
je ani primarne pripustnym, ani dudlne pripustnym bodom. Vdaka tomu metéda
ziskala pomenovanie nepripustné primarno-duéalna metoda sledujica centralnu tra-
jektoriu. V numerickych experimentoch bol pouzity softvér, v ktorom je imple-
mentovana spomenuta metéda vonatorného bodu. Algoritmus zacina z ubovolného
bodu (z,w, u,z) > 0 a iterativne postupuje bodmi nasledovne:

(1) Odhadne vhodnt hodnotu parametra pu.

(2) Vypocita smer (Az, Aw, Au, Az), ktorym sa posunieme ”blizsie” k bodu

na centralnej trajektorii (x,, w,, u,, 2,) -

(3) Vypocita parameter redukcie dlzky kroku 6 tak, Ze novy bod

T =x+0Ax uw=u-+0Au
w=w-+ 0Aw Z=z+0Az

ma aj nadalej kladné komponenty.

(4) Nahradi aktualny bod (z,w,u, z) novym bodom (z,w, u, z).

Toto bol zjednoduSene popisany princip algoritmu. V dalSich ¢astiach podrobne
popiSeme jednotlivé kroky algoritmu, ktoré zhrnieme do prehladnej schémy v

poslednej casti tejto kapitoly.
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3.4.1. Vypocet smerov

Nasim cielom je najst smer (Az, Aw, Au, Az) taky, Ze novy bod (z + Az,
w+Aw, u+Au, z+Az), kde (z,w, u, z) je bod, v ktorom sa aktudlne nachaddzame,
je v istom zmysle lepsi ako bod (x,w,u, z). Idedlne by bolo, keby novy bod
(r 4+ Az, w + Aw,u + Au, z + Az) splial rovnice

(z+ Az2) — C(z+ Az) — AT(u+ Au) =c
Alz + Az) + (w+ Aw) =0

(X +AX)(Z+AZ)e = pe
(U+AU)(W + AW)e = pe.

(3.7)

Bod (z,w,u, z) pozndme, mdzeme ho povazovat za data a (Ax, Aw, Au, Az) ako
vektor nezndmych. PrepiSeme systém (3.7) tak, ze nezndme dame na lavi stranu

a ostatné Cleny (vratane nelinearnych neznamych) na prava.

Az —CAx — ATAu =c—2z+Cax+ ATu iT
AAz +Aw =b— Az —w i p (3.8)
ZAx + XAz =pe— XZe— AXAZe =:7, )
WAu+UAw =pe—UWe - AUAWe =:,.

Zaviedli sme nové oznacenie pravych stran 7, p, vz, vu. Systém (3.8) je opit systém
nelinedrnych rovnic, tentokrat pre ”delta” premenné. Preto nebudeme riesit ne-
linedrny systém, ale iba urcitd jeho linedrnu obmenu, ktord nam umozni najst
dobry smer (Az, Aw,Au,Az). Tato obmena pouziva tzv. prediktor-korektor
pristup. V kroku prediktor spravime z (3.8) linedrny systém jednoduchym vy-
nechanim vsSetkych nelinedrnych ¢lenov z pravej strany. Pre parameter p zvolime
hodnotu nula (z = 0). Novovytvoreny systém sa potom riesi pre "delta” premenné.

Az —CAz — ATAu =1

AAx +Aw =p

Az + XAz = —-XZe
WAu+UAw = —-UWe.

Pomocou vypocitanych smerov sa ur¢i parameter p (uréime neskor). ”Delta”
¢leny, ktoré sme v kroku prediktor vynechali z pravej strany systému, sa ako nové

odhadnuté hodnoty (Az, Aw, Au,Az) dosadia naspit do pravej strany systému
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(3.8). Systém sa znovu riesi pre "delta” premenné na lavej strane. Tento druhy
krok sa nazyva korektor krok.

Hlavnym vypocétovym problémom je rieSenie systému (3.8) dvakrat v kazdej
iterdcii (jedenkrat krok prediktor, jedenkrat krok korektor). Treba si vSimnut, Ze
systém (3.8) je velky, riedky, indefinitny, linedrny systém. Ak preusporiadame

rovnice
Az + Z 1 XAz =,
Az —CAz — ATAu =71
AAz + Aw =p
Au+ W IUAw =1,

v maticovom zapise

-Z7'x -1 0 0 Az —Yz
-1 c AT 0 Ax -7
0 A 0 I Au | | p |’ (3.9)
0 0 I WU Aw Yu

je to symetricky systém, ¢o ho predurcuje pouzit postupni eliminaciu. Tento

sposob ziskava na ddlezitosti pri komplikovanejsej ilohe (dalSie ohraniGenia, aj na

premenné) Porovnanie takéhoto rieSenia s inymi pristupmi mozno najst v [6].
Pouzitim pivotnych prvkov Z='X a W~U eliminujeme ¢leny Az a Aw:

Az =X"1Z(y, — Ax),
Aw =U"W(y, — Au).

Substiticiou tychto vyrazov ziskame systém:

X AT } {m«} :{ T X127y, }

_A U=w | [ Au| = | =p+ U= W, (3.10)

Takyto systém sa v [7] nazyva redukovany Karush-Kuhn-Tuckerov systém (KKT
systém).

Systém (3.10) je opidt symetricky systém. Rozmer systému sme doteraz
vedeli redukovat a zaroven sme dokazali zachovat symetriu. Nakoniec potrebujeme
este doriesit systém (3.10) pre nezndme Az a Au. Na to sa pouziva modifikovany
Choleského rozklad, ktory bol prisposobeny na rieSenie symetrickych kvazidefinit-
nych systémov. Prikladom takého systému je aj systém (3.10). Podrobnosti je

mozné najst v [6].
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3.4.1.1. Newtonova metoda

Na prvy pohlad sa moZe zdat rieSenie systému (3.8) vynechanim nelinearnych
Clenov z pravych stran v kroku prediktor nestandardné. V skutocnosti je to
bezny postup pri rieSeni nelinedrneho systému rovnic. Tato metdda sa nazyva
Newtonova metdda.

UvaZujme zobrazenie F : RN — RN t.j.

I
ro=| 0 = |
Fn(§) En

Ulohou je najst ¢€* € RN, koreii rovnice F(£) = 0. Newtonova metéda je ite-
ratna metoda, ktord riesi takyto problém. Jeden krok metddy mozeme popisat
nasledovne:

Pre dany bod ¢ € RY je ciefom najst smer A¢ taky, Ze F(€ + AE) = 0.
Pre nelinedrnu funkciu F' nie je lahké najst taky vektor. Funkciu F' aproximujeme

prvymi dvoma c¢lenmi Taylorovho rozvoja tejto funkcie:

F(§+AQ) ~ F(§) + F'(§)A¢, (3.11)
kde

8F1 6F1 8F1
9¢1 ) T OEN
8F2 8F2 8F2
oF, oF, 3

Fe=| % %
96, 96> o OEn

Aproximaécia je linedrna v A¢. Polozenim pravej strany (3.11) rovnej nule dostaneme

linedrny systém pre A&

Na konci kazdej iteracie aktualizujeme rieSenie & novym rieSenim & + A&. Proces

pokracuje, kym nemame ”"dobré” rieSenie (tj. F'(£) = 0).
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Teraz si v§imnime systém (3.7). RieSenim tohto systému je bod na centréalnej

trajektorii. Polozme

x Axr+w —b
w z2—Cx— ATu—c
&= u 4 F(o) = XZe — pe
z UWe — e
Matica prvych derivacii tejto funkcie je:
A T 0 0
F(&) = Z 0 0 X
0 U 0
a ak
Ax
Aw
Aé - A’LL 9
Az
tak tento systém je
A T 0 0 Ax Az +w—b
-C 0 —-AT 1 Aw | z—Cx—ATu—c
Z 0 0 X Au | XZe — pe
o U W 0 Az UWe — pe

a pre u = 0 je to presne systém, ktory sa riesi v kroku prediktor.

3.4.2. Vypocet dizky kroku

Smery, ktoré sme v predchidzajucej casti odvodili Newtonovou metdédou,
sme uréili za predpokladu, Ze parameter redukcie dlzky kroku € > 0 bol rovny
jednej

r=x+ Ar=x+ 0Ax.

Podobne aj pre w,u,z . Takyto spésob posunutia do nového bodu vsak moze

sposobit, ze niektory z vektorov w, u, z dosiahne v niektorom komponente zaporna
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hodnotu, ¢o je nepripustné. Preto je potrebné dlzku kroku korigovat. Pre vektor

T = x + 0 Az musime garantovat, aby platilo:
xi +0Ax; >0, 1=1,...,n.

Presunutim Az; na druht stranu nerovnosti a vydelenim nerovnice 6 a z; (obidve

st kladné) zistime, Ze musi platit

0 xI;

, 1=1,...,n.

Takéto nerovnosti musia splitat vietky komponenty vektorov z,w,u,z. Preto pa-

rameter 6 musi splhat:

1 Az;  Aw; Au; Az
no— max{— = ’» wja_ uja_ : }7 (312)
0 1,7 €; wj Uj Zi

kde max; ; znamena maximalizaciu cez vSetky i = 1,...,n, j = 1,...,m. (3.12) eSte

nezarucuje kladné hodnoty, preto poziadavku na parameter 6 eSte upravime:

0,95
60 = min ‘ , 1} 3.13
{maxi,j{_Amfi’_Aw—qjj7_Aqu-j’_Azji} } ( )

Pomocou takejto hodnoty parametra 6 zaru¢ime splnenie poziadavky na vektory

~ o~ o~ o~ v AN . ) v .
T,w,u,z. Teraz uz mozeme aktualizovat rieSenie:

T <— +0Ax

w4— w + 0Aw
u— u+ 0Au

z 4+ z+0Az.
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3.4.3. Odhad parametra .

Vieme, zZe pre u — 0 algoritmus generuje postupnost bodov, ktoré konver-
guju k optimélnemu rieSeniu. V jednotlivych iteraciach potrebujeme zmensovat
hodnotu tohto parametra. Ak by sme zvolili pre p prili§ velk hodnotu, postup-
nost bodov moze skonvergovat k analytickému stredu mnoziny pripustnych rieseni.
Na druhej strane, ak p bude prili§ velké, postupnost sa moze vzdialit prili§ daleko
od centralnej trajektorie a skon¢i na hranici mnoziny pripustnych rieSeni, ktora
vsak nie je optimalna. Preto potrebujeme vhodne zvolit parameter p, aby sme sa
vyhli tymto extrémom.

Definujme pojem dudlna medzera ako rozdiel hodnot primérnej ucelovej
funkcie a duélnej ucelovej funkcie na mnozinach pripustnych rieseni primdérne;j,

resp. dualnej dlohy. Dudlna medzera teda je:

1 1
ixTC'a: + o — (—EazTC’x —bTu) = 2T Cax + o + b .

Duéalna medzera je definovand iba pre body primarne aj dualne pripustné. Takéto
body splitaji ohranicenia

Az +w = b,
—Crx—ufA+z=c.

Ak prvi rovnicu vynasobime vektorom u, druha vektorom x a séitame, dostaneme
w'w+2e =27Ce + F'e + bl

Dosledok slabej vety o dualite hovori, Ze nulova dudlna medzera implikuje opti-
malne rieSenie. NaSou snahou je dualnu medzeru zmensovat. Ak v k-tej iteracii
sme v bode (xg,wg, ug, 2zx), tak na konci tejto iterdcie sa posunieme do bodu

(41, Wgt1, Ug+1, 2k+1). Pre tento bod by malo platit
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T T
U4 1Wk41 T 2y 1Tht1 =

= (ug + 0Aw)T (wi + 0Aw) + (21 + 0A2)T (z1, + 0AZ) < wlwy + 2 x4

Ak upravime tento vyraz, ziskame odhad parametra p
(ug + 0AW)T (wy, + 0AW) + (21 + 0A2)T (2, + 0Az) =

= ul wp + 28 o+ O(wi Au+uf Aw + 2F Az + 2 Az) + 02 (AuT Aw + AZT Az) <

< u%wk + z,{xk.

Pripustny bod (x, 2k, ux, wy) splia rovnice (3.6). Plati, ze AuTAw + AT Az =
0. Preto
0(wi Au+ ui Aw + zE Az + 2 Az) < 0.

Pretoze 6 > 0 potom aj
Wi Au+ ui Aw + 2E Az + 2t Az < 0.
Z (3.6) méame x1 2z, = pn a ulwg = pm. VyuZijic tieto vztahy dostdvame
pm — utwy, + pn — 2z, < 0.

Po tprave ziskame horny odhad parametra p

u%wk + z,{xk

po< (3.14)

m-+mn
Pre bod (g, wk, ug, z;) vieme lahko vypocitat prislusni hodnotu parametra p

T T
Uy, Wi + 23, T
= =& 3.15
H m-+n ( )

Ak by sme pre ziskanie nového bodu pouzili takito hodnotu parametra g, ne-
doslo by k poklesu dualnej medzery. Naopak, ak zvolime p = 0, dochadza k

najvicsiemu poklesu duélnej medzery.
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Aj napriek tomu, Ze v jednotlivych iteraciach neziskavame presné body
z centralnej trajektorie, pouzivame (3.14) ako hodnotu pre parameter fx.

Systém (3.8) riesime v kazdej iteracii dvakrat (prediktor-korektor). Tieto
dva kroky pouzivaju dve rozne hodnoty parametra pu. Krok prediktor sa snazi najst
smer, v ktorom dochadza k najvicSiemu poklesu dualnej medzery, teda p = 0.
Krok korektor koriguje smer, aby sme sa nedostali prilis daleko od centralnej tra-
jektorie. Keby sa v tomto kroku pouzila hodnota (3.14), nedoslo by k Ziadnemu
poklesu dudlnej medzery. Preto sa parametru p priraduje urcity nasobok tejto
hodnoty. Tento nasobok sa v kazdej iteracii vypocitava dynamicky na zdklade
parametra korekcie dlzky kroku pre smery vypoéitané v kroku prediktor. Teda

parameter p je

_ 0—1 2u;‘5wk+z}:xk (3.16)
= \o+10 mtn '

3.4.4. Start a koniec algoritmu

Na vstupe musime zadat vietky potrebné data, t.j. ¢, C,A,b. Dalej kon-
Stanty presnosti d,e. Na odStartovanie potrebujeme nastavit pociato¢né hodnoty
premennych. Kedze algoritmus nepotrebuje pripustné rieSenie, mohli by sme
vSetky volné premenné nastavit na nulu a vSetky nezdporné premenné na jed-
notku. Lepsie je tieto hodnoty uréit trochu presnejsie, aby spliali niektoré rovnice.

Nezname x a u budi na zaciatku rieSenim ststavy rovnic

0 [ e

Ostatné premenné buda

w; = max(|u;|, 100), i=1,..,m,

z; = max(|z;|, 100), j=1,..,n, (3.18)
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kde |- | je absolitna hodnota.
Pravidla na ukoncenie algoritmu si:

Bod je primarne aj dudlne pripustny a dudlna medzera je mensia ako ¢
Bod sa povazuje za primarne pripustny ak plati:

lpl”

<0
1ol +1

Podobne, bod je dualne pripustny, ak splia:

Vel

<9
lell +1

Rovnako, ako optimdlne rieSenie, je ddlezité sledovat nepripustnost a neohranice-
nost tlohy. Tieto javy sa daju identifikovat na zdklade pozorovania primarnej a
dudlnej nepripustnosti. V normaéalnom stave nepripustnost klesd monoténne. Ak
primarna tloha je nepripustnd, tak primarna nepripustnost prestane klesat alebo
dokonca rastie. Ak primarna tloha je neohranicend, tak dudlna nepripustnost

prestane klesat alebo rastie. V takychto pripadoch sa algoritmus zastavi.

3.4.5. Zhrnutie

Popisali sme si vSetky jednotlivé kroky algoritmu. Teraz ho mozeme zhrnat

do prehladnej schémy:

VSTUP: vektory ¢ a b, matice C' a A,

konstanty presnosti § = 107% a ¢ =108

inicializuj Startovaci bod (z,w, u, z) podla (3.18) a (3.17) k=0
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1) p
2) ries (3.8), prediktor krok
3

4

vypocitaj p podla (3.15)
rie§ (3.8), korektor krok
5) vypocitaj 6 podla (3.13)

(
(
(
(
(
(6

)
)
)
) i
)
)

ZL'k_|_1 «— 21 +0Ax @Ekﬂ — wi + 0Aw
ﬂk+1 — up + 0Au gk+1 — 2z + 0Az

(7) skontroluj podmienky ukoncenia algoritmu, ak st splnené (najdené
optimélne rieSenie, nepripustnost, neohranicenost), koniec

(8) inak k = k+ 1, chod na (1)
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4

NUMERICKY EXPERIMENT

4.1 LOQO

Cielom diplomovej prace bolo overit teoretické poznatky o metédach vnu-
torného bodu v praxi, zistit dostupnost softvéru na internete a otestovat ho na roz-
nych dlohéach.

Volne dostupny softvér, ktory riesi ulohy kvadratického programovania nie je
bezny, pravdepodobne aj preto, Ze je ho mozné pouzit aj na komercéné tcely. Preto
sa vacSinou licencie predavaju.

V tejto praci som sa rozhodol odskusat softvér vyvinuty na americkej univerzite
Princeton profesorom Vanderbeiom, ktory je mozné najst na adrese
www.princeton.edu/~rvdb. Na komercéné pouzitie sa tento softvér tiez predava,
ale volne pristupna je Studentska verzia s uréitymi obmedzeniami na rozmer tlohy
a na 60 dni je pristupnd aj plnd verzia bez limitov na dimenziu ulohy. Autor
nazval spomenuty softvér LOQO a je napisany pre operacny systém MS-DOS.

LOQO riesi ulohu kvadratického programovania vo vSeobecnom tvare
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1
min  f+ Tz + =z Cx
x 2
pri podmienkach

bSAxr Sb+r (4.1)

[ <x < u,

kde z € R™ je vektor neznamych, c € R", f € R, C je kladne semidefinitné a teda
ucelova funkcia je konvexna. A je m X n matica ohraniceni, b € R™ sa nazyva
vektor pravych stran, » € R™ je rozsah ohraniceni, u a [ s hornd, resp. dolna
hranica premennej z. Predpoklada sa, ze kazdy prvok b;, ¢ = 1, ..., m vektora b je

konec¢né redlne c¢islo. Pre ostatné vektory plati

0 <r;< i=1,....,m,

A

—o00 =1j < o0 g=1,..n,

—00 Suj £ 00 j=1,...,n.

Algoritmus rieSenia tlohy (4.1) sa da odvodit podobnym sposobom ako v kapitole
3. Podrobnosti mozno najst v [6]. Uloha (3.1) je $pecialnym tvarom tlohy (4.1).

LOQO je systém na riefenie hladkych optimalizaénych problémov. Uloha
moze byt linedrna alebo nelinedrna, konvexné alebo nekonvexné. Jediné obmedze-
nie je, ze funkcie definované v tlohe musia byt hladké. Ak tdloha je konvexn4,
tak LOQO néajde globalne optimélne rieSenie. V opa¢nom pripade ndjde lokdlne
optimalne rieSenie.

Ulohu, teda vstupné data, je mozné do softvéru zadat dvomi spdsobmi.
Vo vSeobecnosti je mozné pouzit modelovaci jazyk AMPL [8]. Ak tloha je tlohou
linedrneho programovania alebo tlohou kvadratického programovania s linearnymi
ohrani¢eniami, je mozné data zadat vo vstupnom MPS sibore.
Na odstartovanie algoritmu LOQO nepotrebuje zadat Startovaci bod. Ten sa dy-
namicky vypocita ako v ¢asti 3.4.4 (podrobnejsie v [6]).

Koniec algoritmu je urc¢eny niekolkymi pravidlami.
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najdené optimalne riesSenie: podla casti 3.4.4

nijdené suboptimalne rieSenie: ak v niektorej iteracii je rieSenie primar-

ne aj dualne pripustné a v nasledujicej iteracii stupen nepripustnosti vzrastie

(primérna alebo duélna), LOQO vyhlési rieSenie z predchadzajucej iteracie

za suboptimdalne. Pri¢inou je numerickd nestabilita.

prekroceny itera¢ny limit: LOQO povoluje maximalne 500 iterdcii.

Prax ukazala, zZe rieSenie je ziskané za 10 az 60 iteracii.

primarna nepripustnost: podla 3.4.4

dudlna nepripustnost: podla 3.4.4
Pocas behu algoritmu sa pomocou nastavitelnych parametrov d4 analyzovat priebeh
vypoctu. Niektoré dolezité parametre su:

Timing: nastavenim na hodnotu 1 sa po skonceni vypoctu vypisSe cas

(v sekundéch) rieSenia tlohy, prednastavend hodnota je 0 (¢as sa nevypisuje)

Verbose: nastavenim na hodnotu 2 sa pocas vypoctu vypisuja

na obrazovku tdaje o jednotlivych iteraciach (hodnota primarnej a dudlnej

ucelovej funkcie, primérna a dudlna nepripustnost a pod.)

Sigfig: Specifikuje na kolko miest sa musi zhodovat primarna a dualna

ucelova funkcia, aby sa rieSenie prehlasilo za optimalne (prednastavena

hodnota je 8)

Convex: urcuje, ze uloha je konvexnd a nemusi sa zaoberat Specidlnymi

pripadmi nekonvexnosti
Vsetky parametre si podrobne popisané v [8].

Uloha (3.1), ktorou sme sa v praktickych vypoctoch zaoberali je tloha
kvadratického programovania s linedrnymi ohrani¢eniami, preto je jednoduchsie
data do softvéru zadavat v subore MPS. MPS format je Standardny format pouzi-
vany na zadavanie vstupov do optimaliza¢nych softvérov. Je to textovy subor,
ktory musi spliiat urcité pravidla, ktoré popiseme na jednoduchom priklade. Uva-

zujme nasledujicu tlohu kvadratického programovania
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NAME

ROWS

E
N

rl
r2
r3
r4

obj
COLUMNS

x1
x1
x1
x1
X2
x2
x2
X2
x2
x3
x3
x3
x3

min  3x1 — 2x9 + x3 — dwg +

Ty +xo —4x3 +214
—31’1 +Z9 —221,'3
+xo —Ty4

Ty +r2 —x3

x1 volné, —100 < x5 < 100,

sample

rl
r2
r4
obj
rl
r2
r3
r4
obj
rl
r2
r4

obj
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x4 rl 2.

x4 r3 -1.
x4 obj -4.
RHS
rhs rl 4.
rhs r2 6.
rhs r3 -1.
BOUNDS
FR x1
LO x2 -100.
UpP x2 100.
QUADS
x3 x3 1.
x3 x4 -2,
x4 x4 4.
ENDATA

Vsetky hesla pisané velkymi pismenami musia byt pisané velkymi pismenami. St
to kltcové slovda MPS forméatu. Ostatné mozu byt pisané velkymi alebo malymi
pismenami a reprezentuji informécie o tlohe. Zarovnanie stipcov je ddlezité.
NAME udava nazov tlohy. Po skonceni algoritmu sa vystup ulozi do suboru s
menom tulohy a priponou out.

V casti ROWS sa priraduji mena vSetkym riadkom v tlohe a urcuje sa, ¢i je
ohranicenie typu rovnosti E, typu "mensie rovné” L, typu ”vicsie rovné” G alebo
ide o linearnu cast ucelovej funkcie N.

Cast COLUMNS obsahuje pary premenné - riadok a hodnotu koeficientu vietkych
nenulovych prvkov v matici ohraniceni a linearnej casti ucelovej funkcie. Pre kazdua
premennu sa musia nenulové prvky zadavat spolu.

V casti RHS sa uvadzaja vSetky nenulové pravé strany ohraniceni.

V casti BOUNDS st ohrani¢enia na premenné. FR oznacuje volnd premennd,
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UP oznacuje horné ohranicenie, LO je dolné ohranicenie. Ak sa premennd nespeci-
fikuje, predpokladd sa, Ze je nezdporna.

Kvadratické ¢leny z tcelovej funkcie sa uvadzaji v ¢asti QUADS. Struktira je
podobné casti COLUMNS, ale namiesto parov riadok-premennd sa uvadzaja pary
premennd-premennd. Zapisuja sa iba prvky nad diagonalou a diagonalne prvky.

Ostatné sa doplnia automaticky.

4.2 Uloha s fixnymi transakénymi nakladmi

RieSend uloha s fixnymi transakénymi ndkladmi ma tvar

1
min ~ —(pTx —pTat —¢Ta7) + 2T Cx
Tzt~ 2

kde p € R™ je vektor ocakavanych vynosov akcii v portféliu, x € R™ je portfdlio,
zt, x™ € R™ su vektory nakipenych, resp. predanych akcii, p, ¢ st vektory
transakénych nakladov na kupu, resp. predaj akcii. C' je kovarian¢nd matica
rozmeru n X n. OhraniCenia v tlohe znamenajui, ze vSetky financ¢né prostriedky
vlozime do investicie (ITz = 1) a pri ktipe akcif nepouZzijeme Ziadne nové investicie
a vSetky prostriedky ziskané predajom akcii pouZijeme na nakup dalSich akcii

(x —axt +2~ =17).
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Casovii naro¢nost riesenia takejto tilohy som porovnaval s tilohou bez tran-

sakénych nakladov obsahujicou rovnaky pocet akcii. Teda tlohou tvaru

1
min  —plz+ Z2TCx
P 2

kde pouzivame rovnaké oznacenie ako v predchadzajicej tlohe.

LOQO bolo testované na datach roznych rozmerov. NajmensSia tloha ob-
sahovala 100 aktiv, najvicsia tloha mala 500 aktiv. Ostatné ulohy obsahovali
postupne 110, 120, 130, 140, 150, 160, 170, 180, 190, 200, 300 a 400 aktiv. Pre
kazdy rozmer som mal k dispozicii desat loh. Takze celkovo som pocital 140 iloh
pre fixné transakéné naklady a tiez 140 tloh bez transakénych ndkladov. Treba
si v8ak uvedomit, ze ulohy s transakénymi nakladmi obsahuju vyssie spomenuty
pocet aktiv, ale matematicky sa problém formuluje ako tloha s trojnasobnym poc-
tom premennych. Cielom bolo zistit ¢asovi naro¢nost najdenia optiméalneho riese-
nia pomocou algoritmu, v ktorom je implementovana metéda vnatorného bodu
popisand v kapitole 3. Vysledny ¢as (v sekundach) rieSenia ulohy daného rozmeru
sa pocital ako aritmeticky priemer casov vSetkych desiatich tloh tohto rozmeru. V
tabulke st uvedené vysledné priemerné ¢asy rieSenia tloh s fixnymi transakénymi

nakladmi spolu s tlohami bez transakénych nakladov.
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Tab.1l.

Podet aktiv .y ) Uleha L. i
s transakcnymi nakladmi bez transakcnych nakladov
100 0.0853 0.0564
110 0.1088 0.0723
120 0.1345 0.0847
130 0.1548 0.1016
140 0.1667 0.118B6
150 0.2107 0.1391
160 0.2421 0.1576
170 0.2796 0.1829
180 0.3125 0.2097
1390 0.3548 0.2374
200 0.4254 0.2625
300 0.9953 0.6888
400 1.9785 1.3987
500 3.4342 2.4597

Priemerny Cas riesSenia ulohy (v sekundach) .

V prvom stipci je pocet aktiv v portféliu, v druhom stlpci je priemerny ¢as
rieSenia dlohy s transakénymi nédkladmi a v trefom stipci je priemerny ¢as rieSenia
tilohy bez transakénych nédkladov. Uloha s transakénymi nakladmi mé trojnasobny
pocet premennych v porovnani s tlohou bez transakénych nakladov. Zatial ¢o
tloha bez transakénych nédkladov mé iba jedno ohranicenie (okrem obmedzeni na
premenné), tloha s transakénymi nakladmi ma n + 1 ohranifeni. Porovnanim
casov rieSeni zodpovedajucich tloh vidime, Ze strojndsobenim rozmeru tlohy cas
vzrastol menej ako dvojnasobne. Dovodom je, ze matica v kvadratickom clene
ucelovej funkcie pre tlohu s transakénymi nakladmi vznikne z matice tlohy bez
transakénych nakladov doplnenim matice na potrebny rozmer nulami, ¢o umoznuje
ulohu riesit velmi rychlo. Porovnanie ¢asov rieSenia tloh s transakénymi nakladmi

a bez transakcénych ndkladov je graficky znazornené na nasledujicom grafe.
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OBR.7.
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=5 transakénymi nakladmi -= Bez transakénymi nakladov

Grafické porovnanie priemernych dasov riefeni ulch s transakénymi
nakladmi a uloh bez transakénych nakladow.
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Zaver

Téato diplomova praca sa zaoberd modernymi metodami rieSenia tloh kvadra-
tického programovania. Problematika kvadratického programovania sa vo velkej
miere vyuziva vo financnej sfére, pretoze model optimalneho portfélia, ktory je
znamy ako Markowitzov model optimalneho portfélia, je naformulovany prave ako
uloha kvadratického programovania.

V prvej kapitole sme odvodili Markowitzov model portfélia. Tento model
sme rozsirili o transakéné naklady tak, Zze je nim mozné modelovat redlnu situaciu
na trhu. V tretej kapitole sme na tlohe optimalneho portfélia popisali algoritmus
metédy vnutorného bodu. Tento algoritmus je implementovany v softvéri, ktory
bol podrobne testovany na mmnohych tlohéch s fixnymi transakénymi nékladmi
roznych rozmerov. Profesor Best z kanadskej University of Waterloo poskytol na
testovanie data tloh s variabilnymi transakénymi nakladmi, ktoré st datami z
realnej situacie na trhu. Tieto tlohy viedli k rieSeniu dlohy kvadratického pro-
gramovania rozmerov az jedenast nasobne vicsich ako je pocet aktiv v portféliu.
Bohuzial, tieto data vykazovali ur¢ité nezrovnalosti (nepripustnost, resp. neohra-
nic¢enost tlohy) a pre nedostatok ¢asu sa nepodarilo analyzovat pri¢iny tychto
nezrovnalosti. Préave riesenie takychto tloh by bolo zaujimavé, pretoze obsahuju
niekolkonasobne viac premennych. Pri rieSeni tloh tohto typu by sme ziskali mo-
dely s vicSimi rozmermi ako modely s fixnymi transakénymi nakladmi. V tomto
smere teda vidime moznosti pre dalsi vyskum.

Hlavnym prinosom tejto diplomovej prace je vysvetlenie algoritmu metody,
ktora riesi ulohy kvadratického programovania v polynomidlnom case a najmé
otestovanie softvéru, ktory je mozné pouzit pri rieSeni tloh kvadratického pro-

gramovania, napr. aj pri hladani optimalneho akciového portfélia.
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