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Metddy rozSirenych Lagrangeovych funkcii v konvexnom programovani.

Uvod.

S rychlym rozvojom na poli ekondmie, vedy atechniky po Druhej svetovej
vojne bolo treba Celit’ stale zlozitejSim optimalizaénym problémom medzi ktoré patrili
aj rozne typy uloh na viazany extrém. Toto spdsobilo vznik a postupny vyvin nového
odvetvia matematiky — ,,nelinearneho programovania‘“. ZvySena potreba riesit’ tieto
stale novo sa vyvijajuce ulohy nelinearneho programovania mala za nasledok vznik
roznych algoritmov na ich rieSenie. VacSina z nich sa vSak ukézala ako nevhodnd na
praktické pouzitie. Takto to bolo aj pri roznych dovtedy existujucich algoritmoch,
pouzivajicich penalizaciu poruSenia ohraniceni v ucelovej funkcii. Zaciatkom
Sest'desiatych rokov Everett [13] ukazal, Ze aj pouzitie klasickej Lagrangeovej funkcie
na hl'adanie viazaného optima je nevhodné. Preto aké bolo prekvapenie, ked’ Hestenes
[16] anezavisle na nom aj Powell [22] v 1969 navrhli na rieSenie tlohy na viazany
extrém s ohraniCeniami v tvare rovnosti novy typ Lagrangeovej funkcie spolu aj
s prislusSnym algoritmom (Hestenes). Tato funkcia obsahovala vo svojom vyjadreni
kvadraticky vyraz penalizujiici poruSenie ohraniceni. Dosahované vysledky ziskané
pouzitim tohto algoritmu na ulohu nelinearneho programovania s ohranic¢eniami v tvare
rovnosti boli ve'mi dobré, no neskor sa ukazalo, ze tato funkcia nie je vel'mi vhodna na
rieSenie uloh viazanej optimalizdcie s ohranieniami v tvare nerovnosti (Miele,
Moseley, Cragg [21]). Toto malo za nasledok vznik novej triedy ,,rozSirenych
Lagrangeovych funkcii* zazivajicej velky ,,boom* hlavne v sedemdesiatych rokoch
dvadsiateho storo¢ia. V roku 1970 Rockafellar [23] predstavil, spolu aj
s modifikovanym algoritmom, rozSireni Lagrangeovu funkciu vhodni na rieSenie tloh
s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti, ktori odvodil priamo z funkcie navrhnutej
Hestenesom. V roku 1971 Arrow, Gould a Howe [1] zaviedli vSeobecnii podtriedu
rozsirenych Lagrangeovych funkcii, na ktoré sa vSak vztahovala podmienka
nezapornosti podobne, ako tomu bolo pri klasickej Lagrangeovej funkcii pre ulohu
s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti sformulovanej v roku 1951 Kuhnom — Tuckerom
[18]. Vroku 1973 bola Mangasarianom [20] predstavend nova, vSeobecnd rozsirena

Lagrangeova funkcia, ktora je dvakrat spojite diferencovatelna.
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Ako sme uz spominali, trieda rozSirenych Lagrangeovych funkcii sa teSila
velkému zaujmu hlavne v sedemdesiatych rokoch dvadsiateho storocia, o ¢om sved¢i aj
zvySena publikacnd cinnost. Z tohoto obdobia by sme mohli okrem uz vysSie
zmienenych diel spomenut’: Di Pillo, Grippo [9], Han [15], Hestenes [17], Rockafellar
[24, 25]. V osemdesiatych rokoch dvadsiateho storoCia patrili medzi hlavnych
predstavitel'ov tohto smeru Bertsekas [2, 3], Boggs, Tolle [5], Di Pillo, Grippo [10, 11].

Aj ked’ sa uz v sucasnosti trieda rozsirenych Lagrangeovych funkcii netesi takej
pozornosti ako tomu bolo v nedavnej minulosti, stile mozno ndjst’ medzi najnovsimi
publikaciami aj ¢lanky z tejto oblasti: Bertsekas, Ozdaglar [4], Conn, Gould, Toint [8],
Di Pillo, Lucidi [12], Lewis, Torczon [19], Rockafellar [26], ... A tak aj napriek tomu,
Ze v sucasnosti sl v centre pozornosti mnoh¢é modernejsie metody, nemozno ani v tomto
smere vyvoj povazovat’ za uplne ukonceny.

V tejto diplomovej praci sa budeme venovat niektorym vybranym typom
rozSirenych Lagrangeovych funkcii. Diplomova praca je rozdelend do troch Casti.
V prvej Casti si sa obozndmime so zdkladnymi pojmami a formuldciami. V druhej Casti
sa venujeme motivacii vzniku triedy rozsirenych Lagrangeovych funkcii, postupne si
predstavime viacero funkcii z tejto triedy, u niektorych aj s algoritmami na ich pouzitie.
V poslednej, tretej Casti, sa venujeme numerickym experimentom a stru¢nému popisu
generatora Uloh, ktorym sme generovali Ulohy, na ktorych potom jednotlivé

experimenty prebiehali.
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1. Symbolika, zakladné pojmy a formulacie.

V tejto Casti si zadefinujeme najprv niekol'ko zékladnych pojmov, sluZiacich na
lepsi prehl'ad v danej problematike, pripadne ktoré budu neskdr pouzité a zavedieme
symboliku, aby sme sa vyhli pripadnym tazkostiam a nedorozumeniam. Neskor si
sformulujeme ulohu konvexného programovania a niektoré zakladné, pripadne

povsSimnutiahodné vlastnosti, suvisiace s tou-ktorou formuléciou.

DEF 1: Funkcia f:R" — R"je triedy C*, ak je k-krdt spojite diferencovatelnd (na

R").

Nech f:R" — R. Pod gradientom funkcie f(x) budeme rozumiet’ n-rozmerny

Of(x) Of(x)  Of(x)

stipcovy vektor Vf(x)=

2

ox,  0x, ox,
Symbolom.
O*f(x) 9°f(x) *f(x)
ox’ Tox0x,  Ox,0x,
VE(x) = s DR
0*f(x) 0*f(x) 0*f(x)
Ox Ox, Ox_0x, ox2

» NPT .
budeme oznacdovat’ Hessovu maticu’ dimenzie nxn .

Podobne, ak f(x,y):R"™ — R, potom

O*f(x,y) 9f(x,y) O*f(x,y)
ox> T ox,0x,  Ox0x,

Vif(x,y) = : e
’f(xy) ’f(xy)  Pf(xy)

Ox 0x, ~ 0x 0X, ox;

je matica druhych parcialnych derivacii podl'a premennej x = (X,,X,,...,X, )" .

"'V pripade, Ze funkcia f:R" — R je triedy C?, tak (Hessova) matica druhych parcialnych derivécii je
symetricka, a teda nezalezi na poradi, v akom sme jednotlivé derivacie vykonali.
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Nech teraz f(x) je vektorova funkcia, t.j. f:R" — R™.
Piseme f(x) = (f,(x),f,(x),...,f, (x))", kde T v hornom indexe oznaluje transponovanie.

Derivaciu vektorovej funkcie f(x) podl'a vSetkych premennych budeme oznacovat’

T

of, (x) Of,(x) of, (x)
ox, ~ ox,  0Ox

Vi(x) = : S
of,(x) of (x)  If,(x)
ox, = 0x, 0x

n

¢o je transponovana Jacobiho matica.

Parcialna derivacia vektorovej funkcie f(x) podla j-tej premennej je

m-rozmerny stlpcovy vekor a budeme ju oznacovat’ symbolom

of (x) _ of (x) of,(x) Of_ (x) !

3 2%

OX; OX; OX; 0x;
Podobne, ak f(x,y):R""™ — R*, potom
of (xy) Of(xy) of(xy))
ox, = 0x, 0x,
V. f(x,y)= : . :
of (x,y) of (xy)  If(xy)
ox,  0x, o0x,

oznacuje parcialnu derivaciu vektorovej funkcie f(x,y) podl'a premennej x.

Symbolom |- || budeme oznacovat’ klasicktl Euklidovski normu v R".

Nech x=(x,,X,,-.,X,) , Y=(¥,,Y55-Y,) - Zapisom x<0 budeme
oznaCovat ,,celkovll nekladnost™ vektora x, teda Vi=1,2,...,n je x, <0. Zapisom
max|[x,y] chdpeme vektor nasledujuceho tvaru:

ma’X[X7 y] = (maX[Xl > YI ]’ maX[XZ > YZ ]’ e maX[Xn b yn ])T .

DEF 2: Nech f: X —R, g : X —=R;i=12,..m, kde X =2, X CR".

Standardnou __ulohou _ nelinearneho _ programovania  nazyvame  ulohu

nasledovného tvaru:

(SU) Min  {f(X)|g(X)<0; i=12,...m}.
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Mnozinu pripustnych rieseni (SU) budeme oznaGovat’ F . Teda
F={XeX|g(X)<0;1=12,...,m}.

Funkciu f(X) nazyvame ucelovou funkciou a funkcie g,(X) nazyvame

ohraniceniami.
Ak tloha nelinearneho programovania nie je v Standardnom tvare, vieme ju na
takyto previest’ a to nasledovnymi Gpravami:
T1 Kazda maximalizaéna ulohu prevedieme na ekvivalentna (SU) tak, e budeme
minimalizovat’ funkciu—f(X).

T2 ohraniCenia v tvare k rovnosti g;(X)=0; j=1,2,...,k nahradime nasledujucimi

ekvivalentnymi k+1 nerovnostami:

k
gl(X)SO, gz(X)SO,..., gk(X)SO, _ZgJ(X)SO .
j=1

Pozndmka: Mohli by sme sa spytat, preCo davat’ prednost’ ohrani¢eniam v tvare
nerovnosti pred ohrani¢eniami v tvare rovnosti, ked’ predsa m ohraniceni g, (X) z ulohy
(SU) vieme previest’ pridanim doplnkovej premenne;j z.cR;1=12,..,m na

m ohraniceni v tvare rovnosti

g0+2 =0,  gM)+2=0,., g,®+z2=0,

a teda ako vidime pocet ohraniceni sa nezvacsi. To je sice pravda, ale v takejto tlohe by
nam vystupovalo n+m premennych, ¢im by sa ndm v pripade velkého poctu nerovnosti
vel'mi zvicsila dimenzia Glohy, ¢o by mohlo byt zdrojom neskorsich tazkosti, pripadne
nepresnosti pri hladani optimalneho riesenia takejto ulohy. Dal’$i dovod pre¢o davame

prednost’ takémuto tvaru (SU) si ukaZeme neskor.

DEF 3: Pre (SU)* definujeme na definicnom obore X xR klasicku Lagrangeovu

funkciu:

(1.1) LOX,Y)=f(X)+>_ yg(X): X€X, y, >0, i=12,..m,

i=1

?Pre Glohumin f:X — R, X CR" s r ohrani¢eniami v tvare rovnosti g,(X) = 0 bude Lagrangeova
funkcia L(X,y) vyzerat tak isto ako pre (SU), len je definovana na inom defini¢nom obore, konkrétne na

X xR™, teda vektor Lagrangeovych multiplikatorov y nemusi byt nezaporny:
Lxy)=f(x)+y'gx) , xeX, yeR".
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pripadne vo vektorovom tvare

(1.2) L(x,y)=f(x)+y'g(x); X€X, y>0.

Vektor y = ( Vi Vorer Vo, )T sa nazyva vektor Lagrangeovych multiplikatorov.

DEF 4: Ohranicenie g, (X) budeme nazyvat aktivnym v bode X, ak g,(X)=0.

Mnozinu indexov aktivnych ohraniceni v bode X budeme oznacovat' 1,(X ). Teda

L(X)={i|g(X)=0; i=12,..m} .

Pre (SU) vieme sformulovat’ nutné podmienky optimality prvého radu’, zname
pod ndzvom KUHN-TUCKEROVE podmienky (skratene KT podmienky) [18], niekedy
nazyvané aj KARUSH-KUHN-TUCKEROVE podmienky (KKT podmienky), majic na
mysli, ze k tymto podmienkam sa ako prvy dopracoval vo svojej praci Karush uz v roku

1939. O KT podmienkach pre (SU) nam hovori nasledovna veta:

VETA 1 (KUHN-TUCKER 1951): Nech funkcie f(X), g(X);, i=12,...m su
triedy C', X je optimdalnym riesenim (SU) a nech vektory Vg, (X) su linedrne
nezavislé' pre i€ I,(X).
Potom existuje vektor Lagrangeovych multiplikatorov §y € R", Ze plati:
(1.3) VI(%)+> Ve (%)=0,
i=1

(1.4) g (X)<0 ; Vi=12,..m,

3 Ak su funkcie f(x) a g.(x); i=1,2,..,m triedy C', pricom gradienty vsetkych ohraniceni si linearne
nezavislé, potom nutné podmienky optimality prvého radu pre Glohu nelinearneho programovania
s ohrani¢eniami v tvare rovnosti (nazyvané aj LAGRANGEOVE PODMIENKY) budu vyzerat’:
V.L(xy)=0
V,L(X,y)=0 .

*V originalnej verzii vety 1 vystupoval slabsi predpoklad — a sice, Ze pre X plati: pre vsetky nenulové
rieSenia y sustavy Vg,(%)' y<0; i€l,(%), existuje diferencovatelnd krivka h(t):R — R";
0 <t <1, ktord celd lezi v mnoZine pripustnych rieseni, teda g,(h(t))<0; i=12,.,m a pre ktori

plati h(0)= X, @ =y, A>0.V takomto zneni vety 1 by v§ak Lagrangeov multiplikator y

t
nemusel byt’ dany jednoznacne oproti tomu, ktory vystupuje v nami pouzitej vete 1. Toto je vSak, ako
vidiet,, dost ,,.krkolomna“ definicia a preto koli I'ahSej overitel'nosti sa ako pre nas vhodnejsi javi
predpoklad linearnej nezavislosti pouzity vo vete.



Metddy rozSirenych Lagrangeovych funkcii v konvexnom programovani.

(1.5) Jg(%)=0;Vi=12..m,

(1.6) $.>0 ; Vi=12,...m.

Takuto dvojicu (X,Y) nazyvame KT pdar avektor Y vektorom KT multiplikdtorov.

Podmienku linedrnej nezavislosti vektorov Vg.( X ) nazyvame podmienkou regularity.

DEF 5: Hovorime, Ze bod (X,Y) splita postacujiice podmienky druhého radu pre (SU),
ak spliia KT podmienky a zaroven Vz € R", =0 spliajice

(1.7) Vg, (X)'2=0,iefiel,(X)|y,>0},

(1.8) Vg, (X)'2<0,icficl,(X)|y, =0}

plati  2'VIL(X,¥)z>0.

DEF 6: Hovorime, ze bod (X,Y) spliia silnii podmienku komplementarity pre SU, ak

(1.9) y, =0, Vicl,(X)".

DEF 7: Mnozinu K CR" nazyvame konvexnou mnozinou, ak Y\ také, ze 0 <\ <1,

plati:
AX+(I-XN)yeK .

DEF 8: Funkciu f(x):K — R, K CR" konvexnd, nayvame konvexnou funkciou, ak

X,y K, X=Y a VA také, ze 0 <\ <1 plati:
JOXA(L=X)Y)SA(X)+(1=A)f(Y).

VETA 2: Kazdé lokdalne minimum konvexnej funkcie je zaroven aj jej globalnym

minimom a mnozina vSetkych minim konvexnej funkcie tvori konvexnu mnozinu.

> Pre tilohu s ohrani¢eniami v tvare rovnosti sti podmienky rovnaké ako (1.7) a (1.8), len s tym rozdielom,
Ze plati pre vietky indexy i=1,2,...,m.

% Pre llohu s ohrani¢eniami v tvare rovnosti je striktna podmienka (1.9) rovnaka, len s tym rozdielom, Ze
plati pre vietky indexy 1=1,2,...,m.
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VETA 3: Nech funkcia g(Xx):R" — R je konvexnd na R".

Potom VbeR" je mnozZina B={XecR"|g(Xx)<b} konvexna auzavreta.

Mnozina B sa niekedy nazyva aj uroviova mnozina.

V dal'Som texte, pokial nebude spomenuté ind¢, budeme predpokladat’, Ze

funkcie f:R" — R , g :R" — R su triedy cl.

Poznamka: Vieme, Ze prienik konvexnych mnozin je tiez konvexnad mnozina. Mnozinu
K={xeR"|g(x)<0; i=12,...,m} si mézeme napisat’ ako
K={x|g(x)<0iN{x|g,(x)<0}N..N{x]g,(x) <0,

a teda mnozina pripustnych rieseni (SU) je konvexn4, ak g (x) st konvexné funkcie.

Poznajuc vsetky potrebné pojmy mozme pristupit’ k formulacii ulohy, ktora, ako
uz napoveda samotny nazov tejto prace, nas bude najviac zaujimat’ — a to k formulacii

Standardnej tlohy konvexného programovania.

DEF 9: Nech funkcie f:R" — R, g, :R" — R su konvexne.

Standardnou ulohou konvexného programovania nazyvame ulohu tvaru

(KU) Min  {f(x)|g(X)<0; i=12,...m} .

Poznamka: Mohli by sme si polozit’ jednoduchu otazku a sice preCo nas ma zajimat’
prave uloha konvexného programovania? Odpoved’ je eSte jednoduchSia — lebo ma
pekné vlastnosti. O aké vlastnosti ide? Z toho, ¢o vieme doteraz, mézme vy¢itat’ tieto
dve:
I kazdé (lokdlne) optimdlne riesenie (KU) je zdroveir aj jej globdalnym
rieSenim (pricom mnozina jej optimalnych rieseni je konvexna).
Il. mnozina pripustnych rieseni F je konvexnd a uzavretd, a teda kazdy bod
nachddzajuci sa na usecke tvorenej X,y € F tiez patri do mnoZiny
pripustnych rieseni.

naviac plati eSte aj
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III. KT podmienky pre (KU) si nutnymi, azdroveri aj postacujicimi

. . ., oy . AT
podmienkami pre optimalne rieSenie X '.

Kedze o vSetkych zOcastnenych funkcidch predpokladdme, ze su konvexné,
moézme si ukazat dovod prave na takito formulaciu (KU). Ak by sme mali

naformulovanti Glohu pomocou ohraniceni g (x) v tvare rovnosti, tak aby sme mohli

povedat’, Ze tato uloha je konvexnd, museli by byt tieto ohranicenia afinné a to koli
tomu, aby po vykonani transformacie T2 boli vSetky nerovnosti (resp. funkcie vzniknuté
takouto syntézou pdvodnych ohranieni) konvexné. Afinnost’ takychto ohraniCeni by
nas vSak velmi obmedzovala atak by sme takouto formuldciou mohli pokryt’ iba

nepatrnu &ast’ konvexnych uloh (KU).

" Na to, aby platili predchadzajice tri vlastnosti sta¢i predpokladat’ pseudokonvexnost G¢elovej funkcie
f(x) (funkcia f:R" —R, f€C' jepseudokonvexnd, ak Vx,y € R" plati:
VIY) (x=y)>0 = f(x)=f(y))
a kvazikonvexnost ohraniceni g,(x) (funkcia g :R" — R sa nazyva kvazikonvexnd, ak VX =Y,
0 <A< plati

SOXA(I=A)y) <max{ {(X),f(Y)})

Vo vSeobecnosti v§ak neexistuju jednoduché pravidla pre syntézu tychto funkcii, v tom zmysle, ze
napriklad sucet dvoch pseudokonvexnych funkcii nemusi byt’ pseudokonvexna funkcia. Tieto vlastnosti
sa tak tazSie overuju ako konvexnost’ a preto pre nase potreby budeme radsej predpokladat’ konvexnost
u vSetkych zcastnenych funkcii. Plati uplnost’ vsak eSte dodame, ze plati nasledovna implikacia:
konvexnost = pseudokonvexnost = kvdzikonvexnost.
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2. Rozsirené Lagrangeove funkcie.

2.1 Uvod do problematiky.

Vd'aka vlastnosti III. z predchédzajucej Casti by sme sa mohli domnievat’, ze na
najdenie optimalneho riesenia (KU), spiiajucej podmienku regularity, nam stadi néjst’
také X aspolu s nim taky vektor KT multiplikatorov ¥, ktoré by spiiali podmienky
(1.3) — (1.6). To je sice pravda, no ukazuje sa, ze Uloha ,,sta¢i najst* vobec nie je taka
jednoduchd, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat. Vyjadrime si tieto podmienky

pomocou Lagrangeovej funkcie (1.2). Mame:

2.1) V.L(%9y)=0,
(2.2) V,L(X,§)<0

(2.3) y'V,L(X,y)=0,
(2.4) y>0.

Ak pouzijeme pojem aktivneho ohrani¢enia v bode X z Definicie 4, t. j.
L) =lilg®)=0i=12,...m}

a vyjadrime si tieto vzt'ahy pomocou jednotlivych parcidlnych derivacii dostaneme:

(2.5) OLXY) g i1 n,
8xj
(2.6) OLXY) _ o (3)=0;icl (%),
8.)/1'
(2.7) Y, >05icl(X),
2.8) wzgimxo; i€f1,2,mi—1,(%),
Y
2.9) §=0;ie{12mi—I,(%).

Predpokladajme, Zze pozname mnozinu aktivnych ohraniceni I,(x). Ked’ze kazdé

optimalne rieSenie spolu s prislusnym vektorom KT multiplikatorov musi spiiat’ vztahy

(2.5) a (2.6), mohli by sme sa nechat’ zlakat’ najst’ takéto rieSenie hl'adanim rieSenia tejto
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sustavy rovnic. Tieto rovnice byvaju zvicSa nelinedrne andjst’ rieSenie takéhoto
systému moze byt zlozitejsie, ako najst’ optimalne risenie (KU) pomocou inych metéd.
Ked’ze vsak chceme este len najst’ rieSenie X, my v skuto¢nosti nepozname mnozinu
indexov aktivnych ohrani¢eni I,(X) vo vztahu (2.6) apreto by sme museli vyriesit
tento systém pre vSetky podmnoziny mnoziny indexov {1,2,...,m} alebo lepSie
povedané az pokial’ by sa ndm nepodarilo najst’ riesenie spifiajuce aj (2.7)-(2.9), ¢o je
konkrétne 2™ moznosti a pre velky pocet ohrani¢eni m je toto obrovské ¢islo. Naviac,
ako sme uz prave spomenuli, ak sa ndm predsa len podari najst’ rieSenie tohoto systému,
treba eSte skontrolovat’ splnenie podmienok (2.7)-(2.9) a ak je splnené aj toto, tak az
vtedy mame néjdené skutoéné optimélne riesenie (KU). Ako viak uZ bolo spomenuté,
cely tento proces si moze vyziadat' velké mnozstvo uskutocnenych operacii a kvoli
tomuto sa javi ako nevhodny pre riesenie (KU). Preto je nutné vydat’ sa inou cestou.

Jednou z moznosti je zovSeobecnit’ definiciu klasickej Lagrangeovej funkcie L(X,y).

ESte predtym vSak jedna potrebnd definicia.

DEF 10: Majme funkciu f(X,y): XxY —R, xe XCR", yeY CR".

Hovorime, Ze (X,y) je sedlovy bod typu minmax funkcie f(X,y), ak VX € X,
Yy eY plati:
(2.10) SOXY)SFXY)Sf(XY) .

VETA 4 (ROODE 1969): Nech f:X — R, X CR". Uvazujme vseobecnu ulohu na

viazany extrém

(2.11) Min { f(X)|XEM}, MCX .

Nech Y CR"™ a nech funkcia r: X xY — R ma nasledovné vlastnosti:

R1 VYyeY, VXeM plati: r(X,y)<0 .

R2 dyeY, VxeM plati: r(X,y)=0.

R3 Vx¢&M plati: supr(X,y)=-4oo .
yey

Potom plati implikacia:

Ak ( X,y ) je sedlovym bodom typu minmax funkcie
(2.12) e(X,y)=f(X)+r(Xy)

na mnozine X XY , tak X je optimdlnym riesenim uilohy (2.11).

11
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Vsimnime si, ze vtejto vete sa nepredpokladd Ziadna Specidlna vlastnost’
ucelovej funkcie f(x), ani mnoziny pripustnych rieSeni M a v tom spociva zarovei aj
jej velka sila. Ak najdeme sedlovy bod funkcie (2.12) spifiajucej vyssie spomenuté
vlastnosti, potom sme nasli zaroven aj optimalne rieSenie povodnej ulohy (2.11).
Zaroven v porovnani s KT podmienkami pre takato ulohu, tu ide o postacujuce
podmienky optimality. Toto teda stavia sedlovy bod do centra pozornosti zaujmu.

Lahko sa mozno presved¢it, e klasick4 Lagrangeova funkcia spiiia axiomy
R1-R3, a teda jej sedlovy bod (ak existuje) uruje optimalne rieSenie prislusnej tlohy.

V nasledujicich dvoch prikladoch ilustrujeme skutocnost, ze klasicka
Lagrangeova funkcia nemusi mat’ sedlovy bod, aj ked prislusna tloha ma optimalne

rieSenie.

PR 1: Majme alohu: X =R’, Min {2xx,|x,—x, =0} .

Z ohrani¢enia dostavame X, =X

|-
Dosadenim do ugelovej funkcie dostdvame vyraz 2x: .
Uvedeny vyraz dosahuje minimum v bode X, =0, a teda rieSenim danej ulohy
je bod
X=(X,X,) =(0,0)".

Napriek tomu klasickd Lagrangeova funkcia

L(x,y) = L(x,,X,,y) = 2x,X, + y(X, — X,) , X,,X, ER*, yeR
sedlovy bod (X,y¥)=(X,,X,,y) nemda. Kandidita nail ndjdeme medzi

stacionarnymi bodmi klasickej Lagrangeovej funkcie:

OL(x,,X,,y)

— 222 =%, +y=0
0x, 2Ty

8L(X13X2>Y):2X —y:()
0x, : ’

aL(XIaXZ:'Y):X —x :0

teda X, =X, =y =0.
Otestujme ¢i plati podmienka sedlového bodu (2.10)
L(ilﬂizaY) < L(il’izay) < L(X],Xz,?) > VXan €R, vy eR.
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Kedze X, —X, =0, tak prva nerovnost’ plati vzdy. Teraz eSte ostava vyvratit’
platnost’ druhej nerovnosti:

Po dosadeni (X,,X,,¥) a (X,,X,,y) do Lagrangeovej funkcie dostdvame

0<2xx, ,
¢o zrejme neplati (napr. x, =1, x, =—1), a teda Lagrangeova funkcia skutoc¢ne
nema sedlovy bod.
Pr 2: Majme tulohu: X =R?, Min {—In(x; +1)+x3 | x, +x; +1=0}
Ak si vyjadrime premenn@i X, z viizby dostneme  x, =—1—x; .

Takto minimalizujeme vyraz —In(x} +2x3 +2)+x;.

Tento dosahuje minumum v bode X, =0, a teda rieSenim danej tlohy je bod
X=(X,%,) =(-10)" .

Napriek tomu Lagrangeova funkcia

L(x,y) =L(x,,X,,y) = —In(x; + )+ x> + y(x, + x5 +1), x,x,€R, yeR

sedlovy bod (X,y)=(X,,X,,y) nemd. Podobne ako v priklade 1 kandidata nan

ndjdeme medzi staciondrnymi bodmi klasickej Lagrangeovej funkcie:

OL(x,,X,,y) _ 2x,

+y=0
ox, X +1 ’
8L(X19X27y)

-~ D 2277 92X +2 =0 )
axz 2 YXZ
L% Y) 2 41—

dy L

ktorého rieSenim je bod (X,,X,,y)=(—10,—1).
Otestujme ¢i plati podmienka sedlového bodu (2.10)

L(X,.X,,y) <L(X.X,,¥) <L(x,,X,,¥), Vx,x,€R, VyeR .
Ked'ze X, +X; +1=0, tak prva nerovnost plati vzdy. Teraz ete ostiva vyvratit
platnost’ druhej nerovnosti:

Po dosadeni (X,,X,,y) a (X,,X,,y) do Lagrangeovej funkcie dostdvame

—In2<—In(x; +1)—x,—1 .
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Tato nerovnost’ vSak neplati napr. pre x, =0 (x, I'ubovolné), a teda klasicka

Lagrangeova funkcia nema sedlovy bod.

Na tychto jednoducych prikladoch si mézme v§imnut, Ze existencia optimalneho
rieSenia neimplikuje existenciu sedlového bodu klasickej Lagrangeovej funkcie. Teda
ak by sme sa vydali cestou hl'adania optimalneho rieSenia pomocou hl'adania sedlového
bodu prislusnej Lagrangeovej funkcie, nemuseli by sme sa dostat’ k cielu. A prave
neschopnost’ klasickej Lagrangeovej funkcie zarucit' existenciu sedlového bodu

motivovalo vznik RozSirenych Lagrangeovych funkcii (Zovseobecnenych

Lagrangeovych funkcii), ktoré zazili velky boom najmi v sedemdesiatych rokoch
dvadsiateho storocia.
Co to teda vlastne rozsirené Lagrangeove funkcie si? Volne by sme ich mohli

charakterizovat’ nasledovne:

Rozsirenda Lagrangeova funkcia je funkcia, ktora vznikne z klasickej

Lagrangeovej funkcie pridanim vyrazu penalizujuceho pripadné porusenie podmienok

pripustnosti.

Ako sme si uz na predchadzajucich prikladoch ukézali, klasickd Lagrangeova
funkcia nie je veI'mi vhodna na praktické pouzitie (Everett [13]). Pridanim vhodného
penalizaéného vyrazu vSak mézme dosiahnut’ zlepSenie jednak v teoretickom, ako

aj praktickom aspekte.

2.2 Hestenesova rozsirena Lagrangeova funkcia.

Za vbbec prva rozsireni Lagrangeovu funkciu povazujeme funkciu predstavenu
v roku 1969 Hestenesom [16] spolu aj s algoritmom na najdenie jej sedlového bodu.

Tato funkcia je skonStruovana pre lohu s ohranic¢eniami v tvare rovnosti:

(RU) Min {f(X)|g(X)=0; i=12,..m},

kde f:X—R, g: X—R, XCR",
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a ma nasledujuci tvar:
(2.13) H(x,y;n) = f(X)+Zyigi(X)+gzgi(X)z .xeX, yeR"
i=1 i1

a kde n> 0 je parameter.

Ako vidiet tato funkcia je afinnd v premenne;j y.

Gradient Hestenesovej funkcie vyzera nasledovne:

(2.14) V. HE Y1) = VE®) + 3 Ly +1g,(0]Ve, (x) |

(2.15) V H(x,y;n)=¢g((x) ,

kde g(®) = (g,(x),8,(X),, g, (X)) .
Dalej ak st funkcie f(x) a g,(x); 1=1,2,..,m triedy Ck, potom tiez Hestenessova
funkcia H(x,y;m) je triedy C.

Nech (X,¥) je stacionarnym bodom funkcie H(x,y;n) anech je splnena
prislu$na podmienka regularity (teda gradienty Vg, (X); i€ I,(X) su linearne nezavislé).
Potom z (2.15) méame

g(x)=0

a po dosadeni do (2.14) dostdvame

VER) +) §.Ve (X)=0 .

]
Posledné dve rovnosti st vak Lagrangeovymi podmienkami pre tlohu (RU), t. j. (X,¥)
spiiia Lagrangeove podmienky optimality pre takito wilohu. Podobne plati aj opacna
implikacia, teda ak (X,§) spifia Lagrangeove podmienky tejto tlohy, potom je zaroveti
aj stacionarnym bodom Hestenesovej funkcie.

Lahko mozno overit, Ze ¢ast Hestenesovej funkcie
m n m
h(x,y)= Z Y& (x)+ EZ g; (X)z
i=l1 i=l1

spifa vietky Roodeho vlastnosti R1 — R3, kde Y=R™ a M ={x € X|g(x)=0}. Teda
podla Vety 4, ak (X,y) je sedlovym bodom funkcie H(x,y;n), potom X je optimalnym

rieSenim ulohy. Ostava eSte teoreticka otazka existencie sedlového bodu Hestenesovej

funkcie H(x,y;m). V zadvere tejto Casti (Veta 5) ukazeme existenciu sedlového bodu.

Bolo by teda dobré vediet’ nejaky algoritmus na najdenie takéhoto sedlového bodu typu

minmax. Jednou z moznosti by mohol byt nasledovny postup. Z nejakého pociatoéného
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bodu (x°,y’) sa striedavo podla x ,,spustat’ dole* v spidovom smere —V H(x,y;m)
a nasledne sa podlay ,,Splhat” hore* v smere narastu V H(x,y;n) Hestenesovej funkie.
Vylepsenim tohto postupu je moznost ndjdenia minima funkcie H(x,y*;m) pri
zafixovanej hodnote y* premennej y. Na zabezpedenie existencie lokalneho minima
funkcie H(x,y";n) nam slizi prave parameter 1. Totiz pre malé hodnoty n* parametra

1 minimum nemusi existovat, aviak pre dostatoéne vel’ké hodnoty zrejme existuje®, ak

samozrejme pdvodna tloha ma optimalne rieSenie. KedZe Hestenesova funkcia je

afinnd v premennej y, tak analogické vylepSenie tohto postupu, teda néjst maximum
funkcie H(x“,y;v) pri zafixovanej hodnote x* premennej X, nie je mozné. Pri

modifikécii premennej y je teda nutné postupovat’ ind¢. Ako, to ndm ukaze napriklad uz

vyssie spomenuty Hestenesov algoritmus.

Algoritmus Hestenesa:

HA1 Zvolit n° >0, y* €R™, presnost € > 0 a nastavit' ,,po¢itadlo k=0.
HA2 Nijst minimum x* € X funkcie H(x,y*;n"). Ak takéto neexistuje zvicsi
hodnotu parametra n* a vykonaj krok HA2 este raz.

HA3 Test presnosti: ak ”g(xk )” <e, x* je riesenim tilohy. STOP.

k+1

HA4 Modifikacia vektora Lagrangeovych multiplikatorov: y*' =y +n'g (x*);

i=12,..m, 0" =n".

HAS k=k+1,GOTO HA2.

Vsimnime si, Ze hlavna cast’ algoritmu je ststredend v kroku HA2. Tu na
najdenie vol'ného minima funkcie H(x,y";n*) moZeme pouzit rdzne iteraéné metody.
Kedze vo vieobecnosti riesenie x*' ziskané pomocou niektorej ztychto metdd

konverguje k optimalnemu rieSeniu x* len pre j— oo, tak je vhodné pri testovani

¥ Vol'ne povedané pre dostatoéne velké 1 nam vyraz ﬂz g,(x)’ ,konvexifikuje* funkciu H(x,y";n")

i=1
na nejakom okoli O(X) , kde X je lokalne minimum funkcie H(x,y";n), pri zafixovanej hodnote y*
premenne;j y.

16



Metédy rozsirenych Lagrangeovych funkcii v konvexnom programovani.

optimality najdeného minima x* nahradit nevhodnii podmienku stacionarity

V H(x*,y*;n")=0, upravenou podmienkou, napr. ”VXH(xk,yk;nk)” <u, kde p je
nejaka pozadovana ,,vnutorna“ presnost. Na detekciu neexistencie mézme pouzit’ napr.

obmedzenie maximdlneho poctu iteracii, pocas ktorych by sa ndm malo podarit’ splnit’

tuto upravenu podmienku stacionarity. Ak sa ndm to nepodari, zvd¢§Sime hodnotu
parametra m* a za¢neme hladat’ minimum znovu. Je vhodné pouzit' za $tartovaci bod
posledny bod do ktorého sme dospeli pred zvicsenim parametra n*. Kvoli spominanej
presnosti ziskan¢ho rieSenia z kroku HA2 nie je vkroku HA3 podmienkou, aby
”g(xk)”:0, ale je pritomnd modifikovana podmienka ||g(xk)||<€ pripustnosti
ziskaného rieSenia. Ako sme uz skor spomenuli, Hestenesova funkcia H(x,y;m) je
afinnd v premennej y, a teda pri modifikacii y nie je mozné postupovat’ maximaliziciou
funkcie H(x",y;n*) v premennej y, pri zafixovanej hodnote x*. Modifikacia y je
zabezpeéena vkroku HA4. Pre takto zvolené y* z HA2 a (2.14) dostaneme
V.L(x*,y")=0 (kde L(x,y) je klasickd Lagrangeova funkcia), alebo lepsie
povedané |V, L(x",y*"")| <y, a teda takto ziskany sedlovy bod (X,¥) bude (priblizne)

spifiat’ nutné Lagrangeove podmienky optimality.
Ako sme uz vysSie spominali, jednou znevyhod klasickej Lagrangeovej

funkcie L(x,y) bolo, Ze sme pri nej nevedeli zabezpecit’ existenciu sedlového bodu.

U Hestenesovej funkcie, nam za splnenia ur¢itych podmienok tento problém odpada,

o ¢om nam hovori nasledovna veta:

VETA S: a) Nech f(X) a g(X), i=1,2,...,m, su triedy C°. Nuch uloha (RU) md
optimalne riesenie a nech bod (X,Y) spliia postacujiice podmienky optimality druhého
radu (1.7), (1.8) a silné podmienky komplementarity °(1.9).

Potom pre dostatocne velku (no konecnu) hodnotu parametra v je na nejakom

okoli O(X) funkcia H(X,Y,;n) konvexna v premennej x a zaroven
(2.16) H(X,y;n)<H(X,Y.n)<H(XY;n), VXeO(X), yeR".

Naviac ak ide o ulohu konvexného programovania, potom O(X)=R".

? Ak by sme sa vratili spat’ ku prikladu 2, zistili by sme, Ze vSetky podmienky z ¢asti a) Vety 5 su pre tato

ulohu splnené, no ako sme uz ukazali prislusna klasicka Lagrangeova funkcia nema sedlovy bod.
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b) Naopak, ak plati (2.16) pre nejaké n >0, potom X je optimdlnym
riesenim pévodnej vilohy (RU) s dalsim ohranicenim X € O(X) (kde podobne ako bolo

spominané uz v casti a) v pripade konvexnej ulohy O(X)=R").
Dékaz: Je mozné ndjst’ v Mangasarian [20], str. 778.

V nasledujicom priklade si ukdzeme, ze Hestenesova funkcia méze mat sedlovy

bod aj napriek tomu, Ze nie su splnené vSetky predpoklady z vety 5.

PR 3: Uvazujme ndm uz dobre znamu ulohu na viazany extrém
X =R?, Min {2xx,|x,—x,=0} .
Vieme, ze optimalne rieSenie tejto Glohy je X, =X, =0 a prislusny Lagrangeov

multiplikator ¥ = 0. Hestenesova funkcia pre takuto tlohu bude vyzerat’:
H(x,y;n) =2x,x, + y(X, —xz)—i—g(xl2 +x2-2x,X,) , YER, 1>0.

Podmienku (2.14) si moézeme vyjadrit pomocou jednotlivych parcialnych

derivécii podl'a premennej X, a x, ako sustavu dvoch rovnic:

OH(X,y;
ox,
(2.17) OH( ) .
XY
T = 2 e -y
0x,
Podmienku (2.15) si vyjadrime pomocou jednej rovnosti:
(2.18) M:XI_XQ _
dy

Skusme teraz najst optimalne rieSenie tejto ulohy pomocou Hestenesovho

algoritmu.
Nech y’=1, n’°=1 azvolme presnost c=10". Teraz mdzme az do

ukoncenia algoritmu vykonavat’ postupnost’ krokov HA2 az HAS. V kroku HA2
budeme minimum x hladat’ ako rieSenie sustavy (2.17). Ak bude treba, tak

v kroku HA2 Hestenesovho algoritmu budeme zvySovat’ hodnotu parametra m
podla predpisu n* = 2n".

Takto ziskané hodnoty si zapiSme do Tabulky 1.
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i X3 X, y n Xi =X,
Ofneexistuje[neexistuje| 1 1 N/A!
1 -0,5 0,5 1 2 -1
2 0,17 -0,17| -1 4 0,33
3 -0,024 0,024 0,33 4 -0,048
4/ 0,0016f -0,0016 -0,048 4 0,0032
5[ -0,00005| 0,00005 0,0032 4{ -0,00010
6| 0,000001j-0,000001} -0,00010 4{ 0,000002

Tabulka 1: Riesenie ziskané Hestenesovym algoritmom aplikovanym na Hestenesovu funkciu

Ako vidiet pri zvolenej presnosti sme krieSeniu s pozadovanou
presnostou dospeli za 7 iteracii. Z Tabulky 1 si tiez moZeme vSimnut, ze
iterované rieSenia nemusia konvergovat’ k presnému rieSeniu monotonne.

N4jdime teraz stacionarne body Hestenesovej funkcie
H(x, y;m) = 2x,x, + y(X, —X;) +2(X12 + Xg —2x,X,) .

Nech n=2.Z podmienok (2.17) a (2.18) dostaneme uz zndme rieSenie
X, =X,=y=0.
Spita takéto rieSenie podmienku sedlovosti (2.16)? Po dosadeni zndmych
hodnét do tejto podmienky dostaneme:
0<0<x;+x5, V(x,x,)€0(X) .
Toto plati vzdy, ateda O(X)=R’. Viimnime si, Ze pri tejto tlohe nie su
splnené vsetky predpoklady z Casti a) vety 5, konkrétne silnd komplementarita,

lebo y = 0. Napriek tomu tvrdenie z ¢asti a) pre tuto ulohu plati.

2.3 Rockafellarova rozSirena Lagrangeova funkcia.

Ako sme vSak uZz vuvodnej Casti tejto prace spominali, nas predovsetkym

zaujima uloha  nelinearneho programovania s ohranieniami v tvare nerovnosti.
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Uvazujme preto teraz §tandardnt Glohu nelinedrneho programovania (SU). Tato si
pomocou uz skér zmienenej transformacie vieme pomocou m doplnkovych premennych
vieme pretransformovat’ na ulohu s ohrani¢eniami v tvare rovnosti. Na takuto tlohu by
sme teraz mohli pouzit’ Hestenesovu funkciu. Pri takejto transformacii, ako uz bolo
spomenuté skor, nam vSak pri velkom pocte m ohraniCeni narastie dimenzia takejto
transformovanej tlohy (konkrétne pocet premennych bude n + m). Takyto vel'ky narast
poctu premennych v§ak ma vel’ky vplyv na kvalitu ziskanych rieSeni takejto tlohy. Toto
sa premietalo aj do rieSeni ziskanych pouzitim Hestenesovej funkcie, a preto sa tato
ukdzala ako nie velmi vhodnd na pouzitie pri hladani optimalnych rieSeni ulohy
s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti (Miele, Moseley, Cragg [21]). V roku 1970 vsak pre
ulohu s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti bola Rockafellarom [23] predstavena nova
funkcia ziskand modifikdciou Hestenesovej funkcie spolu aj s upravenym
Hestenesovym algoritmom na jej pouzitie,, Ako uz bolo spominané tito funkcia je
skonstruovana pre ulohu s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti (u nas oznaCovanu ako

standardnt ulohu SU), teda:
SU) Min {f(x)|g(x)<0; i=1,2,..,m} ,
kde f: X—=R, g:X—R, XCR".

Rockafellarova rozsirena Lagrangeova funkcia mé nasledovny tvar:

(2.19) R(x,y;1) = £(x) +2i§m) (max[0, g, () +y,F —¥°) .

N iz

alebo ekvivalentne

m

yigi(x)—f—ggf(x); ak gi(x)Z_L
(2.20) R(x,y;m)=f(x)+) .

1 7
——i; ak g,(x) <=
27] n

xe XCR", yeR"™ akde n> 0 je parameter.

Spominali sme, ze tato Rockafellarova funkcia bola odvodena z Hestenesovej
funkcie. Aj ked sa to na prvy pohlad nezda, naozaj je tomu tak. Pomocou m

doplnkovych premennych z; prevedieme tilohu (SU) tvar
Min  {f(x)|g (x)+z =0;i=1,2,..,m},
z=(2,,2,,..,2,) €R".

Hesnessova funkcia pre takuto ulohu potom nadobuda tvar
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.21 HGZ, Y1) = F0+ Dy (@ (0 +2) + 33 (8,00 + 70

Ako sme si uz ukdzali, Lagrangeove podmienky optimality Glohy s ohrani¢eniami
v tvare rovnosti su ekvivalentné s podmienkami stacionarity prislusnej Hestenesovej
funkcie. Zderivujme teraz vztah (2.21) podl'a premennej z alebo lepSie povedané podla
jednotlivych premennych z; 1i=1,2,...,m avyjadrime si podmienku stacionarity.
Dostaneme:
(2.22) 2yz +20(g,(x)+2)z,=0; i=12,..,m.
Po uprave z (2.22) dostaneme nasledujucu rovnost’

(mg,(x)+nz' +y)z,=0; i=12,.,m.

Kedze z, € R, tak tdto podmienka je splnena, ak polozime Vi=1,2,....m

7= [+ ak g,(x)+2<0 ,
M n

z.=0; ak gi(x)—i-LZO.
M

Vieme, Ze tato podmienka stacionarity je jednou z nutnych podmienok optimality pre
optimalne rieSenie danej ulohy. Ak teda ndjdeme optimélne rieSenie, prislusné
doplnkové premenné z; budl vzdy nadobudat’ takyto tvar. Dosadenim takychto vyrazov
namiesto premennych z; do funkcie (2.21) nestratime optimalne rieSenie, pri¢om tato
funkcia bude dalej len funkciou premennych x, y aparametra m. Takto z (2.21)
dostaneme:
Do (x); ak Ji>0
m yigi(x)+ 2gi(x) ; ak gi(x)+ 0=
HEy;m =f(0)+) y ,
R ak g (0)+2<0
2n n

¢o je vSak funkcia identicka s Rockafellarovou funkciou (2.20), ktorti je mozné previest’
na ekvivalentny tvar (2.19).

Rockafellarova funkcia R(x,y;n) je konvexna v premennej x pokial ide o tlohu
konvexného programovania a je (vZdy) konkdvna v premennej y. Ak st funkcie f(x) a
g.(x) triedy C', potom aj R(x,y;n) je triedy C' a jej gradient (podl'a premennej x a y)

vyzera nasledovne:
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(2.23) V.R(x,yim) = VEE) + S max[0,ng, (x) + v, Ve, (x) .

i=l1
c) Y, vy
(224) VYR(X, Y. T]) - maX[O, g(X) +H] _H .

Ak st jednotlivé funkcie f(x) a g(x) triedy C?, tak Rockafellarova funkcia

R(x,y;n) je triedy C* iba v bodoch x a y, kde ng(x)+y,=0;1=12,...m,
kvoli svojej Struktire obsahujucej ,,nehladky* vyraz tvaru max[0,g(x)+ X] V rovnici
n

(2.23). VSimnime si, Ze pri pouZziti Rockafellarovej funkcie nie je na vektor KT
multiplikdtorov y kladena Ziadna podmienka v podobe nezapornosti ako tomu bolo pri
pouziti klasickej Lagrangeovej funkcie. Napriek tomu sa ukaze, ze optimalnemu
rieSeniu % ulohy (SU), bude prislachat vektor § > 0.

Teraz si okrem mnoZziny indexov I;(x) zdefinicie 4 kvoOli jednoduchosti

vykladu zadefinujme este 4 d’al’Sie indexové mnoziny:
[,(x)={i|g,(x)=0;1=1,2,...,m}
I x)={|g(x)<0;i=12,..,m}
J (xy)=1{jIng;(®)+y;<0;j=12,..,m} .
Joxy)={jIng;x)+y;=0;j=12,...,m}
J,(xy)={jIng;(x)+y;>0;j=12,...,m}

Nech (X,y) je stacionarnym bodom funkcie R(x,y;n) anech je splnena
prislusna podmienka regularity. Potom z (2.24) pre jednotlivé indexy i=1,2,...,m

mame:
(2.25) max {0, g, (R)+21-Yi =0 .
n
Uvedeny vzt'ah teraz analyzujme pre jednotlivé indexové mnoziny J (X,y), J,(X,¥),

J.(X,y).

iy,
n

Zo vzt'ahu (2.25) pre vSetky indexy i také, ze i €J_(X,y) dostavame —

¢o nam implikuje y, =0 a nasledne z definicie indexovej mnoziny J (X,y) dostdvame
g(X)<0.

Pre i€J,(X,¥) dostaneme podobnym postupom ako pred chvilou y, =0 a g,(X)=0.
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Pre i€J (X,¥) zo vztahu (2.25) dostaneme g;(X) =0, a nasledne z definicie indexovej
mnoziny i €J, (X,y) dostdvame ¥, >0.
Toto vSetko ndm vSak dohromady implikuje splnenie KT podmienok (1.4)-(1.6).
Pre stacionarny bod (X,y) dalej zo vztahu (2.23) dostavame
(2.26) VE(x)+ Y max[0,ng,(x) +y,]Vg,(x) =0 .
i=1

Toto si mézme d’alej prepisat’ ako Vf(X)+ Z max[0,ng,(X)+ ¥, Vg, (X)=0,

JENLL (X))

z ¢oho vSak v ramci predchadzajtcich zaverov pre mnozinu J, (X,y) dostdvame

VIR + Y §Vg(®=0.

JELL(XY)

Ked'ze vsak pre indexy i€ J (X,y)UJ,(X,¥) plati §, =0, tak potom aj

VEEx) + > y:Vg(x)=0,

JEI_ (R )UT (R9)UTL ()
¢o je v8ak splnenie KT podmienky (1.3), a teda kazdy stacionarny bod (X,y) funkcie
R(x,y;m) je zaroveti aj KT parom pre tilohu SU.
Nech teraz bod (%,¥) je KT parom pre Glohu SU. Potom z KT podmienok (1.4)-

(1.6) pre jednotlivé mnoziny indexov I (%) a I;(X) dostavame:

y.=0,1€el (x),

y,>0,iel,(x) .
Kedze vsak 1 (X)UI,(X)={L,2,...,m} dostavame, ze vztah (2.24) je v bode (X,y)
rovny 0. Rovnost’ (2.23) si mdzme zapisat’ ako

V.RE,§;m) = VEE) + ) max[0,ng,(})+§,1Ve,(X)+ Y max[0,ng,(})+3,1Vg (%)

i€l (%) i€l (%)

z ¢oho dostaneme V R(X,y;n) = VI(X)+ Z y. Ve (X) .

icly (R)

Kedze vSak y, =0, Viel (X), tak KT podmienka (1.3) je ekvivalentna podmienke

VI(X)+ Z 5’ng1‘ (x)=0,

i€l (%)
a teda vzt'ah (2.23) je v bode (X,y) rovny 0.

Tym sme ukazali, Ze KT par (X,y) je stacionairnym bodom Rockafellarovej funkcie

R(x,y;n).
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Ako sme prave pred chvilou ukazali, stacionarne body (X,y) funkcie R(x,y;m)
su ekvivalentné KT bodom prislusnej ulohy a v pripade ulohy konvexného
programovania je X optimalnym rieSenim ulohy. Pri tejto prilezitosti si mézme vSimnit
hned’ jednu z vyhod Rockafellarovej funkcie oproti klasickej Lagrangeovej funkcii. Ak
by sme sa pri tilohe konvexného programovania KU pri hl'adani optimalneho riesenia
vydali cestou hl'adat’ toto rieSenie pomocou KT podmienok, tak namiesto hladania
rieSenia systému rovnic (2.5), (2.6) a naslednej kontroly splnenia podmienok (2.7)-(2.9)
pre potencidlne vsetky indexové mnoziny I,(X), nam pri pouziti Rockafellarove;j
funkcie R(x,y;m) staci vyrieSit systtm n-+m rovnic (2.23) a (2.24), Co je vo
vSeobecnosti ovel'a menej ako vo vysSie spomenutom postupe s pouzitim klasickej
Lagrangeovej funkcie L(x,y).

Ako sme vSak uz parkrat spominali ngjst’ korenl takéhoto homogénneho systému
nemusi byt jednoduché a navySe, pokial’ nejde o tlohu konvexného programovania aj
nie kazdy takyto bod, alebo presnejSie povedané jeho x-ova zlozka, je zaroven aj
optimalnym rieSenim povodnej tilohy.

Lahko mozno overit’, ze ¢ast’ Rockafellarovej funkcie

r(x,y) = %Z (max[0,ng, () + v, F —y°)

i=l1
spiiia vietky Roodeho vlastnosti R1 — R3, kde Y=R™ a M= {x€ X|g(x)<0}. Ak
teda najdeme sedlovy bod (X,y) Rockafellarovej funkcie R(x,y;m), potom X je
optimalnym rieSenim pdvodnej ulohy. Ako teda postupovat pri hl'adani tohoto

sedlového bodu? Mo6zme pouzit’ Rockafellarovu modifikaciu Hestenesovho algoritmu:

Algoritmus Rockafellara:

RA1 Zvolit 1’ >0, y° >0, presnost >0 a nastavit' ,,po¢itadlo k=0,

RA2 Nijst minimum x* € X funkcie R(x,y*;n"). Ak takéto neexistuje zvicsi
hodnotu parametra m* a vykonaj krok RA?2 este raz.

RA3 Test presnosti: ak g (x*)<e; Vi=1,2,..,m, x* je e-pribliznym rieSenim

ulohy. STOP.
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RA4 Modifikacia vektora Lagrangeovych multiplikatorov:

k+1 k+1 k

yi " =max[0,mg,(x)+yi]; i=12,..,m, " =n",
RAS k=k+1,GOTO RA2.

Takisto ako v Hestenesovom algoritme aj tu hlavnd cast’ algoritmu prebieha
v kroku RA2. Ak v povodnej tilohe (SU) optimélne rieSenie X existuje, potom pre
dostato¢ne velki hodnotu parametra 1 existuje minimum x* Rockafellarovej funkcie

R(x,y*;n*). Parameter m"

nam teda slizi na zabezpeenie existencie minima
Rockafellarovej funkcie R(x,y*;n*). V kroku RA3 kontrolujeme, podobne ako aj

v Hestenesovom algoritme, upraventi podmienku pripustnosti. Pouzitie metody
rozsirenych Lagrangeovych funkcii nesie zndmky metdd vonkajSieho bodu, a teda ak
optimalne rieSenie X povodnej tilohy (SU) lezi na hranici mnoZiny pripustnych rieseni
F, tak sa moze stat, ze k optimalnemu rieeniu X povodnej ulohy (SU) sa budeme
blizit z vonkajej strany, t. j. v jednotlivych iterdciach budi minima x* Rockafellarove;
funkcie R(x,y"*;n") konvergovat k optimilnemu rieSeniu % tlohy (SU) smerom
zmnoziny nepripustnych rieSeni. Preto vkroku RA3 testuyjeme modifikovana
podmienku pripustnosti s poZadovanou presnostou ¢ . KT multiplikatory y; buda vd’aka

sposobu modifikacie v kroku RA4 neziporné. Pre takto zvolené hodnoty KT
multiplikatorov y* z kroku RA2 zo vztahu (2.23) dostaneme V L(x*,y*")=0"", kde
(L(x,y) je klasickd Lagrangeova funkcia), a teda takto ziskany sedlovy bod (X,y) bude
(priblizne) spiiiat’ nutné KT podmienky optimality.

Na zaver si v nasledujicej vete, podobne ako aj v predchadzajucej Ccasti,

ukdzeme vyhodu Rockafellarovej funkcie R(x,y;m) oproti klasickej Lagrangeove;j
L(x,y) vtom, Ze pri splneni istych podmmienok vieme garantovat’ existenciu jej

sedlového bodu (X,y).

VETA 6: a) Nech f(X) a g,(X), i=1,2,...m, su triedy C°. Nuch vloha (SU) md
optimdlne riesenie a nech bod (X,Y) spliia postacujiice podmienky optimality druhého

radu (1.7), (1.8) a silné podmienky komplementarity (1.9).

1% Alebo lepsie povedané priblizné splnenie tejto podmienky, teda "VXL(xk,yk“)” <p vid komentar

k Hestenessovmu algoritmu.
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Potom pre nejaku dostatocne velku (no konecnu) hodnotu parametra v je na
nejakom okoli O(X) funkcia R(X,Y,n) konvexnd v premennej x a zarovern
(2.27) R(X,y:im) SR(X.Y.n)<R(X,Y;n), ¥Xe€O(X), yeR".
Naviac ak ide o ulohu konvexného programovania, potom O(X)=R".
b) Naopak, ak plati (2.27) pre nejaké 1 >0, potom X je optimdlnym
riesenim pévodnej vilohy (SU) s dal$im ohranicenim X € O(X ), kde podobne ako bolo

spominané uz v casti a) v pripade konvexnej ulohy O(X)=R".

Doékaz: Je mozné ndjst’ v Mangasarian [20], str. 778.
2.4 Mangasarianova trieda rozSirenych Lagrangeovych funkcii.

Ako sme uz spominali skor, tvar rozSirenej Lagrangeovej funkcie pre tu-ktoru
ulohu nie je pevne dany anaozaj, okrem uz spominanych predchadzajiucich dvoch
funkcii s kvadratickou penalizédciou, pozndme aj mnoho inych. Za splnenia istych
rozumnych predpokladov vSak tieto mézme zaradit’ do triedy, kde jednotlivé funkcie
maji podobné (alebo rovnaké) vlastnosti ¢o sa tyka sedlovosti a existencie
stacionarnych bodov. V tejto Casti si predstavime Mangasarianovu triedu rozsirenych
Lagrangeovych funkcii (povodne predstavenu v roku 1973) pre SU, do ktorej patri aj
Rockafellarova funkcia.

Najprv si zadefinujme nové symboly

(x), = X; ak x>0
T0; ak x<0

Analogicky pre funkciu ¢ : R — R definujeme

P(x); ak x>0

X, = {O; ak x<0

Symbol ', " oznacuje prvi, resp. druhu derivaciu funkcie .
Nech v d’al’Som funkcia 1: R — R spiia nasledovné vlastnosti:

M1 ) je triedy C*a {"(x) >0 ak x = 0.
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M2 ' je bijektivne zobrazenie z R na R a {'(0)=0.

M3 (0)=0.

Kedze € C?, tak zvlastnosti M1 dostdvame, ze vbode x =0 plati "(x)>0,
pripadne V"(x)=0 (pripad {"(x) <0 nemodZe nastat, lebo potom "(x) by nebola
spojita vbode 0, ateda nebola triedy C?). Z tohoto dostivame, e funkcia | je
konvexna. Z vlastnosti M2 zas vidime, ze 1{» mé v bode 0 stacionarny bod, v ktorom

dosahuje hodnotu 0. Z konvexnosti vSak vieme, Ze tento stacionarny bod je bodom

minima, a teda 1 je nezaporna funkcia.
Uvazujme teraz tlohu
(SU) Min {f(x)|g,(x)<0;i=1,2,..,m} ,
kde f: X —-R, g: X—R, XCR".
Nech ¢:R — R ma vlastnosti M1, M2, M3. Potom Mangasarianova funkcia ma

tvar:

(2.28) M(xyim) = £+ (g () +y,), —U(y) , xEX, yER”

i=l1

a kde n> 0 je parameter.

2
. ; y . X . .
Poznamka: Poznamenavame, Ze pre funkciu Y (x) :2— Mangasarianova funkcia sa
n

redukuje na Rockafellarovu funkciu R(x,y;n).

VSimnime si, Ze vdaka vlastnosti M2 plati ({(x),)'=1'(x),, Vx€R, ateda aj

Mangasarianova funkcia je triedy C' a jej gradient podla premennych x a y vyzera:

(2.29) VMG, yi) = VE®) + 3 0 (0 + y,), Ve (x) .

i=l1

(2.30) vyM(X7 y;m) = (b'(ng,(x)+ Y1)+ —0'(y,)s-eb'(ME, (x) + Y2)+ —'(y,) -

Na druhej strane vSak vo vSeobecnosti ({(x),)"=1"(x), len pre x>0 (toto je aj

2
pripad Rockafellarovej funkcie kde (x) :;—), priCom rovnost’ bude platit’ Vx € R
n

len ak k vlastnostiam M1-M3 funkcie {(x) priddme poziadavku aby {"(0)=0. Ak
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teda si v (SU) jednotlivé funkcie f(x) a g (x) triedy C? a {"(0)=0, potom je
vieobecnd Mangasarianova funkcia M(x,y;n) tieZ triedy C*. Funkcia {(x) s tymito

vlastnost’ami je napriklad niektora z nasledujucich funkcii:
a) P(x)= ﬁ n>0, a>2 (pre =2, ide o Rockafellarovu funkciu).
na

2
X

b) U(x)=cosh(x)— (7) —1; kde cosh(x) = %(eX +e ).

Kedze sme uz spominali Ze vSeobecna Mangasarianova funkcia M(x,y;m)
modze nadobudat’ tvar funkcie R(X,y;m), z tohoto by sme mohli uz intuitivne vytusit’

vztah medzi KT bodmi ulohy SU a staciondarnymi bodmi Mangasarianovej funkcie.
A naozaj ekvivalenciu medzi KT bodmi a stacionarnymi bodmi Rockafellarovej funkcie
(ktora sme si uz ukdzali vy$Sie) moézme zovSeobecnit aj na stacionarne body

Mangasarianovej funkcie, o com nam vlastne hovori nasledovna veta.

VETA 7: Nech su funkcie f(X) a g,(X); i=12,...m triedy C' anech n>0.
Ak (X,Y) je KT bod iilohy SU, potom (X,0), kde 1/}'(&1.):&; i=12,...m" je
Ui
staciondrnym bodom funkcie M (X, Y;n ). Naopak, ak (X,Q) je staciondrny bod funkcie
M(X,y;m), potom (X,¥) je KT bod ulohy SU, kde 3,=m)'(ng,(X)+i,), ;

i=12..m"
Dokaz: Je mozné najst’ v Mangasarian [20], str. 776.
Ak by sme sa pri tlohe konvexného programovania KU pri hl'adani optimalneho

rieSenia vydali cestou najst’ toto rieSenie pomocou KT podmienok, tak namiesto

hl'adania rieSenia systému rovnic (2.5), (2.6) a néslednej kontroly splnenia podmienok

' Vgimnime si, ked'ze z vlastnosti M2 mame, Ze '(x) je bijekcia, tak V¥, existuje prave jedno G, . Pre
2

Rockafellarovu funkciu mame (x) = )2(— , preto V'(x) = x ,ateda 0, =¥,.
gyl N

"> Tu plati pre funkciu \{(x) to isté, ako v predchadzajucej poznamke, pre Rockafellarovu funkciu
dostaneme ¥, = (ng;(X)+10;), (funkciu {(x) sme v tomto pripade derivovali podl'a premennej u;);
ng;(X)+0;; ng(x)+1;, >0

i=L2,.,m,ateda y, = R .
0; ng;(x)+1u; <0
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(2.7)-(2.9) pre potencidlne vsetky indexové mnoziny I,(X), sa nam tato uloha pri
pouziti I'ubovolnej funkcie z Mangasarianovej triedy redukuje na jednoduchsiu tlohu
najdenia nulového rieSenia systému n 4+ m rovnic (2.29) a (2.30).

Podobne ako v predchadzajucom pripade mézeme zovSeobecnit’ aj znenie Vety
6, hovoriacej o vztahu optimalneho rieSenia SU a sedlového bodu Rockafellarovej

funkcie, do znenia nasledovnej vety.

VETA 8:a) Nech f(X) a g(X), i=1,2,...m, su triedy C°. Nuch iiloha (SU) ma
optimalne riesenie a nech bod (X,Y) spliia postacujiice podmienky optimality druhého
radu (1.7), (1.8) a silné podmienky komplementarity (1.9).

Potom pre nejaku dostatocne velku (no konecnu) hodnotu parametra v je na
nejakom okoli O(X) funkcia M(X,Y,n) konvexna v premennej x a zaroven
(2.31) M(X,y;n) <M(X.y.n)<M(X,y:n), VXeO(X), yeR".
Naviac ak ide o ulohu konvexného programovania, potom O(X)=R".
b) Naopak, ak plati (2.31) pre nejaké 1 >0, potom X je optimdlnym
riesenim pévodnej vilohy (SU) s dal$im ohranicenim X € O(X ), kde podobne ako bolo

spominané uz v casti a) v pripade konvexnej ulohy O(X)=R".
Dokaz: Je mozné najst’ v Mangasarian [20], str. 778.

Aj ked sme to doteraz nikde explicitne nespomenuli, nie je nutné pouzit v

Mangasarianovej funkcii (2.28) spolo¢ni funkciu P(x) pre vSetky indexy
i=1,2,...,m. Ak pouzijeme pre kazdy index i=1,2,...,m int funkciu ,(x) spifajiicu

vlastnosti M1-M3, dostaneme vSeobecnejsie vyjadrenie Mangasarianovej funkcie

(2.32) M(X,y;n)Zf(X)Jrf:(ﬂJi(ﬂgi(XHyiL—ﬂ)i(yi)) . xeX, yeR",

i=1
n> 0 je parameter;

majucej vSetky vyssie spomenuté vlastnosti.

Poznamka: Mangasarianovu triedu rozSirenych Lagrangeovych funkcii mozme

samozrejme zovSeobecnit’ aj pre ulohu
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(RU) Min  {f(x)|g,(x)=0;i=1,2,..,m} ,
kde f: X—=R, g:X—R, XCR".
Nech {¥:R— R ma vlastnosti M1, M2, M3. Potom pre takyto typ ulohy

s ohrani¢eniami v tvare rovnosti bude Mangasarianova funkcia M(x,y;r) nadobudat’

tvar:
M(x,y;m) = () + Y (b(ng () +y) —U(y,) , x€X, yeR"
i=1
a kde n> 0 je parameter.

2
Ak za funkciu (x) zvolime funkciu tvaru w(x):;—, Mangasarianova funkcia
M

M(x,y;m) saredukuje na Hestenesovu funkciu H(x,y;n).

2.5 Di Pillo — Grippova rozsirena Lagrangeova funkcia.

Hovorili sme, Ze rozsirené Lagrangeove funkcie boli v centre diania hlavne
v sedemdesiatych rokoch minulého storocia, ¢oho ddkazom su aj spominané
predchadzajuce funkcie (Hestenesova funkcia zroku 1969, Rockafellarova funkcia
1970, trieda vSeobecnych Lagrangeovych funkcii od Mangasariana 1975). Aj ked’ dnes
sa pozornost’ sustred'uje najmd na metdédy vnutorného bodu a iné moderné metoddy
(mnohé zalozené na ideach rozsirenych Lagrangeovych funkcii), rozsirené Lagrangeove
funkcie ako také este stale nemozeme povazovat za ,mrtve”, ¢oho ddkazom je aj
nasledujuca Di Pillo, Grippo, Lucidiho funkcia [12] (d’alej len Di Pillova) z roku 2001
pre ulohu (SU).

Ked’ze sa nam tato funkcia od predoslych trosicku odliSuje, zavedieme si najprv
kvoli jej formul4cii niekolko eSte nepouZitych pojmov. Matica G(x)cR__~ je

definovana nasledovne: G(x) = diag(g,(x)); 1=1,2,...,m.

Perturbaciou P C R" mnoziny pripustnych rieSeni F budeme rozumiet mnozinu

nasledujuceho tvaru:
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P:{XGX|ZmaX[O,gi(x)]S<u}; a,seER, a>0,s>2.

i=1
Ked’Ze pre mnozinu pripustnych rieseni F tlohy SU plati g(x)<0;1=12,...,m,
vxeF ,

je jasné, ze F C P . Hranicu mnoziny P bodeme oznacovat 9P .
Dalej si zadefinujeme nasledujicu funkciu a(x) = o — Zmax[O, g7,
i=1

nadobudajiucej nezdporné hodnoty na mnozine P. Tuto funkciu pouzijeme na
konstrukciu nasledovnej funkcie p(x,y):

ax)
L[l

p(x,y) =

Pre tato funkciu platia nasledovné vlastnosti:

V1 p(x,y)>0; V(x,y)e PxR".

V2 Xlilg) p(x,y)=0.

Vdaka tymto svojim vlastnostiam bude hrat obratend hodnota funkcie p(x,y)
v definicii nasledovnej Di Pillovej rozsirenej Lagrangeovej funkcie tllohu penaliza¢ného
parametra — oproti Rockafellarovej funkcii v nej bude uz aj v penalizacnom parametri
zohl'adnené porusenie ohranieni. Pre (SU) bude mat’ teda uZ niekol’ko krat spominana

Di Pillova funkcia nasledovny tvar (v tejto ¢asti koli lepSiemu nardbaniu budeme davat’

prednost’ vektorovému zapisu):

min[0, g(x) + —p(x;y)y ]H )+

D(x,y;n) = L(x,y) +— (||g(x)||2—‘
(2.33) 2p(x,y)

VL) Ve® + G|

kde xePCR", yeR", n>0 je parameter a L(x,y) je klasickd Lagrangeova

funkcia.
LCahko sa mézme presvedcit’, ze tato funkcia ma vlastnosti spominané v Definicii 8.

Nech (X,y) je KT bod. Zo vztahov (2.1) a (1.4)-(1.6) dostaneme, Ze posledny
vyraz v (2.33) je rovny nule. Ak g(X) <0, potom z (1.5) dostaneme y =0, ateda
prostredny vyraz je tiez rovny nule. Ak by sme mali g(X)=0, potom y>0.Potom

minimum Vv prostrednom vyraze by bolo nulové a tym padom cely prostredny vyraz

tiez. V oboch pripadoch by funkcia D(x,y;m) nadobudala v KT bode (X,y) rovnaké
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hodnoty ako klasicka Lagrangeova funkcia L(x,y). Z tyhto vztahov a z konstrukcie
klasickej Lagrangeovej funkcie (1.1) vSak d’alej dostavame, ze L(X,y)=f(X), ateda
dostdvame nasledovny vztah

(2.34) D, y;m) =f(x) .

Poznamka: VSimnime si, Ze tato Di Pillova funkcia je, na rozdiel od predchadzajticich
definovanych na celom defini¢cnom obore X, definovana len pre x € P. Zmenou hodnét
parametrov « as vsak moézme menit’ aj tvar mnoziny P aich vhodnou volbou tak
mozeme pokryt vsetky doélezité body x ulohy SU (pripadne ak X je ohrani¢ena
mnozina, tak tato moze byt potom zhodna s P).

Pre nase potreby sa niekedy ako vhodnej$i na d’al’Siu analyzu ukaze nasledovny

ekvivalentny zapis Di Pillovej funkcie'’:

D(x,yim) = £(x) +y" max[g(x), — 2E Y )+

(2.35)

s ‘
2p(x,y)

max[g(x),—@ylu VLY VE® + Gy

kde xe PCR", ye R"™ a 11> 0 je parameter .
S pouzitim Di Pillovej funkcie D(x,y;m) je Gzko spitd aj nasledovna definicia
uroviiovej mnoziny X(x,y;m), ktord nam, okrem iné¢ho, pomoze aj pri d’al'Sej analyze

tejto funkcie.

DEF 11: Zvolme lubovolny bod (X,,y,)€ P xR".

Potom (X, Y,in) = { (x.Y) € ZxR" | D(X,Y:1) < D( Xy, Yy 1)}

Poznamka:Vdaka konstrukcii mnoziny P svyberom bodu (x,,y,)<€ P xR"
v Definicii 11 nemdme problém. Za bod (x,,y,) mozme zvolit' I'ubovolny bod

(x,y) € R" xR™ a potom nastavime konstanty « a s tak, aby bolo splnené

13 Preformulovanim do tvaru

D(x,y;m) = f(x) +

3 (max{ng, () -+ ¥,p(x,¥), 0 —[y,p(x V)P + |[VIL(x.Y) Ve + Goo*y|

1
2np(x,y) =

by sme zistili, Ze ak polozime p(x,y) =1, tak bez vyrazu |

VIL(x.y)Ve® + G|

je tvar tejto funkcie totozny s tvarom Rockafellarovej funkcie R(x,y;n).
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> max[0, g, (x)] <o .
i=1

Ak su jednotlivé funkcie f(x) a g,(x); i=12,..m triedy C', potom je aj funkcia

D(x,y;m) triedy C' a jej gradient (podl'a premennej x a y) vyzera nasledovne:

n
p(x,y)

Vg(x) max[g(x), —

X7
V. D(xyim) =V, L(x.y)+ %y] +

(2.36)

s pxy)
+2a(x)1o(x,y>‘max[g(x)’ : Y]H 2, Ve max0.g (0] +

+Q, VIV, L(x,y)Ve® + GX®’y]

kde Q(x.y) = 2IV’L(x.y)Ve® + > Vg, ()V.L(x,y)e! +2Ve®GXY] .

i=l1

YcR Y =diag(y,); 1=1,2,...,m a e; je m-rozmerny jednotkovy vektor jednotkou

mxm 2

na i-tom mieste.

2

_ p(x,y)

p(x,y) vil v+

9

V,D(x,y;n) = max[g(x), max|[g(x), —

0
(2.37) N

+2M®X)[VIL(x,y)Ve®) +Gx)’yl

kde M(x) = [V'gx)Ve(x) +G(x)’] .

Poznamka: VSimnime si, Ze ak je splnend podmienka regularity, tak matica M(x) je

kladne definitna, a teda je regularna.

Ked’Ze nasledujuci predpoklad bude niekol'kokrat pouzity v d’al'Sej Casti, oplati
sa ho naformulovat’ zvIast’ a koli lepSiemu prehl'adu ho budeme oznacovat’ DP.

DP Jedna z nasledujtcich dvoch podmienok je splnena:

a) Vxe P\F
xy)
X, .
S ‘max[g(x),—pnnyH g (x)"?
I+ g;(x)Vg;(x) <0 .
i:gi(zi):>0 2 a(X)
b) x,€F .
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Nech (%,9) je KT bodom (SU) (bod X je pripustnym rieSenim tejto ulohy,
ateda predpoklad DP je splneny). Zo vztahov (1.4)-(1.6) a vlastnosti V1 funkcie

p(x,y) miéme, 7 max[g(x), L&Y yj—o.

Zo vztahu (2.1) a (1.5) podobne dostaneme, Ze ||VIL(X, y)Ve(x)+ G(x)2y|| =0,
a teda plati V.Dx,y;m) =0,
V.DX,y;m) =0,

z ¢oho je jasné, ze (X,y) je stacionarny bod funkcie D(x,y;n).

Poznamka: Ako sme si prave ukézali, ak (X,¥) je KT bod (SU), potom je zaroven aj
stacionarnym bodom Di Pillovej funkcie D(x,y;m). Plati vSak aj opacnd implikéacia?
Z urcitej podobnosti s funkciou R(x,y;m) (vid’ referencia 13) by sme mohli intuitivne

usudit, ze éano. Je ale tomu skutocne tak? Odpoved skusime najst v dal'Som

pokracovani.

VETA 9: Nech je splnena podmienka regularity a predpoklad DP.
Potom pre dostatocne velké n a Y(X,y) €UX,,Y,,n) plati

max[g(X),—

p(X,y)y]
n

<|VvD(x,y:n)| .

Dokaz: Je mozné najst’ v Di Pillo, Lucidi [12], str. 388.

Nech (X,¥) € Q(x,,y,;n) je stacionarnym bodom funkcie D(x,y;m), hodnota

parametra m je dostatoéne velkd aje splneny predpoklad DP spolu s prislusnou

podmienkou regularity. Z Vety 9 hned’ dostdvame, Ze |max[g(x),— P(X.y) y]H =0,
a teda
(2.38) maX[gi(x),—@yi] =0;1=12,...m .

Zo vztahu (2.38) dostavame
g(x)<0;i=12,..,m,
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¢o je totozné s KT podmienkou (1.4). Z vlastnosti V1 funkcie p(x,y) a podmienky
(2.38) mame

y,>0;1=12,..,m,
¢o je totozné s KT podmienkou (1.6). Z tohto a z podmienky (2.38) d’alej dostdvame
nasledovné implikacie:

g,(x)<0 = y; =0
gi(x)=0 = y, >0’

z ¢oho dostaneme, Ze podmienka (1.5) je splnend. Zo stacionarity funkcie D(x,y;m) v
bode (X,y) dostavame nulovost’ vztahov (2.36) a (2.37). Z (2.37) a zo vztahu (2.38)
dostavame systém

M)V L(x,y)Ve®) +G(x)’y] =0 .
Ked7e viak matica M(x) je regularna, musi platit [VIL(x,y)Vg(x)+G(x)’y] =0 .
Z tohto a z nulovosti vztahu (2.36) dostavame nakoniec V L(x,y)=0 , ¢o je splnenie

KT podmienky (2.1), a teda takyto stacionarny bod (X,¥) je KT bodom (SU).

Poznamka: Ako sme si prave ukazali, ak st splnené vSetky predpoklady z Vety 9

ahodnota parametra m je dostatocne velkd, potom ak (X,¥)€Q(X,,y,;n) Jje
stacionarnym bodom D(x,y;m) potom je KT bodom (SU) a naopak. Kedze vsak bod

(x,,¥,) Vv Definicii 11 bol I'ubovolny, tak tato bijekcia plati pre celd mnozinu PxR™.

Lahko si mozme vSimnut, ze na rozdiel od predoslych rozsirenych
Lagrangeovych funkcii, Di Pillova funkcia D(x,y;m) koli pritomnosti vyrazu
”VIL(x,y)Vg(x)+G(x)2y||2 nespifia Roodeho podmienky R1-R3, ateda pri hladani
optimalneho rieSenia X (SU) nemozno postupovat’ cestou hl'adania sedlového bodu
(X,y), ako tomu bolo u predchadzajucich funkcii. Vynara sa nam teda otazka: Aky
charakter ma stacionarny bod (X,y) funkcie D(x,y;m) zodpovedajuci (lokalne)
optimalnemu rieseniu X spolu s prislusSnym KT multiplikatorom y ? Odpoved’ na toto

najdeme v nasledovnej vete.
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VETA 10: Nech je splnend podmienka regularity a predpoklad DP.
Potom pre dostatocne velki hodnotu parametra n, ak (X,y)€UX,,Y,,n) Jje
volné lokalne minimum funkcie D(X,Yy;n), potom X je lokdlne optimalne riesSenie

(SU) a  je prislusny KT multiplikator z vety 1.

Dokaz: Je mozné najst’ v Di Pillo, Lucidi [12], str. 391.

Ako vidime ztejto vety, vol'ne povedané, ulohu sedlového bodu prevzal pri

pouziti Di Pillovej funkcie D(x,y;m) bod lokdlneho minima (X,y). Ak teda pre
dostatoéne velki hodnotu parametra m ndjdeme volné (lokdlne) minimum
X,¥) €Ux,,y,;m) funkcie D(x,y;n), potom sme zaroven nasli (lokalne) optimalne
rieSenie X (SU). Majuc stale na mysli posledni poznamku toto plati pre kazdé takéto
X y) e PxR".

Nech X je teraz globalne optimalnym rieSenim (SU) anech je splnena
podmienka regularity. Potom k nemu existuje prislusny KT multiplikator y taky, ze
(X,¥) je KT parom (SU), a teda aj stacionarnym bodom funkcie D(x,y;n). V takomto
pripade, ako sme si uz skor ukazali, nam plati vztah (2.34), teda D(x,y;n) =f(X).
Nech teraz (X,y) je globalnym vol'nym minimom funkcie D(x,y;m) pre dostatocne
velké m. Nech x, € F. Je jasné, ze (X,y)€{UXx,,y,;n). KedZze bod (X,y) je bod
minima funkcie D(X,y;n), je zaroven jej staciondrnym bodom, a teda, ako sme si uz
ukézali, aj KT bodom (SU). Plati nam teda vztah (2.34), D(X,y;n) = f(X). Ked’Ze
(X,y) je bod minima, tak plati

f(X) =D(X,y;n) <D(x,¥;m) .
Na druhej strane, ked?e % je optimalnym rieSenim (SU) a § je prisluiny KT
multiplikator, tak plati
f(X) <f(xX)=D(X,y;n) .
Z tohto teda dostavame, Ze

f(R) =f(X)

D(x,y;n) =D(X,y;7) .
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Funkcie f(x) a D(x,y;n) nadobudaju teda rovnaké hodnoty v kazdom bode, ktory je
na jednej strane globalne optimalnym riesenim (SU), na druhej strane globalnym
vol'nym minimom funckcie D(x,y;m).

Na zaver si toto vSetko zhrnieme do nasledovnej vety.

VETA 11: Nech F = @& a nech e splnend podmienka regularity.

Potom pre dostatocne velkii hodnotu parametra n plati: Ak X je globdlne
optimalnym riesenim (SU) a ¥ je prislusnym Lagrangeovym multiplikitorom, potom

(X, Y) je globdlnym minimom funkcie D(X,y,;n) na P xR" a naopak.

Dokaz: Je mozné najst’ v Di Pillo, Lucidi [12], str. 391.

Ak by sme uvazovali ulohu (KU), tak kazdy KT bod (X,§) nam oznaluje
optimalne riesenie X Glohy (KU) a prislusny KT multiplikator § . Zaroven viak vieme,
ze kazdé lokalne optimalne rieSenie tejto ulohy je zaroven aj jej globalne optimalnym
rieSenim. Ak st splnené vSetky podmienky z Vety 9, tak pre dostato¢ne vel'ku hodnotu

parametra v je kazdy stacionarny bod funkcie D(x,y;m) zarovenn KT bodom ulohy
(KU). Kazdy KT par (KU) je zaroveii aj optimalnym riesenim (jeho x-ové zlozka) (KU)
a podla Vety 11 aj globadlnym minimom funkcie D(x,y;m). Teda kazdy stacionarny
bod funkcie D(x,y;m) je zaroven jej globalnym minimom. Z tohoto teda mame, Ze pre
tilohu konvexného programovania (KU) je Di Pillova funkcia D(x,y;n) pre dostatoéne

vel'k hodnotu parametra m konvexnou funkciou v oboch premennych x a y.
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3. Numerické experimenty.

Vitejto cCasti sa budeme zaoberat aplikovanim metddy rozSirenych

Lagrangeovych funkcii na alohu konvexného programovania (KU):
(KU) Min ¢ f(x)|g(x)<0;i=12,..m},
kde f :R" — R, g, :R" — R st konvexné funkcie.

Ako vidime mnozinu pripustnych rieSeni mame vyjadrenii pomocou ohranic¢eni
v tvare nerovnosti, preto sme v jednotlivych experimentoch pouzili Rockafellarovu

rozsirenil Lagrangeovu funkciu

R(x,yim) = £(x) +2ii<max[o, g+, F -y

i=l1
a zamerali sme sa predovSetkym na pozorovanie kvality ziskanych rieSeni a numerickt

naroc¢nost’ pouzitého Rockafellarovho algoritmu:

RA1 Zvolit " >0, y° >0, presnost ¢>0 a nastavit' ,,po¢itadlo k =0.

RA2 Nijst minimum x* € X funkcie R(x,y*;n*). Ak takéto neexistuje zvicsi
hodnotu parametra n* a vykonaj RA2 este raz.

RA3 Test presnosti: ak g (x*)<e; Vi=1,2,..,m, x* je ¢-pribliznym rieSenim

ulohy. STOP.
RA4 Modifikécia vektora Lagrangeovych multiplikatorov:

k+1

yi " =max[0,ng,(x)+y{]; i=12,...,m, "' =n

k

RAS k=k+1,GOTO RA2.
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3.1 Generator uloh.

Vsetky pozorovania boli vykonané na konvexnej tlohe s kvadratickou ucelovou

funkciou s linedrnymi ohrani¢eniami (LQ):
(LQ) Min {éxTGx+th|Ax—b§0},

kde G je kladne definitné matica.
Ulohy boli generované pomocou generatora, ktory vychadzal z nasledujiiceho

Specidlneho tvaru klasickej Lagrangeovej funkcie L(x,y) pre tlohu LQ
o I ¢ T T
(3.1) L(X’y)_EX Gx+h x+y (Ax—Db)

a z nej odvodenych KT podmienok:

(3.2) GX+h+A"'y=0,
(3.3) AX—-b <0,
(3.4) y'(AX—b)=0,
(3.5) y>0.

Ked’ze ide o ulohu konvexného programovania KT podmienky (3.2) - (3.5) su
nutnymi a zdroven aj postacujicimi podmienkami optimalneho rieSenia ulohy (LQ).
Tieto KT podmienky vSak mozno sformulovat’ len za podmienky, Zze plati podmienka
regularity pre ohraniCenia, teda riadky A, matice A (R) musia byt pre vSetky prvky
i€ l;(X) zmnoziny indexov aktivnych ohraniceni linedrne nezavislé. Preto je rozumné
ziadat’, aby hodnost’ matice A bola n.

Dalej ked?e pri hladani optimalneho rieSenia tlohy (LQ) bol pouzity
Rockafellarov algoritmus, treba zebezpecit’ existenciu sedlového bodu Rockafellarove;j
funkcie R(x,y";n"). Preto musi byt splnena podmienka silnej komplementarity (1.9),
teda

y, =0, Viel (X)
a postacujica podmienka optimality druhého radu pre tlohu (LQ) (1.7), ktort si mézme
priamo odvodit’ z Lagrangeovej funkcie L(x,y) vystupujlicej vo vzt'ahu (3.1), teda

VzcR", z=0 také, 7e Az=0 plati z'Gz > 0.
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Preto sme pri generovani ulohy (LQ) postupovali podla nasledovnej schémy,
kde sme si najprv zvolili l'ubovolné optimalne rieSenie X generovanej ulohy (LQ),

vektor KT multiplikatorov y > 0, vhodné matice G, A a nasledne sme dopocitali vektor

h z ucelovej funkcie a vektor b z ohraniceni:
Generator tlohy (LQ)

G1 Zvolit rozmery tlohy n (pocet premennych) a m (pocet ohraniceni).

G2 Generovanie kladne definitnej matice G, '* podla predpisu G =B'B+D),
kde B je l'ubovol'na matica a D je diagonalna matica s 'ubovolnymi kladnymi
prvkami na hlavnej diagonale.

G3 Generovanie matice A__ s hodnost'ou n.

G4 Volba optimalneho rieSenia x € R".

G5 Volba KT multiplikatorov y € R™, §>0".
G6 Dopocitaj vektor h=—(GX+A"Y).

G7 Ak y, >0, potom b, = (AX),;

ak §. =0, potom b, = (A%), +8, '°, kde 8, je l'ubovolné kladné &islo.

Ak méme takto nagenerovanu ulohu (LQ), moézme pristipit k skiimaniu
numerickej zlozitosti a vlastnosti rieSeni x ziskanych aplikovanim metddy rozsirenych
Lagrangeovych funkcii.

V nasledovnych experimentoch sme pre kazdé nastavenie riesili 10 réznych tloh

aprislusné charakteristiky sme spriemerovali. Sledovali sme najmid tieto

charakteristiky:
Absolutne presnosti:
||i —X dosiahnutého riesenia X = x*,
||§ — §f|| KT multiplikatora y=vy".
Relativne presnosti:

' Ked’ze G je kladne definitna matica, tak postadujiica podmienka druhého radu je splnena automaticky
pre kazdé z = 0.

' Pri vol'be @ si viak treba dat’ pozor, aby pocet zvolenych u, > 0 nebol vicsi, ako pocet premennych
X;, aby bolo mozné splnit’ KT podmienku (3.4), teda Vi € I,(X) musi platit’ (Ax—b), = 0. Vid krok G7.
'® Takouto vol'bou zlozky b, vektora b bude splnena silnd podmienka komplementarity (1.9).
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||i - 5‘ . , . P k
— dosiahnutého rieSenia X =x",

1+|x

”}’;3’ KT multiplikdtora ~ y=y".

1+|y

Relativnu presnost ucelovej funkcie, priemerny pocet iteracii (z desiatich tloh,
pri¢om poctom iteracii myslime pocet opakovani krokov RA2 — RAS z Rockafellarovho

algoritmu) a priemerny cas v sekundach.

Poznamka: Pri rieSeni Gloh v nasledovnych experimentoch sme vyuzili fakt, ze ked’ze

ide o ulohu konvexného programovania, tak Rockafellarova funkcia R(x,y;m) je

konvexna v premennej x a pre takuto lohu je mozné najst’ jej minimum v kroku RA2

pre T'ubovolnu kladnti hodnotu parametra m bez d’al'Sej pripadnej zmeny hodnoty

parametra m v kroku RA2 pocas aplikacie Rockafellarovho algoritmu.

Na zaver eSte prezradime, ze vSetky numerické experimenty boli vykonané
v softweari ,,Mathematica, ver. 4.0, aked’Ze vo vieobecnosti R(x,y;n) < C', tak pri
hradani voného minima x* Rockafellarovej funkcie R(x,y*;n") vkroku RA2 sme
pouzili Cauchyho metédu najvacsieho spadu, konkrétne aplikovanim prikazu

FindMinimum[].

3.2 Prvy numericky experiment: Sledovanie vplyvu pozadovanej

presnosti na kvalitu ziskanych rieSeni a pocet vykonanych iteracii.

V tomto experimente sme rieSili ulohu so zafixovanym poctom pemennych
n =20 a zafixovanym poc¢tom ohrani¢eni m =15. Testovaniu sme podrobili vplyv

pozadovanej presnosti € z kroku RA3, teda g, (X) <e; i=1,2,..m, na vyslednt kvalitu
ziskanych rieSeni X, y a na pocet iteracii (opakovani) potrebnych na ziskanie tohto

rieSenia. Hodnota ,,augmented* parametra v bola pevne dand n=1. Za pozadovanu

presnost’ sme postupne volili hodnoty e =107",107,...,107°.
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n=20, m=15, n=1

lpriemerny| priemerny % — % Iy=9l [|l/%x)—f%)

€ éas |pocet iterdcir =% |y-9] I+ 1+]y 1+]fi%)
0,1 8,8 9,9 3,86E-02[ 2,08E-01]f 7,65E-04| 4,37E-03 1,07E-05
0,01 10,9" 12,6 5,29E-03| 2,21E-02] 1,08E-04] 4,75E-04 1,10E-06
0,001 13,0 14,5 3,38E-04| 1,59E-03| 5,99E-06| 3,08E-05 5,02E-08
0,0001 17,6 18,9 6,07E-05| 2,27E-04]| 1,24E-06| 4,82E-06 1,58E-08
0,00001 19,5 21,3| 9,29E-06| 1,06E-05| 1,70E-07| 2,29E-07 1,06E-09
0,000001 45,4 46,5 6,96E-06] 5,11E-06| 1,46E-07| 1,16E-07 3,54E-10

Tabul’ka 2: Vplyv pozadovanej presnosti na kvalitu ziskanych rieSeni a pocet iteracii.

Ako si mézeme pri zbeznom pohl'ade z vyslednej tabul’ky 2 v§imnut’, vysledok
v podstate zodpovedd intuitivnej predstave: ¢im sme pozadovali vysSiu presnost
ziskaného rieSenia, tym sme odstali aj kvalitnejSie optimalne rieSenie X spolu
s prislusnym vektorom KT multiplikatorov y. Ak sa vSak pozrieme na vysledky tohto
experimentu bliz§ie, mozno vSimnut, ze kym pocet iterdcii potrebnych na dosiahnutie
pozadovanej presnosti e =10"" az €=10"" rastol takmer linedrne, pri pozadovane;

presnosti € =10° nastal v tomto trende vyrazny zlom a pocet potrebnych iteracii nam
neumerne stupol. Toto bolo zrejme dané Standardnym nastavenim presnosti
reprezentacie ¢isel v paméti pocitaca. Tiez si mozme vSimnut, ze relativna chyba
ziskanych rieSeni je radovo 100 krat nizSia ako pozadovana presnost a mdzme

skonstatovat’, Ze uz aj pri relativne malej presnosti € =10"" sme dostali pomerne vel'mi

kvalitné rieSenia.

3.3 Druhy numericky experiment: Sledovanie vplyvu vol’by hodnoty

saugmented* parametra m na kvalitu ziskanych rieSeni a pocet

vykonanych iteracii.

V tomto experimente sme, podobne ako aj v predchadzajiicom, riesili tlohu so

zafixovanym poc¢tom pemennych n =20 a zafixovanym poctom ohrani¢eni m =15.
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Testovaniu sme podrobili vplyv nastavenia hodnoty ,aaugmented” parametra m
v Rockafellarovaj funkcii R(x,y;m) na pocet iteracii a ziskanu kvalitu rieSeni X a y.
PoZadovana presnost’ bola pevne zvolend € =10 a za hodnotu ,,augmented* parametra

n sme postupne volili hodnoty n=1,10,...,10".

n=20, m=15, e=10"

lpriemerny| priemerny %% Iy-9l [l/x)—f%)|

n ¢as |pocet iteraciil "7_ X "7_ y|| I+ I+]y 1 +"f()A()
1 21,9 24,8 6,06E-06] 3,32E-04] 3,13E-07| 7,02E-06 2,23E-07
10 10,5 10,2 1,89E-04] 1,91E-04] 3,61E-06] 6,32E-06 1,30E-08
100" 20,4 20,8| 4,23E-03] 3,04E-03| 8,06E-05| 6,46E-05 9,66E-09
1000" 33,6 32,9 7,92E-01] 4,93E+00| 1,55E-02| 1,36E-01 9,43E-04
10000" 67,8 64,7 1,60E+00| 1,55E+01| 3,15E-02] 3,04E-01] 6,98E-04

Tabulka 3: Vplyv volby ,,augmented* parametra n na kvalitu ziskanych rieseni a pocet iteracii.

Z tejto tabulky si mozno vSimnut, Ze pri postupnom zvySovani hodnoty
»augmented“ parametra m sa ndm znizuje kvalita ziskanych rieSeni X aKT
multiplikdtorov y, ¢o by na prvy pohl'ad mohlo protirecit’ zdaniu, ze pre vyss$iu hodnotu
parametra m bude viac penalizované poruSenie ohraniceni g,(x)<0; i=1,2,...,m,
ateda kvalita ziskanych rieSeni by mala byt lepSia. Ak sa vSak hlbSie zamyslime,
zistime, Zze pre vysSie hodnoty parametra 1 sa nam zhorSuje podmienenost
Rockafellarovej funkcie R(x,y;n), €o je aj dovodom preco nam kvalita takto ziskanych

rieSeni X postupne klesd. Pri pohl'ade na tabulku 3 ndm bije do o¢i pomerne nizka

presnost’ ziskanych rieSeni pre hodnoty parametra n=1000 a n=10000 oproti
ostatnym ziskanym rieSeniam. Takisto si mo6zme aj vSimnut, ze pocet potrebnych

cwwvr

a postupne dochadza aj v tomto smere k narastu. Zjavny je najmi skok v pocte iteracii

pri hodnote m=10000 a aj z tohto dévodu sa ndm javi zvolenie prili§ velkej hodnoty
parametra 1 ako absolutne nevhodné. Takisto si mdézme ztabulky 3 vSimnut, ze
rozdiel v kvalite ziskanych rieSeni X nie je pre jednostlivé volby parametra =1 a
n=10 prili§ velky. Na druhej strane nidm pri volbe parametra m =10 doslo

k zjavnému vel'kému znizeniu pomerného poctu iteracii. Toto moze byt spdsobené, ako
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sme uz vysSie naznalili, lep§im, no na druhej strane nie zas prili§ velkym,
penalizovanim poruSenia ohranic¢eni.

Mozno sa teda domnievat’, ze existuje akasi optimalna hodnota parametra r, pri

ktorej bude potrebny pomerne maly pocet iterdcii a na druhej strane bude zachovana

pomerne vel'ké presnost’ ziskanych rieSeni.

3.4 Treti numericky experiment: Sledovanie vplyvu poctu
premennych vystupujucich vo formulacii ulohy (LQ) na kvalitu

ziskanych rieSeni a na itera¢nu a ¢asovu narocnost’.

V tomto experimente sme pri pevnej volbe pozadovanej presnosti €=10""
a parametra m =1 riesili tlohu so zafixovanym poctom ohrani¢eni m =10 pri réznom

pocte premennych n. Testovaniu sme podrobili vplyv poctu premennych n na kvalitu

rieSeni a na itera¢nu a ¢asovu naro¢nost’.

m=10, =107, n=1
n priemerny|  priemerny % — %] Iy-9 |lfx)—s%)
cas | pocetiterdcii | X=X | V=9 | & | +[9] | 1+]AR)
10 8,2 49,7| 4,96E-06| 4,93E-05| 1,42E-07| 1,37E-06 1,90E-09
2o|| 5,8 7,7 7,84E-06| 4,01E-06] 1,49E-07| 1,01E-07 2,12E-09
30|| 13,8 7,9 1,90E-01] 2,49E-01] 2,87E-03| 8,83E-04 8,19E-06
50|| 27,7 7,3" 1,27E-01| 2,09E-02] 1,54E-03| 7,40E-04 5,34E-06
1oo|| 98,5 8,3" 8,57E-02] 8,43E-03| 7,18E-04| 1,91E-04 1,65E-06

Tabulka 4: Vplyv hodnoty volby poctu premennych n na kvalitu ziskanych rieSeni ana casovi

a iteran( naro¢nost’.

Z tabul’ky si mozno vSimnut viacero skuto¢nosti. Tou prvou je, Ze najvicsia
presnost’ ziskanych rieSeni X bola dosiahnuta pri poc¢te premennych n=10 a n=20.

Dalej si mézme vsimnut, e pri hodnotach n=20 az n=100 bol potrebny pomerne
vyrovnany pocet iterdcii na dosiahnutie pozadovaného rieSenia (presnosti). Naproti

tomu pre hodnotu n=10 si m6zme vSimnut, ze pocet iterdcii potrebnych na ziskanie
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pozadovaného rieSenia X bol voci ostatnym ovela vyssi. Na otdzku preco je tomu tak
nam vrhne viac svetla posledny numericky experiment 5.

Nakoniec si mézme v§imnut, Ze so vzrastajucim poctom premennych n sa nam
zvysuje aj ¢as potrebny na ziskanie pozadovaného rieSenia X, s vynimkou n=10, kde
toto bolo sposobené extrémnym poctom potrebnych iterdcii na dosiahnutie
pozadovaného rieSenia. Toto je zrejme sposobené prave narastom dimenzie n. Tu na
ziskanie optimalneho riesenia x* Rockafellarovej funkcie R(x,y*;n") zkroku RA2
Rockafellarovho algoritmu nédm treba viac Casu, lebo samozrejme spolu s poctom

premennych n ndm rastie aj Casova narocnost’ tejto vnutornej mikroiteracie.

3.5 Stvrty numericky experiment: Sledovanie vplyvu poétu
ohraniceni vystupujucich vo formulacii ulohy (LQ) na kvalitu

ziskanych rieSeni a na itera¢ni naroc¢nost’.

V tomto experimente sme pri pevnej volbe pozadovanej presnosti ¢ =10"
a parametra m =1 riesili tulohu so zafixovanym poctom premennych n = 20 pri réznom
pocte ohrani¢eni m. Testovaniu sme podrobili vplyv poctu ohrani¢eni m na kvalitu

rieSeni a na itera¢nt a ¢asovu naro¢nost’.

n=20,e=10",n=1

m priemerny| priemerny o o Ix— X|| |y - }/" |(%)— fA( )|
cas | pocetiterdcii| X=X | V=91 | +[x] | +[9] | 1+|a%)
3 2,0 47| 8,11E-07| 9,56E-07| 1,67E-08| 4,06E-08 1,49E-09
6 2,9 4,8 1,11E-04| 1,41E-05| 2,11E-06| 8,86E-07 4,88E-07
9 4,2 57| 4,33E-04| 5,44E-05 7,16E-06| 2,40E-06 1,78E-06
12 8,6 10,8 1,53E-05 7,82E-06| 2,85E-07| 1,82E-07 1,09E-09
15 21,9 24,8 6,06E-06] 3,32E-04| 3,13E-07|| 7,02E-06 2,23E-07
18 41,6 42,6| 5,72E-06| 3,48E-05| 1,13E-07| 7,07E-07 8,99E-10
21 80,2 72,3 4,70E-06| 9,13E-05] 8,90E-06 1,50E-06 7,18E-10

Tabul’ka 5: Vplyv hodnoty volby poctu ohrani¢eni m na kvalitu ziskanych rieSeni ana iteraénu

naroc¢nost’.
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Z tabul’ky si mozno v§imnut’, Ze medzi kvalitou rieSeni a po¢tom ohranic¢eni m
vo vSeobecnosti neexistuje nejaka monotdnna zavislost’.

Na druhej strane si mézme vSimnut,, ze spolu s rasticim poctom ohrani¢eni m
nam rastol aj potrebny pocet iteracii , ktory bol tym vyraznejsi, ¢im bola vac¢sia hodnota
parametra m. Toto je zrejme zapri¢inené tym, Ze pre vyssi pocet ohraniceni, moze byt
presnost’ € poruSena pri viacerych ohraniceniach, a teda na takuto tlohu treba viackrat

pouzit’ Rockafellarov algoritmus, a teda bude vécsia iteracnd, a s flou spojena aj casova

zlozitost'.

3.6 Piaty numericky experiment: Sledovanie vplyvu poctu aktivnych
ohraniceni vo formulacii tlohy (LQ) na kvalitu ziskanych rieSeni

a na itera¢nu narocnost’.

Ako vieme mnoZinu pripustnych rieseni ulohy (KU) (v nasom pripade (LQ))
mame naformulovani pomocou m ohraniceni g,(x) <0; i=12,...,m. V skuto¢nosti sa
nam vSak moze stat’, Ze aj napriek tymto formalnym obmedzeniam bude pre optiméalne
rieSenie X platit’ v tychto ohrani¢eniach ostra nerovnost, ateda takéto rieSenie bude

totozné s vol'nym minimom ucelovej funkcie f(x). V takomto pripade by sme pri
najdeni volného minima x* funkcie R(x,y*;n") vkroku RA2 teoreticky dosiahli
splnenie podmienky pozadovanej presnosti hned (v prvej iteracii). Ako vidiet
v skuto¢nosti ndm plnia funkciu ohraniceni len aktivne ohranicenia, t. j. také v ktorych
plati g.(x)=0; i€I,(X). Preto budeme v tomto experimente skimat’ vplyv poctu mg'’
aktivnych ohrani¢eni na kvalitu ziskanych rieSeni a iteracni a c¢asovll nédrocnost’
algoritmu pri zafixovanych hodnotach poc¢tu premennych n=10, zafixovanom celkovom

podte ohrani¢eni m, pozadovanej presnosti € =10~ a volbe hodnoty parametra n=1.

"7 Pocet aktivnych ohranieni sme generovali uréenim poétu KT multiplikatorov §, >0, z &oho nasledne
z kroku G7 generatora ulohy (LQ) dostaneme vygenerované aktivne ohranicenie (AX), —b, =0, priCom

samozrejme ako sme uz na zaciatku tejto kapitoli spominali musi byt’ splnend podmienka m, <n.
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n=20, m=15,=10", n=1

priemerny| priemerny % — % Iy-9| [lAx)—rfc%)|
m,|  ¢as podet iterdcii [x—x% ly—y 1+|%] 1+9]| I+ /%)
0 0,7 1| 3,58E-01] 1,69E-01] 9,56E-03| 1,69E-01 3,44E-06
1 2,4 12,4 3,82E-06| 2,65E-06| 1,07E-07| 3,36E-07 1,32E-09
2 3,2 18,0 3,44E-06| 7,56E-06| 1,13E-07| 3,41E-07 2,51E-09
3 4.8 28,1| 4,58E-06] 1,63E-05| 1,19E-07| 7,84E-07 2,17E-09
4 6,3" 37,7 4,59E-06| 2,56E-05 1,30E-07| 8,01E-07 2,78E-09
5 7,6" 454 3,93E-06| 4,15E-05] 1,13E-07| 1,03E-06 3,57E-09
6 12,9 76,8 6,45E-06] 1,36E-04] 1,90E-07| 3,61E-06 2,83E-09
7 42,6 253,9| 9,93E-06] 4,87E-04| 2,66E-07| 8,92E-06 2,49E-09
8 53,6 313,6( 9,39E-06] 6,57E-04] 2,76E-07| 1,35E-05 2,47E-09
9" 61,6 375,1| 1,23E-05| 7,17E-04| 3,51E-07| 1,43E-05 3,76E-09
1o|| 189,7 1523,0| 2,42E-05| 2,64E-03| 6,26E-07| 4,42E-05 3,16E-09

Tabulka 6: Vplyv hodnoty volby poctu aktivnych ohrani¢eni my na kvalitu ziskanych rieSeni a na

itera¢nt naro¢nost’.

Z tabul’ky si mozno vSimnut, Ze vo vSeobecnosti pocCet aktivnych ohraniceni
nema vplyv na kvalitu ziskanych rieSeni, s vynimkou jedného extrému a to ak mg=0.
V tomto pripade si mozno vSimnut’, ze kvalita ziskaného rieSenia X je oproti ostatnym
ovela niz§ia. Toto je zrejme ddsledkom numerickej presnosti ndjdenia optimalneho
rieSenia x* z kroku RA2 pomocou prikazu FindMinimum[]. Kedze pre takéto najdené
rieSenie je automaticky splnena podmienka z kroku RA3, nie je mozné d’alej vylepSovat’
jeho presnost’ opatovnym aplikovanim Rockafellarovho algoritmu.

Na druhej strane si mozno l'ahko vSimnut, Ze s narastom poctu aktivnych
ohrani¢eni my nadm rastla aj iteracnd naro¢nost. Tato stupajicu tendenciu si mozno
vysvetlit' tym, Ze s rasticim poctom aktivnych ohranic¢eni my je ,,prilezitost™ porusit
podmienku presnosti vo viacerych ohrani¢eniach, a teda na ziskanie optimalneho
rieSenia je potreba vykonat’ viacero iteracii. VSimnime si eSte, Ze znacny prirastok poctu
iterdcii moZno sledovat’ pri hodnote m,=7 apri extréme m,=10. Pri hodnote
m, =10 extrémne vysokll potrebu iterdcii mozno vysvetlit tym, Ze treba najst
optimum, ktor¢ je zarovei aj jedinym pripustnym rieSenim, a teda podmienka presnosti
musi byt dodrzana vo vSetkych ohrani¢eniach v teste v kroku RA3, ¢o je zdrojom

vysokej itera¢nej naroc¢nosti ked’ze.
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Z.aver.

V tejto praci sme sa venovali pouzitiu metdody rozSirenych Lagrangeovych
funkcii na ulohy nelinedrneho programovania, priCom zvlastny doraz sme kladli na
tllohy konvexného programovania (KU). V jednotlivych ¢astiach sme naértli
problematiku rieSenia tloh nelinedrneho programovania, motivy ktoré¢ viedli k vzniku
rozSirenych Lagrangeovych funkcii a postupne sme prenikli do teodrie rozSirenych
Lagrangeovych funkcii. Postupne sme prezentovali viacero typov najpouzivanejSich
roz$irenych Lagrangeovych funkcii, analyzovali sme ich vlastnosti a poukazali sme na
ich vyhody, pripadne aj nevyhody. V poslednej cCasti sme vykonali niekol’ko
numerickych experimentov s pouzitim tzv. Rockafellarovej funkcie. Tuto funkciu sme
spolu aj s prisluSnym algoritmom aplikovali na ulohu kvadratického programovania
s linearnymi ohraniceniami (LQ), ktord sme generovali pomocou nami navrhnutého
generatora. Celkovo sme vyriesili okolo 350 tloh, pricom dimenzia (n X m) najvicsej
znich bola 100x15, pripadne 20x21. Podarilo sa ndm ukdazat’, Ze za pouZitie vyssie
spomenutej funkcie spolu s prislusnym algoritmom su ziskané rieSenia znac¢ne presné
a takisto boli dosiahnuté vel'mi dobré vysledky Co sa tyka iteracnej, pripadne aj Casove;j

naro¢nosti.
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Priloha.

V tejto prilohe prikladame zdrojovy kdd generatora tlohy (LQ) (pre n=20) spolu

aj s implementovanym Rockafellarovym algoritmom.

n = 20;
m =15; (* Pubovol’né *)
premenne = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15,
x16, x17, x18, x19, x20};
Clear[MatG, MaticaG, G, MatA, A, optX, optimX, optY, optimY, b, bb]
Array[MatG, {n, m}];
Array[MatA, {m, n}];
Array[optX, n];
Array[optY, m];
Array[bb, m];
Array|vektorll, {m, m}|;
Array[vektorl, m];
For[i=1,i<=n,
For[j =1, j <= m, MatGli, j| = Random[Integer, {-5, 5}];
MatAJj, i] = Random[Integer, {-5, 5}]; j++]; i++];
For[i =1, i <= n, optX[i] = Random[Real, {-20, 20}]; i++];
For[i=1,i<=m,
For[j=1,j<=m,
If[i == j, vektor11[i, j| = 1, vektor11[i, j] = 0]; j++]; i++];
For[i =1, i <= m, vektorl][i] = Table[vektor11l[i, j], {j, 1, m}]; i++];
For[i=1,i<=m,
optY[i] = (Random[Integer, {0, 1}])*(Random|[Real, {0, 30}]); i++];
MaticaG = Array[MatG, {n, m}|;
A = Array[MatA, {m, n}|;
optimX = Array[optX, n]|;
optimY = Array[optY, m];
G = MaticaG.Transpose[MaticaG] + DiagonalMatrix[Table[1, {i, 1, n}]];
h = -(G.optimX + Transpose[A].optimY);
For[i=1,i<=m,
If[optY]i] > 0, bb[i] = vektor1]i].(A.optimX),
bbli] = (vektor1[i].(A.optimX) + (Random[Real, {0.01, 5}]))]; i++];



b = Table[bbl[i], {i, 1, m}];

Clear|[aa, f, g]

Array[aa, m];

For[i =1, i <= m, aali] = 1; it++];

fiIx1_,x2 ,x3 ,x4 ,x5 ,x6 ,x7 ,x8 ,x9 ,x10 ,x11 ,x12 ,x13 ,x14_,
x15_,x16_,x17 ,x18 ,x19 ,x20 | =

Simplify[0.5*(premenne.G.premenne) + h.premenne]
Array[g[x1 ,x2 ,x3 ,x4 ,x5 ,x6 ,x7 ,x8 ,x9 ,x10 ,x11 ,x12 ,x13 ,
x14 ,x15 ,x16_,x17_,x18 ,x19 ,x20 ], m];

For[i=1,i<=m,

gli][x1_,x2 ,x3 ,x4 ,x5 ,x6 ,x7 ,x8 ,x9 ,x10_,x11 ,x12 ,x13_,
x14_,x15 ,x16 ,x17 ,x18 ,x19 ,

x20_| = (A.premenne - b).vektor1]i]; i++];

(* Implementacia Rockafellarovho algoritmu *)

Array|gradient, m];
For[i =1, i <= m, gradient[i] = Transpose[A].vektor1[i]; i++];
eps = 0.00001;
mi=1;
=L
Clear|zzz]
casl = Take|
Timing[zzz =
FindMinimum|
f[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15,
x16, x17, x18, x19, x20] + (1/(2*mi))*
Sum|[((Max[0,
aali] +
mi*g[i][x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10,
x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19,
x20])*2 - (aa[i])*2), {i, 1, m}], {x1,
0}, {x2, 0}, {x3, 0}, {x4, 0}, {x5, 0}, {x6, 0}, {x7, 0}, {x8,
0}, {x9, 0}, {x10, 0}, {x11, 0}, {x12, 0}, {x13, 0}, {x14,
03}, {x15, 0}, {x16, 0}, {x17, 0}, {x18, 0}, {x19, 0}, {x20, 0},
Gradient ->
G.premenne + h +
Sum|[Max|0,
aali] +

mi*g[i][x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11,



x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19, x20]]*
gradient[i], {i, 1, m}]]], 1]
hodnota = Take|zzz, 1];
xyz = Take|zzz, -1];
{{xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11, xx12, xx13, xx14,
xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20}} = premenne /. Xyz;
Table[g[i][xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11, xx12,
xx13, xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20], {i, 1, m}]
cas2 = Take|
Timing[While[
Max|[Table[
gli][xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11,
xx12, xx13, xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20], {i, 1,
mj|] > eps,
For[i=1,i<=m,
aa[i] = Max|0,
aa[i] + mi*
g[i][xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10,
xx11, xx12, xx13, xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19,
xx20]]; i++];
7772 =
FindMinimum|
f[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14,
x15, x16, x17, x18, x19, x20] + (1/(2*mi))*
Sum|[((Max|0,
aali] +
mi*g[i][x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10,
x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18,
x19, x20]])*2 - (aa[i])*2), {i, 1, m}], {x1,
xx1}, {x2, xx2}, {x3, xx3}, {x4, xx4}, {x5, xx5}, {x6,
xx6}, {x7, xx7}, {x8, xx8}, {x9, xx9}, {x10, xx10}, {x11,
xx11}, {x12, xx12}, {x13, xx13}, {x14, xx14}, {x15, xx15}, {x16,
xx16}, {x17, xx17}, {x18, xx18}, {x19, xx19}, {x20, xx20},
Gradient ->
G.premenne + h +
Sum|[Max|0,
aali] +
mi*g[i][x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11,
x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18, x19, x20]]*
gradient[i], {i, 1, m}]];



hodnota = Take|zzz, 1];
Clear[xyz];
xyz = Take|zzz, -1];
{{xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11, xx12, xx13,
xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20}} = premenne /. Xyz;
i+, 1]
Table[g[i][xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11, xx12,
xx13, xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20], {i, 1, m}]
For[i=1,i<=m,
aali] = Max|0,
aa[i] + mi*
gli][xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11,
xx12, xx13, xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20]]; i++];
vypX = {xx1, xx2, xx3, xx4, xx5, xx6, xx7, xx8, xx9, xx10, xx11, xx12, xx13,
xx14, xx15, xx16, xx17, xx18, xx19, xx20};
vypY = Table[aali], {i, 1, m}];
Print["vypocitane riesenie="', vypX]
Print["optimalne riesenie= ", optimX]
Print["skutocna hodnota Lagrangeovych multiplikatorov="",
SetPrecision[optimY, 10]]
Print["vypocitana hodnota Lagrangeovych multiplikatorov="",
SetPrecision[vypY, 10]]
Print["Pocet iteracii= ", j]
Print["Tolerovana chyba epsilon=", eps]
Print["optimalna hodnota=",
SetPrecision[0.5*optimX.G.optimX + h.optimX, 10]]
Print["vypocitana optimalna hodnota=",
SetPrecision[0.5*vypX.G.vypX + h.vypX, 10]]
optim = 0.5*optimX.G.optimX + h.optimX;
vypoptim = 0.5*vypX.G.vypX + h.vypX;





