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Uvod

Kazdéa ekonomika stoji pred rieSenim poziadavky optiméalnej alokacie vyprodu-
kovanych statkov, ktoré mozno bud vyuzit na stcasni spotrebu, alebo investovat
s ciefom zvysit spotrebu v budtcnosti. Treba teda uréit optiméalne ¢asové rozlozenie
spotreby so zretefom na obmedzenost ekonomickych zdrojov. Tymto problémom
sa zaoberal uz v roku 1928 Frank P. Ramsey v ¢lanku [8]. Ramseyho model bol pd-
vodne formulovany ako tloha varia¢ného poc¢tu a v polovici 60. rokov 20. storocia
ako tloha optimalneho riadenia.

Ramseyho model sa stal vychodiskom mnohych dalsich modelov tedrie eko-
nomického rastu. Prave to je dévodom, preco ho mozno nédjst vo viac ¢i menej
rozpracovanej podobe v mnohych ucebniciach makroekonémie zalozenej na sku-
ekonomickt interpretaciu a jednoduchost odvodenia zékladnych vysledkov, a to na
ukor presnosti matematickych formulacii a formalnej korektnosti tohto odvodenia.
Niektoré problémy sa vsak prehliadaji, resp. zostavaju nedoriesené aj v literature,
ktora uvadza Ramseyho model ako aplikaciu téorie optimalneho riadenia v ekono-
mickom modelovani, a teda sa vo vic¢sej miere zaobera aj matematickou strankou
jeho rieSenia (pozri napr. [4], [5]).

Cielom tejto préace je preto podat podrobni a matematicky konzistentni ana-
Iyzu Ramseyho modelu a jeho optimalneho riesenia.

V prvej kapitole uvedieme predpoklady modelu, z ktorych budeme vychadzat
pri jeho dalSej analyze a sformulujeme Ramseyho model ako tlohu optiméalneho
riadenia na nekone¢nom ¢asovom horizonte s ohranicenim. V tejto kapitole zaroven
zhrnieme definicie zakladnych pojmov a tvrdenia tedrie optimalneho riadenia pre
taktto ulohu (predovsetkym nutné podmienky optimality Pontrjaginovho principu
maxima), s ktorymi budeme pracovat v dalSom texte.

V druhej, rozsahovo najvicsej kapitole budeme skiimat optimalne rieSenie Ra-
meyho modelu a jeho vlastnosti prave na zaklade spomenutych nutnych podmie-
nok optimality. Pritom sformulujeme a dokdzeme niekolko tvrdeni, ktoré sa najmé
v ekonomickej literature sice casto vyuzivaji, no ich samotné znenie sa uvadza



len intuitivne a bez hlbsieho vysvetlenia. Odvodime aj postacujice podmienky
optimality, pomocou ktorych dokaZeme optimalnost néjdeného riesenia. Napokon
odvodime niekolko vysledkov tykajtcich sa rieSenia problému, ako optimélne roz-
lozit spotrebu v case pri velkej zacdiatocnej hodnote kapitalu, ktoré sme nenasli
v ziadnej nam dostupnej literatire.

V tretej kapitole sa budeme zaoberat tymto modelom pri urcitom ztzeni jeho
predpokladov, ktoré je vSak v literatire velmi bezné. Toto zuzZenie predpokladov
nam umozni dokazat niektoré dalSie vlastnosti optimalneho riadenia.

Poznamenajme, ze vSetky obrazky fazovych portrétov odvodeného systému
diferencialnych rovnic ziskané po dosadeni konkrétnych funkcii boli generované
s vyuzitim programu Mathematica 4.0.



Kapitola 1

Predpoklady a teoretické
vychodiska

1.1 Predpoklady modelu

Ramseyho model charakterizuje ekonomicky rast na makroekonomickej trovni
v agregovanej a uzavretej ekonomike. To znamend, ze ekonomika produkuje je-
diny homogénny statok; produkciu tohto statku v ¢ase t ozna¢me Y (t). Cela tato
produkcia sa minie na okamzitu spotrebu C(¢) a na hrubé investicie I(t). Teda

Y(t) = C(t) + I(t). (1.1)

Zékladnym problémom Ramseyho modelu je potom néjst optimélne casové roz-
lozenie spotreby (t.j. funkciu C(¢)), teda riesit ulohu, kolko z vyprodukovaného
statku spotrebovat hned a kolko investovaf s cielom zvysit spotrebu v budtcnosti.

Nech dalej K (t) oznac¢uje troven fyzického kapitalu (pri¢om zaciatoénd troven
kapitalu v Case ty je dand a oznacime ju Ky) a 6 > 0 je (v Case konStantnd)
miera amortizacie kapitalu. Hrubé investicie si1 potom st¢tom investicii urc¢enych
na obnovu znehodnoteného kapitalu a ¢istych investicii, t.j.

I(t) = K(t) + 6K(t). (1.2)

Velkost produkcie je determinované neoklasickou produkénou funkciou, ktorej
vstupmi st kapital a praca

Y(t) = F(K,L). (1.3)

Produkéna funkcia nezavisi explicitne od ¢asu, teda predpokladame nulovy tech-
nologicky rozvoj.
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Predpoklady kladené na tuto funkciu su:

(P1) Pre funkciu F' : Ry xR{ — R{ plati F(0,0) = 0 a je dvakrat diferencovatelna
na mnozine R* xR*. (Symbolom R* oznac¢ujeme mnozinu kladnych realnych
¢isel a symbolom R{ mnoZinu nezdpornych redlnych ¢isel.)

(P2) Funkcie F(-,L) a F(K,-), kde L > 0, K > 0, st rastice a rydzokonkavne
funkcie jednej premennej, teda marginalne produkty kapitalu aj prace sa
zmensuju. Pritom predpokladdme, Ze st splnené tzv. Inadove podmienky,
podla ktorych plati

. OF(K,L) . OF(K,L)
VL >0 Klgr()1+ oK oo a VL>0 I}I_I)I(l)o 5K 0, (1.4)
_ OF(K,L) . OF(K,L)
il e > T . (L
VK >0 thgl+ 5L oo a VK >0 nggo 7 0. (1.5)

(P3) Predpokladdme konstantné vynosy z rozsahu, teda funkcia F' je homogénna
funkcia prvého stupna

F(EK,EL)=¢F(K,L) pre kazdé £ > 0. (1.6)

Lema 1.1. Nech funkcia F splia predpoklady (P1), (P2), (P3). Potom pre kazdé
K >0, L>0 platt
F(K,0) = F(0,L) = 0. (1.7)

Dékaz.' Pre Tubovolné K > 0 a L > 0 moZzeme pisat

_ _ _ F(K,L
F(K,0)= K F(1,0) =K lim F(1,L/K) =K lim PR, L)

K—oo K ’

pricom sme postupne vyuzili homogenitu, spojitost a opét homogenitu funkcie F'.
Ak by bola funkcia F'(-, L) ohrani¢end, posledny vyraz je zrejme rovny 0 a tvrdenie
je dokézané. Pokial vSak plati

lim F(K,L) = oo,

K—o0

mozZeme opit pouzit 'Hospitalovo pravidlo a z Inadovych podmienok (1.4) dosta-
neme

_ F(K,L) . . OF(K,L)
Kpm =g =K =g =0
¢im je tvrdenie dokdzané. Rovnost F'(0, L) = 0 sa ukaze analogicky. ]

1PodTla knihy [1]
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Désledok. Pre kazdé L > 0 je funkcia F(-, L) neohranicend a pre kazdé K > 0 je
funkcia F'(K,-) neohranicena.

Dokaz. Dokézeme neohranic¢enost funkcie F' v premennej K, neohrani¢enost v pre-
mennej L sa dokdze analogicky. Zvolme Tubovolné L > 0. Potom vyuzitim homo-
genity funkcie F' mame

P(1, %

%)
T .
K

K—oo K—o00 K—o0

L
lim F(K,L)= lim K F(1,§) — L lim

Podla Lemy 1.1 konverguje ¢itatel zlomku v poslednom vyraze k 0, preto mozeme
pouzit I’'Hospitalovo pravidlo a dostaneme

F(1,L£ Fy(1, L) (-4 L
L lim (LK) L tim 2 K)L( 52 _ [ fim Fz(l,—) = 0,
K—oo = K—o0 el K—o0 K

kde Fy oznacuje parcialnu derivaciu funkcie F' podla druhej premennej. Posledni
rovnost sme dostali vyuzitim Inadovych podmienok (1.5). [

Prikladom &asto pouZivanej produkénej funkcie, ktora spliia uvedené predpo-
klady (P1) — (P3), je Cobb-Douglasova produkéna funkcia tvaru

F(K,L)=K“L'** o€ (0,1). (1.8)

Dalsim predpokladom modelu je, Ze miera rastu populécie n > 0 je konstantna
a exogénne zadand a velkost pracovnej sily je rovné velkosti populédcie (ponuka
prace je dokonale neelastickd), ¢o mozeme zapisat vztahom

— =n. (1.9)

Predpokladajme dalej, Ze vsSetci jednotlivei st rovnaki a maji rovnaké pre-
ferencie, ktoré st zaroven rovnako c¢asovo rozlozené. Mieru uzitku zo spotreby
budeme charakterizovat funkciou uzitoc¢nosti U, pricom U (c) predstavuje Gzitok zo
spotreby spolu za celil populaciu, ak spotreba pripadajica na jedného jednotlivca
jec, t.j.c=C/L.

Na funkciu U kladieme nasledujtce predpoklady:

(P4) Funkcia U : Rt — R je rastica, rydzokonkévna a dvakrat spojito diferenco-
vatelnd na R™.

(P5) St splnené Inadove podmienky
lim U'(¢) = oo, lim U'(c) = 0. (1.10)

c—0t
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Na funkciu U vo vseobecnosti nekladieme predpoklad, aby nadobudala len neza-
porné hodnoty, ani nepredpokladédme, Ze 0 je z defini¢cného oboru tejto funkcie.

Podla [2] je jednym z najcastejSie pouzivanych prikladov funkcie uzito¢nosti

funkcia
=01

0>0,0#1
U — 1—-0 pre ) ;
o(¢) { Inc pref=1.

(1.11)

Ide o funkciu s konstantnou relativnou averziou k riziku definovanou vyrazom

=U"(c)e/U'(c).
Vsimnime si, ze vyuzitim 1’Hospitalovho pravidla dostaneme

1-6

=Inec.

e =iy

1.2 Formulacia modelu

Ak vSetky spomenuté veli¢iny vydelime poc¢tom Iudi L, dostaneme hodnoty pripa-
dajuice na jedného jednotlivca, teda

K c I Y o1 K
k==, c=Z, i=7 a y—Z_ZF(K,L)_F<f,1)_F(k,l).

Definujme dalej funkciu f vztahom f(k) = F(k,1), potom y = f(k). Z predpokla-
dov kladenych na funkciu F' vyplyva, ze funkcia f ma nasledujtce vlastnosti:
(P1) Funkcia f : Rf — R{ je dvakrét diferencovatelna na R* a plati f(0) = 0.
(132) Funkcia f je rastica a rydzokonkavna a plati

lim f'(k) = lim &Zl) =00 (obdobne lim f'(k) =0). (1.12)

k—0t k—0t 0 k—o0

(P3) Funkcia f je neohraniGena, t.j.

lim f(k) = oo.

k—o0

V dalSom sa budeme zaoberat uz len funkciou f, pricom budeme predpokladat, Ze
spliia vlastnosti (P1) — (P3) (budt to teda predpoklady na funkciu f).

Poznamenajme, Ze v tomto pripade neohrani¢enost funkcie f musime explicitne
predpokladat, pretoze tentokrat nevyplyva z ostatnych predpokladov, t.j. (P3)
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nevyplyva z (P1) a (P2). Pri dokaze neohranicenosti funkcie F' sme totiz vyuzili
predpoklad homogenity tejto funkcie, ktory vsak pre funkciu f nie je splneny.

Z rovnic (1.1) a (1.2) potom mame

. d/(K\ K KL
teda ‘
o= f(k)— M\ —c, (1.13)

kde A\=90+n > 0.

Teraz mozeme formulovat optimalizacn( ulohu tzv. centridlneho planovaca,
ktory vyberom vhodného casového rozlozenia spotreby maximalizuje celkova dis-
kontovani hodnotu funkcie uzito¢nosti v nekonecne dlhom ¢asovom horizonte, t.j.

/ ety (c(t)) dt, (1.14)

to
kde r > 0 predstavuje mieru diskontovania uzitku z buducej spotreby, pricom je
splnend rovnost (1.13), k(to) = ko > 0 a funkcie f a U spliiaji predpoklady (P1)
az (P3), (P4) a (P5).

Dostali sme teda autonémnu tlohu optiméalneho riadenia na nekone¢nom ca-
sovom horizonte s diskontnym faktorom. Problémom vsak je, ze funkcie f a U
vstupujice do zadania tejto tlohy nie st definované na celej mnozine realnych
disel. Konkrétne funkcia f je podla predpokladu (P1) definované len pre k > 0 a
funkcia U je podla predpokladu (P4) definovand vo vSeobecnosti len pre ¢ > 0.
Toto je matematicky nestandardné situacia, pretoze tedria optimélneho riadenia je
budovana pre tulohy, v ktorych st vsetky funkcie definované na celych priestoroch.

Ak by sme vedeli, Ze optimélne riadenia pre tuto tlohu spolu so svojou odoz-
vou zostavaju vo vnutri defini¢ného oboru funkcii f a U, tak moznym riesenim
uvedeného problému by bolo uvazovat tlohu len na otvorenej mnozine, v tomto
pripade na kladnom kvadrante, kde ¢ > 0 a zarovenn £ > 0. Toto vSak zvycajne
dopredu nevieme zarucit, a preto sa k danej tlohe pridavaji ohranicenia (v stlade
s predpokladmi tvrdeni v tedrii optimalneho riadenia v tvare neostrych nerov-
nosti), ktoré zabezpecia, ze optimélne rieSenia budi len z tejto otvorenej mnoziny.
Takymto ohranic¢enim je napriklad podmienka tzv. ireverzibilnych investicii, ktort
formulujeme v tvare

0 < cft) < F(k(E)). (1.15)

Z nerovnosti ¢(t) < f(k(t)) totiz vyplyva, ze ak zvolime ko > 0, potom pre kazdé
t € (tg, 00) plati k(t) > 0. Naozaj, z diferencidlnej rovnice (1.13) vyuzitim uvedene;
nerovnosti dostaneme

k= f(k)—Xe —c> =Mk,
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preto hodnota k(t) je pre kazdé ¢ > t, vicsia (alebo rovna) hodnote rieSenia
diferencidlnej rovnice k = —\k so zaciato¢nou podmienkou k(ty) = ko > 0. Teda
k(t) > koe =10 > 0.

Na druhej strane, dokaz, ze optimalne riadenia budt po zahrnuti ohranicenia
(1.15) spliiat podmienku c(t) > 0, je zloZitej§i a vyplynie az z dalsej analyzy (pozri
Cast 2.2.2), kde ukdZeme, Ze ak by optiméalne riadenie bolo v nejakom ¢ase nulové,
nemdze byt optimalne. Pritom vyuzijeme ohranicenie ¢(t) > 0 a podmienku (1.10).
UkéZe sa vsak, Ze hodnota funkcie U(c) pre ¢ = 0 nie je dolezité, klucova ulohu
zohrava iba spomenutd podmienka (1.10). Z uvedenych dévodov nie je podstatné,
¢i funkcia U(c) je alebo nie je definovand v bode 0 a ¢ uvazujeme ohranicenie
0 < ¢(t) alebo 0 < ¢(t). RieSenie problému, Ze funkcie f a U nie st definované
na celej mnozine realnych ¢isel, zavedenim ohranicenia v tvare (1.15) mozno teda
pouzit aj v nasom pripade, kedy nepredpokladame, Ze funkcia U je v bode 0
definovana.

Ramseyho model ekonomického rastu, ktorym sa budeme zaoberaf v tejto
praci, teda predstavuje lohu optimalneho riadenia

h —rt=to) 7 (¢(t)) dt
max e C
{c(t)}/to (<))

k= f(k)—=Mc—c, k(to) = ko > 0 dané
0 <e(t) < f((k(Q)).
Ide o diskontovani tlohu na nekonecnom ¢asovom horizonte so zmieSanym ohra-

nicenim na stavovu aj riadiacu premennt. Takuto formuladciu Ramseyho modelu
mozno najst napr. v [4] alebo [5].

(RM)

Namiesto podmienky (1.15) st v niektorych publikicidch pouzité aj iné pod-
mienky, ktoré tiez zabezpecia, Ze optimalne rieSenie bude lezat vnutri kladného
kvadrantu. V knihe [1] je uvedend limitnd podmienka v tvare nerovnosti na kon-

covy stav
lim e~ "(=%) k() > 0. (1.16)

t—o0

Dalsim sposobom je zavedenie Cistych (nezmieSanych) ohraniceni na stavovi aj
riadiacu premennu

k(t) >0, c(t) >0 pre kazdé t > t. (1.17)

Tento tvar mozno najst napr. v [2], [9], [12].
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Inou moznostou by bolo uvazovat ako riadiacu premennt s := 1— ka) V tomto
pripade ohranicenie (1.15) prejde do tvaru s € (0,1) a tloha (RM) bude mat tvar

{s(t)}
k=sf(k)— M, k(to) = ko > 0 dané
0<s(t) <1.

max /too e_r(t_tO)U((l —s)f(k))dt

Takyto spdsob formuldcie Ramseyho modelu mozno néjst napr. v [3].

V pdvodnej formulécii pochadzajicej od Ramseya uvedenej v [8] je r = 0. Kon-
vergencia integralu (1.14) sa potom dosahuje predpokladom existencie maximéalne;
dosiahnutelnej a udrzatelnej trovne wzitku, ktor ozna¢ime B (bliss). Uloha (RM)
je tu formulovana v tvare

min /too [B - U(c(t))] dt

{e(t)}
k= f(k)—c, k(ty) = ko dané.

(RMa)

1.3 Teodria optimalneho riadenia

V predchadzajicom texte sme ukazali, ze Ramseyho problém optimalneho ca-
sového rozlozenia spotreby vedie na tulohu optimalneho riadenia. Ide konkrétne
o ulohu na nekone¢nom horizonte s ohrani¢eniami na stavovu a riadiacu premenn.
Preto teraz sformulujeme vSeobecné tvrdenia, ktoré vyuzijeme pri rieSeni tohto
problému.

Predpokladajme, Ze mame danti ilohu v tvare

max Ooe_r(t_t‘)) O2(t), u .

mae [ e 2 a(e),wte) (1.13)
o(t) = fHz(t),u(t)), z(ty) = ¢ dané (1.19)
g'(x(t),u(t) >0, i=1,...,n. (1.20)

kde f: R? - R, f!:R?>? = Rag :R* - R,i=1,...,n st spojito diferencova-
telné realne funkcie a diskontny faktor r je kladny.

Riadenie @(t) pre t € (tp,00) nazveme pripustnym riadenim pre tlohu (1.18)
az (1.20), ak st splnené nasledujtice podmienky:

(R1) Riadenie @(t) je na (tg, 00) po Castiach spojité.



KAPITOLA 1. PREDPOKLADY A TEORETICKE VYCHODISKA 10

(R2) Odozva Z(t) na riadenie @(t) (t.j. rieSenie diferencidlnej rovnice (1.19) s da-
nym 7(-)) existuje na celom intervale (ty, 00) a spolu s 7(t) spliia (1.20).

(R3) Plati
/ e ") £O( 3 (), au(t)) dt < oo.

to

K podmienke (R1) poznamenajme, Ze konkrétne hodnoty riadenia v bodoch ne-
spojitosti neovplyviiuji hodnotu tucelovej funkcie, preto budeme riadeniam (v si-
lade s literattirou) v kazdom bode nespojitosti prisudzovat ako hodnotu ich limitu
sprava. Vdaka tomu mozno zaroven povazovat kazdé pripustné riadenie za spojité
v bode t.

Skutocnost, 7ze ohranifenia g¢'(z(t),u(t)) > 0, i = 1,...,n, st naozaj zmie-
Sané ohranicenia na stavovi aj riadiacu premennt, je mozné overit podmienkou
regularity, ktora podla [4, s. 161] hovori, Ze matica

0g1/0u ¢1 ... O

musi mat v bode (Z(¢), @(t)) plnd hodnost pre kazdé t > t¢, kde @(t) je lubovolné
pripustné riadenie a Z(t) je k nemu prislichajica odozva. Tato podmienka teda
bude splnend vtedy, ak bude v kazdom bode (Z(t), @(t)) aktivne vzdy najviac jedno
ohranicenie a zaroven derivicia dg;/0u bude nenulova v kazdom bode, v ktorom
je toto ohranicenie aktivne.

Aby sme mohli sformulovat pre uvedent tlohu nutné podmienky Pontrjagi-
novho principu maxima, definujeme Hamiltonovu funkciu H a Lagrangeovu fun-
kciu L

H(:C7u7 woﬂﬂ) = ¢0f0(33'7u) + wfl('r7u)a
L(xulL? wo;waﬂla s 7/an) = H(x7u7¢07¢) + Z/vbzgz(xau>u
=1

kde p; > 0 pre kazdé i =1,...,n.
Nasledujica veta vychadza z [4, Veta 7.4] a [6, s. 287].

Veta 1.1. Nech u*(t) je optimdlne riadenie dlohy (1.18) aZ (1.20) a x*(t) je k nemu
prislichajica odozva. Potom existuje konstanta 1o > 0, spojitd funkcia ¥(t) :
R — R a po castiach spojité funkcie u;(t) : R — R, i = 1,...,n sphiajice tieto
podmienky:
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1. pre kazdé t € (ty, 00) je vektor (1o, ¥ (t), pa(t), ..., un(t)) nenulovy,

2. pre kaZdé t € (to,00), v ktorom je optimdlne riadenie u*(t) spojité, platia
podmienky mazxima

L (1) (0), 0, (0, a0, ) = O

i) >0, p(t)g' (x*(#),u*(t) =0 Vi=1,....n

a () riesi adjungovani rovnicu

¢(t)=r¢(t) wafo( g; LIS

A Zuz (0.0 ()

Poznamenajme, Ze podla [6, s. 212] st funkcie p;(t), i = 1,...,n spojité pre
kazdé ¢ € (tg, 00), pre ktoré je u*(t) spojité. Funkcia ¢ (t) ma po Castiach spojité
derivacie, ktoré vyhovuju adjungovanej rovnici.

Dalej budeme vyuzivat tvrdenie, ktoré je uvedené v ¢lanku [7]. V tomto ¢lanku
je sice dokazané iba pre tlohy bez ohraniceni (iny dokaz tohto tvrdenia mozno néjst
aj v praci [11]), podla poznamky v ¢lanku (resp. podla [4, Pozn. 7.5]) vSak plati aj
pre tlohy s ohrani¢eniami zmieSaného typu (1.20), pokial tieto ilohy neobsahujt
aj Cisté ohranicenia na stavové premenné v tvare h(z(t)) > 0.

Veta 1.2. Nech u*(t) je optimdlne riadenie ulohy (1.18) aZ (1.20) a x*(t) je k nemu
prislichagica odozva. Potom existuje konstanta vy > 0, spojitd funkcia (t) :
R — R a po castiach spojité funkcie p;(t) : R — R, i = 1,...,n, ktoré splnaji
podmienky 1. a 2. predchddzajicej vety. Potom pre kaZdé t € (ty,0), v ktorom je
funkcia u*(t) spojitd, plati

e T H (@ (1), u* (1), o, (1)) = 1o / T O (1), () ds. (1.21)

Désledok. Pre Hamiltonovu funkciu plati limitna podmienka v tvare

lim e~ [ (2 (£), w* (£), o, ¥(t)) = 0.

t—oo



Kapitola 2

Optimalne riesenie Ramseyho
modelu

2.1 Konvergencia integralu v ucelovej funkcii

Najprv ukédzeme, ze ohranicenie (1.15) v ilohe (RM) zabezpecuje, ze pokial nejaké
riadenie spliia podmienky (R1) a (R2) (pozri ¢ast 1.3), potom splita aj podmienku
(R3), a teda je pripustné. Toto tvrdenie vyplyva z nasledujicej vety:

Veta 2.1. Pre kaZdé po castiach spojité riadenie c(t), ktoré spolu so svojou odozvou
k(t) spliia podmienku (1.15) pre kaZdé t > ty, plati

/ et (e(t)) dit < oo.

to

Dékaz. Z predpokladu limg ., f'(k) = 0 < X vyplyva, Ze pre dostato¢ne velké
hodnoty k plati Ak > f(k). Na druhej strane, pre k blizke 0 plati Ak < f(k),

f (k)

|
|
|
|
L k
k

Obr. 2.1: K dokazu Vety 2.1

12
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pretoze podla predpokladu (P2) plati limy_o f'(k) = co > A, a zarovenn f(0) = 0.
Preto existuje jediné k > 0 také, ze plati f (l;) —Me=0 (jednoznac¢nost vyplyva
z konkavnosti funkcie f). Z rovnice (1.13) a s vyuzitim ohranicenia (1.15) potom
pre kazdé k > k plati

k=f(k) =X —c<—c<O.

To viak znamena, Ze ak ko < k, tak k(t) nemoze prekroc¢it hodnotu k. Ak by totiz
v nejakom bode 7 platilo k(7) > k, potom k() < 0 na nejakom Tavom okoli bodu
7, ¢o je spor s tym, ze k dosiahne hodnotu k(7). V pripade ky < k teda musi pre
kazdé t € (to,00) platit k(t) < k. Na druhej strane, v pripade ko > & musi byt
pre kazdé ¢ € (o, 00) splnena nerovnost k(t) < ko, kedze k(ty) < 0. Preto je pre
Tubovolné ko > 0 funkcia k(t) zhora ohranicend hodnotou K := max(kq, k). Tu opiit
vyuzijeme podmienku (1.15), podla ktorej plati ¢(t) < f(K), teda aj riadenie c(¢)
je zhora ohrani¢end funkcia. Zaroveii pre kazdé t plati U(c(t)) < U(f(K)) =: U.
Preto

/ e—r(t—to)U(c(t)) dt < / e~ Tt=t) T dt = g <o00. O
r

2.2 Riesenie pomocou nutnych podmienok opti-
mality

2.2.1 Formulacia nutnych podmienok optimality

S vyuzitim Pontrjaginovho principu maxima uvedeného v casti 1.3 sformulujeme
nutné podmienky pre optimalne rieSenie tlohy (RM).

Predtym vsak este overime splnenie uvedenej podmienky regularity, ktora v
tomto pripade hovori, Ze pre lubovolné pripustné riadenie ¢(¢) a k nemu prislacha-
jacu odozvu k(t) musi mat matica

( 1 c(t) 0 )
-1 0 f(k() = c(t)

pre kazdé t > tq plnt hodnost. To je ekvivalentné podmienke, Ze obe ohranicenia
nemozu byt sticasne aktivne. Tato situdcia by v8ak mohla nastat iba v bode (0, 0);
v Casti 1.2 sme vSak ukézali, Ze vdaka podmienke ky > 0 je odozva na ITubovolné
pripustné riadenie kladna pre kazdé t > .

Pre tlohu (RM) ma Hamiltonova funkcia tvar

H{(k, ¢, 0,9) = tholU(c) + ¢[f (k) — Ak — (] (2.1)
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a Lagrangeova funkcia ma tvar

L(kaca ¢07¢7M17M2) = H(k7ca ¢07¢) + :u10+ MQ[f(k) - C]? (22)

kde p3 > 0, po > 0.

Z Pontrjaginovho principu maxima sformulovaného vo Vete 1.1 dostavame,
ze ak c¢*(t) je optimélne riadenie pre tlohu (RM) a k*(¢) je k nemu prislichajica
odozva, potom existuje konstanta 1)y > 0, spojité funkcia ¢ (¢) a po ¢astiach spojité
funkcie p1(t), po(t), ktoré spolu s (k*(t), c*(t)) spliaju nasledujiice podmienky:

(i) pre kazdé t >ty je vektor (1o, ¥(t), p1(t), p2(t)) nenulovy,

(ii) platia podmienky maxima

?)_i =¢oU'(¢") =¥ + 11 — p2 =0, (2.3)
pr =0, et =0,
p 20, palf(k) - ] =0 20
(ili) a adjungovana rovnica
. L
b= = O = () A = o () = [+ A= PR — o ().
(2.5)

Hoci sme pri zapise podmienok (2.3) az (2.5) vynechavali ¢asovii premenni, tieto
podmienky musia byt splnené pre kazdé ¢ > t,, v ktorom je optimélne riadenie
c*(t) spojité.

KedZe tloha neobsahuje ¢isté ohranicenia na stavovi premennt, plati zaroven
aj dosledok uvedeny za Vetou 1.2 v tvare

lim e ") [ (k¥ (), ¢* (1), ¥o, () = 0. (2.6)

t—o00
Prave tato podmienku vyuzijeme pri dokaze nasledujicej vety:
Veta 2.2. KaZdé optimdlne riadenie c¢*(t) dlohy (RM) a k nemu prislichajica

odozva k*(t) splriaji podmienky Pontrjaginovho principu mazima s vy > 0.

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, zZe existuje spojita funkcia
¥ (t) a po Gastiach spojité funkcie y; (), o (t), ktoré spolu s k*(t), ¢*(t) spliiajt pod-
mienky Pontrjaginovho principu maxima (2.3) az (2.5) a podmienku (2.6) s 1)y = 0.
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Ak by platilo (1) = 0 pre nejaké 7 > to, potom kvoli podmienke (2.3) sa
musia p1(7) a pe(7) rovnat nejakej spoloénej hodnote. Této hodnota vSak musi
byt nenulova, pretoze inak by platilo (g, ¥(7), u1(7), u2(7)) = (0,0,0,0), ¢o je
spor s podmienkou (i). Podla podmienky (2.4) potom plati ¢(7) = 0 a zaroven
c(t) = f(k*(7)), teda z vlastnosti funkcie f aj k(7) = 0. To je vSak spor s tym, Ze
pre lubovolné pripustné riadenie je jeho odozva kladné funkcia. Funkcia ¢ (t) teda
musi nadobtdat nenulovii hodnotu pre kazdé ¢t > tq. Zo spojitosti funkcie v(¢)
potom zéroven vyplyva, Ze tato funkcia nemoze menif znamienko.

Z podmienok (2.3) a (2.4) potom dostaneme

0 pre (t) > 0,
(t) = { F(k(E) pre B(t) < 0.

Ak totiz napriklad plati ¢(t) > 0 pre kazdé t > t(, potom vyuzitim predpokladu
Yo = 0 zo vzfahu (2.3) mame p;(t) — p2(t) = (t) > 0, odkial podla (2.4) dosta-
neme f1(t) > 0, t.j. ¢(t) = 0 pre kazdé t > t,. Platnost vzfahu c(t) = f(k(t))
v pripade 9(t) < 0 sa odvodi analogicky. Teraz ukazeme, ze oba pripady vedu
k sporu, ¢im bude dokaz hotovy.

Ak ¢(t) < 0, potom z podmienky (2.4) dostaneme p; = 0 (lebo ¢ = f(k) > 0
pre k > 0), ¢o po dosadeni do (2.3) dava ¥ (t) = —us(t). Z adjungovanej rovnice
(2.5) potom mame

(2.7)

v=[r+A=f B +of (k)= (r+Me, ¥(t) <0.
Riesenie tejto diferencidlnej rovnice je v tvare
U(t) = AeTVE) - kde A = y)(ty) < 0.

Z toho vyplyva, Ze 1(t) bude naozaj v tomto pripade zaporné pre kazdé t > t,.
Po dosadeni vztahu ¢ = f(k) do rovnice (1.13) pre stavovi premenni dostaneme
rovnicu

k= —X\k, k(tg) =ko >0,

ktorej rieSenim je k(t) = koe =%, Overime teraz, ¢ uvazované riadenie v tvare

¢ = f(k) bude sphiaf limitntt podmienku (2.6). Plati
e " H (k, ¢ 1, 10) = e T (4)[f (k) — Mk — o] =

= ¢ "(70) AertN) (L \E) = — Ak AeXET0) = —\ Ak,

Potom vsak
lim e ") H (K, ¢, 109, 0) = —AAky > 0,

t—o0
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teda podmienka (2.6) ako nutnd podmienka optimality nie je v tomto pripade
splnena.

V pripade #(t) > 0 je riadenie dané vztahom c(¢) = 0. Vieme uz, ze funkcia
¥ (t) nemdze menit znamienko, v tomto pripade teda plati ¢(t) = 0 pre kazdé
t > to. Toto riadenie v8ak nie je optimélne, lebo napr. pre riadenie ¢(t) = f(k(t))
pre kazdé t € (ty,00) nadobuda ucelova funkcia vzhladom na rasttcost funkcie
U vysSiu hodnotu ako pre riadenie ¢(t) = 0. Pre kazdé ¢ > t, totiz plati, Ze
f(k(t)) > 0 vdaka k(t) > 0 pre ko > 0. Pripustnost riadenia c(t) = f(k(t)) je
pritom zrejma. ]

Dosledkom tejto vety je, ze hodnoty multiplikdtorov 1(t), pi(t) a pse(t) mozno
normovat tak, aby ¢y = 1 a pri dalsich Gvahéch sa sta¢i zaoberat touto jedinou
hodnotu .

2.2.2 Vlastnosti optimalneho riadenia vyplyvajiace z nut-
nych podmienok optimality

Pred samotnym odvodenim rieSenia spliiajiceho nutné podmienky optimality od-
vodime najprv dve jeho vlastnosti, ktoré z tychto podmienok a z predpokladov
modelu priamo vyplyvaja.

V dokaze Vety 2.2 sme vylucili pripad, kedy bolo optimalne riadenie tlohy
(RM) konstantne nulové. Mozno vSak dokéazat nasledujice tvrdenie.

Veta 2.3. Pre optimalne riadenie c*(t) ulohy (RM) plati c(t) > 0 pre kaZdé t > to.

Dokaz. Nezapornost optimalneho riadenie je trividlna — vyplyva z podmienky
(1.15), ktora plati pre vSetky pripustné riadenia. Pripad ¢*(7) = 0 pre nejaké
T > to vylifime teraz sporom. V tomto pripade by muselo platit us(7) = 0.
Ak totiz oznacime odozvu optiméalneho riadenia ako k*(t), potom vieme, Ze plati
k*(t) > 0 pre kazdé t > t, teda aj k*(7) > 0. Kedze podla predpokladu ¢*(7) = 0,
plati ¢*(17) # f(k*(7)), a teda podla (2.4) mame py(7) = 0. Z podmienky (2.3)
vyuzitim nezapornosti funkcie p; dalej dostaneme

() = U'(e"(7)) + (1) 2 U'(c"(7)) = o0,

¢o je vSak spor s tym, ze funkcia 1 (¢) musi nadobtudat kone¢ni hodnotu pre kazdé
t> 1. 0

Tvrdenie tejto vety vlastne znamend, Ze predpoklad lim. .o U’'(c) = oo zabez-
pecuje, aby pre optimdlne riadenie ¢*(t) platilo ¢*(¢) > 0 pre kazdé t > ty, a teda
nie je dolezité, ¢i je alebo nie je funkcia U v bode 0 definované. Dalsim doésledkom
tejto vety je, Ze py(t) = 0 pre kazdé ¢, ¢o dostaneme vyuzitim podmienky (2.4).
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Dalej sa budeme zaoberat problémom spojitosti optiméalneho riadenia. Vo vse-
obecnosti hladame optimélne riadenie v triede po ¢astiach spojitych funkcii. Z uve-
denych nutnych podmienok optimality vSak vyplyva nasledujice tvrdenie:

Veta 2.4. Optimdlne riadenie c*(t) dlohy (RM) je spojitd funkcia pre kazdét > to.

Dokaz. V casti 1.3 sme povedali, ze kazdé pripustné riadenie je v bode %, spojité.
Zvolme teda Tubovolné 7 € (ty,00). Mozu nastat Styri pripady, ktoré postupne
vysSetrime:

e Nespojitost optimélneho riadenia v pripade, ze plati 0 < ¢*(t) < f(k*(¢))
na nejakom okoli bodu 7, vyli¢ime sporom. Predpokladajme, ze by platilo
napr.

lim ¢*(¢) < lim ¢*(¢).

t—7~ t—1t
Podla podmienky (2.4) na uvazovanom okoli bodu 7 plati p;(t) = us(t) = 0,
a teda zo vztahu (2.3) a z klesajtcosti funkcie U’ mame

lim ¢(¢) = lim U'(c*(¢)) > lim U'(c*(¢)) = lim 9 (¢),

t—7— t—7~ t—7t t—7t

¢o je spor so spojitostou funkcie 1. Pripad

lim ¢*(¢) > lim ¢*(¢)

t—T1— t—7t
v 7 v .
mozno vylucit analogicky.

e Ak na nejakom okoli bodu 7 plati ¢*(t) = f(k*(t)), spojitost optiméalneho
riadenia v bode 7 trividlne vyplyva zo spojitosti funkcie f.

e Tretou moznostou je, ak c¢*(t) < f(k*(t)) pre nejaké lavé okolie bodu 7 a
c*(t) = f(k*(t)) pre nejaké pravé okolie bodu 7. Sporom ukézeme, Ze aj
v tomto pripade musi byt funkcia ¢* v bode 7 spojita. Opéit predpokladajme,
Ze by platilo

lim ¢*(¢) < lim ¢*(%).

t—T1~ t—7t

Potom z podmienky (2.3) a vyuzitim podmienky (2.4) dostaneme

lim o(t) = lim (U'(c*(t)) — po(t)) = lim U'(c*(t))

t—1— t—1— t—T—

lim ¢(t) = lim (U'(c*(t)) — p2(t)) < lim U'(c*(t)) — lim pa(t),

t—7t t—7t t—T1— t—srt
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pricom posledna nerovnost vyplyva z klesajucosti funkcie U’. Vieme vSak,
ze funkcia v je spojita funkcia pre kazdé t > ty, a preto porovnanim vyssie
uvedenych vztahov mame

lim U'(¢*(t)) < lim U'(¢*(t)) — lim pa(t), teda lim po(t) <O,

t—71— t—T1~ t—r1t t—71t
¢o je spor s (2.4).

e Poslednou moznostou je ¢*(t) = f(k*(t)) pre nejaké Tavé okolie bodu 7 a
c*(t) < f(k*(t)) pre nejaké pravé okolie bodu 7. Nespojitost optimélneho
riadenia vylac¢ime analogicky ako v predchadzajicom pripade. Predpokla-
dajme teda, ze v bode 7 je funkcia ¢*(t) nespojita, t.j.

lim ¢*(t) < lim ¢*(¢).

t—T1+ t—T1~

Obdobne ako v predchadzajicom pripade dostaneme

lim (1) = lim (U'(c"(1)) — poa(t)) < Jim U'(c" (1)) — imn po(t)

t—1— t—T1 t—1~

lim ¢(t) = lm (U'(c*(t)) — p2(t)) = lim U'(c¢*(t)),

t—7t t—T1+ t—sr+
a teda zo spojitosti funkcie ¢) mame

lim U'(c*(t)) < lim U'(c*(t)) — lim po(t), preto lim ps(t) <0,

t—7t t—7t t—T1 t—1~

¢o je opéf spor s (2.4). ]

Dosledkom tejto vety je, ze funkcie pq(t) a po(t) st tiez spojité funkcie (hoci
o funkcii p1(t) to uz vieme z dosledku za Vetou 2.3). Toto tvrdenie vyplyva z po-
znamky uvedenej za Vetou 1.1.

2.2.3 RiesSenie spliajiice nutné podmienky optimality

Teraz budeme hladat riesenie, ktoré splita podmienky (1.13), (1.15) a (2.3) az (2.5).
Vieme uz, Ze sa staci zaoberat pripadom vy = 1, pri¢om mozeme predpokladat, ze
plati u1(t) = 0 pre kazdé t > tg a o je spojita funkcia.

Oznacme D := {(k,c) |0 < ¢ < f(k)}. Najprv sa budeme zaoberat rieSenim vo
vnutri oblasti D, kde st obe ohranicenia splnené v tvare ostrych nerovnosti, t.j.
z (2.4) vieme, Ze aj ps(t) = 0. Z (2.3) dostavame

v =U'(c), teda ¢ =U"(c)¢, (2.8)
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¢o po dosadeni do adjungovanej rovnice (2.5) déva

U'(c)

¢= U”(C)

[+ X = (k). (2.9)

Kazdé optimélne riesenie (k*(t),c*(t)) leZiace vo vnutri oblasti D musi teda
spliiat systém nelinedrnych diferencialnych rovnic (1.13) a (2.9) v tvare

B = f(k*) = Mk* — ¢,

U e, (SDR)

-k

¢ = U”(C*)

Izokliny tohto systému diferencialnych rovnic st krivky vyhovujtice rovniciam
f(k) =Xk —c=0,

U'(c)
U"(c)

I+ X — f'(k)] = 0.

Z klesajucosti funkcie f' a z predpokladu (152) vieme, zZe existuje jediné l%, pre
ktoré plati f'(k) = r + . Preto krivky

k=Fk, kde f'(k)
c= f(k) = Mk

T+ A,

st izokliny systému (SDR). Otazkou vsak je, ¢i existuje také ¢, ze g,l,—((cc)) =0. Je
zrejmé, ze tato rovnost nemoze platit pre ziadne ¢ > 0 (kvoli predpokladom na
funkciu U) a pre ¢ < 0 nemé vyznam, pretoze funkcia U nemusi byt pre zdporné
hodnoty vobec definovana. Ukazeme vsak, ze pre kazda funkciu U, ktord vyhovuje

stanovenym podmienkam, plati

. Ulc)
T o)

=0. (2.10)

Pre kazdé ¢ > 0 totiz plati

Cc U//
(c) de=InU'(¢) — lim InU'(c) = —o0,
o Ul c—0+
preto pre fubovolné ¢ existuje také ¢ € (0, c), ze gl/l((g) = —o00. Odtial
U//
lim (c) = —00,

c—0t U’(C)
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z Coho uz vyplyva rovnost (2.10). Odvodili sme teda, Zze aj priamka ¢ = 0 je

izoklinou uvazovaného systému.

Izokliny systému diferencialnych rovnic (SDR) delia kladny kvadrant na Styri

oblasti:

e Dy :={(k,c

.DQ :{(

[ ] Dg :{( ,C

e Dy :={(k,c

c

D,
Ve
/7
/D,

| f/(k)>r+ )\ 0<c< f(k)

| f'(k) <r+ X ¢> f(k)—
[f/(k) >r+ X ¢> f(k)—

— Mk}, v ktorej plati k > 0, ¢ > 0;

ko) [ (k)
ko) f/(k) <r+X 0<c< f(k)—
ko) [ (k)
ko) [ (k)

Ak}, v ktorej plati k > 0, ¢ < 0;

Ak}, v ktorej plati k<0,6<0a

Ak}, v ktorej plati k < 0, ¢ > 0.

Obr. 2.2: Izokliny systému (SDR)

Na obrazku 2.3 je fazovy portrét graficky znazornujuci trajektorie rieseni tohto

systému rovnic.

Priesec¢niky izoklin vytvaraju tri stacionarne body:

)7 (07 O) a (E, 0), priéom

A vytvarg (,
fl(k)y =r+X é= f(k)— M a f(k) — Ak = 0, kde k > 0. Postupne vysetrime

stabilitu tychto stacionarnych bodov.

(a) Najprv sa budeme zaoberat stabilitou prvého z uvedenych stacionarnych
bodov, t.j. (k,¢). (Tento staciondrny bod budeme takto oznacovat v celej
praci.) V8imnime si, ze tento bod vdaka podmienkam (1.12) lezi vzdy vo
vautri oblasti D. KedZe je totiz funkcia f konkévna, plati f (l%) - f(0) >
f'(k)(k —0). S vyuzitim vztahu f(k) = Mk dostaneme Ak > f'(k)k, a teda

(2.11)
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Obr. 2.3: Fazovy portrét pre systém (SDR)

Vdaka r > 0 potom méame zéroveil f’ (k) < r+ A, a teda z klesajtcosti
funkcie f’ dostaneme k < k. Jaccobiho matica pravych stran systému (SDR)
v tomto bode je tvaru

a jej vlastné hodnoty st

na =5 (£ =0 i) 4 ),

Ked%e pre k plati f’(l%) = r—+ A, tak vdaka predpokladu r > 0 je f’(ff)—)\ > 0.
Z podmienok kladenych na funkcie U a f dalej méme g—/l/ f" > 0, preto obe
vlastné hodnoty st redlne a maji navzajom opacné znamienka. Stacionarny
bod (k,¢) je teda sedlom a existuje stabilna sedlova cesta (k*(t),c*(t)), pre
ktoru plati

tlg(l)lo )=k a tlg(l)lo c(t) =c¢ (2.12)

(b) Stacionarny bod (0,0) je zrejme nestabilny, pretoze v oboch oblastiach Dy
aj Dy plati ¢ > 0.
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(c) Pri vySetrovani tretieho stacionarneho bodu (k,0) vyuzijeme, ze priamka
c = 0 je izoklina systému (SDR), pozdiz ktorej plati ¢ = 0, preto Ziadna
trajektoria tohto systému nemdze pretinat tito priamku. Z fazového portrétu
zaroven vidime, Ze trajektdrie mozu prechadzat z oblasti D, do oblasti Ds, nie
vSak naopak. Preto vSetky trajektdrie prechédzajice cez oblast Dy leZiace
pod stabilnou sedlovou cestou musia konvergovat do staciondrneho bodu
(k,0); tento stacionarny bod je teda stabilny uzol. Situécia je znazornené na
obrazku 2.2.3.

20 0 60 50 100
Obr. 2.4: Stabilita staciondrneho bodu (k, 0)
pre funkciu U tvaru (1.11) (k = 100)

Z uvedenej analyzy vyplyva, Ze optimalnym riadenim moze byt iba také riade-
nie, ktoré spliia systém diferencialnych rovnic (SDR) a konverguje bud do sedlového
stacionarneho bodu (k, ¢), alebo do stacionarneho bodu (k, 0). Vietky ostatné tra-
jektorie rieseni systému (SDR) opustaju kladny kvadrant, a teda st nepripustné
(vSetky trajektdrie prechadzajice cez oblast Dy totiz v konecnom Case dosiahnu
hodnotu k = 0).

Vsimnime si, aka tlohu v tejto analyze zohréaval predpoklad lim. o U’'(c) = oc:
Tento predpoklad bol kltcovy iba pri dokaze Vety 2.3, ktora hovori o nenulovosti
optimalneho riadenia a nasledne Lemy 2.1, v ktorej ddkaze sme tuto vetu pou-
zili. Odhliadnuc teda od tychto dvoch tvrdeni zostant vSetky uvedené vysledky
v platnosti aj vtedy, ak tento predpoklad nebude splneny. Kedze vSak v pripade
lim._,o U'(¢) < oo nevieme vylucit, Ze optimalne riadenie nadobudne v kone¢nom
¢ase nulovit hodnotu, musi byt funkcia uzito¢nosti definovana na R . Prikladom
takejto funkcie uzitoc¢nosti je tzv. funkcia s konstantnou absolitnou averziou k
riziku v tvare

1
Ule)=——e%, 06>0. (2.13)
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2.3 Postacujice podmienky optimality

A7 doteraz sme sa zaoberali iba nutnymi podmienkami, ktoré musi spliiaf opti-
mélne riadenie tlohy (RM). Pomocou tychto nutnych podmienok sme odvodili
niekolko vlastnosti optimalneho riadenia (spojitost, kladnost). Ich rieSenim sme
zistili, Ze ta Cast trajektdrie optimalneho riesenia tlohy (RM), ktord od urcitého ¢
pocnic lezi v oblasti D, musi konvergovat do sedlového stacionarneho bodu (l%, ¢)
systému diferencidlnych rovnic (SDR) alebo do staciondrneho bodu (k,0), a to po
jednej z trajektorii rieSeni tohto systému. V tejto casti odvodenim postacujtcich
podmienok ukézeme, Ze rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima kon-
vergujtice do sedlového bodu (k, ) je skutoéne jedingm optimalnym rieSenim tlohy
(RM). Plati totiz nasledujica veta:

Veta 2.5. Nech ¢*(t) je pripustné riadenie a k*(t) prislusnd odozva pre tdlohu
(RM), ktoré spolu so spojitymi funkciami (t) a us(t), s o =1 a s pi(t) =0
pre kazdé t > ty spliia nutné podmienky Pontrjaginovho principu mazima (2.3)
aZ (2.6) a nech (k*(t),c*(t)) konverguje k sedlovému bodu (k,¢), ktory je stacio-
ndrnym riesenim systému diferencidlnych rovnic (SDR). Potom je c¢*(t) jedingm
optimdlnym riadenim pre ulohu (RM).

Pri dékaze tejto vety vychadzame z knihy [4, s. 36 a 43], kde je vSak dokazana
postacujicost podmienok iba vSeobecne pre tlohu na koneénom a nekone¢nom
c¢asovom horizonte bez ohraniceni.

Dokaz. Ak oznadime

o0

J(e) = / T (e(t)) dt,
to

potom musime ukézat, Ze pre Tubovolné pripustné riadenie ¢&(t), ktoré je rozne od

riadenia c¢*(t) aspon na nejakom netrividlnom intervale, plati J(¢) — J(c¢*) < 0.

Odozvu prislichajicu k tomuto riadeniu oznacme k(t). Vyuzitim definicie Hamil-

tonovej funkcie mame

J(&) — J(c*) = / " erl=to) (U@) —U(c)) dt =

to

_ / h e O [H(k, 7 0) (K", ¢, )] —[(f(])~o—3) — (F (k") =Ak" —¢")] } dt.

to

Kedze ¢(t) je podla predpokladu pripustné riadenie, pre kazdé t > , je splnena
nerovnost 0 < &(t) < f(k(t)), a teda plati

H(k,e,p) — H(E* ¢*,¢) < max_ H(k,c,) — H(k*, ", ). (2.14)

0<c< f(k)
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Podla predpokladu vety spliiaji funkcie 1 a 115 spolu s k* a ¢* nutné podmienky
optimality, preto podla (2.4)

H(k*, ¢* ) = H(K*, ") + palf(k*) — €] = L(k*, ¢, ), o). (2.15)

Vdaka nezapornosti funkcie py pre kazdé ¢ spliiajice nerovnost 0 < ¢ < f (l;:)
zaroven plati

H(k,e,v) < H(k,c,9) + po[ f(k) — ] = L(k, e, pi2),

a teda

max_ H(l;:, ¢, ) < max_ L(];?,C,l/),/,bg) < maxL(l;;,c,mug), (2.16)
0<c<f(k) 0<c<f(k) ¢

pri¢om posledné nerovnost vyplyva z toho, Ze viazani maximalizéciu sme zamenili
za volni. Funkcia L je separovana v premennych k a ¢ (t.j. mozno ju zapisat v tvare

Ll(k7 wa /1/2) + L2(Ca ?ﬂ, ,UQ))v preto Plati
maXL(%7cawnu2) - L(%7C*7¢7M2)' (217)
Dosadenim (2.16), (2.15) a (2.17) do (2.14) dostaneme

H(k, &) — HE*, ¢*, ) < L(k, ¢, 0, pg) — L(k*, ¢, 0, j1a). (2.18)

Dalej vyuzijeme, ze Lagrangeova funkcia (2.2) je diferencovatelna a rydzokon-
kévna v premennej k pre lubovolné pripustné c a pre ¥ a s, ktoré spolu s (k*, ¢*)
spliiaji podmienky (2.3) aZ (2.6). Dosadenim vztahu (2.3) do (2.2) totiz dostaneme

Lk, c,1b, p2) = U(c) + (U'(c) = p2) [f(k) = Mk — ¢] + pa[ f (k) — ¢],

a teda
82L ! 1
oo pz) = U () < 0,

Z vlastnosti rydzokonkavnych funkcii potom méame

5 oL 5
L(ka C*ﬂ/}alh) - L(k*ac*>¢7ﬂ2) < _<k*7C*7w7/L2) (k - k*)

ok
Kedze l%(t) je spojita funkcia, potom ak k # k*, tak k a k* sa odliSujt aj na nejakom
intervale nenulovej dizky. Vyuzitim tejto skutocnosti a adjungovanej rovnice (2.5)
dostavame

oL :

J(@) - J(e) < /t T[S ) (5~ k) — il — )] e =
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= /too e~ (t=to) |:(7“77/) — 7,D) (];3 — k") — w(l% — k*) dt =

OOd ~
= — [ —|etly(k — k)| dt =
/to et~ r)

= = lim e () (R(1) - K7(1)), (2.19)

t—oo

pretoze pre lubovolné k plati l;:(to) = ko. Nasim cielom je teda ukazat, Ze pre kazdé
k(t) prisluchajice k nejakému pripustnému riadeniu &(t) plati

lim e~ ")y (¢) (k(t) — k*(t)) > 0. (2.20)

t—o0

Nech teda k(t) je odozva na Tubovolné pripustné riadenie. Kedze riadenie ¢*(t)
podla predpokladu vety konverguje k hodnote ¢ < f (l%), od istého 7 pocénuc plati
p2(t) = 0. Zo vztahu (2.3) potom vyplyva (t) = U'(c*(t)) pre kazdé t > 7.
Vyuzitim tejto rovnosti dostaneme

lim e () (F(E) — K (1) = lim e COU( O) D - K1), (221)
Pretoze lim;_, e "¢~%) = 0, staci dokazat, ze vyraz U'(c*(t))(k(t) — k*(t)) je od
nejakého 7 poénic zdola ohrani¢eny. Kedze podla predpokladu ¢*(t) konverguje
ku kladnej hodnote ¢, funkcia U’(c*(t)) je od istej hodnoty 7 ohranicend. Zarover
vieme, 7e pre kazdé ¢t > t je k(t) kladna, a teda vyraz k(t)—k*(t) je pre odozvu k(1)
pre Tubovolné pripustné riadenie zdola ohraniceny (vdaka ohrani¢enosti funkcie
k*(t) zhora, ktora vyplyva z konvergencie funkcie k*(t) do bodu k). Prava strana
rovnosti (2.21) je preto nezaporné, ¢o sme cheeli dokazat.

Jednozna¢nost optimalneho riadenia ¢*(t) vyplyva z ostrej nerovnosti vo vztahu
(2.19), ktort sme dostali vdaka rydzokonkavnosti Lagrangeovej funkcie L v pre-
mennej k. O]

Poznamenajme, Ze nerovnost (2.20) nemozno dokazat v pripade, ak by sme za
¢* zobrali riadenie konvergujice do stacionarneho bodu (k, 0), kde f(k) — Ak =0,
k > 0. Okrem toho, Ze sme dokézali, Ze riadenie konvergujice do sedlového
bodu (/%, ¢) je jediné optimalne, v tomto pripade sa zaroven da ukazat, ze vyraz
U'(¢*(t))(k(t) — k*(t)) nie je pre t — oo ohranieny. Pri tomto dokaze sa vyuZiva,
%e ak za k(t) zoberieme prave odozvu riadenia konvergujtceho do bodu (k, &), bude

vyraz tlim (k(t) — k*(t)) zaporny, zatial ¢o tlim U'(c*(t)) = lirré U'(c) = 0.
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2.4 Vlastnosti stabilnej sedlovej cesty

V predchadzajucej ¢asti sme ukazali, ze iloha (RM) méa jediné optimélne rieSenie,
ktoré spliia nutné podmienky optimality a minimalne od nejakého 7 poéniic kon-
verguje po stabilnej sedlovej ceste do bodu (/%, ¢). Preto sa teraz budeme venovat
niektorym vlastnostiam stabilnej sedlovej cesty.

Stabilna sedlova cesta méa dve vetvy: jedna z nich lezi v oblasti D;, druha
v oblasti D3. Pre vetvu leziacu v oblasti Dy plati é¢(t) > 0, k(t) > 0, preto za-
roven % = i > 0. Tato cast stabilnej sedlovej cesty teda monoténne konverguje
do sedlového bodu a budeme ju nazyvaf rastica vetva. Analogicky vetvu leziacu
v oblasti D3 budeme nazyvat klesajica vetva, pretoze pre nu plati ¢ < 0, k< 0.
Aj v tomto pripade vSak plati % > (. Stabilna sedlova cesta teda predstavuje
v rovine (k,c) spojiti monoténnu krivku, na ktort sa mozno pozerat aj ako na
funkciu é(k); tato funkcia je zrejme rastiica. Inak povedané, ku kazdej hodnote

k > 0 existuje najviac jeden bod (k,¢(k)) leziaci na tejto stabilnej sedlovej ceste.

Uz vieme, Ze bod (0,0) je tiez staciondrnym bodom uvazovaného systému
diferencialnych rovnic, preto nelezi na stabilnej sedlovej ceste. Dokazeme vsak na-
sledujicu lemu:

Lema 2.1. Bod (0,0) je hromadngm bodom rasticej vetvy stabilnej sedlovej cesty.

Dokaz. Na hranici oblasti D; musi zrejme existovat nejaky hromadny bod tejto
rasticej vetvy rozny od bodu (k, ¢). V opacnom pripade by musela zacinaf niekde
vnutri oblasti D;. Tento bod by potom musel byt stacionarnym bodom uvazova-
ného systému, ¢o je spor s tym, Ze v celej oblasti Dy plati ¢ > 0,k > 0. Tento
hromadny bod zrejme nemdzZe lezat na spolo¢nej hranici oblasti D; a Dy ani ob-
lasti Dy a D, (s vynimkou bodu (0,0)). Kvoli nenulovosti jednej z derivécii k,
¢ totiz cez vSetky takéto body prechadza trajektéria nejakého riesenia systému
(SDR) vchadzajtca do oblasti Dy, resp. Dy. Tymto hromadnym bodom teda musi
byt bod (k,0), pricom k > 0 a f'(k) > r + \. Predpokladajme najprv, Ze k > 0.
Pre optimélne riadenie tlohy (RM) so zaciatoénou podmienkou ky = k potom
podla odvodenych nutnych podmienok musi platit ¢*(¢9) = 0, ¢o je spor s tvrde-
nim Lemy 2.3. Preto & = 0 a bod (0,0) musi byt hromadnym bodom rasticej
vetvy sedlovej cesty. O]

Vsimnime si dalej, Ze v celej oblasti D3 plati k> 0ac¢ > 0. Preto ak pa-
rametrizujeme klesajucu vetvu stabilnej cesty parametrom ¢ a oznacime ju ako
(k(t),c(t)), musi platit

tlim k(t) =400 a 1tlim é(t) = +o0. (2.22)
Z tohto tvrdenia a z Lemy 2.1 vyplyva, ze ku kazdej hodnote k > 0 existuje prave
jeden bod leziaci na tejto stabilnej sedlovej ceste.
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2.5 Optimalne rieSenie pre velka zadiatoénu hod-
notu k

V tejto Casti ukdzeme, Ze vzdy existuje jediné pripustné riadenie, ktoré spliia nutné
podmienky optimality a konverguje do stacionarneho sedlového bodu (l%, ¢). Podla
Vety 2.5 je to potom jediné optimélne riadenie tlohy (RM) a této veta zaroven
umoznuje jeho kvalitativne popisanie.

Pokial ko < k, situécia je jednoducha. Rastica ¢ast stabilnej sedlovej cesty
totiz lezi vzdy cela v oblasti D. Z uz uvedenych vlastnosti sedlovej cesty vieme,
ze v tomto pripade moZno k danému ky jednoznacne zvolit prislusné c(ty) leziace
na stabilnej sedlovej ceste. Riadenie konvergujtce pozdlz tejto cesty do bodu (l;;, ¢)
zéroven zrejme spliia nutné podmienky optimality, je to teda jediné optimélne
riadenie tlohy (RM).

Dalej sa teda budeme zaoberaf pripadom ko > k. Kedze stacionarny bod (l%, ¢)
lezi vo vnitri oblasti D, znamena to, Ze optimalne riadenie spolu so svojou odozvou
lezi minimalne od istého ¢ po¢niic na stabilnej sedlovej ceste. Pokial je tato stabilna
sedlova cesta celd v oblasti D (pripadne na jej hranici), situacia je obdobna ako
v predchadzajiicom pripade a riadenie pozdlz sedlovej cesty je jediné optimalne.
Priklad funkcii f a U, pre ktoré nastava takato situacia, dava Veta 3.2 v kapi-
tole 3. Otazkou vsak zostava, o v pripade, ak existuje bod k,, v ktorom stabilna
sedlova cesta pretina ohranicenie (k, f(k)) (kvoli jednoduchosti predpokladajme,
ze k, oznacuje najmensiu takito hodnotu k). Spomenuta Veta 3.2 totiz ukazuje,
ze moze nastat aj takato moznost. Pokial kg < k,, situdcia je stile jednoducha a
rieSenie je analogické ako v predchadzajicich dvoch pripadoch. Ak vSak kg > k,,
nemoze celé optimalne riadenie lezat na sedlovej ceste. Ukazuje sa, ze v tomto
pripade je situacia komplikovanejsia a bude predmetom analyzy v tejto Casti.

V dalsom teda budeme predpokladat, Ze je splneny nasledujici predpoklad:
(P) Existuje taky bod (k,, f(k,)), ktory je priese¢nikom klesajtcej vetvy stabilne;
sedlovej cesty a ohranicenia (k, f(k)), pricom pre kazdé k < k, lezi tato cesta
vo vnutri oblasti D.

Zaroven budeme analyzovat pripad, ked ko > k, a Cas, v ktorom odozva k*(t) na
optimélne riadenie ¢*(¢) s pociatoénou podmienkou k(ty) = ko dosiahne bod k,,
ozna¢ime kvoli urcitosti ¢, (zrejme t, > to). Je zndme (pozri [4, s. 208]), Ze plati
nasledujtice tvrdenie:

Lema 2.2. Nech je dand uloha (RM) s pociatocnou podmienkou k(to) = ko > k,
pricom k, spliia predpoklad (P). Potom [ubovolné riesenie (k*(t), c*(t)), leZiace na
stabilnej sedlovej ceste pre k < k, a na krivke (k, f(k)) na nejakom pravom okoli
k,, spliia nutné podmienky optimality (2.3) aZ (2.5) aj na pravom okoli bodu k,.
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Dokaz' Nech 7 je také, ze k*(7) = k,. Z predpokladu, Ze stabilnd sedlové cesta
pretina v bode k, ohranicenie (k, f(k)), mame

ok

C

L

dc*
dk

> f'(kp)-

o+
Odtial vyuzitim vztahov (1.13) a (2.9) dostaneme

U'(f(k
Tt (r+ A = (k)

— Ak,

¢o po uprave dava

U'(f(Rp))(r 4+ A = f(kp) + Mep f' (Rp)U” (f (Kp)) > 0. (2.23)

Zvolme funkcie 1(t) a us(t) tak, adjungované rovnica (2.4) platila aj na nejakom
favom okoli bodu 7 a aby na tomto Tavom okoli bodu 7 platil vztah

pa(t) = U'(c"(t)) — (1) (2.24)

Derivovanim tohto vztahu s vyuzitim platnosti adjungovanej rovnice a vztahu
c*(t) = f(k*(t)) na uvazovanom lavom okoli bodu 7 dostaneme

lim fio(t) = U"(c*(7)) lim ¢*(t) — i(7) =

= U"(c" (M) (K (7)) lim £°(t) = (r+ A= f/(K" (1) + paf (K (7)).
Opit vyuzijeme vztah (2.3), tentokrat v tvare i(t) = U'(c*(t)) — pa(t) a vztah

lim; .- k*(t) = —Ak,, ¢im dostaneme

lim fia(t) = —Neypf (kp)U" (¢ (7)) = (r+- A= /() (U (€ (7)) = pia(7)) - pa(7) (k)

t—1~

Zo spojitosti funkcie ps vyplyva, Ze ps(7) = 0. Dosadenim tejto rovnosti a vztahu
(2.23) do predchadzajicej rovnosti mame

lim Mg(t) <0,

t—1~

preto na uvazovanom lavom okoli 7 plati us(t) > 0. Platnost druhej ¢asti pod-
mienky (2.5) je pritom zrejmd, nutné podmienky optimality su teda splnené. [

!Dékaz tohto tvrdenia, ktory rovnako mozno nijst v [4, s. 208-209], uvadzame, pretoze je
vychodiskom pre dalsie tvahy.
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~ Podla Vety 2.5 vSak vieme, Ze takéto riesenie konvergujtice do sedlového bodu
(k,¢) a spliajtce nutné podmienky optimality je jediné optimalne rieSenie tilohy
(RM). Preto ddsledkom Lemy 2.2 je, ze ak je splneny predpoklad (P) a ky > k,,
potom optimalne rieSenie musi na nejakom pravom okoli bodu k, lezat na krivke

(k, f(K)).

Otéazkou teda zostava, ¢i cela trajektoéria optimalneho rieSenia do bodu k,, lezi
na tejto krivke (takyto typ optimalneho riadenia budeme v dalsom oznacovat ako
typ A) alebo nejaka jej ¢ast moze lezat aj vo vnutri oblasti D (tento typ budeme
oznacovat ako typ B). Oba typy trajektdrii st zobrazené na obr. 2.5. Analyza toho,

stabilna stabilna
¢ cesta ¢ cesta
f(k) f(k)
. | . |
| | | |
| | | |
N | | N | |
CT—Ff——- | I CTt—Ff——- | I
I I | I I I
| | | | | |
I I I I I I
I I I I I I
i ! } k i ! } k
ko Ry ko ko ky ko
Typ A Typ B

Obr. 2.5: Typy riadeni

ktory z tychto typov riadeni nastane, je vSak komplikovana — vyuzitim nasledujicej
lemy ukazeme, ze to zavisi od konkrétneho tvaru funkcii f a U.

Lema 2.3. Nech c*(t) je optimdlne riadenie a k*(t) je k nemu prislichagica odozva
pre dlohu (RM) s pociatocnou podmienkou k(to) = ko > k,. Nech existuje taky
netrividlny interval (t1,ts), Ze t1 > to, pre kaZdé t € (t1,t2) plati c*(t) = f(k*(t))
a zdroven na nejakom lavom okoli bodu t; plati ¢*(t) < f(k*(t)). Potom pre us(t)
platt

pa(t) = /t eV (k*(5)) ds, t € (ty,ts), (2.25)
kde h(k*) je dané vztahom
h(k") = =(r+ A= f/(E)U'(f () = XU (f(K)) ' (k") (2.26)

Dokaz. Pri dokaze budeme postupovat analogicky ako pri dokaze Lemy 2.2. Na-
miesto lavého okolia bodu 7 vSak budeme uvazovat cely interval (¢1,%s).
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Z nutnych podmienok optimality dostaneme, Ze pre kazdé t € (t1,t5) musi byt
splnend rovnost (2.3) v tvare

() = U'(¢* (1)) — (). (2.27)

Opét mozno derivovanim tohto vztahu vyuzitim adjungovanej rovnice (2.5), vztahu
c*(t) = f(k*(t)) (ktory plati teraz pre kazdé t € (t1,t2)) a vztahu (2.3) odvodit

fiz = U"() ' (K" = (r+ X = f/(E) U (€ () = pa(t)) + paf' (k7).

Kedze pre kazdé t € (t1,t5) plati ¢*(t) = f(k*(t)), z (1.13) méame k*(t) = —\k*(t),
¢o po dosadeni do predchadzajicej rovnosti a tprave déva, Ze yo(t) spliia na in-
tervale (t1,t5) linedrnu nehomogénnu diferencidlnu rovnicu

fio(t) = (r + M pa(t) + (k7 (1), (2.28)

kde h(k*) je definované vzfahom (2.26). KedZze podla predpokladu existuje lavé
okolie bodu t;, na ktorom plati ¢*(¢) < f(k*(t)), t.j. podla (2.4) ps(t) = 0, zo
spojitosti uo(t) musi platif pe(t1) = 0. Pomocou vzorca varidcie konstant odvodime
rieSenie tejto diferencidlnej rovnice v tvare (2.25). O

Vztah (2.25) uvedeny v Leme 2.3 urcuje, ¢i sa v konkrétnom pripade jedna
o riadenie typu A alebo riadenie typu B. Zo spojitosti funkcie us totiz vyplyva,
ze plati ps(t,) = 0, a teda s vyuzitim vztahu (2.25) mozno zistif, ¢i existuje taky
bod 7, ze t, > T > to, pu2(7) = 0 a po(t) > 0 pre kazdé t € (7,t,). Ak takyto bod
existuje a funkcia h(k*(t)) je zaporna na nejakom lavom okoli bodu 7, optimalne
riadenie je typu B. V opac¢nom pripade je optimélne riadenie typu A. Z uvedeného
vyplyva nasledujici zaver: Ak uo(t) vypoéitané podla vztahu (2.25) dosahuje na
intervale (¢, ,) svoju najmensiu hodnotu, ktora je nezdporna, v bode t,, potom
optimalne riadenie je typu A, inak je optimalne riadenie typu B. Analyza toho,
¢ je splnend tato podmienka, je vSak velmi komplikovand, pretoze je potrebné
vySetrovat konkrétny priebeh funkcie h(k*(t)), ktory zavisi od priebehu funkecii f
a U. Tymto problémom sa preto budeme zaoberat podrobnejsie v tretej kapitole,
kde uvedieme priklad funkcii f a U, ktoré umoziuju takito analyzu a mozno pre
ne ukazat, Ze optimalne riadenie je typu A.

Vo vSeobecnosti teda nevieme, ¢i existuju ulohy, v ktorych st optimalne ria-
denia typu B. Teoreticky vSak mdzZe nastat pripad, Ze stabilnd sedlova cesta lezi
na nejakom ohrani¢enom tseku (ki, ky) mimo oblasti D a inde v D. (Takychto
tsekov by mohlo byt dokonca viac.) Situaciu ilustruje obrazok 2.5. V tomto pri-
pade vznika prirodzena otazka, &i sa pre k*(t) > ky optimalne riadenie pohybuje
po stabilnej sedlovej ceste, alebo po inej trajektdrii systému diferencialnych rovnic
(1.13) a (2.9). Nasledujica veta dava odpoved na tato otazku a zaroven ukazuje,
ze takato situécia je postacujicou podmienkou existencie riadenia typu B.
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Obr. 2.6: Sedlova cesta nachadzajica
sa na useku (ky, k2) mimo oblasti D.

Veta 2.6. Nech c¢*(t) je optimalne riadenie a k*(t) k nemu prislichajica odozva
pre ulohu (RM) s pociatocnou podmienkou k(ty) = ko > k,. Potom (c*(t), k*(t))
lezi pre kaZdé t € (to,t,) pod stabilnou sedlovou cestou.

Dékaz. Zvolme Iubovolné 74 € (to,t,). Klesajicu vetvu stabilnej sedlovej cesty bu-
deme chépat ako krivku parametrizovanti parametrom ¢ (a oznacovat (k(t), (t))),
pri¢om parametriziciu zvolime tak, aby k(79) = k*(79). Zvolme teraz lubovolné «

tak, aby

§ (1)
a > max ———,

nst< f(k(t))

kde 7, je také, ze k(7,) = k,. Takéto a urdite existuje, lebo na pravej strane maxi-
malizujeme spojiti funkciu na ohrani¢enom intervale. Potom plati &(t) < a f(k(t))

pre kazdé t € (79,t,). Potom zrejme ¢(t) bude optimélne riadenie a k() prislusna
odozva pre tulohu

max/ e " (1)) dt

{0} Jr,
b= f(k) =M —c, k() =K (n),
0 <c(t) < af((kd)).

(RM.)

Preto existuje konstanta 1)y a funkcie 9(t), fi1(t) a iz(t) vyhovujtice podmienkam
Pontrjaginovho principu maxima uvedenym vo Vete 1.1 pre tlohu (RM,).
Ohranic¢enie nebude vdaka vhodnej volbe « aktivne pre ziadne ¢ > 79, preto
p1(t) = po(t) = 0. Na druhej strane, podla predpokladu je ¢*(t) optimélne ria-
denie a k*(t) je odozva pre tlohu (RM). Podla Vety 1.1 opit existuje prislusna
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konstanta ¢y a funkcie v(t), u1(t) a po(t). Uloha (RM) sa od tlohy (RM,) lisi
iba ”prisnejsim” ohranicenim; to je v tomto pripade vdaka predpokladu existencie
priese¢nika (k,, f(k,)) aktivne na nenulovom intervale. Preto musia byt aj riade-
nia ¢(t) a ¢*(t) rozne aspon na nejakom nenulovom intervale. Kedze vSak podla
Vety 2.5 je riadenie ¢(t) jedinym optimélnym rieSenim tlohy (RM,), pre hodnoty
ucelovych funkeii musi platit vztah

/ ety (e(t)) dt > / h e " (e (1)) dt. (2.29)

Vieme, ze v oboch tilohach (RM) aj (RM,) spliiaji optimalne riesenia nutné pod-
mienky optimality s ¢ = 1, resp. o = 1. Vyuzitim (2.3), dosledku za Vetou 1.2
a vztahu k*(19) = k(1) := ko dostaneme

/00 e_r(t_TO)U(c*(t)) dt =

70

= 1eir(m*m){U(C*(TO)) + (1) [f (K" (10)) = A*(10) — ¢*(m0)] } =

r

= U () + (U () — pal) [£ o) — Mo — ()]}
a analogicky

/ ety (e(t)) dt =

70

= L (U (e()) + () [ (R(70)) — M(ro) — ()] } =

:
= ~{(Ue()) + U'(e(ro)) [ o) — Mo — )] }.
Ak teraz oznacime
G(co) := U(co) + U'(co) (f (ko) — Ako — o) ,
potom nerovnost (2.29) mozeme za pomoci odvodengch vztahov prepisat do tvaru
G(e(r0)) > G(c"(10)) — pa(70) (f (ko) — Mo — " (70)) - (2.30)

Podla (2.4) vsak plati

pa(70) (f (ko) — ¢*(70)) =0,
a teda (2.30) prejde do tvaru

G(2(m)) > G(c* (1)) + pa(m0) Meo > G(c*(70)), (2.31)
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pricom v poslednej nerovnosti sme vyuzili nezdpornost us(t), ktord opit vyplyva
z (2.4). Preto urcite plati ¢(mg) # ¢*(7o)-

Predpokladajme, zZe by platilo ¢(1y) < ¢*(7). Vieme v8ak, ze

G'((70)) = U'(e(70)) + U"(&(70)) (f (ko) — Mo — &(0)) - U'(e(mo)) =
= U"(&(70)) (f (ko) — Ako — &(70)) = U"(e(70))k(70).

Bod (k(79), ¢(79)) le# v oblasti Ds, preto I;(To) < 0. Z predpokladov na funkciu U
mame U"(¢(m)) < 0, preto
GI(E(T())) > 0.

Pre Tubovolné ¢y > ¢(7y) dostaneme

G/(Co) = U//(Co) (f(l%o) — )\];70 — Co> =
= U//(Co) (f(]%o) — )\]2’0 — E(To)) - U//(Co)(CO — E(To)) =
= U"(co)k(ro) — U"(co)(co — &(m)) > 0.

Funkcia G je preto rasttica na intervale (¢(7g), c*(70)), teda G(¢(19)) < G(c*(10)),
¢o je v8ak spor s (2.31). Tym sme dokézali, zZe musi platif ¢(m) > ¢* (7). O

Dosledkom tejto vety je, ze ak na nejakom ohrani¢enom netrivialnom intervale
(1, ko) lezi stabilné sedlova cesta mimo oblasti D a na nejakom pravom okoli bodu
ko lezi vnitri tejto oblasti, potom na tomto pravom okoli bodu ks leZi optimalne
rieSenie tlohy (RM) pod stabilnou sedlovou cestou, teda pod ohrani¢enim (k, f(k)).

V tomto pripade sa teda jedna o riadenie typu B.



Kapitola 3

Specialne pripady

3.1 Linearna stabilna sedlova cesta

UZ sme spomenuli, Ze optimalne riesenie Ramseyho problému lezi vo vnutri ob-
lasti D na klesajiicej alebo rastiicej vetve stabilnej cesty konvergujtcej do stacionar-
neho sedlového bodu ststavy dvoch nelinearnych diferencidlnych rovnic (SDR).
Tato ststavu vSak vo vSeobecnosti nevieme explicitne riesit, a teda k danému k
nevieme ani explicitne najst vhodnt hodnotu ¢y tak, aby bod (ko, ¢) lezal na sta-
bilnej sedlovej ceste. Teraz ukazeme, Ze existuje Specidlny tvar produkénej funkcie
a funkcie uzitocnosti, pre ktory toto explicitné vyjadrenie sedlovej cesty je mozné.
Konkrétne sformulujeme postacujice podmienky pre tieto funkcie, ktorych spl-
nenie implikuje, Ze stabilnd sedlova cesta je casfou priamky, a teda aj rieSenie
Ramseyho modelu (resp. iba jeho cast leziaca na stabilnej sedlovej ceste) bude
¢astou priamky.!

_ Parametrizujme teda stabilnt sedlovii cestu parametrom ¢ a oznacme ju ako
(k(t),¢(t)). Oznacme dalej z(t) = ¢(t)/k(t). Chceme najst podmienky pre funkcie
U a f tak, aby z = konst, teda Z = 0. Derivovanim dostaneme
¢k ok —ck

o (kp

T -

ol O

S vyuzitim diferencidlnych rovnic (1.13) a (2.9) pre k a ¢ mozeme tento vyraz dalej
upravit ~
f(k)

(A+r—f’(/_€))—7+>\+z.

G

z U"0)e

IN4ért dokazu, ze pre funkcie f a U v tvare (1.8) a (1.11) je stabilna sedlova cesta linearna,
mozno najst v [1, s. 90-91].

34
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KedZe Z = 0, bude z konstantné prave vtedy, ked
U'(e)
U"(e)e

(A +r—f(k)) — %]%) = konst.

Postacujucimi podmienkami, aby platila tato rovnost, je

U'(e) _ oy J(R)
G —af'(k) - = = B, (3.1)

pricom z vlastnosti funkcie U je a < 0 a z druhej rovnosti pre funkciu f mame

k

preto = 0 kvoli (1.12). RieSenim diferencidlnych rovnic (3.1) metéddou separacie
premennych dostaneme

1+

_ _1 _ Ca
U'(c) = Aca, teda U(c) =A4+B A>0, BeR
a - -1
f(k) = Ck™=,
kde C' > 0 kvoli nezapornosti funkcie f.
Ak oznacime 6 := —é, potom 6 € (0, 1) a funkcie f a U budt tvaru
e
Ulc)=A +B a f(k)=Ck, A>0 BeR, C>0, (3.2)

1-6

¢o je vSeobecny tvar funkeii (1.11) a (1.8) pre spolo¢ni hodnotu parametrov 6 a
a.

Teda pre tieto funkcie U(c) a f(k) bude stabilnd sedlové cesta ¢astou priamky.
Podla Lemy 2.1 prechddza tato priamka bodom (0, 0). Pre stacionarny bod (&, ¢),
do ktorého stabilna sedlové cesta konverguje, z rovnice (2.9) dostaneme

co
a z rovnice (1.13) mame ¢ = Ck? — Ak. Smernica priamky, na ktorej bude lezat
stabilna sedlova cesta, ma potom tvar

| o

7‘+)\_

= Okt )\ =
0

A

o

Mozeme teda sformulovat nasledujicu vetu:
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Veta 3.1. Ak je produkénd funkcia a funkcia uZitocnosti tvaru (8.2), potom pre
lubovolné 0 < kg < k, md optimdlne riadenie pre ulohu (RM) tvar

c(t) =

(r;A — )k (D), (3.3)

pricom k* vyhovuge diferencidlnej rovnici (1.13) a (ky, f(k,)) je priesecnik stabilnej
sedlovej cesty a ohranicenia (k, f(k)).

Napr. pre funkcie tvaru

=1 a U= T

ktoré zrejme spliiaji predpoklad predchadzajiicej vety, a hodnoty r = 0.05, A = 0.1
a 0 = 0.1 dostavame fazovy portrét rieseni (SDR) zobrazeny na obr. 3.1; vidime,
7e stabilnd sedlové cesta je skuto¢ne ¢astou priamky.

60 80 100°

Obr. 3.1: Linearna stabilna sedlova cesta

3.2 Podmienky existencie priesec¢nika

V zostévajlcej Casti tejto kapitoly sa budeme venovat analyze typu optimél-
neho riadenia pre velki hodnotu kg (pozri aj ¢ast 2.5) za splnenia predpokladu
(P), ktory hovori o existencii priesecnika stabilnej sedlovej cesty a ohranicenia
(k, f(k)). Vieme, ze napriklad v pripade, ked st funkcie f a U tvaru (3.2), priesec-
nik (k,, f(k,)) urcite existuje (vyplyva to z predpokladov na funkciu f). Vznika
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teda otazka: Ak st funkcie f a U tvaru (1.8) a (1.11), existuje tento priesecnik
vzdy? A ak nie, aké je podmienka existencie tohto priese¢nika?

Nasledujica veta dava odpoved na obe tieto otdzky v podobe nutnej a posta-
¢ujucej podmienky existencie priese¢nika klesajticej vetvy stabilnej sedlovej cesty
s ohranic¢enim (k, f(k)).

Veta 3.2. Nech funkcia f je tvaru (1.8) a funkcia U je tvaru (1.11). Potom
priesecnik stabilnej sedlovej cesty a ohranicenia (k, f(k)) existuje prave vtedy, ked

platy
1 a\

- > .
0 r+ A
Ak tento priesecnik existuje, tak je jeding.

(3.4)

Obrazok 3.2 ilustruje situéaciu, kedy vo vztahu (3.4) nastava rovnost.

5.

2 =«

25 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20

Obr. 3.2: Priklad neexistencie priesecnika

Dokaz. Klesajicu vetvu stabilnej sedlovej cesty parametrizujme parametrom ¢ a
ozna¢me (k(t),c(t)). Dokaz bude zaloZeny na analyze podielu w(t) = &(t)/f(k(t))
pozdlZ klesajtcej vetvy stabilnej sedlovej cesty. Existencia spoloéného bodu sta-
bilnej sedlovej cesty a ohrani¢enia (k, f(k)) je totiz ekvivalentna tomu, Ze tento
podiel nadobtiida hodnotu 1.

Najprv sa budeme zaoberat hodnotou tohto podielu v sedlovom bode (l%, é),
ktort oznac¢ime . Z diferencialnych rovnic (1.13) a (2.9) pre tento bod dostaneme

¢ = [f(k) =k,
fi (k) = r+A
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O funkcii f predpokladédme, Ze je tvaru (1.8), preto moZeme pisat

fiE  r+;

fliy = TR T2y
a teda R A . R
oot SW M AR A (3.5)
f(k) f(k) f(k) rEA

Tato hodnota je mensia ako 1, ¢o je ekvivalentné znamemu faktu, ze bod (l%, ¢) lezi
vnutri oblasti D.

Pri vySetrovani dynamiky w budeme postupovat podobne, ako sme to urobili
v Casti 3.1, t.j. budeme sa zaoberat podielom w(t)/w(t). Plati

_fR) (k) —f (R)k _
c (k)

pricom sme opét vyuzili vztah f(k)/k = f'(k)/«, ktory vyplyva zo Specidlneho
tvaru funkcie f. Dosadenim vztahov (1.13) a (2.9) dostaneme

— ,

T T

Il -

w
w

w - U’(E) - f(]%) . B
wo _U//(E)E(T+)‘—f(/f))—04<7— 7— Z) —
— 1 (T 1T _f'(k)_
_‘_§“+A—f%»—f%%ﬂm+cﬂa__

r+>\:

=QN@(%—1+ﬁ%)+ak— 7

:tﬂ@(w—ggi)—w+A)w—Q%i), (3.6)

pricom v poslednej rovnosti sme vyuzili vztah (3.5).

Najprv ukdzZeme, Ze ak w = 9771, potom w(t) = % pre kazdé t. Ak by totiz
u')ETg
(ktord vyplyva z nezapornosti optimalneho riadenia ¢ a funkcie f) mame w(7) >

0. Podla vztahu (3.6) je potom funkcia w rastica pre kazdé t > 7, ¢o je spor
s podmienkou lim, ... w(t) = . Pripad w(r) < %3} mozno vylacit analogicky.

Zaroven mozno obdobnym sposobom ukézat, ze pre kazdé t plati

existovalo také 7, ze w(r) > %, potom > 0, a teda vdaka nezdpornosti w

0—1 -1
w(t) <~ ak @ < —— (3.7)

-1 -1
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Derivovanim rovnice (3.6) dostaneme

d ’(j) "7 - 9 - ]- 1/7 .
— == k(t))k(t t) — —— k(t t). 3.9
3 (5) = raenio (w0 - 5 ) ¢ rEp0. 69
Budeme sa podrobnejsie zaoberat pripadom w < %. Vieme, ze v tomto pripade
podla (3.7) plati w(t) < % pre kazdé t. Ak by existovalo 7, pre ktoré by platilo

w(r) < 0, potom vdaka f”(-) <0, f'(-) >0 a k<0 pre klesajucu sedlovi vetvu
dostaneme zo vztahu (3.9) nerovnost

d [w

dt \w
Ak je vSak w(r) < 0, potom aj] % < 0 a vdaka vzfahu (3.10) dostaneme, Ze
musi platif % < 0, t.j. w(t) < 0 pre kazdé t > 7. To je opit spor s podmienkou
lim;_oo w(t) = %5, Preto v tomto pripade musi platif w(f) > 0 pre kazdé t.

Analogicky mozno ukézat, Ze pre w > % plati w(t) < 0 pre kazdé ¢.

<0. (3.10)

t=1

Zhrnutim predchédzajuicich tivah dostaneme, Ze mozu nastat tieto tri moznosti:

)
—

, potom w(t) = ejTl pre kazdé t;

(i) Ak @& =

%‘

(il)) Ak w < %, potom w(t) < 0 7 L a w(t) > 0 pre kazdé t;

(iii) Ak @ > %, potom w(t) > ejTl a w(t) < 0 pre kazdé ¢.2

Funkciu w sme definovali ako podiel ﬁ,—g) pozdlz klesajtcej vetvy stabilnej sed-
lovej cesty. Pokusime sa zistit, kedy bude hodnota tejto funkcie rovna 1. Kedze pre
Tubovolné 6 > 0 plati nerovnost 1 < 1, v pripadoch (i) a (ii) funkcia w(t) zrejme
nemoze mat hodnotu 1 pre ziadne ¢t. Ak ale existuje priesecnik stabilnej sedlovej
cesty a ohranicenia (k, f(k)), potom funkcia w musi nadobudnit hodnotu 1, a teda
musi nastat pripad (iii). Naopak, ukdZeme, Ze v pripade (iii) vzdy existuje nejaké ¢,
pre ktoré nadobtida funkcia w hodnotu 1 a zaroven je funkcia w v tomto pripade
klesajica. Tym bude dokaz vety hotovy, pretoze podla vztahu (3.5) nastava pri-
pad (iii) prave vtedy, ked je splnend nerovnost (3.4) z tvrdenia vety. To, Ze sa
jedna skutoc¢ne o priesecnik, a ze tento priesecnik je jediny, vyplynie z klesajtcosti
funkcie w. Poznamenajme, Ze z tejto analyzy zaroven vyplyva, ze pre funkcie f a

2Po toto miesto je dokaz robeny podla [1, s. 89-90], kde je tato ivaha uvedend kvoli odvodeniu
dynamiky funkcie s(t) = 1 — w(¢), priom sa tiez predpokladd, Ze funkcie f a U su tvaru (1.8) a
(1.11).
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11 1
0-1 w(t)
7T ol T
ol ___
w(t) 0-1
9
t t
Pripad (ii) Pripad (iii)

Obr. 3.3: K dékazu Vety 3.2

U tvaru (1.8) a (1.11) nemdZe nastat situécia, ze by sa sedlova cesta ohranicenia
iba dotykala.

Predpokladajme teda, Ze nastava pripad (iii) a zaroven pre kazdé ¢ plati
w(t) < 1. Vzfah (3.6) potom mozno upravit do tvaru

% < f'(k) (1 - %) —(r+A) (w - 0771) : (3.11)

Vyuzitim vzfahu (2.22) a predpokladu (P2) mame tlizn f'(k(t)) = 0. Prechodom

k limite vo vztahu (3.11) potom dostaneme

dim 28 < i o) (1-27) - e (0= 050 -
— 4N (w—%) <0. (3.12)

Z predpokladu w(t) < 1 vSak vyplyva, ze tlim w(t) > 0, ¢o je vdaka podmienke
w(t) > w > 0 spor s (3.12). O

3.3 Priklady riadenia typu A a typu B

V tejto ¢asti pomocou uz dokazanych tvrdeni ukazeme, ze existuju priklady funkcii
f a U na oba typy optiméalneho riadenia. Najprv pomocou Lemy 2.3 dokazeme, Ze
riadenie typu A dostaneme prave pre funkcie f a U tvaru (1.8) a (1.11), pokial je
splnena nutnd a postacujica podmienka existencie priesecnika stabilnej sedlovej
cesty a ohranicenia (k, f(k)), ktora je sformulovand a dokdzand vo Vete 3.2. O
tomto vysledku hovori nasledujica veta:
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Veta 3.3. Nech funkcie f a U v ilohe (RM) si dané vztahmi (1.8) a (1.11) a
nech je splnend nerovnost (3.4). Potom optimalne riadenie tejto ulohy je typu A.

Dokaz. Dokaz urobime sporom. Predpokladajme teda, Ze existuje k, < k¢ a opti-
maélne riadenie ¢*(t) Glohy (RM), ktoré nie je typu A. Vieme, Ze existuje taky bod
t, 7e tg < t1 < t,, c*(t) = f(k(t)) pre kazdé t € (t1,t,) a c*(t) < f(k*(t)) pre
kazdé t leziace v nejakom lavom okoli bodu ¢;. Kvoli spojitosti funkcie py potom
musi platit ps(t1) = pa(t,) = 0. Dosadme teraz do (2.26) funkcie f a U v tvare

(1.8) a (1.11). Upravou dostaneme
h(k) = —(r R akafl)k*ae ~\k (—H(ka)fefl)akafl _

= k(=1 — X+ Na+ f'(k)). (3:13)

KedZze podla (2.4) nadobuda ps len nezdporné hodnoty, musi v Tubovolne malom
pravom okoli bodu ¢; existovat 7 také, ze h(k*(7)) > 0, pricom mdzeme predpo-
kladat, ze 7 < t,,. Preto

—r— A+ Ma+ f/(k*(7)) >0, odtial f'(k*(7)) =7+ X — Ma.

7 Klesajucosti funkcie k*(t) (k*(t) = —\k < 0) na intervale (r,t,) zaroveii dosta-
neme k*(t) < k*(7) pre kazdé t € (7,t,). Funkcia f’ je vSak tiez klesajica, preto

F'(k (@) > f'(k*(7)), tJ.
f'(k*(t)) > r+X—Xa prekazdé t e (1,t,).

Vyuzitim tohto vzfahu a rovnosti (3.13) dostéavame, ze h(k*(t)) > 0 pre kazdé
t € (1,t,), a teda podla Lemy 2.3 mame

tp
pa(ty) = pa(7) + / NI (k" (s)) ds > 0,

¢o je spor s podmienkou fs(t,) = 0. O

Ukézat existenciu riadenia typu B sa vSak javi komplikovanejsie. MoZeme sa
totiz opriet iba o Vetu 2.6, ktord dava postacujicu podmienku existencie riadenia
tohto typu. Podla tejto vety totiz dostaneme riadenie typu B pre také funkcie f a
U, pre ktoré stabilnd sedlova cesta lezi mimo oblasti D na nejakom ohrani¢enom
intervale (ki, k»), zatial ¢o existuje nejaké pravé okolie bodu k; a lavé okolie bodu
k2, na ktorych stabilna sedlova lezi v tejto oblasti (pozri obr. 2.5).

Kedze systém (SDR) je nelinedrny, overenie tejto podmienky pre konkrétne
funkcie f a U je narocné. Numericky, s vyuzitim programu Mathematica 4.0 sa
v8ak podarilo ukdzat (pozri obr. 3.3), Ze tato podmienka je splnend pre funkcie f

a U napr. v tvare
f(B)=K" a Ulc)=1—e 0%,
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Obr. 3.4: Fazovy portrét rieseni (SDR) pre
funkcie f(k) = k%5 a U(c) =1 — e 0%

Treba poznamenat, Ze funkcia U v tomto pripade nespliia predpoklad (P4), pretoze

. / . —0.2¢
clirél+ U'le) = clir& 0.2¢ = 0.2 # 0.
Spliia vak zoslabené predpoklady na funkciu U, ktoré sme uviedli v ¢asti 2.2.3 (ide
o funkciu tvaru (2.13)). Priklad funkcii f a U, ktoré by spliiali vietky predpoklady
(P1) - (P3) a (P4), (P5), ako aj uvedenti nutnii podmienku existencie riadenia typu
B, sa ndm nepodarilo néjst. Uvedeny priklad vSak naznacuje, Ze takéto riadenie
vo vSeobecnosti mdZe existovat.



Zaver

Cielom tejto prace bolo za pomoci Pontrjaginovho principu maxima analyzovat
Ramseyho model ekonomického rastu. Vychadzali sme z variantu Ramseyho mo-
delu bezne pouzivaného v ekonomickej literattre, ktory vedie na tillohu optiméalneho
riadenia s ohranic¢enim zmiesaného typu.

Préave toto ohrani¢enie poméha riesit problémy sposobené tym, ze produkéna
funkcia a funkcia uzitocnosti st definované len pre nezaporné, resp. len pre kladné
hodnoty. Na druhej strane vnasa do modelu tazkosti spojené s rieSenim otézky, ako
bude optimalne rieSenie vyzerat pre velkii za¢iatoéni hodnotu kapitalu, ktoré sa
vsak v literattre casto prehliadaji. V predkladanej praci sme sa tymto problémom
zaoberali podrobnejsie a podarilo sa ndm sformulovat a dokazat niekolko tvrdeni
tykajucich sa jeho rieSenia. Konkrétne sme ukézali, Ze pre velké hodnoty kapitalu
sa mozu optimalne riadenia spravat v principe trojako: Prvou moznostou je, Ze celé
optimalne riesenie bude lezaf na stabilnej sedlovej ceste. Dalsou moznostou je, Ze
lezi na stabilnej sedlovej ceste len od istého okamihu, zatial ¢o vo svojej prvej faze
lezi na krivke reprezentujicej uvazované ohrani¢enie. Napokon trefou moznostou
je obdobny pripad, ked ale optimalne riadenie nelezi na krivke ohranicenia pocas
celej tejto prvej fazy. Existenciu prvého a druhého typu sme potvrdili najdenim
prikladu prislugnych funkcii (produkénej funkcie a funkcie uzito¢nosti), pre treti
typ sa ndm podarilo odvodit iba postacujicu podmienku jeho existencie. Z tejto
podmienky vyplyva prekvapujice tvrdenie, Ze pokial stabilnd sedlova cesta lezi
mimo uvazovanej oblasti D iba na nejakom ohrani¢enom intervale, potom vpravo
od tohto intervalu lezi optimalne rieSenie Ramseyho problému pod touto stabilnou
sedlovou cestou. Konkrétny priklad funkcii, ktoré vedii na takéto riadenie a pritom
spliaji vietky predpoklady, sme v8ak nenasli; tato tloha zostava ako problém pre
pripadnt dal$iu analyzu v budicnosti.

V préaci sme dalej dokazali niekolko dal$ich vlastnosti optimalneho riadenia,
ktoré sa najmé v ekonomickej literatiire povazuju za samozrejmé. Konkrétne sme
ukézali, Ze optimélne riadenie musi byt pri danych predpokladoch kladné a spojité.
Zaroven sme podrobne rozanalyzovali nutné podmienky Pontrjaginovho principu
maxima v pripade ¥y = 0 a ukazali sme, Ze tento pripad skutocne nedéva kandi-
data na optimalne riesenie. Dokaz ziadneho z tychto tvrdeni sme nenasli v ndm
dostupnej literature.
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