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Uvod

Préca sa zaobera hladanim dynamicky optiméalnej zaistovacej stratégie
rizikovo averzného investora na netplnom trhu za pritomnosti troch druhov
aktiv - akcie, opcie na akciu a bezrizikového uétu. Uloha sa da formulovat
ako maximalizacia uzitku zo zaistenia, alebo ekvivalentne ako minimalizacia
kumulativnej replikac¢nej chyby. Vo vSeobecnosti sa pri rieSeni tloh tohto
typu daju pouzit principy dynamického programovania, ¢o umoznuje odvodit
rekurentny vztah pre replika¢nt chybu a tloha tak nadobuda predpoklady
umoznujice pocitac¢ovia implementaciu.

Ako uvadza éerny v [5], v doterajsich pracach autori prevazne vychadzali
z minimalizécie replika¢nej chyby, ktora bola merana kvadratickou uzitkovou
funkciou a problém sa oznacoval ako mean-variance hedging. Problém bol
najprv formulovany pre spojity ¢as - Duffie, Richardson (1991) a hlavne Sch-
weitzer (1992). V diskrétnom ¢ase bol za pouzitia dynamického programo-
vania rieSeny zjednoduSeny problém - Schél (1994) a plne rekurzivny vztah
nezavisle odvodili Cerny (2001) a Bertsimas (2001).

V tejto praci je na vyhodnotenie efektivity zaistenia pouzitd zaporna
exponencialna uzitkova funkcia, ktora vdaka svojej konstrukeii umoznuje jed-
noduché odvodenie rekurentnych vztahov a zachovéava invariantnost vzhla-
dom na pociato¢ény stav majetku.

V 1. kapitole st uvedené zakladné pojmy z ocefiovania opcii a opisané su
delta a gamma zaistovacie stratégie.

V 2. kapitole je definovana uzitkova funkcia a podrobnejsie st rozoberané
vlastnosti zapornej exponencialnej uzitkovej funkcie.

V 3. kapitole je najprv opisany jednoduchy binomicky model vyvoja ceny
akcie; definovana je rizikovo neutralna pravdepodobnost a ukézany je princip
ocenovania derivatov pomocou binomického stromu. Taktiez je definovany
vSeobecny multiperiodovy model a zakladné vlastnosti stochastickych proce-
SOV.

Kapitola 4 sa venuje netplnym trhom, na ktorych definuje strednohod-
notovy H; proces, ktory slizi na ocenovanie opcii a je nacrtnuty princip ako
sa bude realizovat delta zaistenie.

V kapitole 5 je definované prostredie, v ktorom sa nasledne odvadza ex-
plicitny vztah pre model delta zaistenia a tiez pre model gamma zaistenia.

Kapitola 6 opisuje spravanie modelu theta zaistenia pri zmene jeho pa-
rametrov a porovnava vysledky statického a dynamického modelu theta-beta
zaistenia.



1 Financ¢né derivaty

Finan¢né derivaty st nastroje, ktorych hodnota zavisi od hodnoty cen-
nych papierov alebo inych trhovych premennych; vseobecne od hodnoty pod-
kladného aktiva. Medzi finan¢né derivaty patria napr. futurity, forwardy,
swapy, opcie a vacsinou sa pouzivaju na zaistenie portfélia vo¢i nechcenym
trhovym vykyvom.

Opcia predstavuje dohodu predavajucej a kupujucej strany, ktoré sa v
¢ase t = 0 dohodnti na podmienkach vyplaty v expira¢nom case ¢t = T,
pricom vyplata zavisi od aktualnej hodnoty podkladného aktiva na ktoré sa
derivat viaze. Podkladnym aktivom moze byt vymenny kurz, arokova miera,
akcia, akciovy index a pod.

Vo v8eobecnosti sa na vyplatu opcie di pozerat ako na nahodnu veli¢inu
X, pricom ak v Case t = T nastane stav w € €, vyplata bude X (w). Cielom
pri ocenovani derivatov je stanovit férovii cenu v ¢ase t = 0. V zmysle Ar-
bitrage Pricing Theory (APT) plati, Ze existuje jedina férovéa cena, ktoré je
nezavisla od rizikovych preferencii kupujtuceho ¢ predavajiceho.

Eurépska call opcia - je dohoda dvoch zmluvnych stran, ktora vo vo-
pred dohodnutom expiracnom case poskytuje kupujiicemu prdvo (nie povin-
nost) kupit podkladné aktivum za vpored dohodnutt expiracni cenu. V Case
kedy je zmluva uzatvorena si zmluvné strany vymenia opcni prémiu ¢o je
férové cena, ktoru je kupujici povinny zaplatit za moznost uplatnenia opcie.
Vyplata v ¢ase t =T mé tvar

X = (ST - K)Jr = maX{O, ST_ K}

Eurépska put opcia - je dohoda dvoch zmluvnych stran, ktora po-
skytuje vo vopred dohodnutom ezxpiracnom case predavajucemu prdvo (nie
povinnost) predat podkladné aktivum za vopred dohodnutu ezpiracni ce-
nu. V Case kedy je zmluva uzatovrend si zmluvné strany vymenia opcni
prémiu Co je férovéa cena, ktoru je predavajici povinny zaplatit za moznost
uplatnenia opcie. Vyplata v ¢ase t =T mé tvar

X = (K — Sr)" = max{0, K — Sr}.

V expiracnom case plati, Ze short pozicia eurdpskej call opcie je to isté
ako long pozicia eurdopskej put opcie.

Americkd Opcia - podobne ako eur6opska opcia i americkd moze byt
typu put alebo call, avsak s rozdielom Ze uplatnenie opcie nie je viazané
vyluéne na expiracny ¢as, ale opcia moze byt uplatnena v Tubovolnom ¢ase
pocas trvania zmluvného vztahu.



Na ocenovanie opcii sa v praxi ¢asto pouziva Black-Scholesov model [2],
ktory predpokladéa zjednodusenie trhovych podmienok (konstantna trokova
miera za ktort je mozné pozic¢iavat si resp. ukladat neobmedzené mnozstvo
penazi, neobmedzny pristup k podkladnému aktivu, spojité obchodovanie,
nulové transakéné naklady).

Za tychto predpokladov plati, ze existuje syntetické portfolio zlozené z
podkladného aktiva a bezrizikového uctu, ktoré dokonale kopiruje vyvoj ceny
derivatu a trh sa potom nazyva tplny. Ak neexistuje také portfolio, ktoré
by umoznovalo simulovat vyvoj ceny opcie, hovori sa Ze trh je netiplny.

Ukazuje sa, ze Black-Scholesov model je dostato¢ne robustny a dokaze si
dobre poradit i v podmienkach netplného trhu [5].

1.1 Zaistovanie portfélia pomocou derivatov

Investor obchodujuci na trhu méze pristupovat k zaisteniu svojho port-
folia podl'a roznych scenarov, vo v8eobecnosti sa vSak snazi najst optimalny
pomer medzi o¢akavanym rizikom a ocakidvanym vynosom.

Zaistovanie portfolia (hedging) moze byt zalozeny na naivnom diverzifi-
kovani portfolia, ¢i na sofistikovanejsich stratégiach delta neutrality, gamma
neutrality, ¢i menej vyuZzivanych theta a vega neutralite [9].

1.1.1 Delta hedging

Delta opcie je definovana ako miera zmeny ceny opcie sposobena malou
zmenou ceny akcie (resp. podkladného aktiva)

ov
A= 95"

Pomocou delta hedgingu sa investor zaistuje vo¢i malym vykyvom ceny
akcie, ktoré sposobuju zmenu hodnoty portfolia. Zaistenie portfolia sa reali-
zuje vhodnou (opa¢nou) poziciou v aktivach ktoré koreluju s portfoliom. Na
zaistenie portfolia pozostavajiceho z opcie V(t) treba dlhovat A akcii S(t).

Vo v8eobecnosti delta neutralne portfolio P(t) ma nasledujicu struktaru
[10]:

P(t) ==V (t)+ a(t)S(t) + B(t) (1)
resp. ak P(0) =0
V(t) = a(t)S(t) + B(t) (2)

kde B(t) je bezrizikovy tucet, V(t) je cena opcie a S(t) je cena akcie.

Podla rovnice (2) sa opcia V(t) da syntetizovat pomocou a(t) akcii S(¢)
a bezrizikového uc¢tu B(t). Prislusné a(t) sa da vypocitat derivovanim rov-
nice (2):
oV (t)

aft) = 50 A1), (3)
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Obrazok 1: Vyvoj delta v zavislosti od ¢asu do expiracie, [9].

pricom tento vztah vyplyva taktiez z eliminacie stochastického ¢lena v Black-
Scholesovej rovnici [2].

Cena podkladného aktiva sa v priebehu ¢asu meni a s nim jednak cena
opcie a tiez delta opcie, ¢o sposobuje Ze delta neutralne portfélio ostava
zaistené len pocas istého kratkeho casového intervalu. Na dosiahnutie stélej
delta neutrality by bolo potrebné spojité prerovnavanie portfélia, ale to kvoli
transakénym nékladom v redlnom svete nie je mozné. V praxi prebieha
rebalancovanie v diskrétnom ¢ase (napr. jedenkrat denne), resp. vtedy ked
citlivost portfolia (delta portfolia) dosiahne istui neakceptovatelnu troven [9).

1.1.2 Gamma hedging

Cielom gamma hedgingu je dosiahnut odolnost portfélia vo¢i vAcSim
zmenam ceny podkladného aktiva, resp. voci zmene parametra delta. Gam-
ma portfolia (opcie) je definované ako citlivost delty portfolia (opcie) vzhla-
dom na zmenu ceny podkladného aktiva

PO oV
0S 082’

a tiez sa oznacCuje ako miera krivosti portfolia (curvature). Udrziavanim gam-
ma portfolia (opcie) blizko nule sa dosahuje nizka citlivost delty porftolia
vzhladom na zmenu ceny podkladného aktiva (akcie), a teda i pri menej ¢as-
tom rebalancovani sa zachovéava delta neutralita. Naopak pre velké hodnoty
gamma je delta portfolia velmi citlivd na zmenu ceny podkladného aktiva,
¢o sposobuje vysoké riziko ak sa portfolio okamzite nerebalancuje.

Na dosiahnutie gamma neutrality potrfélia nestaci pozicia v podkladnom
aktive, pretoze gamma tejto pozicie je nula a nemoze eliminovat gamma port-
folia. Gamma neutralita teda vyzaduje poziciu v inom aktive, napriklad v
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Obrazok 2: Vyvoj gamma v zavislosti od ¢asu do expiracie, [9].

inej opcii. Ak gamma nejakého delta neutralneho portfélia je rovnéa I' a ind
obchodovana opcia ma gamma rovné I, potom je mozné vytvorit nové port-
folio, ktoré je rozsirené o w’ poziciu novej opcie a gamma takéhoto portfolia
je potom

wT +T.
Gamma neutralitu je mozné dosiahnut zobchodovanim —% kusov novej

opcie. Tato transakcia pokazi delta neutralitu, ale t4 sa nasledne obnovi
zobchodovanim vhodného a-poétu akeif [9].

Vo v8eobecnosti gamma neutréalne portfolio P(t) ma nasledujticu Struk-
taru [10]:
P(t) = =V(t) + a(t)S(t) + B)1(t) + B(t) (4)

resp. ak P(0) = 0, potom
V(t) = at)S(t) + B(t) + B(?). (5)

Prislusné a(t) a ((t) sa daju vypocitat zo vztahov

vt aI(t)
V(L) O*1(t)
a5~ "Wasme

Dalsimi zaujimavymi a investormi sledovanymi charakteristikami (%zv.
greeks) ktoré sa vyuZzivaju na zaistovanie portfolia sa [9]:

o _V _ov
ot’ 9o’ p_ﬁr’

avSak tie nie si predmetom tejto prace.

0=-



2  Uzitkova funkcia

Rozumné uzitkova funkcia ktora ma opisovat spravanie investora podla
jeho rizikovych preferencii by mala zohladnovat:

e investor preferuje viac (majetku) pred menej (majetku)

e investor je rizikovo averzny; je pozornejsi na pripadné straty nez na
mozné zisky v rovnakej vyske.

Uzitkova funkcia je teda rastiica a konkavna.

Efektivnost resp. predpokladané efektivnost investovania moze byt re-
prezentovana priamo hodnotou ocakavaného uzitku, avSsak jednoduchsie in-
terpretovatelnym meradlom je hodnota majetku, ktora prislicha hodnote
ocCakavaného uzitku. Prislusna hodnota majetku sa oznacuje ako certainty
equivalent

VOE =y 'Eu(V)], (6)

a podla Jensenovej nerovnosti plati
u(VEF) = Eu(V)] < u(E[V]).

Rozdiel E[V] — VYE | teda rozdiel medzi priemernym majetkom a majet-
kom prislichajicim priemernej hodnote oc¢akavaného uzitku sa nazyva risk
premium a vyjadruje pridant hodnotu k bezrizikovej investicii, ktord musf
dostat rizikovo averzny investor na to, aby preferoval rizikovu investiciu pred
bezrizikovou [6].

u(v)
u(E[V])
E[u(V)]

u'(E[V]) EV]

Obréazok 3: Vyhodnotenie rizikovych investicii za pouzitia exponencialne;
uzitkovej funkcie, [6].



Pre azitkovi funkciu je definované mieru averzie k riziku

r(V) = —“u(g) _ —% In (V). (7)

Funkcia, ktora vyhodnocuje rozdelenie majetku V' vzhladom k jeho po-
Ciatotnému stavu Vp ma tvar
Elu(V)]
u(Vo)

a ak V4 je znama bezrizikova hodnota, potom

u(V
E{ < )} .
u(Vo)
Invariantnost vzhladom na podiatoény stav Vj sa dé dosiahnut pouzitim
funkcie f, pre ktoru plati

u(V)
u(Vo)

:f(V_VO>7 (8>

pricom sa ukazuje, ze jedinou takou funkciou ktoréa je tiez rastica a konkavna
je exponencialna funkcia tvaru

uw(V) = —e 4, A >0, 9)

ktord sa oznac¢uje CARA (constant absolute risk aversion). Miera averzie k
riziku (V') = A nezavisi od hodnoty majetku, a preto sa nazyva koeficient
absolitnej averzie k riziku. Podla (8) je teda uzitok u(V') odozvou na abso-
lutnu zmenu majetku a zmena uzitku je konstantna vzhladom na podciatoény
stav Vg [6].

Iné pouzivané uzitkové funkcie st napr. CRRA-constant relative risk

. 1—v « , . . .
aversion: U, = Vj a zovSeobecnend HARA-hyperbolic absolute risk aversi-

1

on: U,y (V) = Y422 6.



3 Ocenovanie derivitov pomocou binomického
modelu

3.1 Jednoperiédovy binomicky model

Jednoperiodovy model diskretizuje vyvoj ceny akcie na ¢asovom interva-
le dlzky 0t. V ¢ase to predpoklada cenu akcie Sy a v nasledujicom ¢asovom
okamihu t = ¢y + 0t = T umoziuje zmenu ceny akcie na hodnotu Sy, pri-
¢om pravdepodobnost rastu na S} je p a pravdepodobnost poklesu na S je

(1-p).
S,V
S,
1-P S,V
Obrazok 4: Vyvoj ceny akcie v jednom obdobi

Hodnota derivatu V' je v case expiracie definovana vyplatnou funkciou, a
je teda zndma. Ak v ¢ase t = 0 je zostavené portfélio

ASy = Vo (10)

pozostavajice z jednej short opcie V a A long akcii S, potom v pripade zZe
cena akcie vzrastie, hodnota portfolia je AS} — VT a ak cena akcie klesne,
potom hodnota portfolia je AS7 — V~[8].

Ak cielom investora je eliminovat riziko, potom A voli tak, aby oba sce-
nare davali rovnakt vyplatu, preto

ASp =V~ = ASf = VT,

alebo vt
A= 7
Sy — S’

¢o je diskrétny pripad vztahu (3).
Za predpokladu uplného trhu sa opcia déa syntetizovat pomocou podklad-
ného aktiva a bezrizikového uctu, a preto portfolio (10) sa sprava rovnako

ako bezrizikovy ucet. Preto ak r je trok pre ¢asovy interval (0,7"), potom
pore cenu opcie v Case ty plati

Vo = ASy — (S — Ve T,

9



Ak S} je definované ako u-nésobok pociatocnej ceny Sp, teda S; = uSy
a podobne S = dS), potom cena opcie sa da vypocitat ako diskontovany
vazeny priemer vyplat v expiracnom case

Vo=e gVt + (1 —qV ], (11)
kde Ty
et —
_ , 12
¢=-—— (12)

Za rozumnych trhovych predpokladov plati ¢ € (0,1), a oznacuje sa ako ri-
zikovo neutralna pravdepodonost, [§].

Z (11) vyplyva, ze cena opcie nezavisi od objektivnych pravdepodobnos-
ti p podla ktorych sa meni cena akcie, ale zavisi od rizikovo neutrdlnych
pravdepodobnosti q. Ak ¢ je chapané ako modifikované pravdepodobnost
rastu ceny akcie a ¢ — 1 ako modifikované pravdepodobnost poklesu, potom
s vyuzitim (12) pre o¢akavani cenu akcie Sy v ¢ase T' plati

EB1Sr] = qSf + (1 —q)S; = Spe'™. (13)

V rizikovo neutralnom svete teda plati, Ze cena akcia rastie v priemere rov-
nako rychlo ako spojite uroceny bezrizikovy tucet [8].

3.2 Multiperiédovy binomicky model

Multiperiddovy model je zovseobecnenim jednoperiédového, pricom sle-
duje vyvoj podkladného aktiva cez ¢asy t = 0,1,...,T. Za predpokladu,
7e pre jednotlivé Casy t si zmeny ceny akcie rovnomerné, teda cena pod-
kladného aktiva v kazdom uzle rastie alebo klesé rovnakym faktorom, pocet
moznych stavov stromu ktory opisuje vyvoj ceny akcie sa d& znacne znizit.
V kazdom case t sa totiz strom rozrasté len o dve nové hodnoty, konkrétne
pripad ustaviéného rastu akcie od pociatku a ustaviény pokles. Ostatné sta-
vy akcie st jednoducho skopirované z minulosti. Takéto stromy sa nazyvaju
rekombinantné a vyrazne znizuju vypocCtovi narocnost.

V' multiperiodovom modeli, podobne ako v jednoperibdovom, sa cena
opcie napocitava pomocou rizikovo neutralnych pravdepodobnosti spatnym
prechodom od ¢asu expiracie T do poc¢iatoé¢ného casu t = 0 cez vSetky pri-
pustné stavy ceny akcie, [3].

10



3.3 Definicia vSeobecného multiperiédového modelu.

Vseobecny multiperiodovy model je podla [11], str.72 definovany nasle-
dovne:

e T + 1 obchodovacich ¢asov: t =0,1,...,T.

e konecny vyberovy priestor ; Q = {wq,wo,...,wk}; K < 0.
e pravdepodobnostnd miera P na Q; Yw € Q : P(w) > 0.

o filtracia F = {F;t=0,1,...,T}.

e proces bezrizikového uctu B = By; t=0,1,...,T, kde B je stochas-
ticky proces s vlastnostami By = 1 a V(w,t) : Bi(w) > 0 defi-
nuje urokovit mieru 7, pre casovy interval (¢t — 1,¢), ¢t = 1,...,T"
Ty = (Bt - Bt—l)/Bt—l > 0.

e proces N rizikovych aktiv Sy = {S,(¢t), t = 0,1,...,T}, kde S, je
nezaporny stochasticky proces pre kazdé n = 1,2,...,N a S,(t) je
hodnota aktiva n v c¢ase t.

Definicia 3.1 Filtrdciou na pravdepodobnostnom priestore (2, F,P) sa na-
zgva postupnost o-algebier Fo, Fi, ..., Fn, pre ktoru plati Fo C Fy C --- C
FoCF.

Definicia 3.2 Stochastickym procesom sa nazijva parametrickd mnozina
ndhodnyjch wvelicin {X(t)}er.  Predpis X = X(t,w) je zobrazenim
{0,1,...,T} x Q — R, pricom pre vietky firované t je funkcia w — X (t,w)
nahodné veli¢ina a pre fivované w € Q je t — X(t,w) je funkcia, ktord sa
nazyva vyberova cesta.

Ak model stochastického vyvoja ceny aktiv je konzistentny s vyvojom
informéacie ktort ma investor k dispozicii (investor v ¢ase ¢t pozné cely histo-
ricky vyvoj ceny aktiva vratane informacie o stave v Case t), potom takyto
proces sa nazyva adaptovany vzhl'adom na filtraciu 7, [12].

Vsetky v praci uvazované procesy st adaptované.
Pre pravdepodobnostny priestor s filtraciou (Q, F, P, {F;}ie,) je defino-

vand podmienena strednid hodnota E”. ktora je v ¢ase ¢ podmienena
informéciou F;:

E[X] = EY[X|F), (14)
T={0,1,...,T}.
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Predpoklad Ze €2 je kone¢na umoznuje opisat vyvoj informéacie pomocou
stromu a pouzitim podmienenej pravdepodobnosti EF'[X] je mozné kazdému
uzlu na informa¢nom strome priradit jednu hodnotu [5].

Dalsimi dolezitymi vlastnostami modelu st meratel'nost, ktora umoziu-
je narabat s podmienenymi pravdepodobnostami (15) a zdkon iterovanych
ocakavani (16)

E7[X\Y] = X,E['[Y] (15)
EPEF[X]| = EF[X] Vs>t (16)
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4 Diskrétne zaistovanie na netplnych trhoch

4.1 Vyvoj ceny opcie na netplnych trhoch

Za predpokladu uplného trhu, vyvoj ceny opcie H sa d& dokonale ko-
pirovat pomocou samofinancovaného replikacného portfélia. Na neuplnych
trhoch to nie je mozné, avSsak v Specidlnom pripade nezavislych rovnako
rozdelenych vynosov akcie sa da pre H; za pomoci rizikovo neutralnej prav-
depodobnostnej miery (tzv. wvariance optimal) odvodit jednoduchy vztah.
[6].

Ak ) oznacuje rizikovo neutralnu mieru a P st objektivne pozorované
pravdepodobnosti, potom prechod od miery P na () je dany vztahmi

@ = MyjoMmaj1, - .-, M7|T-1
dP
Qe 1-—- a(Rt+1 - ,0)
M1t = =
DPeyage b
El[Riy1 — p)

b— (B{ [Rer1 — p))?
Ef (R = p)?]

pricom p = 1 +r a r je vynos bezrizikového uc¢tu a R;y; je ocakavany
vynos akcie v case t + 1.

Vyplata opcie Hp spolu s rizikovo neutralnymi pravdepodobnostami ¢
potom definuju proces {H;}i—o,. .1, ktory sa pocita spéitne od casu T

Ht+1:|

H, = EtQ { (17)
V 8pecidlnom pripade nezavislych rovnako rozdelenych vynosov akcie a

deterministickej rokovej miery st variance-optimal pravdepodobnosti gy

totozné s rizikovo neutralnymi pravdepodobnostami v jednoperiédovom CAPM

modeli. V tomto pripade je teda H; cena opcie v CAPM modeli v prislusnom
Case t, [6].

4.2 Jednoduché zaistovanie v diskrétnom case

Predpokladé sa netplny trh s troma druhmi aktiv: akcia, opcia na akciu
a bezrizikovy ucet s deterministickym turokom. Cielom je najst replikac¢né
portfolio V' zlozené z akcie a bezrizkového uctu, ktoré by ¢o najlepSie ko-
pirovalo vyvoj ceny opcie H. Za tymto tcelom je portfolio prerovnévané v
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obchodovacich ¢asoch t = 1,...,T — 1 tak, aby bola dosiahnut4d minimalna
replikacné chyba, resp. aby bol dosiahnuty maximalny azitok zo zaistenia,
[6]. Efektivita rebalancovania je merané uzitkovou funckiou, pri¢om cielom
je dosiahnut maximélny tzotok

max  Ef[u(Vy — aHY),

{0:}1—0,1,....7—1
resp. v pripade zapornej exponencialnej uzitkovej funkcie

max  EJ[—exp{—A(Vy — aHY)}Y], (18)

{6:}i=0,1,....,7—1
¢o je ekvivalentné s problémom minimalizacie replikacnej chyby

min  E}Jexp{—A(Vy — aH))}].
{0t}t=0,1,....T—1

Predpoklada sa, ze v ¢ase 0 bolo predanych « opcif za cenu CJ a wy je
pociatocny stav kapitdlu. Hodnota portfélia V' v ¢ase 0 je potom

Vo = wo + ozC'g. (19)

Ak vynos na bezrizikovom tucte je oznaceny p = 1+ r a S; je cena akcie
v Case t, pricom R, je jej ocakdvany vynos v ¢ase t + 1, potom nasledujuci
vyvoj ceny replikacného portfolia je dany vztahom

Vi1 = 0.SiRei1 + (Vi —08)p = Vip+6,S1(Risr — p) = Vip+ 6,5, X141, (20)

kde XtH = RtH — p je hodnota o ktord vynos akcie prevysi vynos bezrizi-
kového uctu. Kumulovane pre ¢as T plati

T-1

VT = pT‘/O + ZpT_tetStXH_l. (21)

t=0

Ukazuje sa, ze problém (18) sa da chapat ako tloha dynamického progra-
movania, kde remenna 0; predstavuje riadenie resp. 6; je optimalne riadenie
a V; resp. V; je prislusna odozva.

Veta 4.1 (Bellmanov princip optimality),[1].

Ak 6 = {éo,...,éj,...,éT,l} a ¥ = {%,...,%,...,VT,l} je optimdlne
riadenie a jeho odozva pre zilohuAUo(‘A/o)l potom pre kazdé j € [0,...,T — 1]
je ©; = {by,...,0;} a V; = {Vy,...,V;} optimdlne riadenie a optimdlna
odozva pre tlohu U, (V;).
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Pouzitim vety (4.1) a zakona o iterovanych o¢akavaniach (16) je mozné
tlohu (18) riesit pre kazdy ¢as ¢ samostatne ako tlohu optimalizacie cez
jednotlivé 6,

min  E}jexp{—A(Vy — aH))}] =
{0t}t=0,1,....,T—1
min Eéj[gnin EEX lexp{—A(Vy —aHM)Y]] = ...
T—1

{0t}t=0,1,...,.T—2

Konkrétne ak je definované

Jr = exp{—A(Vr — ozH%)},

potom
oo, 0 Eglexp{~A(Vr — aHp)}] =
g in B i B ] =
o 00 B [min BE [min B [Jr]]] = .
a navyse ak pre t=0,1,... T-1 je definované

Jt == I%ln Etp[(]t-i-l]y (22)

potom je mozné ziskat rekurentny predpis, ktory vyzaduje néajdenie opti-
malneho 6, pre kazdy ¢as t samostatne. V re¢i dynamického programovania
predstavuje J; hodnotova funkciu a pre daného investora je to minimalna
kumulované replika¢na chyba v ¢ase t v zmysle pouzitej uzitkovej funkcie,

[6]-
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5 Metodika

5.1 Popis problému

V préaci uvazujeme tieto dostupné aktiva:
e akciu 9,
e bezrizikovy ucet s fixnym trokom r,

e curodpske call opcie H,i = 1,2,..., N na akciu, ktoré sa navzajom liSia
hodnotou strike price K°.

O akcii S predpokladédme, Ze jej cena sa da popisat zovSeobecnenym mul-
tiperiodovym modelom z kapitoly 3 a pre kazdy ¢asovy interval (¢, + 1) sa
moze aktualna cena S; zmenit do jedného z 2n + 1 stavov

fH:RiSt, (i=-n,—n+1,...,0,....,n—1,n),

Vyvoj ceny akcie teda mdzeme opisat kone¢nym rekombinantnym stromom.
Navyse predpokladame Ze vynos akcie R’ nastdva pre vSetky casy ¢ s kon-
Stantnou pravdepodobnostou P

V ¢ase 0 sme schopni predat « kusov opcii H* (predant opciu budeme
dalej oznacovat H) za cenu CJ, ktora moze byt vo vSeobecnosti rozna od
férovej ceny C’g* (za férova cenu povazujeme cenu vypocitani pomocou pro-
cesu H; z kapitoly 4.1). Takymto predajom sa dostavame do short pozicie,
ktortt bude treba v expira¢nom ¢ase T' vyrovnat kupou « opcii HY za ak-
tualnu férovi cenu HY. Pre podiato¢ny stav portfolia predpokladdme vztah
(19), avsak bez ujmy na vSeobecnosti moézme polozit pociatocny stav kapi-
talu wy = 0 (stratégia teda nebude vyzadovat Ziadne externé financovanie).
Hotovost ziskani predajom opcie v ¢ase t = 0 budeme investovat do dostup-
nych aktiv tak, aby sme v ¢ase T dosiahli ¢o najvicsi uzitok. Uspednost
zvolenej stratégie budeme vyhodnocovat pomocou zédpornej exponencidlnej
uzitkovej funkcie, ktoré bola popisana v kapitole 2.

Na zaistenie portfélia budeme vyuzivat tieto stratégie:

e theta zaistenie - analogia delta hedgingu; ¢ast aktualneho majetku sa
investuje do akcie a zvySok je ulozeny na bezrizikovy tcet

o dynamické theta-beta zaistenie - analogia gamma hedgingu; cast ma-
jetku je investovana do akcie, ¢ast do opciea zvySok je uloZeny na bez-
rizikovy 1cet, pricom pozicia v akcidach a opciach je dynamicky reba-
lancovana.
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statické theta-beta zaistenie - obchodovanie so zaistovacou opciou pre-
bieha len na zaciatku a nasledne sa na zaistenie vyuziva dynamicky
rebalancované portfolio zostavené z akcie a bezrizikového uctu.

Nakol'ko gamma neutralne portfolio je podla kapitoly 1 stabilnejsie, pri
theta-beta zaisteni s vyuzitim zaistovacej opcie by sme mali dostat vyssi 0zi-
tok nez pri jednoduchsom theta zaisteni.

V praci budeme skumat

5.2

5.2.1

vplyv koeficientu averzie k riziku A na konstrukciu optiméalnej stratégie,
teda na optimélne 6,

ak v ¢ase 0 mozeme predat opciu H° za férovi cenu, aky vplyv na
optimalnu stratégiu ma zmena poc¢tu a predanej opcie

ak méme v ¢ase 0 na vyber z viacerych opcii H;, ktora z nich je opti-
mélne predat

aky je optimalny pocet o predavanych opcii ak v case ¢ = 0 modze-
me predat opciu H za cenu C°, ktord je vo vSeobecnosti rdzna od
férovej ceny, pricom predpokladdme Ze néasledné zaistovanie prebieha
optimélne

Odvodenie explicitnych vztahov

Theta zaistenie

Vychadzame zo situacie ktora je opisana v kapitole 4.2 a tiez 5.1. Dosa-
denim vztahu (20) do (22) dostavame

Jro1 = exp{—ApVr_1} min Ef_ Jexp{=A(0r 1571 X7 — aH})}]
T—1

= exp{—ApVr_1} glq}if}g(T —1,5701)

Jr_o9 = eXp{—Apsz,Q} gnin Efd[exp{—ApHT,QST,QXT,Q}]g(T —1,57-1)
T—2

JT*T

resp.

= eXP{_ApszfQ} (r)ning(T —2,87_9)
T2

= eXp{_ApTVTfT} (gmn g<T - T, ST*T)
T—1

Jy = exp{—ApT IV} min g(t, S), (23)
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kde ¢(t,S;) je funkcia, ktort budeme numericky minimalizovat pre vsetky
¢asy t a stavy S; a ma nasledujuci tvar:
9(T =1, S71) = Er_y[exp{—A(0Sr 1 X1 — aH})}]
g(t, 5) = El lexp{—Ap" 6,8, X, 1 }g(t + 1, Siza)], (24)
(t=0,1,...,7—=2)

Pre kazdy ¢ast = 0,1,...,T — 1 pdjde o jednorozmernt minimalizéciu repli-
kacnej chyby cez mnozstvo akcii 6;.

5.2.2 Dynamické theta-beta zaistenie

Predpokladajme Ze dalsim dostupnym aktivom, ktoré méZeme pouZit
na zaistenie predanej opcie H je opcia H Z;. Ak ocakavany vynos tejto opcie
pocas ¢asového intervalu (¢, t+1) ozac¢ime Y7, potom pre zaistovacie portfolio
plati:

v case t: ‘/; = 6’,55,5 + Bth + (‘/; — QtSt — Bth)
véaset +1: Vier = 0,5 Rer + BH Tosr + p(Vi — 0,5 X141 — B H,)
Ak oznacime Xt = f%t —pa }A/t = Tt — p, potom portfolio v ¢ase t + 1 méa

tvar: X R
Vi1 = 0:5: X1 + B H Y1 + pVy

a optimaliza¢ny problém v zmysle tlohy (18) bude vyzerat nasledovne:

max EéD[— exp{—A(Vy — aHM)}]
{0:,8t}i—0,1,....T—1

Lzemﬂ—A¢“”W}ggg@SQ, (t=0,1,....,T=1), (25
pricom pre funkciu g(t, S;) plati

g(T'—1,8p_1) = Ezlrj_l[exp{—A(QT—1ST—1XT + ﬁT—lHT—lyT—l - OéH:(;)}]

9(t,S;) = B [exp{—Ap" "(0,5: X, + B H,Y)) }g(t +1,S:11)],  (26)
(t=0,1,...,T —2)

Pre kazdy ¢cast =0,1,...,T — 1 pdjde o dvojrozmernti minimalizaciu repli-
ka¢nej chyby cez mnozstvo akcii 8; a mnoZstvo zaistovacich opcii [;.
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5.2.3 Statické theta-beta zaistenie

Vychadzame z jednoduchého theta zaistenia a model je rozsireny o d'alsiu
opciu, s ktorou sa obchoduje len v ¢ase t = 0. Nasledné zaistenie sa realizuje
len pomocou akcie a bezrizikového uctu. Optimaliza¢ny problém bude mat
podobny tvar ako v pripade theta zaistenia z kapitoly 5.2.1 az na funkcie J;
ag(t,Sy) veaset =T — 1:

oy = exp{=ApVr_1} min Ef_ [exp{~A(07-1Sr-1 X7 — a°Hy + o' H}))]
T—-1

g(T = 1,5r1) = Bp_y[exp{=A(0Sr1 Xz — o"Hy + o' H})}].

Navyge cast portfolia investovana do akcii bude zmensené o cenu za ktoru
v ¢ase t = 0 naktipime opciu H*

Vo = wp + a%CY — 0
V tomto pripade sa najprv najde optimalny pocet o' maximalizujtci
mieru GZitku v ¢ase t = 0 a nasledne sa pre zvolent opciu H' nijde optimalne

O[Z

5.3 Pouzité numerické metoédy

Néjdenie optimalnych zaistovacich stratégii v zmysle (23) resp. (25)
vyzaduje minimalizaciu replikacnej chyby ktora sa realizuje prostrednictvom
funkcie g(t, S;) definovanej v (24) resp. (26). Minimalizacia funkcie g(t, S;)
sa bude vykonavat spatnym prechodom od ¢asu expiracie do pociatoéného
¢asu vo vietkych uzloch ¢, S, cez {0,}1_', resp. {0:, B}y

V oboch pripadoch theta i dynamického theta-beta zaistenia ide o linedrnu
kombinéciu exponencialnych funkcif v tvare Ce4**8 C > 0, a teda funkcia
g(t,S;) je konvexna a bude nadobudat minimum alebo aspofi infimum na
realnych ¢islach.

Na néajdenie minima budeme pouzivat Newtonovu metodu a Metodu bi-
sekcie.

5.3.1 Newtonova Met6da

Jednorozmerna optimalizacia
Hladame extrém konvexnej funkcie u(z), ktory sa nachadza v bode z*. Pre
optimalne z* plati «/(z*) = 0 a pre derivaciu v'(z) v bode x dostato¢ne blizko
optima z* z Taylorovej vety vyplyva:

0 =1'(z%) = u/(2) + u"(z)(a* — z) + o(z?).
Pre zvoleny pociato¢ny bod z° dostavame itera¢nti schému

e u'(2")
- u”(xt)’
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B 1 2 3 Theta,

Obrézok 5: Priebeh funkcie g(¢,S;) pre delta hedging ked t =T — 1,5, = K

ktora sa vykonava az pokym nie je dosiahnutd pozadovana presnost

4 t . , v . . -, ~ .
|%| < €. Newtonov algoritmus ma vo vSeobecnosti kvadratickd zlozi-
tost.

Vizcrozmerni Newtonova metéda
Ak je funkcia u funkciou vektorového argumentu (pre nas je pripad theta
zaistovania), jedna iteracia Newtonovej Metody pozostava z dvoch krokov:

e pre dany bod X najdenie "vhodného smeru" D(X?), ktory minimali-
zuje funkéni hodnotu u(X?),

e pri danom smere D(X"), najdenie vhodného kroku A, ktory minimali-
zuje funkéni hodnotu u(X? + AD(X?)).

Vieobecna Newtonova Metoda definuje "vhodny smer" pre dany bod X'

ako gradient D' = D(X") = Vu(X?"), teda smer najrychlejsiecho poklesu v

danom bode. Nasledne pre smer D(X?) hlad4 optimalny krok ako A nasobok
smeru D(X?), ktory minimalizuje funként hodnotu u(X* + AD(X?)).

V préci je pouzita tiez efektivnejsia metéda konjugovanych gradien-
tov "Fletcher-Reeves"|7], ktora "vhodné smery" v jednotlivych iteraciach
definuje tak, aby boli navzajom na seba kolmé:

D' = —Vu(X") +w D"
kde w*~! je definované ako

i1 Vu(XHTVu(X?)
S V(X)) TV (X 1)

5.3.2 Metoda bisekcie

Metoda bisekcie vychadza z faktu, ze v minime z* je derivacia u'(z*)
rovna nule. Za predpokladu ze funkcia u(x) je konvexna a minimum mé v
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bode z*, potom /(z) je rastiica a pre nejaké body x’, 2 z defini¢ného oboru
D(u) také ze x¥ < 2* < 2t plati o/(zF) < u/(x*) < u/(x'). Pre zvoleny bod
M taky ze 2l < 2™ < 2 moéze nastat jeden z pripadov:
u' (%) < o' (M) < 0 =/ (z%) (27)
u' (%) >/ (2M) > 0 = u'(2¥). (28)
Vdaka monoténnosti /(x), v pripade (27) musi platit M < z*. Lava
hranicu z* je teda mo7né posuniit do bodu . V pripade (28) plati podobna
tvaha s tym, 7e do bodu z sa postva prava hranica z¥ . Nasledne sa
vhodne voli novy bod #* € (z¥, %) a procediira sa opakuje az po dosiahnutie
pozadovanej presnosti
|2 — 2F| = e

L. . .. . N R L e . . 5 .
Néajdenym minimom je bod = = %, pricom dosiahnutd presnost je
|z* — 2] <e.

Bod 2 je mozné volit rozne, aviak vidy v intervale (z*,z®). V praci

M . . , ‘foz'M‘ |IM,33L‘ L. . .
™ volime tak aby platil vztah L] = ToRaT] ktory je zndmy ako zlaty

rez.

5.3.3 Metoda trisekcie

Tato metoda sa bude vyuzivat na maximalizaciu tzitku zo zaistenia pri sta-
tickom theta-beta zaisteni. Funkcia uzitku je konkavna (platia podobné argu-
menty ako pre funkciu replikacnej chyby), a preto bude nadobudat maximum
alebo aspon supremum na realnych c¢islach.

Metoda trisekcie vyuziva funkéné hodnoty maximalizovanej funkcie u(x).
Vo vhodne zvolenom intervale (z%,zt), ktory obsahuje bod extrému zvoli
body #MEF a M a na zéklade porovnania funkénych hodnét vo zvolenych
bodoch postiva krajny bod z*, resp. ® podla nasledujicich pravidiel:

o Ak u(z?) < u(xMb) < u(z™f) > u(z®), potom maximum lezi medzi

ML a zf a postva Tava hranicu 2% do a™M’.

o Ak u(z®) < u(x™?) < u(z™L) > u(xl), potom maximum lezi medzi
aMB g 2 a postva pravi hranicu 2z do 2M¥.

e Ak by nastala rovnost u(zf) = u(zM¥) posunit je mozné Tubovolna
hranicu, pretoze v takom pripade maximum lezi medzi zM* a ™%,

Nasledne sa z intervalu (z*, %) volia nové body zML a aM® (resp. len

jeden z nich) a procedira sa opakuje az po dosiahnutie pozadovanej presnosti

|z — 2¥| = e

alqal
2

Néjdenym minimom je bod z = , pricom dosiahnuta presnost je

|z* — 2] <e.
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6 Vysledky a diskusia

V experimetoch uvazujeme imaginarnu akciu s nasledovnymi lognormal-
nymi vynosmi In Rt—f—l = {-0.06, —0.04, —0.04, —0.02, 0.00, 0.02, 0.04, 0.06},
dalej bezrizikovy vynos 4% p.a., teda r = (1 + 0.04)$ —1=75x%x10"* za
jednotku ¢ase (v nasom pripade 1 tyzden) a pravdepodobnosti vyvoja ceny
akcie - tabulka 1:

cena na
konci tyzdna t | pravdepodobnost
S,et-06 0.0119976
S, et-04 0.0736982
S, et-02 0.230528
S,;et-00 0.343304
S;e0-02 0.243781
Se 00 0.0824332
S,e0-06 0.0142587

Tabulka 1: Zmena ceny akcie za jednotku casu.

Definujme teraz standardné zadanie, na ktoré sa budeme neskor odvola-
vat.

T =5,
p=1+r=1.00075,
So = 100, (29)

In Rtﬂ = {-0.06,—-0.04, —0.04, —0.02, 0.00, 0.02, 0.04, 0.06}
P ={0.0119976,0.0736982, 0.230528, 0.343304, 0.243781,
0.0824332,0.0142587}

Vyvoj takejto akcie je znazorneny na obrazku 6.
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134.98
132.31
129.69
127.12 127.12
124.61 124.61
122.14 122.14
119.72 119.72 119.72
117.35 117.35 117.35
115.03 115.03 115.03
112.75 112.75 112.75 112.75
110.51 110.51 110.51 110.51
108.32 108.32 108.32 108.32
106.18 106.18 106.18 106.18 106.18
104.08 104.08 104.08 104.08 104.08
102.02 102.02 102.02 102.02 102.02
100 100 100 100 100 100
98.02 98.02 98.02 98.02 98.02
96.08 96.08 96.08 96.08 96.08
94.18 94.18 94.18 94.18 94.18
92.32 92.32 92.32 92.32
90.49 90.49 90.49 90.49
88.7 88.7 88.7 88.7
86.94 86.94 86.94
85.22 85.22 85.22
83.53 83.53 83.53

81.88 81.88
80.25 80.25
78.67 78.67
77.11
75.59
74.09
t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

Obrazok 6: Vyvoj ceny akcie pri Sp = 100 a T' = 5.

Uvazujme dalej eurépsku call opciu na akciu s expiracnou cenou K = 95.
Podla  kapitoly 4.1 moOZeme vypocitat jej cenu pre cCasy
t ={T,T —1,...,0} a stavy S; pouzitim vztahu (17). Vyvoj ceny opcie
je znézorneny na obrazku T7a.

Pre porovnanie, obrazok 7b ukazuje ceny opcie vypocitané pomocou Black-
Scholesovho modelu:

0.2
L+ (r—27)

IS+ (r+%
HPS(S, K, r,0,7) = 5& —K 57\ _ ke
CT\/;: CT\/;:

so zadanim

S =100, K =95,
r=75x10"% 7=5

o= \/V@Tf(lnf%tﬂ) = 2.2486 x 1072
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Ht proces 39.98 Black-Scholes delta 39.98
37.31 37.31
34.69 34.69
32.1367 32.12 32.1917 32.12
29.6257 29.61 29.6817 29.61
27.1636 27.14 27.2117 27.14
24.7779 24.7496 24.72 24.8633 24.7917 24.72
22.4164 22.3839 22.35 22.4933 22.4217 22.35
20.1013 20.0649 20.03 20.1733 20.1017 20.03
17.8726 17.8313 17.79 17.75 17.9648 17.8933 17.8217 17.75
15.6522 15.6059 15.559 15.51 15.7248 15.6533 15.5817 15.51
13.4764 13.4254 13.3737 13.32 13.5351 13.4633 13.3917 13.32
11.4078 11.3463 11.2893 11.2343 11.18 11.4742 11.3968 11.3234 11.2517 11.18
9.3471 9.2672 9.198 9.1379 9.08 9.3954 9.3053 9.2249 9.1517 9.08
7.3724 7.2583 7.1591 7.0823 7.02 7.397 7.2784 7.1751 7.0921 7.02
5.6974 5.5312 5.3654 5.2074 5.0766 5 5.6965 5.5279 5.3616 5.2056 5.0793 5
3.8928 3.6693 3.4308 3.1848 3.02 3.8619 3.639 3.4037 3.1669 3.02
2.531 2.2692 1.9685 1.6003 1.08 2.4806 2.2191 1.9197 1.5528 1.08
1.4969 1.2393 0.9423 0.5745 O 1.4408 1.1851 0.8909 0.526 0
0.5839 0.3604 0.1297 O 0.5414 0.3258 0.1089 O
0.2321 0.1053 0.0151 O 0.2062 0.0899 0.0124 O
0.076 0.0222 0. 0 0.0647 0.0183 0.0007 O
0.003 0 [] 0.0027 0. 0
0.0002 O 0 0.0003 0. 0
0. [ 0 0. 0. 0
0 0 0. 0
0 0 0. 0
0 0 0. 0
(] 0
[ 0
0 0
t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

Obréazok 7: Vyvoj ceny opcie s K = 95 a) podla strednohodnotového H,
procesu, b) podla Black-Scholesa.

Ak poc¢itame H; pomocou rizikovo neutralnych pravdepodobnosti, dosté-
vame H, = 5.6974, ¢o sa od hodnoty 5.6965 vypocitanej pomocou
BS modelu odliguje o 0.016%, ¢o je 0.001% z expiracnej ceny. V préaci preto
budeme pocitat férovi cenu H; pomocou rizikovo neutralnych pravdepodob-
nosti.

6.1 Jednoduché theta zaistenie pri exponenciilnej Gzit-
kovej funkcii

Na optimélne delta zaistenie je potrebné minimalizovat kumulativnu re-
plika¢ni chybu pre vSetky mozné stavy S; cez mnozstvo akcii 6;. Ide teda o
minimalizaciu vztahu (24). Na néjdenie optimalneho 6;, ¢o v tomto pripa-
de predstavuje jednorozmerni optimalizaciu sme pouzili jednak Newtonovu
Metodu a tiez metdédu bisekcie. Vysledky porovnavame s Black-Scholesovym
delta.

Pocitame so Standardnym zadanim (29), a navyse
A=1, K = {90,95, 100,105, 110}, a=1.

Pri oboch numerickych metoédach pocitame s presnostou 107°. Z numeric-
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Newtonova metoda Black
metoda bisekcie Scholes
K s uw (Vo) | n s u* (Vo) n 6% | 0o — o8
90 | 0.9542 | -1.09297 | 205 | 0.9542 | -1.09297 | 1409 | 0.9859 | -0.0317
95 | 0.8083 | -1.17977 | 170 | 0.8083 | -1.17977 | 1433 | 0.8687 | -0.0604
100 | 0.515 | -1.3643 | 164 | 0.515 | -1.3643 | 1424 | 0.5399 | -0.0249
105 | 0.2157 | -1.21047 | 186 | 0.2157 | -1.21047 | 1449 | 0.1921 0.0236
110 | 0.0386 | -1.04783 | 221 | 0.0386 | -1.04783 | 1443 | 0.0363 0.0023
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ priemer | 0.02858

Tabulka 2: Porovnanie vysledkov numerickych metod pri exponencidlnom

zaisteni s Black-Scholesovym d; n = pocet iteracii.

t

0.515

theta zaistenie
0.9813
0.981
0.9811
0.9806 0.9806
0.9803 0.98
0.9802 0.9801
0.9785 0.9801 0.9806
0.9715 0.9789 0.9802
0.9484 0.9696 0.9786
0.8663 0.8936 0.9307 0.9772
0.7726 0.7975 0.8366 0.9197
0.6508 0.664 0.6866 0.7363
0.5111 0.5068 0.5019 0.4964
0.3673 0.345 0.3117 0.2496
0.2342 0.1992 0.1478 0.0465
0.1251 0.0871 0.0375 -0.0246 -
0.0183 -0.0119 -0.0251 -
-0.0132 -0.0243 -0.0256 -
-0.0237 -0.0261 -0.0261 -
-0.0266 -0.0267 -
0.0272 0.0272
0.0277 0.0277
0.0283
0.0289
-0.0295 -
0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

Black-Scholes delta

0.9226
0.8362
0.7034
0.5357
0.3613

0.5399

0.212

0.1068

t=0 t=1

0.9992
0.9959
0.9834
0.9471
0.8653
0.7228
0.5309
0.3315
0.1713
0.0719
0.0242
0.0064
0.0013

t=2

R

0.9999
0.9993
0.995

0.9744
0.9067
0.7556
0.5253
0.2859
0.1162
0.0342
0.0072
0.001

0.0001

o o o
OO0 0000000000000 O0ORRKRERRERRERRRRR

t=3 t=4

.9998
.9967
.9659
.8249
.5179
.1992
.0415
.0044
.0002

t=5

Obrazok 8: Porovnanie vyvoja 6#; a d; pre S = 100, K = 100.

kého hl'adiska obidve pouZzité metody déavali rovnako presné vysledky, rozdiel
bol len v pocte potrebnych iteracii, pricom v tomto jednoduchom pripade

bola Newtonova Metoda vyrazne efektivnejsia nez metdda bisekcie.
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Vidime, Ze 0; je pre velké expiracné ceny K malé a naopak, ¢o je v su-
lade s vlastnostami ¢ opcie (vid kapitolu 1.1.1). Ako vidiet z obrazku 8,
exponencialna tzitkova funkcia mierne podhodnocuje 6, oproti 6%°. Toto je
sposobené tym, ze vypocitané 6, je optimalne len v zmysle pouzitej uzitkovej
funkcie, ktora vdaka konkavnosti nadhodnocuje vyznam strat voci ziskom.
Vo v8eobecnosti sa vSak da povedat, ze § mé podobny priebeh ako § vypoci-
tané pomocou BS modelu.

Ako vidiet z tabulky 2, najvyssi uzitok zo zaistenia je dosiahnuty pri pre-
daji opcii in-the-money a out-of-money. Pri predaji opcie at-the-money je
uzitok najnizsi, ¢o je v sulade s intuiciou, podla ktorej at-the-money opcie
si najrizikovejsie, a teda aj ich zaistenie sa bude realizovat najzlozitejsie.

Model bol testovany na invariantnost vzhladom na zvolent mierku. Ako
vidiet z tabulky 3, optimalne 6, zavisi od zvolenej mierky, avSak pre rasttce
hodnoty Sy = K, teda pre presnejsiu mierku, sa optimélne 6, ustaluje. Tak-
tiez podla obrazku 9, priebeh 6; sa viac podobé na priebeh 62 ak je pouzité
presnejSie Skalovanie, ¢o je vSak zaplatené vysSiou vypoctovou zlozitostou v
pripade Newtonovej metody. Metoda bisekcie tymto nedostatkom netrpi.

(S=K] 0 [ w(W%) [ V" [ "]
10 0.3102 | -0.996749 | 0.00326 128 | 1446
20 0.4932 | -1.07612 | -0.07336 | 139 | 1446
100 0.515 | -1.3643 | -0.310645 | 164 | 1424
500 0.5314 | -931.982 | -6.83731 | 374 | 1464

Tabul'ka 3: Porovnanie optimélnej 6 stratégie pre at-the-money opciu vzhla-
dom na zvolend mierku. Optimalizacia pomocou Newtonovej metdédy a me-
tody bisekcie.

6.2 Vplyv koeficientu A na vol'bu optimalnej stratégie

Podla [6] by koeficient absolutnej averzie k riziku A nemal kvalitativne
menit charakter optimalnej stratégie 6;. Presnejsie, pre rozne A by malo byt
0, skalované koefientom <.

Uvazujme Standardné zadanie (29) a navyse:

A=1{0.1,0.5,1,5,10,100} K = 100, a=1

Optimélnu stratégiu #; budeme hladat pomocou Newtonovej metody
(NM) a metodou bisekcie (MB).
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theta zaistenie
0.9996
0.9996
0.9996
0.9996 0.9996
0.9996 0.9996
0.9996 0.9996
0.8967 0.9996 0.9996
0.8583 0.9294 0.9996
0.8191 0.8521 0.9996
0.7204 0.7748 0.7733 0.9996
0.6602 0.6914 0.6929 0.8413
0.5988 0.6107 0.6108 0.6797
0.5371 0.5316 0.5284 0.521 0.5148
0.4651 0.4444 0.4323 0.3465
0.4019 0.3588 0.3479 0.1749
0.3374 0.2667 0.2618 0.0005
0.2187 0.1739 0.0005
0.1745 0.0843 0.0005
0.1295 0.0005 0.0005
0.0005 0.0005
-0.0005 -0.0005
-0.0006 -0.0006
-0.0006
-0.0006
0.0006

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

Obrazok 9: Vyvoj 05 pre Sy = K = 5000.

(AL 6 | w) [ Vo [nT7[nTP]
0.1 | 0.3096 -0.996748 0.03258 | 128 | 1467
0.5 | 0.4932 -1.07607 -0.14663 | 139 | 1429
1 | 0.515 -1.3643 -0.31065 | 164 | 1424

0.5312 -927.872 -1.36658 | 374 | 1467
10 | 0.5346 | -2.57524x10% | -2.16692 | 708 | 1474
100 | 0.5373 | -3.98596x 109 | -3.44468 | 6695 | 1462

Tabulka 4: Porovnanie optimalnej zaistovace] stratégie v ¢ase 0, pre rozne
koeficienty averzie k riziku.

Porovnanim tabuliek 4 a 2 zistujeme, Ze pre nizke hodnoty koeficientu
averzie k riziku sa 6 klesa, avSak pre rastice A sa optimalna 6 zaistovacia
stratégia sprava podobne ako pri zvySovani presnosti mierky.

Tiez pozorujeme, 7Ze pre rastice A klesa uzitok zo zaistenia. 7Z obrazku
10 vidime, Ze s rasticim koeficientom averzie k riziku A je priebeh funkcie
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Obrazok 10: Priebeh replika¢nej chyby pre t =T —1,5 = 100, K = 100, A =

0.5,0.75,1,1.5.

uzitku zo zaistenia strmsi, ¢o vyjadruje striktnejsiu volbu optimalnej stra-
tégie v pripade vysSej averzie k riziku, ale tiez vyssiu hodnotu minimalnej

0.2 0.4

dosiahnutelnej replikacnej chyby.

Navyge hodnota tzitku je vysSia nez —1 (ekvivalentne VCF > 0) len pre
A = 0.1, a teda len v tomto pripade poskytuje zaistovacia stratégia zisk
oproti situécii kedy by sa cela hotovost ziskana predajom opcie H® vloZila na
bezrizikovy ucet. Toto zistenie taktiez koresponduje s intuitivnym chapanim
averzie k riziku, kedy investicia do rizikovych aktiv sa realizuje len vtedy ak

0.6

mé investor dostato¢ne mala averziu k riziku.

0.8

(K| 6 | vV [ V" [n™]nMP]
90 | 0.8156 | 2.18693x10% | -1.3072 | 4011 | 1466
100 | 0.5371 | -3.44371x107 | -3.2944 | 3370 | 1454
110 | 0.2607 | -3.2642x10° | -1.81968 | 5850 | 1423

Tabulka 5: Porovnanie metod vypocétu optimélneho 6y, pre rozne expiracné

ceny pri zvolenom koeficiente averzie k riziku A = 50.

Z numerického hladiska zistujeme (tabulky 4 a 5), ze Newtonova Metoda
sa s rastuciem A stava menej efektivnou oproti metode bisekcie, a to pre
opcie ktoré su in-the-money, at-the-money i out-of-money.
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6.3 Vplyv poétu predanych opcii a na vol'bu optimalnej
stratégie

Uvazujme Standardné zadanie (29) a navyse:

A=1 K =100, a={-5,-1,-05,-0.1,0.1,0.5,1,5}

Z tabulky 6 vidiet, Ze model a dostato¢ne vzdialené od nuly zachovava
invariantnost vzhladom na pocet predanych opcii. Vysledky pozorovania jed-
notkového #; maju podobny charakter ako pozorovanie zmeny A a presnosti
mierky a navyse pre kladné « taktiez v tomto pripade s rasticim poctom «
rastie i 6.

Co je v8ak dolezitejsie, z tabulky 6 vidime, Ze tZitok sa maximalizuje (ek-
vivalentne VF je viicsie nez nula) len pre a blizke nule, a preto st velmi
vysoké ¢i velmi nizke hodnoty « v podstate nezaujimavé.

Lo | 6 [ wW) [ V7 [n™[n™F] 65/ |
-0 | -2.9213 | -142.658 | -4.96045 | 1211 | 1594 | 0.5843
-1 1-0.5685 | -1.28551 | -0.25115 | 483 | 1382 | 0.5685
-0.5 | -0.2946 | -1.05999 | -0.05826 | 389 | 1356 | 0.5892
-0.1 1 -0.0772 | -0.994783 | 0.00523 | 321 | 1259 | 0.772
0.1 | 0.031 | -0.99675 | 0.00326 | 271 | 1229 | 0.31
0.5 | 0.2466 | -1.07607 | -0.07331 | 218 | 1335 | 0.4932
1 0.515 -1.3643 | -0.31065 | 164 | 1424 | 0.515
) 2.656 | -927.872 | -6.83289 | 962 | 1611 | 0.5312

Tabulka 6: Porovnanie optimalnej zaistovace] stratégie v ¢ase 0, pre rozne
a.

Z numerického hl'adiska sa ukazuje (tabulka 6), Ze zatial ¢o metoda bisek-
cie si udrziava priblizne rovnaku zlozitost bez ohladu na volbu «, naro¢nost
Newtonovej metody rastie proporcionélne s « vzdalujacim sa od nuly. Pre
a blizke nule, a teda v pripadoch, ktoré st pre nas zaujimavé, je vsak NM
vyrazne efektivnejsia.
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6.4 Hladanie optimalneho «

Vychadzajuc zo Standardného zadania (29) a zisteni z predchadzajtcej
kapitoly konstatujeme, Ze optimélne o pravdepodobne nebude rovné 1, ako
sme dosial pri analyze modelu uvazovali. Z tabulky 6 vidno, %e vo zvolenom
pripade sa maximum realizuje pravdepodobne v intervale a@ € (—0.1,0.1),
pretoze hodnoty o mimo tohoto intervalu mensie poskytuji mensi uzitok.

Uzitok zo zaistenia v ¢ase t = 0 je definovany pomocou
uo(V) = exp{—Ap"aC}g*(0, Sp). (30)

Koeficient « vSak vystupuje aj vo funkeii replikacnej chyby ¢(t,S;) v ¢ase
T — 1, ¢o znamena, Ze pre rozne « sa proces 0, sprava rozne a vztah (30) nie
je mozné jednoducho minimalizovat v ¢ase t = 0.

Ak vezmeme do uvahy, ze ug (V') zéavisi od {0;(a), a}, potom vhodnym vy-
hladévacim algoritmom mézme volit « pre ktoré znamym postupom najdeme
optimalnu stratégiu 6; (o) poskytujucu uzitok us(V') a na zaklade ziskanej in-
formacie o dosiahnutom uzitku mézme upravit odhad parametra «. Funkciu
uo(V') teda moézme chépat ako funkciu uo(V (a)) a pomocou vhodnej metody
moézeme néajst optimélne o maximalizujice tzitok. Takymto vhodnym algo-
ritmom modze byt napriklad metoda trisekcie.

Optimélne a bolo hladané s presnostou € = 1072, Dosiahnuté vysledky
st uvedené v tabulke 7.

| K| o |uwV(a) |V a)]| n |
90 -R - - -

95 | -0.1664 | -0.989941 0.01011 | 35510
99 | -0.0281 | -0.992659 0.007368 | 32751
100 | -0.0164 | -0.992771 0.007255 | 32431
101 | -0.0138 | -0.992801 0.007225 | 32342
105 | -0.003 -0.992848 0.007177 | 32106
110 | 0.0026 -0.99285 0.007176 | 32037

Tabulka 7: Optimalne o, pre rézne hodnoty K°.

Vidime, Ze optimalne « je vyrazne mensie nez 1. Takato vol'ba koeficientu
a poskytuje maximalny uzitok, pritom vyssi zitok sa dosahuje pre opcie s
nizsou expiracnou cenou a nizsi Gzitok sa dosahuje pre opcie s vysokou expi-
racnou cenou. Taktiez hodnota V¢F napoveda, Ze pri vhodne volenom o je
skutocne efektivnejsie opcie obchodovat nez vlozit peniaze na ucet, pretoze
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obchodovanie s opciami je spojené s ocakavanim zisku. Tiez je zjavné, Ze
vo vidine pripadov (K = 90,...,105) opciu H® v ¢ase t = 0 nepredavame
ale kupujeme a jedine v pripade K = 110 je optiméalne skutoc¢ne opciu pre-
dat. V pripade opcie s expirac¢nou cenou K = 90 sa optiméalne « realizovalo
pre velmi malé ¢isla, ¢o znamena, Ze opcia bola podhodnotend a preto bolo
optimélne kupovat velké mnozstvo tejto opcie, nakol'ko tato stratégia posky-
tovala arbitraznu prilezitost.

Vo vseobecnosti z tabulky 7 vidno, Ze aZ na opciu s expira¢nou cenou K =
110 boli vSetky opcie podhodnotené, pretoze optimalne bolo tieto opcie ku-
povat. Na druhej strane opciu s expira¢nou cenou K = 110 bolo optimélne
predéavat.

Na zaklade tychto zisteni sa ukazuje, Ze strednohodnotovy H; proces z
kapitoly 4.1 neocenuje opcie spravne vzhladom na pouzita uzitkovia funkciu.
Plati totiz, ze opciu ktoré nie je nadhodnotené ani podhodnotena, nie je vy-
hodné ani kupovat ani predavat, pretoze neposkytuje ziadny dodatoc¢ny zisk,

14].

6.5 Optimalne a pre nadhodnotené a podhodnotené opcie

V tejto kapitole sa nadhodnotend a podhodnotena opcia rozumie nad-
/pod-hodnotend vzhladom na strednohodnotovy H; proces z kapitoly 4.1.
Uvazujeme zadanie rovnaké ako v predchadzajtcej kapitole, pricom vsak bu-
deme sledovat volbu optiméalneho « pre opciu ktort dokdZeme predat za
CY = H{ + m. Vysledky zobrazuje tabulka 8.

Z tabulky 8 su vysledky predchadzajucej kapitoly eSte zretelnejsie, pri-
¢om znova ak je opcia nadhodnotené (7 = 0.2), je optimalne ju predéavat a ak
je podhodnotena (m = —0.2), je vyhodné ju kupovat. Znova ¢isla R oznacuju
arbitraznu prilezitost a tato situacia nastava jednak pri opcii s expiracnou
cenou K = 110, ktorej cena v pripade m = —0.2 je v podstate zaporna ale
tiez pre opcie s expiracnou cenou K = 90, K = 95.

V oboch pripadoch (7 = £0.2) zistujeme, Ze najnizsi tzitok je dosiahnuty
pri obchodovani s opciou ktora je at-the-money, ¢o je v stulade s intuiciou,
7e majitel at-the-money opcie je vystaveny najvacsej neistote, a teda zaistit
takuto opciu bude najzlozitejsie.

Za predpolkadu ze plati tvrdenie: "ak investor obchoduje opcie v ¢ase
t = 0 za férovii cenu, potom je indiferentny ku mnozstvu opcii ktoré vlast-
ni", potom pri férovej cene bude optimalne o = 0. Ak budeme predpokladat,
ze zavislost medzi optimalnym « a vychylkou 7 od ceny H{ je linearna, po-

31



= 0.2
| K | Hy o Ju(V(ar)) | Vo¥(a) |
90 | 10.291 0.9995 | -0.894202 0.111823
95 | 5.6974 | 0.6106 | -0.941622 0.060151
99 | 2.8062 | 0.3616 | -0.959275 0.041577
100 | 2.217 0.3158 | -0.963050 0.03765
101 | 1.7794 | 0.3520 | -0.959074 0.041787
105 | 0.5657 | 0.5210 | -0.940520 0.061322
110 | 0.0828 | 0.9995 | -0.857275 0.153997

T = —0.2
‘ K ‘ H) ‘ o ‘ uo(V(a*)) ‘ VCE(a*) ‘
90 | 10.291 -R - -
95 | 5.6974 -R - -
99 | 2.8062 | -0.4783 | -0.944689 0.0568999
100 | 2.217 | -0.3766 | -0.954942 0.0461044
101 | 1.7794 | -0.4293 | -0.950631 0.0506298
105 | 0.5657 | -0.7492 | -0.926051 0.076826
110 | 0.0828 -R - -

Tabulka 8: Optimalne «, pre nadhodnotené a podhodnotené opcie (v zmysle
H; procesu)

tom mozeme urobit hruby odhadnut pre férovi cenu opcie. Prislusné odhady
70 zaznacené v tabulke 9.

| K | Hy | Hy | H3™
90 | 10.291 - 10.3642
95 | 5.6974 | 5.7402 | 5.6965
99 | 2.8062 | 2.8272 | 2.7531
100 | 2.217 | 2.2306 | 2.1958
101 | 1.7794 | 1.7930 | 1.7172
105 | 0.5657 | 0.5668 | 0.5208

110 | 0.0828 | 0.08223 | 0.0713

Tabulka 9: Linearny odhad férovej ceny opcie vychadzajuci z predpokladu
7ze o = 0.

Z tabulky 9 vidno, Ze férova cena v zmysle exponenciédlnej uzitkovej fun-
kcie je mierne vysSia nez cena vypocatand z BS modelu.
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6.6 Dynamické theta-beta zaistenie.

Uvazujme Standardné zadanie (29). Nech na trhu su k dispozicii opcie
s nasledujticimi expiraénymi cenami:

Kl - 95, KQ == 99, Kg == 100,
K, =101, K5 = 105, K = 110.

Na zaistenie short pozicie jednej z dostupnych opcii H',i € 1,2,...,6,
ktortt oznacujeme H° vyuzivame okrem bezrizikového tétu a akcie taktie
niektoru z dalsich dostupnych opcii. Minimaliza¢ny problém je definovany
pomocou vztahov (25) a (26). Na najdenie optimélnej dvojice {6:, 5;} boli
pouzité numerické metody popisane v kapitole 5.3 a to jednak viacrozmerna
NM a tiez metdéda konjugovanych gradientov Fletcher-Reeves. Pre najdenie
optimélneho kroku, ktory pre zvoleny smer bolo treba hladat v kazdej podi-
teracii, bola pouzita metoda bisekcie a Newtonova metoda.

Pri numerickych vypoctoch bola zvolenéd nasledujiica presnost:
krok 1: vypocet gradientného smeru - € = 107°,
krok 2: vypodcet optimalneho kroku - € = 1075,

Ako vyplyva z tabulky 8, najnizsi uzitok zo zaistenia je dosiahnuty pre
opciu at-the-money, a preto skisime na zaistenie tejto opcie vyuzit sofistiko-
vanejsiu zaistovaciu stratégiu nez delta hedging. V case t = 0 predpokladame
predaj optimalneho poétu a* = 0.3158 opcie H® s expira¢nou cenou K = 100
za férova cenu HY.

Ako ukazuje obrazok 11, v principe ide o konvexny problém dvojrozmer-
nej optimalizacie.
Pouzité numerické metody boli oSetrené proti pripadnym degeneréciam pri
ktorych by niektory z parametrov mal tendenciu ist do nekonecna tak, Ze
maximalny povoleny pocet iteracii v kroku 1 bol 500 a v druhom kroku 50
iteracii. Metoda bisekcie Specidlne identifikovala situaciu, kedy optimélny
krok mal v mikroiteracii tendenciu sklznut do nekone¢na a pocet takychto
defektov je zaznaceny v tabulke 10 ako ¢islo ER.

Vsetky pouzité metody sa stretavali s problémami naznac¢ujicimi arbit-
réazne prilezitosti. Tieto st dokumentované v tabulke 10 napriklad ¢islom ER
pri metode bisekcie, ale i pri ostatnych metoédach sa minimum c¢asto realizo-
valo na hranici pripustného poctu iteracii, a teda neslo o skuto¢né minimum.
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Obréazok 12: Priebeh replika¢nej chyby pret =T —1, 5 = 127.12. Optimalna
dvojica {0, 5} lezi na priamke smerujicej do (—o0, 00).

Vsetky metddy zhodne maximalizovali izitok pri pouziti zaistovacej opcie
s expira¢nou cenou K = 90, ale znova, uzitok prilis rychlo rastici k nule by
mohol signalizovat arbitraz. Konkrétne ako vidno z obréazka 12, pre vysoké
ceny akcie sa maximalizacia uzitku realizuje na diagonale (—1,1) — (1,—1)
a optimalna kombinacia {6;, 5;} utekda do (—oo, 00) resp. (o0, —o0). Toto
zistenie sa d& interpretovat tak, ze v spomenutych pripadoch vznika arbitraz
v zmysle pouzitej tzitkovej funkcie a rozdiel vo vynosoch medzi akciou a
zaistovacou opciou H* poskytuje bezrizikovy zisk, pri¢om optiméalne je drzat
vel mi vysoku poziciu v zaistovacej opcii ktoréa je financované kratkou poziciou
v akciach (resp. naopak). Tato degeneracia sa prejavovala hlavne pre opcie
s nizkou expira¢nou cenou.

V pripade, ked sa nevyskytuje arbitrazna prilezitost, zaistenie pomocou
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a) Newtonova metoéda; Newtonova metdéda
ESERUCYT TR ORI
95 | -0.113, 0.1488 | -0.652287 | 0.42727 12514
99 | -0.0411, 0.0411 | -0.874128 | 0.134529 7982
101 | 0.0056, 0.2976 | -0.988951 0.01111 7339
105 | 0.0649, 0.412 -1.00922 | -0.00917771 | 4619
110 | 0.1112, 0.8754 | -1.01935 | -0.0191679 | 3806

b)  Fletcher-Reeves; Newtonova metoda
(K] {8 [ wlo) [ W [ n [ |
95 1,0 -R -R -
99 | 0.7028, -1.9903 | -0.196655 1.62631 1019
101 | 0.418, -1.2604 | -0.548976 | 0.599701 1005
105 | 0.0902, 0.1683 | -0.974824 | 0.025498 1118
110 | 0.0968, 1.2402 | -1.01785 0.017697 573

c) Fletcher-Reeves; metoda bisekcie
(K] {6 | o) | " [ n [ER]
95 |-0.3576, 0.5139 | -0.846417 | 0.166743 3735 | 22
99 |-0.0328, 0.2732 | -0.974673 | 0.025653 3789 | 14
101 | 0.0014, 0.3107 | -0.992336 | 0.007694 | 4144 | 10
105 | 0.0703, 0.3405 | -0.994572 | 0.005443 3905 | 7
110 | 0.0971, 1.2235 | -1.01745 0.017301 3261 | 3

Tabulka 10: Optimélna zaistovacia stratégia v ¢ase t = 0 pri pouziti theta-
beta zaistenia. Prvy nazov tabulky oznacuje pouziti metodu v kroku 1,
druhy v kroku 2.

zaistovacej opcie H' je optimélne (3; je nenulové) len v pripade, ak opcia H°
je at-the-money. Inak zaistenie pomocou opcie H' neprinasa vyssi uzitok v
zmysle pouzitej uzitkovej funkcie, a preto sa nerealizuje. Priebeh theta-beta
je teda principialne v silade so spravanim gamma opcie H° vypocitaného z
Black-Scholesovho modelu (vid obrazok 13).

Porovnanim tabuliek 10 a 8 zistujeme, ze theta-beta stratégia, teda gam-
ma hedging v zmysle pouzitej uzitkovej funkcie, nedéva spolahlivo lepsie
vysledky nez jednoduché theta zaistenie. Neisté vysledky spolu v kombinacii
s vyskytom arbitraznych prilezitosti poskytuju dévod na konstatovanie, Ze
dynamické theta-beta zaistenie nie je optimalnou zaistovacou stratégiou.
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Theta zaistenie
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Obrézok 13: Vyvoj optimalnej {6;, 3;} stratégie pre S = 100, K° = 100, K° =
105; (6; - horna hodnota, 3; - dolna hodnota) a gamma opcie HY podl'a Black-

Scholesa.
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6.7 Statické theta-beta zaistenie

Problémom dynamického theta-beta zaistenia je okrem jeho nepresved-
¢ivych vysledkov aj jeho financéna naro¢nost, pretoze vznikajuce transakéné
naklady prakticky zabranuju realizécii takejto stratégie v praxi. V tejto ka-
pitole skusime néjst alternativnu stratégiu ktora by urcila optimélnu poziciu
zaistovacej opcie v Case t = 0 a nésledne by na zaistenie vyuzivala len akciu
a bezrizikovy ucet. Rovnako ako v predchadzajtcej kapitole, aj teraz sa bu-
deme snazit zaistit opciu ktoré je at-the-money, pretoze uzitok zo zaistenia

Vv

Uvazujme 7Ze opciu s expira¢nou cenou K = 100 dokdZeme predat za cenu
HQ + 0.2. Tejto cene prislicha optimalne o = 0.3158. Cielom teraz bude
najst mnozstvo af opcie s expiracnou cenou K = K*, ktoré treba v ¢ase t = 0
kapit, aby ocakavany uzitok vzrastol. Na najdenie takejto pozicie vyuzijeme
rovnaky postup ako sme zvolili pri hfadani optimélneho o, pri¢om cenu za
ktoru je mozné zaistovaciu opciu kupit sme volili ako linearnu aproximaciu
férovej ceny v zmysle kapitoly 6.5. Vysledky st zaznamenané v tabulke 11.

- - -0.963050 | 0.03765
90 -R - -

95 |-0.2403 | -0.956473 | 0.0445026
99 | -0.3140 | -0.939367 | 0.0625490
101 | -0.3061 | -0.939067 | 0.0628681
105 | -0.2335 | -0.954002 | 0.954002
110 | -0.2112 | -0.961334 | 0.0394337

Tabulka 11: Statické theta-beta zaistenie.

Z tabulky 11 vidno, Ze najefektivnejSie zaistenie sa dé dosiahnut ked na
zaistenie pouZijeme opciu s expira¢nou cenou K* = 101. Pri pouZiti Tubo-
volnej so skiimanych opcii (s vynimkou opcie s expirac¢nou cenou K* = 90,
pretoze vtedy nastala arbitrazna prilezitost a optiméalne bolo nakupit privelké
mnozstvo tejto opcie) bol vSak dosiahnuty vyssi uzitok nez pri jednoduchom
theta zaisteni.
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7 Zaver

V praci sme skumali problém dynamicky optimalneho zaistovania na ne-
uplnych trhoch, pricom efektivnost zvolenej stratégie sme merali zapornou
exponencialnou uzitkovou funkciou. Na zaistenie sme pouzivali jednak jedno-
duchu theta stratégiu odvodent od delta zaistovacej stratégie a tiez theta-beta
stratégiu, a to jednak dynamicku a tiez staticki, pricom obe vyuzivaji na
zaistenie d'alSiu opciu, a tym sa podobaju na stratégiu gamma zaistenia.

Zistujeme, 7e model dynamického theta-beta zaistenia jednak vyzaduje
poznat proces zaistovacej opcie, ktory je vo vSeobecnosti neznamy, navyse
vSak nepodava presvedcivé vysledky a tiez kvoli vysokym transakénym na-
kladom je ako zaistovacia stratégia nevhodny.

Na druhej strane staticky model theta-beta zaistenia je v praxi implemen-
tovatelny a dava aj oproti jednoduchému theta zaisteniu lepsie vysledky.
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