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Uvod

V deviitdesiatych rokoch minulého storoéia sa masivne rozbehlo zaistovanie
investicii pomocou derivatov. Vznikla preto prirodzena potreba spravneho
ocenenia derivatov, ¢o v zédsade nie je problém, pokial podkladovym akti-
vom je jednorozmerny nastroj (akcia, dlhopis,...). Problém vSak nastava,
pokial zvySime rozmer tlohy, t.j. za podkladové aktivum zoberieme napri-
klad index, ktory je vlastne vazenou sumou viacerych akeii (¢i dlhopisov).
Prvotnym problémom je to, Ze sa porusi zakladny predpoklad lognormality
modelu, pretoze vazena suma lognormalne sa spravajucich objektov uz nie
je lognormélna. Druhy, ako sa neskor ukaze, ovela zavaznejsi problém je, ze
treba pri oceneni brat do uvahy korelacie medzi jednotlivymi komponentami
indexu.

Hlavnym cielom tejto prace bolo overit v praxi sposob rieSenia ocenenia deri-
vatu viacrozmerného podkladového aktiva (aplikovanim tzv. AOS schémy),
ako je to z teoretickej stranky podrobne popisané v diplomovej préci [1] Soni
Kilianovej z roku 2004. Ako sa ale neskdr ukazalo, tato jedina idea nestacila
a bolo treba pridat k AOS schéme dalsi napad, ktory by cely problém spravil
rieSitelnym.

Cela praca je ponata viac prakticky, preto sa v ivodnych kapitolach najskor
oboznamime so zakladnymi principmi tvorby indexov, ich derivatov a tro-
chu podrobnejsie sa budeme zaoberat indexom Dow 10, na ktorého datach
spravime niektoré zékladné testy. V dalSej ¢asti si ukdZzeme preco samotné
AOS schéma nestaci a objasnime si niektoré viac ¢i menej tspesné metody

rieSenia celého problému.



1 Co je to index.

1.1 Zakladné informacie.

Akciovy index je Statistickou veli¢inou, ktord meria zmeny v portféliu ak-
cii reprezentujucich cast celkového akciového trhu (niekedy dokonca i trh
cely). Tym poskytuje pomerne kvalitni informéciu o tom, ktorym smerom
sa trh, ¢ jeho urcita cast, uberd. Do niektorych indexov mozno aj priamo
investovat. Vyhoda takejto investicie spoc¢iva v tom, Ze investor vlastni casto
velmi rozsiahle portfélio akcii reprezentované iba jednym cennym papierom,
¢o so sebou prinasa vyrazné zjednodusenie celej investicie a s 1nou spojene;j
diverzifikacie rizika, ako aj celkové zniZzenie transakcénych nakladov. Trhové
indexy st bezne zostavované tromi zakladnymi spésobmi. Kazdy z tychto
spdsobov mé svoje Specifikd, a preto je dolezité poznat sposob ich tvorby,
aby bolo mozné korektne interpretovat vyvoj tychto indexov resp. stav na

tom ¢i onom trhu.

1) Podiel konkrétneho titulu na celkovom indexe je dany trhovou

kapitalizaciou spoloénosti. (value weighted indexes) Tento pristup vy-

.....

.....

na ekonomiku ako ¢innost mensich spolo¢nosti. Tymto sposobom je tvorend
vicsina hlavnych svetovych indexov ako napriklad Standard & Poor’s 500
Index, NASDAQ Composite Index (Obr. 1), DAX Index, Wilshire 5000 In-
dex, London FTSE, indexy MSCI a rovnako aj cesky index PX 50 ako aj
slovensky akciovy index SAX.

2) Cenovo vazené indexy. (price weighted indexes) Konstrukcia ta-
kychto indexov ignoruje celkovii trhovia kapitalizaciu spolo¢nosti a uspoko-
juje sa iba so znalostou aktudlnych cien jednotlivych akcii. To v praxi zna-
mena, ze ¢im vyssia bude cena akcil spoloc¢nosti, tym vicsiu vahu budd mat

tieto akcie v indexe. Preto aj firma ”trpaslik” moéze pohnut indexom viac ako



firma ”obor”.

Prikladom cenovo vazeného indexu je jeden z najznamejsich a najsledova-
nejsich indexov vobec, americky Dow Jones Industrial Average. Obdobnym

sposobom je konstruovany aj japonsky Nikkei 225.

3) Podiel konkrétneho titulu na celkovom indexe je pre kazdua spo-
lo¢nost rovnaky. (equal weighted indexes) Konstrukcia takychto inde-
xov (rovnako ako cenovo vazenych indexov) ignoruje celkovi trhovi kapita-
lizaciu spolo¢nosti a priradzuje kazdej spolocnosti rovnakti vahu. Preto si

vsetky akcie takéhoto typu indexu zrovnopravnené.

Prikladom takto tvorenych indexov je S&P 500 Equal Weight Index, Dow 5
a Dow 10, s ktorym sa v tejto praci budeme zaoberat trochu podrobnejsie.
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Obr. 1: Vyvoj ceny indexu NASDAQ Composite.



1.2 Hlavné svetové indexy.
1.2.1 Dow Jones Industrial Average

Dow Jones Industrial Average (DJIA) je index tridsiatich americkych blue
chips, teda akcii velkych spolocnosti, ktoré st najlepsimi predstavitelmi ame-
rickej ekonomiky. Tento index vytvoril Charles Dow v roku 1896 a je v su-
casnosti historicky najstarsim americkym akciovym indexom. Pévodny in-
dex zahfnal iba dvanast akcii vratane spolo¢nosti General Electric, ktort
ako jedinu stale najdeme v tomto indexe. V roku 1916 bol DJIA rozsireny na
dvadsat akcii a kone¢ného poc¢tu tridsiatich akcii sa index dockal v roku 1928.
Najvicsou slabinou indexu DJIA je jeho velmi tizke zameranie, a to i napriek
tomu, Ze index sleduje vykonnost tridsiatich obrich spolo¢nosti. Uréite stoji
za zmienku fakt, ze tento index je zostavovany editormi dennika Wall Street
Journal, ¢o predpokladé urcitt mieru subjektivity pri jeho zostavovani. Na-
priek vsetkym svojim nedostatkom vsak index DJIA dokazal pomerne presne

kopirovat vyvoj celého amerického akciového trhu.
DJIA je pocitany podla vztahu (1):

s
DJIA = == 1
Divisor (1)

Jkde P; znamend aktudlnu trhovi cenu i-tej akcie. Divisor (delitel) je ¢islo,
ktoré slizi na odstranenie zmien hodnoty indexu v doésledku niektorych kor-
poratnych javov. Ide predovsetkym o vyplatu hotovostnych dividend, stiepe-
nie akcii a vznik dcérskych spolocnosti. Novy delitel sa v takychto pripadoch
nastavuje tak, aby hodnoty indexu pred korporatnym javom a po nom boli

zhodné.

1.2.2 Standard and Poor’s 500 Index

Zatial¢o index DJIA pritahuje pozornost médii, index Standard and Poor’s
500 Index (S&P 500) je odbornikmi povazovany za Standardné meradlo vy-
konnosti amerického akciového trhu. Akcie zahrnuté v tomto indexe tvoria asi



70 percent celkovej kapitalizacie amerického akciového trhu. Index S&P 500
sice uzrel svetlo sveta v roku 1957, ale tvorcovia indexu retroaktivne urcili
jeho hodnotu uz od roku 1926. Index neobsahuje 500 najvécsich spoloc¢nosti,
ako by mohlo vyplyvat z jeho nazvu, ale 500 spolo¢nosti, ktoré s vybrané
vyborom spolo¢nosti Standard&Poor’s, a to predovsetkym na zaklade nasle-
dujucich kritérii:

o velkost

e odvetvie (aby index ¢o najviac reprezentoval americki ekonomiku vo

vSetkych odvetviach)
e likvidita (tzn. aby akcie boli ”dobre obchodovatelné”)
e stabilita (musi sa jednat o silné spolo¢nosti)

To st vieobecné podmienky, ktoré musia spolo¢nosti splitat, aby sa do indexu

dostali. Z indexu naopak spolo¢nosti mozu vypadnut:
e flziou s inou spolo¢nostou
e bankrotom

e tym, Ze prestani reprezentovat svoje odvetvie,. ..

Okrem americkych spoloc¢nosti, ktorych je v indexe drviva vicsina, tu naj-
deme aj niekolko kanadskych spolo¢nosti a iba dve eurépske spolo¢nosti:
Royal Dutch Petroleum a Unilever. Viac ako 85% spoloc¢nosti je obchodova-
nych na New York Stock Exchange (NYSE), zbytok vi¢sinou na NASDAQ

a len nepatrné mnozstvo na American Stock Exchange (AMEX).

S&P500 je pocitany podla vztahu (2):

500
- P i

S&P500 — Ez=1—*Q
Divisor

(2)

Jkde P; znamena aktualnu trhova cenu i-tej akcie, (); znamend mnozstvo

emitovanych akcii na trhu. Podobne ako pri DJIA, aj pre S&P500 vykonava



delitel funkciu akéhosi kompenzéitora nepriaznivych vplyvov korporéatnych
javov. Ide napriklad o emisiu novych akcii v objeme vicSom ako 5%, spitné
odkupenie akcii opit vo vicsom objeme ako 5%, vyplata hotovostnych divi-

dend, nahradenie spolo¢nosti v indexe a pod.

Skutocné mnozstvo emitovanych akcii spolo¢nosti na trhu sa v désledku ne-
ustalych drobnych emisii a odkupovania (pod 5%) nezhoduje s hodnotou Q);
pouzivanou na vypocet hodnoty indexu. Dévod je ten, ze v désledku ne-
ustaleho menenia poc¢tu akcii na trhu by muselo dochadzat k adekvatnemu
upravovaniu delitela a tym by dochadzalo ku kumulovaniu zaokrihlovacich
chyb, az by sa tieto stali signifikantnymi. Preto spolo¢nost Standard&Poor’s
zaviedla Stvrfrocné rebalancovanie, pri ktorom sa tieto odchylky vyrovna-
vaju.

V Tabulke 1 mo6zeme vidiet hodnotu a vysku delitela nami diskutovanych

indexov.

Index | Hodnota Delitel’
DJIA 9873.42 0.135003
S&P500 | 1064.726 | 9255069213.6
DAX 3891.59 555043.05

Dow10 100 1020.518

Tabulka 1: Parametre vybranych indexov. Udaje st aktuélne k 25.3.2005.

1.2.3 Deutscher Aktien Index

Deutscher Aktien Index (DAX) je zlozeny z tridsiatich nemeckych blue chips
(analogicky ako v pripade Dow Jonesu sa jedn4 o tridsat najvicsich a najviac
obchodovanych predstavitelov nemeckej ekonomiky kétovanych na Frankfurt-
skej burze cennych papierov) a je povazovany za nastupcu ” Boersen-Zeitung

Indexu”, s historickymi datami siahajicimi do roku 1959. DAX vsak na roz-



diel od Dow Jonesu patri medzi kapitalovo vazené indexy. Je teda pocitany

a upravovany na zaklade tych istych pravidiel ako S&P500.

1.2.4 Dow 10

Index Dow 10 je jednym z rovnako vazenych indexov. Pomocou neho sa
pokusime v tejto praci objasnif niektoré zédkladné principy fungovania viac-
rozmernych instrumentov a ich derivatov, preto budeme trochu podrobnejsi.

Dow 10 sa vytvara nasledujicim postupom:

1. kazdy december je tridsat akcii tvoriacich Dow Jones Industrial Ave-
rage zoradenych podla dividendovych vynosov v priebehu celého roka

a desat najlepsich je zaradenych do Dow 10.

2. Kazdému z tychto desiatich titulov je pridelend rovnaka vaha desiatich

percent.

3. Pouzitim vztahu (3) sa pocita hodnota indexu.

Dowl() = == — 3
ow Divisor (3)

,kde P; predstavuju aktualne kurzy akcii. Mnozstva (); s vypocitané na

prelome rokov podla vztahu (4) a st platné pocas celého nasledujtceho roka.

10000
Qi = I

(4)

P’ predstavuju kurzy, na ktorych dané akcie uzavreli kalendarny rok. Pouzi-
tim vztahu (4) sa zabezpecuje rovnovaha medzi jednotlivymi komponentami.
V Tabulke 2 mozeme vidiet spominany postup realizovany na konkrétnych
¢islach na prelome rokov 2003/2004. Dow 10 je rebalancovany pravidelne na
prelome decembra a januara, kedy sa aplikuje predchadzajici postup a do-
chadza aj ku tprave delitela, ktory sa nastavi tak, aby hodnota pred a po
rebalancovani zostala nezmenend. Je zrejmé, ze Ucast konkrétnej akcie na

tvorbe indexu nie je istd, kedze akcie su volené na zaklade dividendovych



Symbol Nazov Cena | Mnozstvo | Vaha
DD Du Pont Ei De Nemours 45.89 218 10.00%
EK Eastman Kodak Co 25.67 390 10.01%
GE General Electric Co 30.98 323 10.01%
GM General Motors Corp 53.40 187 9.98%
JPM | Jp Morgan Chase And Co Inc | 36.73 272 9.99%
MO Altria Group Inc 54.42 184 10.01%

MRK Merck And Company Inc 46.20 216 9.98%
SBC Sbc Communications Inc 26.07 384 10.01%

T At And T Corp 20.30 493 10.01%
XOM Exxon Mobil Corp 41.00 244 10.00%

Tabulka 2: Vysledok rebalancovania Dow10 k 1.1.2004.

vynosov a teda je bezné, Ze nie vSetky akcie obsiahnuté v indexe na konci
roka, si v niom aj na zaciatku nasledujiceho roka. Z predchadzajtaceho je
taktiez jasné, ze Dow 10 nie je rovnako vazeny v pravom zmysle slova pocas
celého roka, ale iba na jeho zaciatku.

Pokial v priebehu roka nastane jav, Ze spolo¢nost tvoriaca Dow 10 zanikne,
pripadne je z akychkolvek pri¢in vyradend z indexu Dow Jones, nahradza
ju aktuélne dividendovo najlepsia spolo¢nost, ktora zatial v indexe nevystu-
puje, pricom jej je priradend aktualna vaha akcie, ktorti nahradza.
Momentéalne (rok 2005) index tvoria vSetky akcie uvedené v Tabulke 2 s tym,
ze Coca-Cola Co (KO) nahradila akciu firmy General Electric Co. (GE), Ci-
tigroup Inc. (C) nahradila Exxon Mobil Corp. (XOM) a Pfizer Inc. (PFE) a
Verizon Communications Inc. (VZ) sa objavili v indexe potom, ako z kltco-
vého DJIA vypadli spolo¢nosti Eastman Kodak Co (EK) a At And T Corp
(T).

Stiepenie akcii je oSetrené pouzitim vzorca (4) s aktualnou cenou akcie za

podmienky, ze rozstiependa akcia si ponechava vahu akcie, z ktorej vznikla.



Pokial v priebehu roka ddjde ku vzniku dcérskej spoloc¢nosti, ktord sa od-
deli od spoloc¢nosti tvoriacej Dow 10, tak v indexe zostéva iba povodna (ro-
dicovska) spolo¢nost, pri¢om sa vypocita nové mnozstvo akcii (); pomocou
vzorca (4) s aktualnou cenou akcie po oddeleni. Analogicky ako v predcha-
dzajicom pripade, vaha akcie pred a po vzniku dcérskej spoloc¢nosti zostava

rovnaka.
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Obr. 2: Vyvoj cien vybranych akcii a indexu.

Z Obr. 2 mdzeme jasne vidiet charakter spravania sa indexu vzhladom na
svoje akcie, t.j., ze samotna akcia ma pomerne maly vplyv na celkovii sumu,
ktorej je Castou a teda pokles ¢i narast jednej zlozky sa na indexe vobec
nemusi prejavit. Preto treba mat vzdy na pamiiti, Ze indexom vyrazne pohne

iba stcasna a rovnako orientovana zmena viacerych podkladovych aktiv.



2 Co je to derivat indexu.

2.1 Zakladné informacie

KedZe do indexov s investované miliény dolarov, euro ¢i jenov po celom
svete, vznikd prirodzené potreba, ako mozno znizit riziko spojené s tymito
investiciami. RieSenie tohto problému poskytuji prave derivaty ako napr.

opcie, forwardy a futures. V tejto praci sa budeme venovat Specidlne opciam.

Kde je mozné obchodovat s opciami? Jednou z najviicsich birz opcii na svete
je Chicago Board Options Exchange (CBOE), ktoré bola zaloZena roku
1973. Eurépskou obdobou CBOE je EUREX, zalozeny v roku 1998. Viacero
btrz, na ktorych sa d& obchodovat s opciami a inymi derivatmi, je mozné
najst na stranke:

www.world-exchanges.org/WFE /home.asp?action=document&menu=281

2.2 Opcie na indexy

Opcia na index predstavuje pravo na ktpu (call) alebo predaj (put) indexu
(underlying asset) za vopred stanovent cenu (strike price) v stanovenom ter-
mine (expiration cycle kondiaci s expiration date). Podla tohto terminu de-
lime opcie na eurépske a americké. S americkou opciou moézeme svoje pravo
uplatnit kedykolvek do stanoveného datumu, s eurépskou opciou je to mozné

iba presne v dany dem.

Vlastnosti opcii na indexy (DJIA, S&P 500, Dow 10):

e ich zakladom je jedna stotina indexu, ku ktorému prislichaju, t.z., ze

ak napr. index je na tirovni 7500 bodov, tak jeho hodnota je 75

e cena opcil je stanovena v desatinnych cislach, pricom jeden bod sa
rovnd 100USD (alebo inej peniaznej jednotky, odteraz ak sa vyskytne

nejaky udaj viazici sa na menu, budeme pouzivat iba americké dolére)

10



e minimdalna zmena strike price opcii, ktorych hodnota je pod 3.0 (300
USD), je 0.05 (5 USD) a pre vSetky ostatné je to 0.1 (10 USD),t.j.
existuju iba opcie so strike price 85, 90, 95, 100, atd, ¢lovek bude méarne

hladat strike price rovna napr. 91

e posledny deii, kedy je mozné s opciami obchodovat je pracovny den
(zvycCajne Stvrtok) pred tretim piatkom v mesiaci, kedy konéi platnost

opcie

e expiration date je sobota po trefom piatku mesiaca, v ktorom vyprsi

expiracia

e dl7ka expiracného cyklu sa sklada z troch najblizsich mesiacov, dlhsie
cykly su zaloZené na kvartédlnom posune ( t.z., Ze ak je teraz december
2003, tak je mozné obchodovat s opciami na dec03, jan04, feb04, mar04,
jun04, sep04, dec04, mar05,atd )

e opcie na index byvaji hotovostne vytuctované (cash-settled), ¢o zna-
mena, ze pri uplatneni opcie v dobe expiracie jej majitel nemé préavo
na kupu (pri call-opcii), ¢ predaj (pri put-opcii) indexu za strike price,
ale dochadza iba ku finanénému vyrovnaniu, pri ktorom ziskava sumu
rovnu rozdielu strike price a aktualnej hodnoty indexu nasobent ¢islom
100

e za aktualnu hodnotu indexu, brant do vypoc¢tu hodnoty vyrovnania, sa
berie otvaracia hodnota indexu v pracovny den pred expiraciou (zvy-
Cajne piatok). Pokial niektord akcia tvoriaca index neotvorila v tento
den, tak za jej kurz sa berie posledna zaznamenana hodnota, za ktora

bola dané akcia predana

Vlastnosti opcii na DAX (rovnaké ako v predch. Casti, rozdiely sa

nasledovné):

e ich zakladom je jedna pétina indexu

11



e posledny den obchodovania s opciou je treti piatok v mesiaci, v ktorom
vyprsi expirdcia (ak sa v tento den neobchoduje, tak sa berie posledny

obchodny deri pred tym)

e do hodnoty indexu, ktord je brand do vypoc¢tu sumy vyrovnania po
expiracii, sa bert posledné ceny akcii, za ktoré bol zrealizovany obchod

v dany den

12



3 Skumanie korelacnych vlastnosti akcii tvo-

riacich index a overenie lognormality

V tejto Casti sa pozrieme nato, aky je vztah medzi vyvojom kurzu indexu a
kurzami akcii, ktoré ho tvoria, ako aj tym, ¢i je splneny zakladny predpoklad
lognormélneho spravania sa zucastnenych aktiv. Skimat budeme index Dow
10 v roznych casovych periédach: po 1 minite, 5 minutach, 30 minttach a
hodine. Data, z ktorych vychddzame, st zozbierané v obdobi 14.9.2004 az
29.11.2004 v mintutovych intervaloch. Ich zdrojom st stranky www.cboe.com

a finance.yahoo.com.

3.1 Overenie lognormality

Nato, ¢i pracujeme s lognormalne sa spravajucimi objektami, pouzijeme
Jarque-Berov test. Testovacia Statistika meria rozdiel Sikmosti a Spicatosti
dat so sikmostou a $picatosfou normalneho rozdelenia. Statistika je teda po-

¢itana z relativnych prirastkov cien nasledovne:

1p=""Fe L ap (5)

6 4

Jkde S je sikmost, K je $picatost, N predstavuje poCet merani a k znamena
pocet odhadovanych koeficientov (v nasom pripade 0). Za platnosti nulovej
hypotézy normalneho rozdelenia dat je Jarque-Berova statistika rozdelena
ako Chi-kvadrat s dvoma stupiiami volnosti. Zobrazovana pravdepodobnost
(Probability) je pravdepodobnost toho, Ze Statistika prekro¢i (v absolitne;j
hodnote) pozorovani hodnotu. Mald pravdepodobnost vedie k zamietnutiu
nulovej hypotézy o normalnom rozdeleni dat. V Tabulkéch 3 a 4 st uvedené
jednotlivé charakteristiky pre index a vybrané akcie.

Nemé vyznam zatazovat Citatela s hodnotami pre vSetky akcie a vSetky
skiimané casy, pretoze nezobrazené akcie sa spravaji podobne ako zobrazené.
Zo v8etkych dat je zrejmé, Ze redlne data st velmi vzdialené lognormalite (¢o
je sposobené nizkou likviditou tychto aktiv pri malych ¢asovych intervaloch),

ale s rasticim casovym intervalom medzi datami sa blizime k lognormalite.

13



po 60 min. JPM MO SBC T XOM | MRK
Mean -1,bE-4 | 5,7E-4 | -1,7E-3 | 6,1E-4 | 2,1E-3 | 2,4E-3
Median 2,2E-4 0 0 0 0 2,1E-4
Maximum 2E-2 | §,1E-2 | 1,9E-2 | 3E-2 1,7E-2 | 2,3E-2
Minimum -2,9E-2 | -2,3E-2 | -2,7E-2 | -2,7E-2 | -2,1E-2 | -1,6E-2
Std. Dev. 52E-3 | 84E-3 | 4,7E-3 | 5,7E-3 | 4,1E-3 | 3,2E-3
Skewness -1,17 5,39 -0,1 0,13 -0,23 1,07
Kurtosis 10,39 52,32 8,62 7,7 6,85 15,74
Jarque-Bera 783 33447 415 289 194 2175
Probability 0 0 0 0 0 0
Observations 313 315 315 313 311 313

Tabulka 3: Vysledné charakteristiky pre hodinovy interval medzi datami

po 1 min. JPM MO SBC T XOM | MRK
Mean -29E-6 | 9.9E-6 |-2.9E-6 | 1E-5 | 4.2E-6 | 1.6E-7
Median 0 0 0 0 0 0
Maximum 2.2E-2 | 8,8E-2 | 1,6E-2 | 3.3E-2 | 14E-2 | 2,1E-2
Minimum -3.4E-2 | -3,3E-2 | -2,8E-2 | -1.8E-2 | -1,1E-2 | -1,5E-2
Std. Dev. 6.7E-4 | 1.1E-3 | 6.7E-4 | 8.8E-4 | 6.2E-4 | 4E-4
Skewness -5.59 46.19 -3.54 4 0.77 7.1
Kurtosis 508.57 | 3594.11 | 207.77 | 186.53 | 96.23 | 707.38
Jarque-Bera | 2E4+8 | 1E4+10 | 3E+7 | 3E4+7 | TE+6 | 4E48
Probability 0 0 0 0 0 0
Observations | 18630 18645 18645 | 18618 | 18631 | 18629

Tabulka 4: Vysledné charakteristiky pre mintitovy interval medzi datami

Mbze sa prirodzene vynorit otédzka, na ¢o je dobry Black-Scholesov pristup,
ked nie je ani zdaleka splneny zdkladny predpoklad lognormality? Odpoved

je jednoduchd, pokial nepozname rozdelenie, ktoré nam dokaze opisat vyvoj
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cien akcii lepSie, musime si vystacit s tym, ¢o mame. Okrem toho, ako uz raz
bolo napisané, s rasticim casovym intervalom sa k lognormalite blizime.
Pozorny citatel si uz uréite vSimol, Ze index nie je o ni¢ menej ani viac
vzdialeny lognormalite ako akcie, z ktorych sa sklada. Preco teda treba ap-
likovat viacrozmerny pristup? Odpoved je mozno nie celkom zrejmé. Ide o
toto. Ked odhliadneme od problému lognormality a zameriame sa iba nato,
7e index nie je ni¢ iné ako vazena suma akcii, medzi ktorymi existuju kore-
lacie, je otazne, ¢i spravnejsiu cenu derivatu dostaneme, ked zabudneme na
viacrozmernost a pouzijic jednorozmerny pripad Black-Scholesovej rovnice
dokézeme explicitne vyjadrit cenu derivatu, alebo sa pokisime, akceptujtc
urcité nepresnosti v rieSeni, dostat cenu derivatu ako rieSenie viacrozmernej
Black-Scholesovej rovnice, v ktorej korelacie medzi akciami zahrnuté su. V
tejto diplomovej praci budeme rozvijat prave ti druhi a jednoznacne zlo-
ZitejSiu cestu. Samozrejme by bolo vhodné na realnych détach testovat oba
pristupy, aby sme dostali kvézi jednoznacni odpoved, naco vSak treba kvan-
titativne omnoho viac dat, ako momentalne mame k dispozicii.

Pozrime sa v nasledujicej ¢asti nato, ak tlohu v indexe hraju tolko spomi-

nané korelécie.

3.2 Skumanie korelacie

Korela¢né matice relativnych prirastkov cien akcii a indexu vyzeraju nasle-

dovne:

po 60 minutach DO EK GE GM JPM MQC MRK SBEC T XOM MUT

(n]u} 1 028 063 041 040 053 022 048 010 033 06O
EK 0.28 1 040 028 042 028 -014 026 008 014 056
GE 0683 040 1 045 05T 052 D15 054 014 D35 073
GM 041 0328 045 1T 043 033 020 0258 014 011 D44
JPFM 040 042 057 043 1 021 -011 035 012 024 DB
Mo 053 026 052 023 021 1 017 038 012 D37 081
MRHK 022 014 015 030 011 07 1 008 005 018 D25
sBC 048 026 054 026 035 038 009 1 021 025 058
T Q10 o08 014 0714 012 0412 005 O 1 0038 030
XOM 033 014 035 011 024 027 018 025 0DO8 1 0,39
MUT QED 056 073 044 0BY 081 025 058 030 D39 1
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po 1 minute b EK GE GM JPM MO MRK SBC T XOM MUT

DD 1 0417 042 031 025 037 011 020 006 031 049
EK 017 1 023 020 007 024 014 014 007 013 040
GE 042 023 1 033 031 042 006 031 011 036 060
GM 031 020 033 1 029 027 035 021 009 021 032
JPM 025 007 031 029 1 018 004 022 010 023 043
MO 037 024 042 027 018 1 016 022 004 030 0,55
MRK 011 014 006 035 004 016 1 003 001 007 032
SBC 020 014 031 021 022 022 003 1 009 025 043
T 006 007 011 008 010 004 001 003 1 011 024
XOM 031 0413 036 021 023 030 007 025 0,11 1 047
MUT 049 040 060 032 043 055 032 043 024 047 1

Z uvedenych ¢isel vyplyva celkom zaujimavy, ale aj dost prekvapujici
fakt. Totiz, ak je akcia A maélo korelovana s akciou B a stcasne aj s akciou
C, tak potom aj akcie B a C st malo korelované. (pricom akcie povazujeme
za mélo korelované, pokial absoltitna hodnota korela¢ného koeficientu medzi
nimi je < 0.25)

Naproti tomu si predstavme ndhodna premennti X, ktora je malo korelovana
s ndhodnou premennou Y. Majme dalej tretiu ndhodni premennt Z, ktora
je rovna dvojnasobku prvej. Tym padom korelacia medzi Z a Y je rovnako
malé ako medzi X a Y, ale X a Z su pritom perfektne korelované.

Preto je trochu prekvapujuci obsah korela¢nych matic. Vychadzajuc z tychto
¢isel a teda akceptujuc ”tvrdenie o prenose korelacie”, mame v rukach silni
zbran, ktord ndm jeden obrovsky velkorozmerny problém rozbije na viacero
menejrozmernych podproblémov, ktoré sa daju riesit samostatne. Ide v pod-
state len o to, roztriedif akcie tvoriace dany index na podskupiny, ktorych
prvky st medzi sebou signifikantne korelované a stucasne tak, ze akcie z roz-
nych podskupin st korelované malo. Potom napr. jeden 100-rozmerny prob-
1ém (ktory momentélne nedokézeme riesit ziadnym spésobom) mézeme rozbit
na 10 podproblémov, ktorych rozmer pri troche Stastia neprekroci rozmer 20
a kazda z poduloh potom riesit samostatne. Nasledujici obrazok spravi jasno
v tom, ako nato. Staci len vramci korelacnej matice preskupit jednotlivé ak-
cie tak, aby nam okolo hlavnej diagonaly vznikli podmatice typu n; x nq,

Ng X Mo,y Ny X Ny, Pricom ny + ng + ... +n,, = N, kde N je rozmer po-
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vodnej ulohy. Vsetky prvky, ktoré nepatria ziadnej matici umiestnenej na

diagonale st v absolitnej hodnote < 0.25 a mozeme ich zanedbat.

Nateraz je ale uz dost re¢i o praktickej stranke problému, pozrime sa spolu

v nasledujicej kapitole na trocha tedrie, ktora stoji v pozadi.
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4 Teoreticka stranka problému

Cela tato préaca cerpa teoretické podklady z diplomovej prace [1], preto si len
struc¢ne ukdzeme zdkladné body a skiimavého ¢itatela odkazeme na uvedend,

velmi precizne vypracovani pracu.

4.1 Odvodenie viacrozmernej Black-Scholesovej rovnice

Nech S;,i = 1,2,...,n st ceny aktiv a V(S1,Ss,..., Sy, 7) cena derivitu na
dant skupinu aktiv, pricom 7 predstavuje ¢as do expiracie. Predpokladajme,

Ze ceny aktiv sa spravaju podla lognormalneho diftizneho procesu:

ds;
Si

= pdt + o, dzZ;, 1=1,2,...,n,

kde p; a o; predstavuji ocakdvani mieru navratnosti a volatilitu aktiv ¢,
dZ; je diferencal prislusného Wienerovho procesu. Nech dalej p;; znamenaji

korelacné koeficienty medzi dZ; a dZ;,
E(dZZdZ]) = pz‘jdt, Z,j = 1, 2, ceey n,i 7é ]

Kazdy proces Z; mozeme povazovat za linedrnu kombindciu Wienerovych

procesov w; s nezavislymi prirastkami, k£ = 1,2, ...,n. Teda

dZ; = Gydwy, =12 ..n
k=1

s tym, ze
dt i=j
E(dwidwj) = Z ]
0 i#j
Potom ale vieme, Ze:
E(dZdZ;) > G E(dwpdw) = Gipbpdt

k=1 =1 =1
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Z toho uz je zrejmé, Ze korelacné koeficienty vyhovuju vztahu (6)
k=1

Lema 4.1.1 (Ito6va lema pre funkcie vektorového argumentu) Nech
f = f(x,t) : R*xR je hladka funkcia vektorového argumentu x = (xy, ..., 7,,)7.
Nech premenné x;,i = 1,...,n vyhovuju systému stochastickych diferencial-

nych rovnic:
dx; = pi(x,t)dt + Z Fir(x, t)dwg,
k=1

kde w = (wy, ..., wn)T je vektor Wienerovych procesov, ktorého zlozky majt
navzajom nezavislé prirastky. Predchadzajici systém rovnic moézeme prepisat

ako:
dx = p(x,t)dt + K(x,t)dw,

kde K(x,t) = {;j(x,t)};j=1,..n je matica typu n x n. Potom prvy diferencial

f vyzera nasledovne:

0
df = (8—{ + ~Tr(K'V2fK))dt + V, fdx,
kde V. f je gradient funkcie f a Tr(KTV2fK) = > i %g;j Y or1 TikOk

Pouzijuc tato lemu s tym, ze pu;(x,t) = u;S;, 6 (x,t) = 0;6:4S;, dosta-

neme vztah (7) pre prirastok ceny derivatu.

% “\ 9V
dV:—dt+ ZZpUU,U] 155,05, dt+2£d6} (7)
1 (2

21_]1 1=

Tak ako pri odvadzani jednorozmernej B-S rovnice aj pri viacrozmere vy-
uzijeme pri tvorbe bezrizikového portfélia, zlozeného z urcitého poctu aktiv
(napr. akcii), opcii a dlhopisov, tri zdkladné principy, t.j. nulovy rast investi-
cii, samofinancovanost portfélia a riziko averznost investora. Pokial oznacime

Qv ako pocet opcii s cenou V', g, ako pocet jednotlivych aktiv s cenou S; a
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B ako cenu bezrizikového dlhopisu, tak nulovy rast investicii sa da vyjadrit

ako:
Y 8iQs, +VQv+B=0
i=1

a samofinancovanost portfélia ako:

n
> 8idQs, + VdQy + 6B = 0,
i=1
kde dQs,, dQy a 6B znamenaju zmenu v pocte kusov aktiv, opcii a zmenu
hodnoty dlhopisov v nasom portféliu.
Postupnym upravovanim predchadzajicich vyrazov a eliminovanim vsetkych
nahodnych vyrazov (riziko averznost investora) sa prepracujeme k rovnici (8),
ktori nazyvame vSeobecna n-rozmerna Black-Scholesova parcialna

diferencialna rovnica.

oy 1n " oV _
St T3 20 Zj=1 pij9i0;5:5 5055, as; aS )i Sigs, TV =0,
0<S,..9, <o

(8)

, ktord sa ¢asto vyskytuje vo forme (9), ked otocime ¢as 7 = T — 7 (T je

expiracny Cas), a ziskame tak veli¢inu, ktora predstavuje cas do expiracie.

1ZZ 12 1pZ]UZUJSS]8585 +r Zz 1513;/ TV,
O<Sl,...Sn<oo, 7>0

(9)
Samozrejme k predchadzajicim rovniciam prislichajt pociatocné podmienky

(tzv. payoff funkcie), ktoré zavisia na type derivatu. Priklady payoff funkcii

pre forward, call opciu a put opciu v tomto poradi su:

Vforward S T Z’UJZSZ E

Vean(8,T) = Maz () w;S; — E,0),

i=1
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Vout (S, T) = Max(E — ) " w;S;, 0),
=1

kde F predstavuje expira¢ni cenu (tzv. strike price) a w; st vahy jednotlivych
akcii v indexe. Ak sa pozrieme na sposob kalkulacie hodnoty indexu Dow 10,
je zrejmé, ze pre vahu konkrétnej akcie plati:

Qi

Wi = 57—
Divisor’

kde @; je po cely rok konstantny pocet akcii stanoveny pri rebalancovani
indexu na prelome rokov. (samozrejme pokial nenastani nepredvidatelné javy
ako napr. Stiepenie akcii, oddelenie dcérskej spolo¢nosti a pod.), treba si ale

uvedomit, Ze tymito udalostami sa nemenia vahy w;.

4.2 Analytické riesenie viacrozmernej Black-Scholesovej

rovnice

Riesenie rovnice (8) je zname a pri jeho hladani sa vychadza z tvaru:
VS, T—71)=e" [ (&S, m)V(E, T)ds, (10)
Rn

kde S = (S1,...,5,)7 a ¥(&;S,7) je funkcia n-rozmernej premennej & =

(517 ) gn)T
Hladanie funkcie V(S,7) vo forme (10), ktora spliia rovnicu (9) v podstate

znamend hladanie rieSenia nasledujicej diferencidlnej rovnice:
il 1" n 02 n 0
5 = 5 2im1 Dy Pi0i035iS g + T i Siges
¥(§;8,0) = 6(¢ - 8),

kde d(z) je Diracova funkcia:

=1 170

(11)

Nasledujicimi dvoma transforméciami premennych:
1
x=A"2Q"y,

12
yi:%(’r‘—%?)T*F%lnSi, i=1,2,...,n. (12)
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sa od tlohy (11) dostaneme k rieseniu tlohy (13):

90 _ 1A R 0,T
{ 182 x € R, 7€ [0,7] (13

n  9%2%
1=1 8:1312

V danych transforméciach sme pouzili matice A a Q, ktoré ziskame nasle-

v ktorej A je tzv. Laplaceov operator definovany ako AP = >

dovne. Vytvorme symetrickti korela¢nti maticu R typu n x n, ktorej elementy
st Rij = pij 1,5 =1,...,2, © # j. Jej diagondlne prvky st rovné 1. Tato ma-
tica je vzdy pozitivne semidefinitna. Pokial predpokladame, Ze stochastické
procesy dZ;,i = 1,...,n, o ktorych sme hovorili v predchadzajtcej casti, nie
su perfektne korelované, matica R je kladne definitna. V tom pripade z tedrie

matic vyplyva, zZe existuje ortogonalna matica Q, pre ktoru plati:
Q"RQ=A

kde matica A je diagonalna matica vytvorena z vlastnych ¢isel matice R.

Riesenie rovnice (13) je vSak zname a spédtnou transforméciou premennych
sa d& dostaf k rieSeniu povodnej tlohy ako:
VS, T—71)=e" [ (&S, 7)Vo(£)ds,
R?’L
kde Vo(S) = V(S,T —0) = V(S,T) je po¢iatotna podmienka a
1

1S, T) = — ex

i ) (2n7)2v/det R, 00 []; &

Hlavny problém spociva v tom, Ze riesenie je vyjadrené vo forme viacrozmer-

1
p (—EWTRle).

ného integralu, ktory momentalne nevie nikto explicitne rozriesit. Nemusime
ist ani do velkych dimenzii (v prip. indexu S&P100 treba riesit 100-rozmerny
integrél), pretoZe nepozname rieSenie ani pre n=2.

Sktisme preto int metédu, ktord nas posunie blizsie k rieSeniu. Vieme, Ze
transformaciami (12) sa dostaneme od povodnej tlohy k tilohe (13), pri¢om

vztah medzi nimi je nasledovny:

V(S,T—71)=e"Y(S,7) ="y, 1) = e’”é(x, 7)
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Pre pociatocné podmienky pritom plati:

¢(X7 0) = ¢(Yv O) = ¢(S7 O) = V(Sv T) = VO(S)

Takze pokial ziskame rieSenie tlohy:

s lubovolnou podciatoénou podmienkou, ziskame aj rieSenie péovodnej tlohy.
V dalSej casti sa preto sustredime na rieSenie tejto obecnej viacrozmernej

rovnice vedenia tepla.

4.3 Numerické metody

V tejto nasledujucich castiach si ukdzeme, preco nie je mozné vsSeobecni

ulohu (ktora je zobecnenim nésho problému):

{%_Au:o x €R™ 7€ 10,7] (14)

u(x,0) =u(x) x€R™

riesit klasickym numerickym pristupom a ukaZeme si ako sa da cely prob-
lém vyrazne zjednodusit, pokial pouZijeme techniku aditivneho operato-
rového rozstiepenia (tzv. AOS schému).

Klasickou ¢asovou diskretizaciou prevedieme tlohu (14) na:

v (x) — v (x)

2 (Aud) ) = 0 (15)

kde A reprezentuje Laplaceov operdtor A, t.j. Au = Au = > u  Po

i=1 8:1}12

uprave (15) ziskame:
uw = (1 —kA) /™ j=12,....m. (16)

Predpokladajme pre jednoduchost, Ze kazdy z priestorovych smerov rozde-
lime na d vnutornych bodov. Ak teda cely priestor ztizime na dostatocne

velktl n-rozmerna kocku Q = (—L, L)", dostaneme v kazdom smere d + 2
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2L
d+1’

Uvedomme si, Ze pre riesenie vSeobecnej n-rozmernej ulohy klasickymi nu-

bodov vzdialenych od seba h = h je priestorovy krok.

merickymi pristupmi (metdda sieti, metéda striedavych smerov,...) potrebu-
jeme v pamiti drzat informéciu o vSetkych deliacich bodoch, ¢o je v pripade
viacrozmernej tlohy nemozné, kedze by sme potrebovali d™ tdajov, pokial
predpokladame, Ze vSetky okrajové body vieme popisat tispornejSim sposo-
bom. Tadeto teda cesta nevedie.

Pozrime sa blizsie na maticu A z rovnice (16). Nech rozmer tlohy je 2 a nech
mame tri vnatorné deliace body v kazdom smere. Na aproximaciu druhych

parcidlnych derivacii pouzime centralne diferencie, t.j.

2 2
O'u  Ou L Upt1g T Up_1q + Upgy1 + Upg—1 — dup 4
2 2 ™ 2 )
Ory 073 h

pricom pre jednoduchost predpokladajme, Ze vo vSetkych okrajovych bodoch
je funkéna hodnota rovna 0. Pracujeme teda s nasledujicou mnozinou vnu-

tornych bodov:

uli u23 u3i

ul? u22 ui2

ull u2 | uil

ktoru si usporiadame do vektora (w11, ua1, Usy, U12, Usz, Use, U13, Usz, Us3)-
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Potom matica A vyzera nasledovne:

-4 1 0|1
1 -4 1 1
0 1 -4
1 -4 1 0|1
1 1 -4 1 1
170 1 -4 1
1 0 1—-4 1
1 1 -4 1
170 1 -4

Maticu A mozeme vyjadrit ako stcet dvoch matic, z ktorych kazd4 reprezen-

tuje aproximéciu druhej parcialnej derivacie iba podla jednej z premennych.

(A:A1+A2)
1
Al:ﬁ

-2 1
1 -21
1 -2

-2 1
1 -21
1 -2

-2 1
1 -21
1 -2

V nasledujtcej casti uvidime, ako nam tieto matice posluzia.

4.4 Metoda aditivneho operatorového rozstiepenia.

Metéda aditivneho operatorového rozstiepenia (Additive Operator Splitting

technique, AOS scheme) je pouzivana hlavne pri spracovani obrazu, kde sa

rovnako ako je to v naSom pripade treba vysporiadaf s viacrozmernostou

tlohy a teda velkymi paméfovymi a ¢asovymi narokmi. My tito metédu po-

uzijeme na priblizné riesenie ulohy (14) resp. (16).
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Hlavnou myslienkou AOS schémy je nahradenie aritmetického priemeru ope-

ratorov (alebo matic) geometrickym priemerom, t.j.

%iBi — n(anBf)‘l-
1=1 i=1

AV v/ o+ . 7’ 7
Co moZeme rozsirit aj na prevratené hodnoty

1 & B I~
(ﬁg?ml — EZ?@P

V predchadzajicej casti sme videli, ze matica A, ktora reprezentuje Lapla-
ceov operator A sa da vyjadrit ako suma matic, ktoré reprezentuji druhi
parcialnu deriviciu podla jednotlivych premennych, teda A = > " | A;. Po-
tomale I—kA = % >, By, kde B; = I—knA;. AOS aproximécia (I-kA) ™!

vyzeréa nasledovne:
1 n
I-kA)™! — — I—knA;)™ "
(1 kA) PICELEY

Potom ale formulu (16) moZzeme aproximovat ako:
Ol ,
W= (I—knA) e, @ =u’j=1,.m (17)

n <
=1

Odvodenie rddu presnosti uvedenej aproximaécie ¢itatel najde v praci, z ktorej

Cerpé celéd tato kapitola. VSimnime si, Ze rieSenie (17) mdZzeme napisat ako

ol
I
T n??’

kde

o) = (I — knA;) '@~

7

z ¢oho malou tupravou dostaneme
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a teda vidime, Ze v} je aproximaciou jednorozmernej parabolickej rovnice (18)

2
%—n%gzo, z; € R,7 € (0,7),
'U(fla"'7ji—17$i7:ii+17"'7'%7170) = (18)

— i1 ~ ~ ~
=W (Z1y oy Tim1, Tiy Tig1, o, Tn), T3 €ER
v ¢asovom reze j, t.].

7 (x) = v(x, jk).

7

Avsak explicitné rieSenie (18) pozname a vieme ho pomocou Greenovej funk-

cie

Gla,7) = \/4;? exp (_%) | (19)

vyjadrit ako

U(Xﬂ') :/G(:Ei —&,7')@(901,---7$i—1,§ia$z‘+1,---,wmo)dfi-
R

Takze aproximéacia v vyzera nasledovne:
@Z(X) ~ / G(xl - gi) kj)ﬂj_l(xla ceey Lj—1, gi) Lig1y eny $N)d€z (20)
R

Riesenie pévodnej tlohy (14) preto mozeme v kazdej ¢asovej vrstve vyjadrit
ako aritmeticky priemer rieseni jednorozmernych parabolickych diferencial-

nych rovnic

1N
W = — v’ =1,2, ... 21
EEED S AT o1
kde
’I_Jg(X) = / G('TZ - §i7 k)ﬂ’jil('rh ey Ti—1, §i7 Tit1y ey xn)déz (22)
R

a @1 = w1, Teda podiato¢na podmienka pre éasovy rez j je samotnym

rieSenim z Casového rezu j — 1.
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5 Metody riesenia

Riesenie nasho problému pomocou AOS schémy, ako je to popisané v pred-
chadzajucej Casti je velmi dobry, zial nie postacujici ndpad. Preco? Pri jeho
aplikacii na nasu tlohu totiz musime opakovane pouzivat kroky (21) a (22)
v kazdom ¢asovom reze, pricom priebezné rieSenie musime vedief vyjadrif
v explicitnom tvare, teda ako funk¢ény predpis, aby sme ho mohli pouzit na
ziskanie rieSenia v nasledujicej ¢asovej vrstve opit v explicitnom tvare, ktoré
potom pouzijeme na nasledujici ¢asovy rez, atd, atd, az pokym sa neprep-
racujeme k Gasu, ktory nas zaujima. A to prave nevieme. Preto treba prist s
dalsim napadom, ktory nas posunie dale;j.
Zrejme kazdého okamzite napadne skusit globalne aproximovat rieSenie v
kazdej vrstve funkciou, ktora by bola (samozrejme spojena s Greenovou fun-
kciou) dobre integrovatelna pri kroku (22). Problém je v tom, Ze dostatocne
kvalitne aproximovat nestandardni velkorozmerni funkciu je v podstate ne-
mozné.
Sktusme preto lokalnu aproximaciu, kedy budeme mat o priebeznom tvare
rieSenia informéciu len z niektorych bodov a zvySok budeme aproximovat
pomocou vhodnych funkcii. Z integralu (22) je zrejmé, Ze nam staéi aproxi-
mécia vzdy iba v jednom smere. To je prave prinos aplikovania AOS schémy.
Pokial sa pustime touto cestou, musime si teda zvolit mnozinu bodov, ktora
bude dostatoc¢ne kvalitne informovat o aproximovanej funkcii a sti¢asne bude
"rozumne velkd”. Musime mat totiz stdle na paméti, ze uvazujeme o velko-
rozmernych tlohéch.
Pokial sa pozrieme na sposob ako st kétované opcie na samotné akcie, uvi-
dime analdgiu s indexami, t.j. strike prices sa nezvysuju kontinualne ale v tzv.
tickoch, ¢o aj potvrdzuje Obr. 3, na ktorom st vypisané vSetky kdtované call
a put opcie na akciu firmy Du Point Ei De Nemours (DD) zo dria 12.4.2005.
Ak je napr. akcia momentalne na trovni okolo 50, tak vypisané a z po-
hladu investorov zaujimavé strike prices su 42.5, 45, 47.5, 50, 52.5, 55, 57.5,
60. Je preto celkom rozumné, zvolit si nasu mnozinu bodov prave v tychto

klucovych bodoch (preto odteraz budeme vzdy hovorit o mnozine klicovych
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Last : Cpen Last : Dpen
Callz Sale Met  Bid A=k ol nt Put= Sale Met  Bid Azk %ol nt

05 Apr 45.00 (DD DM-E}) 540 pc 4350470 0 2910 05 Apr 45.00(DDPI-E} 005 pc 0005 0O G766
05 Apr 47.50 (DD DW-E} 225 -075 210 220 11 95357 05 Apr 47.50 (DD PW-E} 005 -005 0010 94 G161
05 Apr 50.00 (DD DJ-Ey 030 -045 0.20 025 196 17022 05 Apr 50.00 (DD PJ-E) 035 +010 055 065 100 4275
05 Apr 55.00 (DD DK-F} 005 pc 0005 0 14654 05 Apr 55.00 (D0 PE-E}y 410 pc 530 550 0 1236
05 May 25.00 (DD FI-E) 0 pcdy0490 13 05 May 45.00 (DD Q1-E) 0 pc013025 0 0
05 May 47.50 (DD EW-E} 330 pc 255 270 37 05 May 47.50 (DD OW-E} 050 +015 055 063 10 1783
05 May 50.00 (DD EJ-E) 110 -045 100 110 1173 05 May 50.00 (DD GJ-E) 160 +0.40 1.55 165 165 2300
05 May 55.00 (DD EK-F} 025 pc 003 015 G036 05 May 55.00 (DD OK-F} 490 pc 5603530 0O 277

0
0
2
0

Obr. 3: Kétované opcie pre DD

bodov). Samozrejme tato volba bodov nie je o ni¢ lepsia oproti inym, po-
kial chceme ocenit opciu na akciu, ktorej cena je momentalne medzi dvoma
tickmi. Vtedy je urCite lepsie zvolit si body tak, aby jeden z nich sa presne

zhodoval s cenou akcie. To ale teraz pre nas nie je podstatné.

Podobne ako v pripade numerického riesenia jednorozmernej Black-Scholesovej
rovnice aj vo viacrozmere je priebezné riesenie funkcia konvexna v kazdom
smere (s vynimkou pociatocnej podmienky dokonca rydzo konvexnd) a to
nielen v priestore cien akcii, ale aj v transformovanej oblasti, ktori ziskame
pomocou (12).

Na nasledujicom obrazku je zndzornena aproximacia pomocou po castiach
linearnej funkcie, ktora sa pretina s nasom funkciou iba v nami zvolenych

kltcovych bodoch. Obmedzme sa teraz iba na jednorozmer, aby sme mohli
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posudif, ¢i nas tento nédpad postva dalej alebo nie (kedZe v jednorozmere
rieSenie pozname vzdy, mozeme si kontrolovat do akej miery je testovany
pristup rieSenia presny). Pokial chceme ziskat funként hodnotu v danom
bode o jednu ¢asovi vrstvu vysSie, stac¢i ndm integral (22) rozdelif na dva
a dosadit linearne funckie, pretoze ako je z predchadzajiceho obrazka jasné,
nasa po Castiach linedrna funkcia sa lame prave v tomto bode.

Testovanim sa ukéazalo, Ze tento napad nie je vhodny. Pric¢ina je dobre vidi-
telnd opif z predchadzajiceho obrazka. Ide o to, Ze touto aproximaciou vzdy
nadhodnocujeme funkéné hodnoty medzi kltc¢ovymi bodmi a preto (ako tes-
tovanie ukdzalo) ndm po kratkom ¢ase uletia funkéné hodnoty do obrovskych
vysok.

Samozrejme by sa dalo aproximovat priebezné rieSenie pomocou polynému
vyssieho stupna, ktory by bol v spojeni s Greenovou funkciou ”dobre” integ-
rovatelny, a ktory by bol na nami skiimanej oblasti konvexny. Tu zas problém
spociva v tom, ze mame v n-tej casovej vrstve a v .danom smere k dispozicii
vzdy iba maly pocet bodov (kvoli paméfovej a ¢asovej obmedzenosti) a teda
kvalita aproximdcie by bola velmi nizka, ¢o by op#f ¢asom spdsobilo velké

odchylenie sa od skutoc¢ného tvaru riesenia.

Problém predchadzajicich napadov spocival v tom, Ze na priebezné riese-
nie mali vplyv aj body, ktoré lezia medzi klicovymi bodmi a teda kvalita
rieSenia zavisi od kvality aproximécie. Skiisme sa teraz nato pozriet z dru-
hej strany a v§imajme si len kluc¢ové body. T.j. da sa zévislost medzi bodmi
dvoch po sebe nasledujtcich ¢asovych vrstiev rozumne vyjadrit? O tom, ¢
tato zavislot existuje, nie je pochyb, otézne je len, ¢i ju dokdzeme odhalif a
hlavne pouzit.

Povedzme, ze zéavislost, ktort hladame je linedrna. Mdzeme teda pisat, ze
klacové body v ¢asovej vrstve b/ zavisia na klticovych bodoch z vrstvy b7~1

podla nasledujtceho vztahu
¥V o=M.y 1, j=1,2...,m. (23)

Jkde M je matica typu n x n, pokial mame n klicovych bodov. Ako budeme
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hladat maticu M? Opéf ndm dobre poslizi jednorozmer. KedZe pozname ex-
plicitné riesenie jednorozmernej Black-Scholesovej rovnice, mame k dispozicii
cenu opcie v lubovolnom case pre Ilubovolni hodnotu akcie.

Zrejme sa vynori otazka, ¢i nie je tento napad naivny. Vo vSeobecnosti ano,
pokial by sme mali Tubovolné funkcie, ktorych vyvoj by sme sa snazili zachy-
tit na zdklade znalosti funkénych hodnot iba v par vybranych bodoch. Treba
si ale uvedomit, Ze v jednorozmere pracujeme vzdy iba s presnou triedou fun-
keii, konkr. s funkciami, ktoré si konvexné a rastiuice na celom definiénom
obore, ¢o by mohlo stacit, aby tento pristup ”"natrénovania” prechodovej ma-
tice nebol tplne marny.

Ako by hladand matica mala vyzerat? Ako celkom rozumnd poziadavka sa
javi to, Ze tato matica by mala byt blizka k jednotkovej matici, kedZe najvacsi
vplyv na funkéni hodnotu v danom bode v ¢asovej vrstve 7 ma bezpochyby

funkéna hodnota v tomto bode o jednu vrstvu nizsie.

Ako budeme maticu M hladat? Skasme vyuzif systém linedrnych rovnic,
ktorého nezname budi koeficientami hladanej matice. Treba si ale uvedo-
mif, Ze pokial pracujeme s n bodmi, matica M je typu n x n a preto pri jej
hladani potrebujeme miniméalne n? rovnic. Jednotlivé rovnice mozeme zosta-

vovat viacerymi sposobmi. My budeme pouzivat tieto dva:

1. V kazdej vrstve si zvolime n? bodov, medzi ktorymi je aj nasich n
kltcovych bodov (v skutocnosti je toto €islo zbytocne velké, stacilo
by aj menej bodov, ale momentalne to nie je nijako obmedzujtce). Z
tychto bodov postupne vytahujeme n n-tic tak, aby jednou z nich bola
aj n-tica klucovych bodov. Z tychto n-tic a prislusnych n-tic o jednu
¢asovll vrstvu vysSie potom zostavime n? rovnic, ktorjch nezname st

prvkami hladanej matice

2. 'V kazdej vrstve si zvolime n bodov, ktoré sa presne zhoduju s nasimi
kIt¢ovymi bodmi. Rovnice potrebné na vypocet prvkov matice M po-

tom zostavujeme tak, Ze sa neobmedzime iba na jednu vrstvu (kedze
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by sme mali iba n rovnic a my potrebujeme n? rovnic), ale vyberieme

si n "prechodov” z vrstvy na vrstvu.

V oboch pripadoch je treba riesit stistavu n? x n? linedrnych rovnic. Existujt
samozrejme mnohé dalSie sposoby hladania matice M, ktoré ale uz napr.
stracaju vyhodu linearity.

Zakladna otazka je, ¢i matica M je rovnaka pre vsetky vrstvy alebo bude
treba pocitat samostatni maticu pre kazda vrstvu zvlast. Ukazuje sa, ze
budeme potrebovat viac tychto matic. To sa da overit jednoduchym postu-
pom, ked napr. v druhom postupe hladania matice pouzijeme viac ako n
"prechodov” (napr. n + 1) pri zostavovani rovnic. Vysledna sustava typu
(n + 1).n x n? linedrnych rovnic vtedy nemé riesenie. Co je v podstate aj
dost logické, kedze hladdme matice, ktoré maji mat v sebe obsiahnutt infor-
maciu o zavislosti n-tice bodov na predchadzajtcej n-tici bodov a s meniacim
sa Casom sa tato zavislost tiez meni. Na nasledujicom obrazku vidime ako
pomocou vztahu (23) a uz znamej matice M prechddzame z nizSej Casovej

vrstvy (vii¢sie modré body) na vyssiu (mensie Gervené body). Treba mat na

20
17.5
15
12.5
10

o o o

30 40 50 60 70

pamiiti, Ze stdle pracujeme s obratenym c¢asom (Casom do expirédcie) a teda
vyssia Casova vrstva je vzdialenejsia od expiracie a teda blizsia k stiCasnosti.
Obréazok je kvoli lepSej nazornosti vytvoreny v priestore pdévodnych premen-
nych (cien akcii). Nezabudajme ale nato, ze AOS schéma sa uplatiiuje na
viacrozmernu diftznu rovnicu, ktortt dostaneme aplikovanim transformécii

(12) a teda samotné hladanie matice M musi prebiehat v priestore, v ktorom
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hladédme rieSenie rovnice

(24)

%:%% x€R,7€0,T]

Ttato rovnicu dostaneme aplikovanim transformécie premennych (25) v jed-

norozmernej Black-Scholesovej rovnici

x=In-2_
strike ’ (25)
T=T—1
pri¢om hladané funkcie s vo vztahu V(S,T —t) = e u(x,7), kde o =
1 T r 172 a?
Al E s ae — %

Pokial na urcenie prvkov hladanych matic pouZivame sustavy linedrnych
rovnic, vynara sa jeden zavazny problém. Takto najdené matice sa vobec
nepodobaji na jednotkovii maticu, ako sme to na zaciatku predpokladali, a
navyse k tomu sa niektoré prvky ukazuji byt radovo velké. To ale znamena,
7e malé zmena na vstupnej vrstve sa moze prejavit a aj prejavi ako vyrazna
zmena na nasledujicej vrstve. Uvedomme si, ze pokial méme ”natrénované”
matice z jednorozmeru a chceme ich pouzivat vo viacrozmere (hoci vzdy iba
na jeden smer), tak vstupna Casova vrstva sa celkom urcite nebude presne
zhodovat so vstupom, ktory sme pouzivali pri ”trénovani” (dokonca ani nulta
vrstva, teda payoff, sa nebude zhodovat s payoffom z jednorozmeru, ¢o vy-
plyva z tvaru pouzitych transformécii). Musime maf na pamiti, Ze vSetky
smery maji vplyv na tvar rieSenia. Tym padom treba najst iny spdsob ako

ziskat prechodové matice.

Sktisme pouzit metédu najmensich stvorcov (MNS), kedy za ”pozorovania”
potrebné ako vstup do tejto metddy, zoberieme usporiadané n-tice kltuco-
vych bodov (presnejsie pod pozorovanim myslime vplyv n-tice bodov na
vzdy presne zvoleny bod z tejto n-tice akurat o vrstvu vyssie). Opédt méame

dve mozné cesty. Bud budeme hladaf prechodovii maticu pre kazda vrstvu

.....
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mohli pouzit MNS, pricom jednou z tychto n-tic je aj pre nas dolezita n-
koeficientov, ¢o je zakladny predpoklad pouzitia MNS. Treba si uvedomit,
ze pokial budeme vychadzat iba z rovnakého poctu pozorovani ako je po-
¢et odhadovanych koeficientov, budeme iba kopirovat predchédzajtci postup
hladania matice pomocou ststavy linearnych rovnic, a preto tento pocet musi
sledujeme iba nasu n-ticu a skiimame jej vplyv na nasledujticu vrstvu, vtedy
hladdme pre viacero vrstiev jednu spolo¢nt maticu (opéf pri tomto pristupe
potrebujeme viacej ako n ”prechodov” z vrstvy na vrstvu, aby sme nekopi-
rovali predchadzajuci postup a teda nedostali rovnako nekvalitné vysledky).
Samozrejme mozeme pri testovani s tymto parametrom narabat a skiimat
jeho vplyv na presnost riesenia. Nasledujici obrazok spravi jasno v tom, ako

pouzivame MNS.
20¢

17.5¢

15¢

12. 5}

10¢

N
o ool
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Obr. 4: Znazornenie dvoch ”pozorovani” a k nim patriacich vystupov
Opit pouzivame predchédzajice znacenie, t.j. viac¢sie modré body tvoria

hodnoty vysvetlujticich premennych, mensie ¢ervené body predstavuji hod-

noty vysvetlovanej premennej. Obr. 4 sa d4 cez maticovy rozpis MNS napisat
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nasledovne:

0 0 0 1

Uy Ugy 2 1 u;

1 1 1 i 2

Uy U5 U, 9 u;

i
or

m—1 m—1 m—1 ) m

Uy Us o Uy, U,

uf predstavuje funkénti hodnotu v i — tom bode nasej klicovej mnoziny v
7 — tej casovej vrstve. ﬁf st hladané prvky matice M. Konkrétne 55 =M,,.
Je teda jasné, Ze uvedeny postup sa opakuje tolkokrat, kolko méame kluco-

vych bodov.

Vratme sa eSte raz k tomu, Ze priebezny tvar rieSenia v jednom smere je
sice konvexne rastici, ale nemusi sa podobat ani na jedno z priebeznych
rieseni, ktoré sme pouzili na vypocet koeficientov pomocou MNS. S tymto
problémom sa dé vysporiadat celkom Tahko. Stac¢i si uvedomit, Ze linedrna
kombindcia konvexnych funkecii (nezalezi na tom, ¢ rastucich alebo klesa-
jucich) je opiét konvexna. Samozrejme vSetky koeficienty v tejto linedrnej
kombinacii musia byt nezédporné. Preto je velmi rozumné (a opit to potvr-
dzuje aj testovanie) pri hladani prechodovej matice pre akciu i vychadzat bud
z viacerjch umiestneni strike price pozdlZ mnoziny klacovich bodov, alebo,
a to je presne sposob, ktory budeme vyuzivat v dalSom priebehu, vyuzit
to, ze index je vazena suma jednotlivych komponentov a teda pri zafixovani

vSetkych ostatnych akcii sa zo vztahu (26) stava vztah (27)

Z w; * S; « strike (26)
i=1
Jj—1 n
wj*Ssztrik:e—Z— Z, jel2, ..,n (27)
=1 i=j+1
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A teda na vztah (27) sa mdzeme divat ako na vztah akcia verzus modifikovana
strike price, ¢o je presne prvy pristup. Ani koeficient w; nie je nijako obme-
dzujuci, ba prave naopak, zovSeobecnujuci, pretoze, ako nasledujtci obrazok
ukazuje, takto pracujeme s fubovolnym nasobkom priebezného rieSenia, ¢o je
aj vhodné pre tvorbu linearnych kombinacii jednotlivych rieseni. A preto do
" -

5 //

i /

. "4

1o

5

40 50 60 70 a0

MNS vstupuji data, ktoré vyjadruju zévislost klticovych bodov v jednotli-
vych zlozkach linearnej kombinacie jednorozmernych rieseni B-S rovnice na
presne tych istych bodoch akurat o jednu vrstvu nizsie. A teda takto najdena
matica bude dobré pre Iubovolni linearnu kombinéciu jednorozmernych rie-
Seni (tieto jednorozmerné rieSenia budeme v dalSom nazyvat bazické funkcie,
ich pocet, brany do MNS, sa neskér ukaze ako vyznamny parameter ovplyv-
nujuci presnost rieSenia), ¢o je uz dostatocne Siroka trieda funkcii. Pre lepSiu
nazornost este jeden obrazok, ako v predchadzajtcej Casti tGto informéciu
vyuzivame. Opiit viac¢sie modré body st hodnoty vysvetlujicich premennych,
mensie cervené body st hodnoty vysvetlovanej premenne;.
30
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Pri zrovnani vsetkych ostatnych parametrov akcii, ktoré maja vplyv na
hodnotu opcie, volatila je parameter, ktory nemozeme zrovnat, a preto mu-
sime maticu M hladat pre kazda akciu zvlast. Tu je ukézka prechodovej ma-
tice pre akciu s volatilitou rovnou 0,2 (ostatné parametre: strike = 50; ¢asovy
krok = 0,001; r = 0,01; T = 1; pocet klu¢ovych bodov = 7; rozlozenie kltuco-
vych bodov (35,40,45,50,55,60,65)). Zial testovanim pouzitia prechodovych

0.992318  0.00L76513 0.00730043 —0.00651006 0.00414547 -0.00164766 0.000318566

0.0109694  0.974303  0.020877 -0.00868938 0.00393354 -0.00136512 0.000246091
0.00218078  0.00565679  0.981256  0.014183% -0.0036117 0.000931427 -0.000143848
-0.000294757 0.00167565 0.00622992  0.981443  0.0132499 -0.00258693  0.0003446
0.000745244 -0.00207005 0.00392511 0.00385696  0.983801  0.0110424  -0.00L1Z8936

-0.00303088 0.008425558 -0.0145355  0.0194806 -0.01146985 0.9953:29 0.00543437
0.0110137 -0.0306664 0.0531782 -0.0714014 0.0775815 -0.0565574 1.01524

matic v dvojrozmere sa ukazalo, Ze tato metdda je velmi nepresna. Jednou
z pric¢in je aj porusenie predpokladu rastu riesenia v kazdom smere, pretoze
ako ukazuje Obr. 5 dvojrozmerného payoffu, v transformovanej oblasti nie
je rieSenie viacrozmernej Black-Scholesovej rovnice funkcia rastica v kazdom

smere. Predpoklad konvexnosti zostava splneny.

Obr. 5: Payoff funkcia dvojrozmerného rovnako vazeného indexu s korelac-

nym koeficientom 0,3
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Doteraz sme pri hladani prechodovej matice vyuzivali znalost rieSenia
pre jednorozmernt B-S rovnicu pre call opciu, pretoze sme predpokladali,
ze funkcia, ktort hladame, je podobne ako funkcia ocernujica call opciu, v
kazdom smere konvexne rastiica. Po poruseni predpokladu monoténnosti v
danom smere v8ak mozeme vyuzit znalost rieSenia B-S rovnice pre put opciu
v lubovolnom case, pretoze sa jednd o konvexne klesajicu funkciu. V tomto

okamihu sa pontkaji dve cesty, ktorymi mozeme pokracovat:

1. Hladdme jednu spolo¢nti maticu pouzitim MNS, pri¢om pri odhado-
vani jednotlivych koeficientov vyuzivame stcasne call aj put opcie v

jednotlivych casovych rezoch

2. Hladame dve matice, jedna obsahuje informéciu iba o call opciach,

druha iba o put opciach.

Testovanim sa ukazalo, Ze lepsie vysledky poskytuje druhy pristup, kedy
uz ziskané matice pouzivame tak, ze pokial v danom smere a v danom bode
mame klesajuci priebeh, tak na vypocet funkénej hodnoty v tomto bode do
dalsej vrstvy pouzijeme maticu ziskanu z put opcii, pokial je priebeh rastici,

tak pouzijeme maticu z call opcii.

Podme sa teraz pozriet na konkrétne éisla, na ktorych posudime, do akej
miery néas tento spdsob rieSenia postva dalej. Za testovaci priklad bol vo
vacsine pripadom brany dvojrozmerny index s rovnako rozlozenymi vahami
medzi akciami, ktorych volatility boli 0,2 a 0,25, korela¢cnym koeficientom
0,3, ¢as do expirécie bol rovny 1, dizka ¢asového kroku pre numericki cast a
¢ast hladania prechodovych matic bol nastaveny na 0,001, mnoziny kltacovych
bodov boli pre jednoduchost pre obe akcie rovnaké, v priestore povodnych
premennych (35,40,45,50,55,60,65), strike price na opciu indexu rovny 50.
Sktimali sme prvych 100 ¢asovych vrstiev. Citatela zrejme napadne otézka,
preco sme pouzivali iba sedem bodov. Nasim ciefom bolo pdvodne vediet
ocenit opciu na 10-rozmerny index. S tymto diskutovanym pristupom potre-

bujeme mat v kazdej ¢asovej vrstve informaciu o priebeznej funkénej hodnote
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v mnozine bodov, ktora teda obsahuje 7'° bodov, ¢o je este relativne rozumné
¢islo. Zvysenim poctu klucovych bodov na 8 alebo viac by uz pamétové na-
roky presiahli inosnd mieru.

Ako najlepsie (vzhladom na velkost chyb) sa ukéazalo byt hladat jednu ma-
ticu pre vSetkych 100 vrstiev naraz (samozrejme uvazujic rozlicné matice
pre jednotlivé akcie a s rozdelenim pre cally a puty, teda dokopy 4 matice).
V Tabulke 5 st konkrétne hodnoty priemernych absolttnych a maximélnych
relativnych chyb pre rozlicné hodnoty poctu bazickych funkcii. Pocet bazic-
kych funkcii sa ukazal ako dalsi z parametrov, ktory ovplyviiuje velkosti chyb,
kedZe so zvicSujicim sa poctom tychto funkcii sa (s vynimkou prvych vrs-
tiev) presnost vylepSuje. Prvé vrstvy by ale nemali mat prilis velka vahu pri
nasom posudzovani, pretoze relativne chyby st v tychto vrstvach ovplyvnené
funkénymi hodnotami blizkymi nule (pokial by sme skiimali umietnenie bo-
dov, v ktorych tieto chyby vznikli, zistili by sme, Ze sa jedna o body, ktorych

je spravna funkéna hodnota blizka nule).

7 baz. funkcii | 16 baz. funkcii | 31 baz. funkcii
vrstva | PACH | MRCH | PACH | MRCH | PACH | MRCH
10 0,08 0,79 0,11 1,37 0,1 1,18
20 0,05 0,05 0,07 0,02 0,06 0,02
30 0,12 0,12 0,11 0,03 0,12 0,03
40 0,21 0,2 0,18 0,14 0,19 0,15
50 0,29 0,25 0,25 0,18 0,26 0,18
60 0,38 0,29 0,31 0,27 0,33 0,28
70 0,47 0,33 0,38 0,31 0,39 0,31
80 0,56 0,37 0,44 0,34 0,46 0,35
90 0,64 0,57 0,58 0,37 0,54 0,37
100 0,73 0,61 0,59 0,39 0,62 0,4

Tabulka 5: Priemerna absolutna chyba (PACH) a maximéalna relativna chyba
(MRCH) vo vybranych vrstvach
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Ukazuje sa, ze obe chyby sa s rastom casovych vrstiev zvac¢suju, co je
sposobené postupnym nabalovanim chyb pri vyuzivani stale tej istej matice.
Vynara sa preto prirodzena otazka, ¢i by nebolo vhodné, v urc¢itom okamihu
zaCat pouzivat ini maticu (resp. matice), ktord by lepsie charakterizovala
prechody medzi danou mnozinou vrstiev. T.j. pouzivat jednu maticu na po-
vedzme prvych k vrstiev, in maticu na vrstvy k az 2k, atd. Samozrejme
sme skusali rozliéné varianty, ¢i uz pri hladani konkrétnej matice vyuzivat
presny interval vrstiev, ako interval, na ktory mé byt matica pouzitd, alebo
hladat maticu na intervale vrstiev, ktory obsahuje interval, na ktorom mé
byt matica aplikovana. Ziaden zo skiimanych spdsobov vsak neposkytol pres-
nejsie vysledky ako vysSie spomenuty postup, ktory sa ale sdm ukazuje byt,
s rasticim ¢asom nie prilis presny. Preto sa metdda prechodovych matic na
hladanie spravnej ceny viacrozmerného derivatu ako rozsirenie AOS schémy

momentalne ukazuje ako stale nedostacujtca.
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Zaver

Téato diplomova praca mala za ciel preniknit hlbsie do praktickej stranky
tvorby indexov, ich ocefiovania a oceiovania ich derivatov. Dalsim cielom
bolo overit v praxi presnost AOS metddy na ocenenie derivatu viacrozmer-
ného podkladového aktiva. Potom, ako sa ukéazalo, Zze samotna AOS schéma
nestaci, sme sa snazili roz$irit tito metédu o dalsi napad, ktory by nam v
rozumnom ¢ase a s rozumnymi pamétovymi narokmi umoznil ziskat cenu call
opcie indexu, ktora by sa prili§ neliSila od ceny zratanej numericky (kedZe
vo viacrozmere nepozname iny sposob). Ako jeden z nédejnych nidpadov sa
ukazalo pouzitie tzv. prechodovych matic ziskanych z rieSenia jednorozmer-
nej B-S rovnice a ich aplikicia na jednotlivé smery pri AOS schéme. Zial,
testovanim sa ukazalo, Ze aj tento spdsob je nedostacujici a teda ho v bu-
dtcnosti bude treba vylepsit. Kazdopadne vSak tento sposob predstavuje
vyrazny pokrok pri hladani ceny (vzhladom na stcasnu situaciu v oceniovani
derivatov indexov) a naznacuje smer, ktorym by sa dalsie pokusy mohli ube-
rat. Momentéalne vSak zostéva otézka ocenovania derivatov viacrozmernych

podkladovych aktiv pomocou AOS schémy otvorena.
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