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Uvod

Modely vyvoja tirokovej miery pouzivané na ocenovanie finan¢nych deriva-
tov s v sucasnosti predmetom zaujmu ako teoretikov na akademickej pode
univerzit, tak i praktikov v roznych finan¢nych institiciach. Najcastejsie po-
uzivanymi st modely okamzitej tirokovej miery formulované pomocou sto-
chastickych diferencidlnych rovnic. Tymito modelmi a ich analyzou s vyuzi-
tim explicitnych rieSeni sa budeme zaoberat v nasledujtcich stranach tejto
prace.

Konkrétnejsie, v prvej kapitole poniikneme prehlad najpouzivanejsich de-
rivatov trokovej miery spolu s vysvetlenim zakladnej terminologie, ktora sa
objavuje v celej praci. Druhé kapitola obsahuje prehlad najznamejsich jedno
a dvojfaktorovych modelov. Takisto sa tu zaoberame kritikou jednofakto-
rovych modelov ako aj hlavnymi dovodmi, ktoré viedli k zavedeniu dalSich
faktorov neistoty. Tretia kapitola obsahuje odvodenie ocenovacej parcialne;
diferencialnej rovnice pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom modeli, spolu s
grafickymi analyzami uz existujtcich explicitnych rieSeni. Vo sStvrtej kapi-
tole sa popri odvodeni uz spominanej oceniovacej rovnice tentoraz vsak pre
dvojfaktorovy model, zaoberame i moznostami vyuzitia explicitnych rieSeni v
modeli so stochastickou volatilitou. Ukazeme, zZe tento postup vedie k systému
rovnic ktorého rieenie je potrebné hfadat pomocou numerickych metéd. Da-
lej sa zaujimame o spriemernenie cien dlhopisov a k nim prislusnych vynosov
vzhladom na volatilitu, kedZe tento parameter nie je mozné odpozorovat z

realnych trhovych dat.

Dakujem svojmu vedicemu diplomovej prace Doc. RNDr. Danielovi
Sevéovicovi, CSc. za mnozstvo venovaného ¢asu, odborné vedenie a cenné

rady, ktorymi mi pomohol k napisaniu tejto prace.



Kapitola 1

Derivaty urokovej miery

V poslednych dvoch desatrodiach sme mohli byt svedkami mohutného néa-
rastu v objeme transakcii s derivatmi trokovej miery. D4 sa povedat, Ze
v stucCasnosti tieto derivaty patria medzi najobchodovanejsie artikle financ-
ného trhu. Bolo navrhnutych mnoho novych produktov, ktorych vznik bol
podnieteny najmé manager — mi roznych portfélii, ktory sa pomocou novych
produktov snazili ¢o najoptiméalnejsie zabezpecit svoje pozicie voci vykyvom.

Vo v8eobecnosti mozeme povedat, Ze derivaty trokovej miery su kon-
trakty, ktorych cena je citlivo zavisla od trokovej miery. Tato neplni len
funkciu akéhosi diskontného faktora, ale v mnohych pripadoch slizi i na de-

finovanie samotného payoff — u, ¢ize vyplaty.

1.1 Prehlad najpouZivanejsich derivatov

Bezkupoénovy dlhopis (zero coupon bond): je to najjednoduchsi obcho-
dovatelny kontrakt, ktory predstavuje dohodu zaplatif urcitt ¢iastku v
stcasnosti oproti prisfubu obdrzania (zvycajne) vysSej sumy o nejaky

cas.
Kupénovy dlhopis (coupon bond): v porovnani s bezkupénovym dlho-
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pisom je to CastejSie vyuzivany derivat. Jediny rozdiel medzi tymito
dvoma kontraktami najdeme v tom, ze kupénovy dlhopis, okrem na
konci jeho platnosti vyplacanej Ciastky, vyplaca v dohodnutych inter-

valoch dalSie (s pravidla mensie) Giastky (tzv. kupony).

Pozn.: Kupénovy dlhopis sa da skonstruovat ako portfélio bezkupénovych

dlhopisov.

Eurépska Call (Put) opcia na dlhopis: poskytuje drzitelovi pravo (nie

v8ak povinnost) kupit (predat) zmieneny dlhopis za vopred dohodnutt

cenu! vo vopred stanovenom case?.

Forward: je kontrakt v ktorom sa dve strany zavizuju, ze po uplynuti vo-

pred dohodnutej doby jedna strana kipi od druhej dohodnuté aktivum

za presne stanovend cenu.

Future: je kontrakt, ktory svojim obsahom je takmer totozny s forwardom.

Rozdiel by sme nasli jedine v tom, zZe tento typ derivatu je na rozdiel
od forwardu obchodovatelny vylu¢ne na burze, ktord aj ru¢i za splnenie

zavazkov.

: tento derivat jeho vlastnikovi zhora ohranicuje vysku splatok pozicky,

ktora bola poskytnutd na premenlivy (plavajuci) arok. To je dosia-
hnuté tym, ze vypisovatel cap — u sa zaviizuje jeho majitelovi financ¢ne
kompenzovat zvysSené vydavky vyplyvajice z aktudlnej hodnoty troko-
vej miery, v pripade, Ze t4 prevysi zmluvne stanoveni mieru(tzv. Cap

rate).

Floor: tento derivat mozeme definovat analogicky ako cap. Floor poskytuje

poistenie sa voci znizeniu drokovej miery pod zmluvne stanoveni hra-

nicu (tzv. Floor rate).

Ltzv. Strike price
2tzv. Expiracna doba



Posledné dva kontrakty st v hojnej miere vyuzivané zo strany veritelov
a dlznikov v pripade poskytnutia alebo zaviazania sa spldcat finanéné pros-
triedky pri plavajicej tirokovej miere. Veritelia na zaistenie svojich pozicii
vyuzivaju najmé nakup floor — ov a predaj cap—ov. Naopak dlznici nakupuju

cap — y a predavaju floor — y.

Swap: predstavuje kontrakt pri, ktorom dochadza k vymene platieb v presne

stanovenej vyske za platby premenlivej vysky.

To je docielené tym, ze v zmluvnych podmienkach swap — u sa strana A
zavizuje platit strane B pocas vopred dohodnutej doby platby prislichajice
pevne stanovenej urokovej miere 7* (tzv. swap rate). Na oplatku strana B sa
zaviizuje platit strane A pocas tej istej doby platby prislichajice premenlive;j
urokovej miere 7.

Vyska r sa zvycajne stanovuje ako nejaka medzibankova trokova miera
napr. Libor3, ak transakcie prebiehaju v dolaroch, alebo moze to byt i Bri-
bor?, v pripade ak by sa transakcie realizovali v korunéch.

Swap umoznuje pretransformovanie pézicky s premenlivo platiacim tro-

kom na p6zicku s konstantnou trokovou splatkou alebo i naopak.

Swaption: je to v podstate opcia na trokovy swap. Svojmu majitelovi po-
skytuje pravo (nie v8ak povinnost) vstupit v presne stanovenom case

do swap — kontraktu.

1.2 Hlavné veli¢iny finan¢ného trhu

Je vSeobecne zname, ze samotna urokova miera alebo tirok nie je obchodo-

vatelny artikel. Na finanénom trhu sa iba obchoduje s produktami, ktorych

3London Inter - Bank Offer Rate
4Bratislava Inter - Bank Offer Rate



hodnota je zavisla od trokovej miery. Za zakladny kontrakt od ktorého ceny
st odvodené trokové miery sa povazuje bezkupénovy dlhopis. Pre jednodu-
chost predpokladajme, ze suma vyplatenad v dobe vyprSania (maturity date
alebo expiration time) tohto dlhopisu je 1 (napr. 1 Sk), potom takyto kon-
trakt nazveme diskontny dlhopis (discount bond). Jeho hodnotu v Iubovol-
nom ¢ase t mensom ako 7" oznac¢ime P(t,T'), kde T oznac¢uje dobu vyprsania.
Pozn.: Plati, ze P(T,T) = 1.

Ozna¢me dalej R(t,T) spojiti trokovi mieru platni v Case ¢ s dobou
splatnosti v T'. Potom na zéklade trhovej ceny dlhopisu P(¢,T') je tato tro-
kové miera ur¢end nasledovnym vztahom:

In P(t,T)

R(t,T) =~

(1.1)

z ktorého ekvivalentnymi tipravami vieme odvodit aj zavislost ceny dlhopisu

P(t,T) od trokovej miery:
P(t,T) = e BEDT=1

Vztah (1.1) vo finan¢nej terminolégii predstavuje tzv. vgnos do splatnosti
(yield to maturity). Zavislost trokovych mier v danom ¢ase ¢ od doby do
splatnosti 7" ndm déava casovi $truktiru drokovych mier (term structure of
interest rates), alebo inak povedané vynosovi krivku (yield curve).

Zaciatok tejto vynosovej krivky nam oznacuje bod reprezentujtci trokovii
mieru platni na velmi kratke obdobie, ktori nazveme spot rate alebo short
time interest rate a zapiSeme ako r(t). Teda:

r(t) = lim R(t,T) = R(t,1).

T—t

Na rozdiel od spravidla klesajiceho charakteru zavislosti medzi cenou
dlhopisu a jeho maturitou, méze mat graf zavislosti R(¢,7") od T rastuci,
klesajuci, alebo i zmiesany priebeh. Tento variabilny tvar vynosovej krivky

odzrkadluje priemernt navratnost z dlhopisov.
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V minulosti boli na vysvetlenie tvaru krivky term structure navrhnuté

mnohé tedrie. Najznamejsie z nich si:
1. Tedria ocakavani (Expectation theory)
2. Tedria preferencie likvidity (Liquidity preference theory)
3. Tedria rozdelenia trhu (Market segmentation theory)

S podrobnejsim popisom horeuvedenych tedrii sa mézeme stretnit napriklad

v ¢lanku [1].

Dalsimi délezitymi veli¢inami finan¢ného trhu st forwardové virokové miery.
Hodnoty tychto trokov st na trhu urcéené bezarbitraznymi cenami forwardo-
vych kontraktov. Tieto kontrakty predstavuji dohodu dvoch stran uskutoc-
nenu v case t, v ktorej sa jedna strana zaviaze, ze v ¢ase 17 > t kipi za sumu
K dlhopis splatny v ¢ase Ty > T;. Aby nemohla na trhu nastat arbitrazna

prilezitost musi platit podmienka:
_e*R(@Tl)(Tl*t)K + efR(t,Tﬂ(Tlft)P(Tl’ TQ) =0

vyjadrujuca ta skutocnost, Ze hodnota kontraktu v ¢ase jeho uzavretia musi
byt rovna 0. Z tejto podmienky dostavame, ze K = % je jedind mozna

spravna cena forwardového kontraktu. Pomocou tejto ceny vieme urcit vztah

K = ¢ [T T2)(T2=T1)

pre forwardovi trokovi mieru f(t, 77, T3) platnd v ¢ase ¢t na obdobie (77, T3).

Teda P( )

1 1 t Ty
mK = — In 222

T, —T, T — T " P(t,T))

[T, T3) = —



Opit analogicky ako pri short rate ak uvazujeme, ze Ty — T, dostavame
okamZiti forwardovi trokovi mieru f(t,T):
InP(t, T+ At) —In P(t,T)
f6T) = fm fTT+ A0 = = At -

)
=~ P(LT). (1.2)

Pozn. : Zintegrovanim rovnice (1.2) podla premennej 7" dostavame:
ft f(t,s)ds = —In P(t,T)+In P( t) . Kedze druhy sé¢itanec na pravej strane
je rovny 0 (lebo P(t,t) = 1), m6zeme z tejto rovnice vyjadrit viizbu

P(t’ T) =e ftT f(t,s)ds (13)

medzi cenou dlhopisu a okamzitou forwardovou trokovou mierou.
Dosadenim vyjadrenia P(t,T) v tvare P(t,T) = e R&T)T=1) do (1.3) a po

vykonani néaslednych tuprav dostavame:

e RUD(T—t) = [ f(ts)ds / In
T 1
R, T)T —t) = t f(t,s)ds s
1 T
R(tT) = =— t f(t,s)ds (1.4)

Tieto posledné dve rovnice (1.3) a (1.4) ndm umoznuju ziskat Gplné informéa-
cie o vynosoch R(t,T') a cenéch dlhopisov P(t,T') za predpokladu, Ze ¢asova
Strukttira okamzitej forwardovej trokovej miery f(¢,7) je zndma pre lubo-

volny cas do splatnosti 7.



Kapitola 2

Modely trokovych mier

Banky, poistovne, spravcovské spolo¢nosti penzijnych fondov a iné financné
instittcie nezaujima len aktualna trhova hodnota nimi spravovanych portfé-
lii, ale je pre ne dolezité vediet (alebo aspon vediet seriézne predpovedat) i to
ako sa tato hodnota bude vyvijat v budicnosti. V mnohych pripadoch sa v
tychto portfélidch zastipené i cenné papiere, z ktorych nezanedbatelna cast
moze byt emitovand na velmi dlhé obdobia. Napriklad v pripade statnych dl-
hopisov bezna doba splatnosti je desat rokov. Je preto nerealne predpokladat,
7e pocas takej dlhej doby zostant vsetky trokové miery s roznymi dobami
splatnosti vytvarajice sicasnu trhova term structure nezmenené. Faktorov,
ktoré ovplyvinuju vysku tirokov na term structure a tym i jej samotny tvar
je mnoho: jednak st to intervencie centralnych bank, ale vyska trokovych
sadzieb je zavisla aj od stale meniacej sa hladiny ponuky a dopytu po jej

roznych derivatoch.

Nasledujtce priklady roznych tvarov reélnej (trhovej) vynosovej krivky
st odpozorované z préace [15]. Jednd sa o krivky term structure ziskané z Bid
hodnét Bratislavského BRIBORu, ktoré boli platné v datumoch uvedenych

pod obrazkom.
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Obr. 2.1: Term structure platna v dnoch: 9. jina, 4. februara a 20. oktébra

2004 (po riadkoch).

KIicovou otazkou sa teda stava ako modelovat vyvoj trokovych mier.
Jeden druh modelov snaziaci sa popisat spravanie irokovych mier je v litera-
ture znamy ako modely casovej Struktiry drokovej miery (term structure of

interest rate models) alebo ako modely vynosovej krivky (yield curve models).

2.1 Modely casovej struktiary turokovej miery

Teoretické modely term structure pouzivané pri ocenovani réznych derivatoch
urokovej miery su v sucasnosti spoloénym predmetom zaujmu finan¢nych
praktikov ako i teoretikov na akademickej pode. Tradi¢nym pristupom k mo-
delovaniu term structure je snaha zachytenia jej tvaru pomocou dynamiky
kratkodobej tirokovej miery (short rate). Short rate je hlavnym urcéujicim

faktorom v tychto modeloch. Inou alternativou je miesto pouzitia short rate
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zobrat forwardovi trokovi mieru, dlhodobt trokovi mieru (long rate) alebo
akukolvek int sadzbu, ktord je priamo pozorovatelnd na finanénom trhu. V

literattre nachadzame dva hlavné typy term structure modelov:

1. Rovnovazne (equilibrium) modely: pri tychto modeloch je pocia-
to¢né trhova term structure vystupom z modelu. Najviac kritizovanym
nedostatkom tychto modelov byva skutoc¢nost, Ze len malokedy tplne
presne vystihni sticasnt vynosova krivku. Tento nedostatok sa da do
znacnej miery eliminovat vhodnym nastavenim (kalibraciou) paramet-

Trov.

2. BezarbitraZzne (noarbitrage) modely: pri tychto modeloch je po-
¢iatocna trhova term structure vstupom do modelu. Tento vysledok je
dosiahnuty umoznenim vyskytu ¢asovo zavislych parametrov vo vnutri

modelu, ktoré nam automaticky zabezpecia vystihnutie sticasného stavu.

2.2 Jednofaktorové modely okamzitej tiroko-
vej miery

Samotny nazov ”jednofaktorové modely” vychadza zo skutocnosti, Ze za je-
diny zdroj neistoty je povazovana short rate. Zakladnym predpokladom je,
ze dynamika short rate r sleduje spojity Markovovsky stochasticky proces!,

ktory je popisany nasledovnou stochastickou diferencialnou rovnicou:

dr = p(r,t)dt + o(r, t)dw. (2.1)

Koeficient u(r,t) oznacuje drift a o(r,t) je volatilita. Ndhodnost je v

tejto poslednej rovnici zastipena prostrednictvom prirastkov dw Wienerovho

!'N4hodny proces v ktorom pravdepodobnostné rozdelenie r; v fubovolnom ¢ase ' > t

zavisi len od aktualnej hodnoty ;.

12



procesu w. KedZe jedna z vlastnosti prirastkov dw je normalita ich rozdelenia,
tak tato skutocnost nam implikuje, Ze rozdelenie short rate r generované
rovnicou (2.1) bude takisto normélne.

V praxi v8ak gaussovskost rozdelenia trhovych dat nie je automaticky
zarucena. Okrajovo sa touto skuto¢nostou zaoberali i autori ¢lanku [2], ktori
normalitu rozdelenia a s nou spojené problémy sktimali na skuto¢nych hodno-
tach arokovych sadzieb. Svojej analyze podrobili denné vynosy z americkjch
T — Bill s roznymi dobami splatnosti. Prvotné testy, skiimajice empirické
rozdelenie dat, spravnost predpokladu o normalite rozdelenia nepotvrdzo-
vali. AvSak ked sa autori podrobnejsie pozreli na Struktiru dat a odfiltrovali
niekolko mélo extrémnych hodnét, ktoré boli zjavne zapric¢inené monetarnou
politikou federalnej banky a vplyvom umelych fluktuacii, predpoklad o gaus-

sovskom rozdeleni bol uz celkom opravneny.

Pri urcovani presného tvaru jednofaktorového modelu treba do stochastic-
kého procesu pre premennu r dodat konkrétne tvary funkcii u(r,t) a o(r,t).
Tie sa uréuju tak aby vysledny difazny proces pre riadiacu premennti r spliial

niektoré zakladné vlastnosti odpozorované z realnych dat. St to najmé:

e (rokova miera by nemala nadobtdat zaporné a ani prili§ vysoké hod-

noty

e Mean — reversion, vlastnost pritahovania turokovej miery k akejsi dlho-
dobej rovnovaznej hodnote. Zapricinuje to skutocnost, ze vysoké hod-
noty droku zvykni mat negativny drift tzn. Castejsie st nasledované

poklesom nez dal$im rastom. Opak plati pre nizke hodnoty troku.

e rozdielnost volatility trokov na rozne obdobia. Urokové sadzby s krat-
Sou dobou platnosti zvykni byt volatilnejsie, nez tie s dlhou dobou

platnosti.
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e meniaca sa hodnota volatility s meniacou sa hodnotou short rate

2.2.1 Najznamejsie typy jednofaktorovych modelov

Jednym z prvych, ktory do svojho modelu zahrnul vlastnost mean — reversion
bol Vasicek [3], ktory navrhol stochasticky diftizny proces pre premenni r v

tvare:
dr = k(0 —r)dt + odw . (Vasickov model)

Ekonomické interpretacia koeficientov: k predstavuje silu, ktorou je urokova
miera r pritahovana k svojej dlhodobej rovnovaznej hodnote 6.

Medzi najviac kritizované nedostatky tohto modelu sa radi:
e moznost trokovej miery nadobudnuf i zaporné hodnoty
e nezavislost volatility od hodnoty trokovej miery r

Tieto nedostatky sa snazili odstranit autori ¢lanku [1] navrhnutim sto-

chastického procesu v tvare:
dr = k(0 — r)dt + o\/rdw. (CIR model)

V tomto modeli z pociato¢ného kladného troku rg, irokova miera r; uz ne-
moze nadobudnit zaporné hodnoty. Toto je zabezpecené dvomi skutocnos-
tami:
1.) kladnou hodnotou dlhodobej rovnovaznej hodnoty 6,
2.) klesajucou volatilitou o/r pre r idice k nule.

Za povSimnutie takisto stoji fakt, ze volatilita o1/ tohto procesu uz nie
je konstantné pre vSetky hodnoty troku r. Pre vyssie troky sa predpoklada

vyssia volatilita (tzv. vlastnost level effect-u).
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Tvary dalsich modelov ako napriklad Dothanov [4], Brennan and Sch-

wartzov [5], a Mertonov [6] model méZzeme spolo¢ne vyjadrit rovnicou:
dr = k(0 —r)dt + or”dw .

Odhadovat koeficienty tohto, vo vSeobecnom tvare zapisaného jednofaktoro-
vého modelu, sa podujali autori ¢lanku [7]. ZovSeobecnenou metédou mo-
mentov uskuto¢nenou na realnych jednomesac¢nych vynosoch z americkych
Treasurry bill zistili, Ze najlepSie zachytavali dynamiku short rate tie mo-
dely, v ktorych bola volatilita velmi citlivo zavislad od vysky samotnej hod-
noty short rate. Konkrétne nimi empiricky odhadnuta hodnota koeficientu +,
udavajuca silu level effectu, bola % Dalsim zistenim bolo, Ze tie modely, ktoré
predpokladali hodnoty parametra v > 1 umoziovali rozmanitejsie tvary vy-

nosovych kriviek nez tie s koeficientom v < 1.

Vsetky doteraz spomenuté modely patrili do triedy rovnovaznych term
structure modelov. Medzi najznamejsich predstavitelov z triedy bezarbitraz-

nych modelov patria:

o dr = k(t)dt + o,dw (Ho — Lee model)
o dr = [k(t) — a(t)r]|dt + o.(t)rPdw (Hull — White model)
o dlnr = [k(t)— Z/:Eg Inr]dt+o,(t)dw (Black — Derman — Toy model)

S podrobnejsou analyzou predchadzajucich troch modelov sa mozeme stret-

nut napriklad v publikacii [8].

2.3 Dvojfaktorové modely

V sti¢asnosti panuje vSeobecné presvedcenie, Ze vyvoj irokovych mier ovplyv-

nuje viacero roznych faktorov. Tomuto faktu nasvedcuje i to, ze redlne vynosy
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z dlhopisov réznych maturit nie st perfektne korelované ako to implikoval
jednofaktorovy model?.

Vseobecne mdZzeme povedat, Ze viacfaktorové modely ocenovania derivé-
tov trokovych mier, ktorych vznik bol podnieteny snahou odstranit nerealne
érty jednofaktorovych modelov ako aj ich moZznostami zachytit rozmanitejsie
podoby vynosovych kriviek, predpokladaji existenciu viacerych stavovych
premennych ovplyvinujucich tvar term structure. Vyluc¢ne z praktickych do-
vodov pocet faktorov je zvycajne obmedzeny na dva kvoli zachovaniu vicsej
analytickej traktability danych modelov.

Dalsiu motivaciu pre vznik viacfaktorovych modelov priniesla moznost
ziskania roznych tvarov vynosovych kriviek pri rovnakej poc¢iato¢nej hodnote
urokovej miery v zavislosti od zmeny hodnoty ostatnych faktorov.

Na nasledujicom obrazku (Obr. : (2.2)) vidime ilustraciu troch vynosovych

kriviek platnych v diioch 23. januéra, 18. februara a 14. aprila 2004.

5.8¢
5.6}

5.4y

5. 2j

A

0.2 0.4 0.6 0.8 1

4.8

Obr. 2.2: Tri r6zne vynosové krivky vychadzajice zo spoloc¢ného pociatku.

2V jednofaktorovom svete, akonahle r zadefinujeme ako Itdov proces uréovany jedinym

Brownovym pohybom, celd viynosova krivka je tym padom urcené.
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Vsimnime si, ze vSetky tri krivky vychadzaji zo spolo¢ného pociatku
reprezentujiceho jednodnovi (overnight) trokovi mieru. Pri jednofaktoro-
vom modeli, kde z poc¢iatocnej hodnoty overnight vychadza len jedna krivka
by sme takuto situdciu bez akychkolvek zédsahov do parametrov modelu ne-
vytvorili. Naopak pri viacfaktorovych modeloch zmenou hodnoty niektorého
faktora ziskame inti podobu vynosovej krivky pri rovnakej pociatocnej hod-

note overnight.

2.3.1 RoOzne typy dvojfaktorovych modelov

V oblasti problematiky tykajicej sa dvojfaktorovych modelov bolo napisa-
nych mnoho prac, kde mozeme néjst aj konkrétne navrhy modelov spolu s
ich empirickymi stadiami.

Prvé pristupy k vyberu druhého faktora viedli k zvoleniu nejakej, priamo
na trhu pozorovatelnej ekonomickej veli¢iny. Tohto prikladom moze byt mo-
del uvazovany autormi v préci [1], kde ku short rate je ako druhy faktor
pridana ocakavana kratkodoba miera inflacie 7°.

Do tejto triedy mozeme zaradif i model Brennan and Schwartz [5] s volbou

faktorov short rate r a long-rate | (dlhodoba trokova miera):

dr = p,(r, 1, t)dt + o, (r, 1, t)dw,
dl = p(r, L t)dt + oy(r, 1, t)dw, , (Brennan and Schwartz model)

kde dw; a dw,y st prirastky Wienerovho procesu s mierou korelécie p.

Velmi ¢astou modifikdciou ich modelu st modely, kde namiesto faktora long
rate [, vystupuje urokovy spread s definovany ako rozdiel medzi dlhodobou
urokovou mierou [ a short rate r. Model s takto zvolenymi stavovymi pre-
mennymi s a r ako prvy navrhli Schaefer and Schwartz [11]. Takyto vyber
faktorov umoznuje pouzitie predpokladu o ich vzajomnej ortogonalite. Em-
pirické studie potvrdzujtce tato skuto¢nost médzeme najst v pracach [9] a

[10]. Napriklad v préci [9] autori skimaju predpoklad, Ze miera korelacie p

17



medzi prirastkami long rate [ a trokovym spreadom s je 0. Ttto skuto¢nost
sa im nésledne podari i empiricky preukdzat na redlnych datach. Vyber ta-
kych faktorov do modelu, ktorych prirastky st navzajom nekorelovné znacne
zvysSuje traktabilitu modelu a zvySuje moznosti ziskania explicitnych rieseni

pre ceny dlhopisov.

Uplne ind triedu dvojfaktorovych modelov predstavuju tie, kde ako druhy
faktor sa zoberie jeden parameter z jednofaktorového modelu. Do tejto sku-

piny mdzeme zaradit model CIR — dvojfaktorovy model [12]:

dr = k(0 — r)dt + o+/rdw;
do = ®(0* — 0)dt + 7/ 0dw, (CIR — dvojfaktorovy model)

kde ako druha stavova premenna je uvazovana dlhodoba rovnovazna hodnota
0 stochastického procesu pre r.
V poslednej dobe, medzi teoretikmi ale i praktikmi, sa stali velmi popu-

larne tzv. modely so stochastickou volatilitou. Medzi najznamejsie patria:

dr = o(T — r)dt + /vdw,

[ ]
dv =50 — v)dt + £y/vdwy (Fong and Vasi¢ek model [13])
ako aj
dr = k1 (F — r)dt + or7dw,
[ ]

d(Ino?) = ky(a — Ino?)dt + pdw, . (Anderson and Lund model [14])

Podnet na zahrnutie volatility, ako druhy faktor neistoty, dali najmi
mnohé empirické $tudie, ktorym sa podarilo potvrdif jej stochasticky cha-

rakter na realnych datach.
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Kapitola 3

Explicitné tvary rieseni

v jednofaktorovych modeloch

Samotny stochasticky proces pre okamziti trokovi mieru r nadm este nic¢
nehovori o cenach dlhopisov réznych maturit. Teraz vSak predpokladajme,
Ze cena bezkupoénového dlhopisu P, je okrem okamzitého casu ¢t a maturity
T zavisla i od hodnoty short rate r. Pouzitie Itoovej lemy, jedného z pilie-
rov modernej finan¢nej analyzy, nAm umoznuje ziskat parcialnu diferencialnu
rovnicu popisujicu ¢asovy vyvoj cien dlhopisov vSetkych maturit. Odvodenie
tejto rovnice je bezprostrednym krokom pred vyuzitim explicitnych tvarov

rieSeni pre ceny dlhopisov.

3.1 Odvodenie vSeobecnej parcialnej diferen-

cialnej rovnice pre jednofaktorovy model

Nami demonstrovany postup odvodenia ocenovacej rovnice bol inspirovany

publikiciou [8]. Predpokladajme, Ze prirastky okamzitej trokovej miery r
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vyhovuju stochastickej diferencialnej rovnici
dr = p(r,t)dt + o(r, t)dw.

Nech cena bezkupénového dlhopisu so splatnostou v ¢ase T je funkciou okam-
zitého Casu t a urokovej miery r. Potom funkcia P = P(r,t,T) vyhovuje

predpokladom jednorozmernej Itoovej lemy a jej diferencial mozeme napisaft

v tvare oP oP 1 ,0°P oP
dP = | — — o | dt —d
(at“‘ar*f 87’2) o
ktory mozeme zjednodusene vyjadrit ako:
dP =q(r,t,T)dt + o (r,t, T)dw, (3.1)

kde drift z(r,¢,T) = 9% + p2E + %(72%27123 a volatilita & = 022, V dalfom
kroku, s ciefom skonstruovania bezrizikového portfélia, zostavime portfélio
pozostavajiuce z jedného dlhopisu s dobou splatnosti 77 a A dlhopisov s
dobou splatnosti T5:

™ = P(Tl) +AP<T2),

ktorého zmenu za casovy prirastok dt napiSeme ako:
dr = dP(Ty) + AdP(T5) . (3.2)

Dosadenim vyjadrenia dynamiky ceny dlhopisu danej rovnicou (3.1) do rov-

nice (3.2) dostaneme:

dr = (a(Th) + Af(Tz)) dt + (7(T1) + AT (1)) dw .

Volbou A = —Zg;; dojde k vynulovaniu stochastickych casti a teda dosta-
neme portfélio, ktorého zmena za casovy okamih dt bude uz deterministicka.
Ked chceme zabezpecit aby na trhu nebola moznost arbitraZze, musi platit,
Ze navratnost d?” tohto portfélia za ¢asovy okamih dt sa musi rovnat bezrizi-
kovému vynosu r, ktory by sme dostali v banke. Teda musi platit:

d
Tyt
T
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Cize dostévame:

dr = rudt
a(Ty) ()

(E(Tl) - E(Tz)ﬁ@)) dt = r (P(TI) - E(TQ)P(TQ)) dt .

Jednoduchymi tpravami posledného vztahu dospejeme aZ k rovnosti:

w(Ty) —rP(Ty) _ (Ty) — rP(Ty)
a(Th) (1)

Vsimnime si, Ze lava strana tejto rovnosti je funkciou premennej 73 (nie
aj Ty) a prava strana zase funkciou iba Ty (nie aj Ti). A kedze doby do
splatnosti 77 a T5 boli Tubovolné, jediny mozny sposob pre platnost tejto
rovnosti nastane vtedy, ked vyrazy na oboch stranach rovnice budi nezavislé
od T'. Teda existuje funkcia A(r,t) dané vizbou:
w(r,t,T) —rP(rt,T)
a(r,t,T) ’

A(r,t) = t<T; (3.3)

ktort nazveme trhovd cena rizika.
Nakoniec dosadenim do vyrazov i(r,¢t,T) a@(r,t,T) vo vyjadreni (3.3) dosta-

vame vyslednt parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(r,¢,T'):

oP oP 1 ,0°P
E‘F(M—)\U)—T‘F_UQT—TP:O, t<T, (34)

s koncovou podmienkou P(r,T.7T) = 1.

3.1.1 Interpretacia trhovej ceny rizika

K dplnému popisu jednofaktorového modelu okrem urcenia stochastického
procesu pre short rate r, neoddelitelne patri i dodanie neznamej funkcie trho-
vej ceny rizika A(r,t). TAto ma pomerne elegantnti ekonomick interpretaciu.

Uvazujme opit vyjadrenie pre zmenu v cene dlhopisu za ¢asovy okamih

dt:
oP orP 1 ,0°P oP

ap= (L 402 1% 0N g 0%
(at“‘ar*f W) o
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S vyuzitim ocetiovacej rovnice (3.4) moZeme predchadzajici vzfah upravit
do nasledovného tvaru:

oP oP
dP = <U>\E + TP) dt + O'de,

alebo

oP
dP = rPdt + Ua—(dw + Adt).

r
Pritomnost ndhodného prirastku dw Wienerovho procesu w poukazuje na to,
7e zmena ceny dlhopisu nie je bezrizikova. Deterministicky ¢len A\dt mdzeme
chapat ako nejaky vynos navyse oproti bezrizikovej miere r (Clen rPdt mo-
zeme chapat ako isty vynos pontkany bankou), ktory investor pozaduje ako
kompenzaciu za akceptovanie urcitej miery neistoty dw. Z tohto dévodu sa
A(r, t) zvykne nazyvat trhova cena rizika. Kedze plati %—f < 0 (ceny dlhopi-
sov st klesajucimi funkciami trokovej miery) zvykne sa A(r,t) definovat ako

nejaka zaporna funkcia.

3.2 Vyuzitie explicitnych tvarov rieSeni v jed-
nofaktorovych modeloch

Existuju dva sposoby ako sa od parcidlnej diferencidlnej rovnice (3.4) pre

cenu dlhopisu dostat i ku samotnym hodnotam cien dlhopisov:
1. numerické schémy
2. explicitné tvary rieseni pre ceny dlhopisov P(r,t,T).

Velmi peknd analyza modelov vyvoja trokovych mier, ako aj nimi im-
plikovanych cien dlhopisov a vynosovych kriviek z pohladu numeriky, moze
byt ndjdend v [15]. V tejto predkladanej diplomovej praci sa inSpirujeme

niektorymi postupmi z [15] avSak analyzu vybranych modelov prevedieme
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s vyuzitim explicitnych tvarov rieSeni. Oproti numerickym schémam pouzi-
tie explicitného rieSenia ma ta nevyhodu, Ze sa do znac¢nej miery zredukuje
mnozina modelov, u ktorych moze byt tento postup tspesne aplikovany. Tato
skuto¢nost demonstrujeme neskor. Nami pouzity pristup ma vsak i niekolko
vyhod: vedie k ulah¢eniu a skrateniu procesu na ziskanie konkrétnych hodnot
cien dlhopisov a nimi urcenych vynosovych kriviek, ako i k jednoduchsiemu
overovaniu analytickych vlastnosti daného modelu.

Uvazujme vSeobecny tvar jednofaktorového modelu:
dr = k(0 —r)dt + or"dw,

pre ktory prislusnii ocetiovaciu rovnicu (3.4) moézeme prepisat do tvaru:

or or 1, ., 0°P

E + (/{(0 — 7") — )\UTV)E + 50’ T ’yw
s koncovou podmienkou P(7T,T) =1 a eSte so stale blizsie nespecifikovanou
funkciou A = A(r, t).

Pouzime predpoklad: Nech riesenie rovnice (3.5) je tvaru:

—rP=0, t<T; (3.5)

P(r,t,T) = A(t, T)e BT - vt < T, (3.6)

ktory mozeme najst napriklad i v publikacii [8].

Koncova podmienka P(T,T) = 1 ndm implikuje, Ze musi platit:
AT, T)=1, B(T.T)=0.

Zavedenie tohto predpokladu nam umozni pretransformovat problém hlada-
nia funkcie P(r,¢,T) spliiajicej (3.5) na tlohu najdenia vhodngch funkcii
A(t,T) a B(t,T) vyhovujucich systému diferencialnych rovnic. Postup odvo-
denia tohto systému ukazeme v nasledujucich riadkoch.
Dosadenie tohto tvaru riesenia (3.6) do rovnosti (3.5) a néasledna tprava
vedie k rovnici:
A L 5 9yp2
Z—Br—m@B—i—mB—l—)\mﬁB—i—éar”B —r=0. (3.7)
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Na to aby exponent pri premennej r vo vyraze $0°r?* B* bol rozmerovo kon-
zistentny s tymi ¢lenmi v rovnici, v ktorych vystupuje » umocnené na nulti

resp. na prva musi platit, Ze:

1
2y=0, alebo 2y=1=—=~v=0, alebo T=35-

Volby v = 0 resp. v = 3 st doposial jediné dve zndme moznosti pri
jednofaktorovych modeloch, kedy explicitny tvar rieSenia (3.6) vedie k rie-
sitelnému systému diferencidlnych rovnic. Vyber vSeobecného jednofaktoro-
vého modelu, v ktorom bude v = 0 zodpoveda uz spominanému Vasickovmu
modelu, ktorého autor blizie uréil i funkciu A ako A(r,t) = A, kde A = kon-
stanta. Model s hodnotou v = % ako aj s funkciou A(r,t) = A\\/7 zodpoveda
CIR modelu. Dosadenie hodnoty v = 0 resp. v = % spolu s prislusnymi
funkciami trhovej ceny rizika do rovnice (3.7) vedie k nasledovnym dvom

systémom diferencidlnych rovnic pre nezndme funkcie A(t,T') a B(t,T):

) %:—F(XU—FLQ)B-F%UQB:O () g—meB:o
B—kB+1=0 B—(k+Xo)B—16?B*+1=0.

Pricom (x) je prislusny systém pre Vasickov model a (x*) pre CIR model.
V publikécii [8] moZeme néjst konkrétne tvary rieseni pre funkcie A(t,T) a

B(t,T), tychto ststav, pre oba uvazované modely:

Vasicek: B(t,T) = _(1_6*H(T*t))
K
2
A, T) = exp ROO(B(t,T)—Tth)_%(B(t7T)>2 i<
K
kde Ry, =0 — 22 — &
2 [er(T=1) _q
CIR: B(t,T) = e }

(o + 1) [T — 1] + 29

2
et (T—1)/2 2m6/o
A, T) = t<T,

0 - {Grgr—ars) <7
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kde 1) = Kk + Ao a ¢ = /U? + 202,

Ukazky niekolkych grafov cien dlhopisov a nimi implikovanych vynoso-

vych kriviek uréenych tymito modelmi méZzeme vidiet na nasledovnych ob-

razkoch:
Vynosova krivka Wynosova krivka
0. 07
0. 06
0. 06
0.05
0.05
0.04 0.04
5 A 3 8 10 maturita 5 ) % F) 10 maturita
VWnosova krivka Vynosova krivka
5 7 3 ) 7o Mturita 5 7} 3 8 10 maturita
0.09
0. 095
0.08
0. 09 0. 07
0.085 0.06
0.05
0.08 0.04
0.03
Obr. 3.1: Vasi¢ek(vlavo): v = 1, § = 0,06, ¢ = 0,02, A = —0,667;

CIR(vpravo): k =1, 0 = 0,08, 0 = 0,05, A = —0, 667.

Ako vidiet podla pociatkov zobrazenych vynosovych kriviek, pre dvojicu
v prvom riadku je short rate r = 0,03 (rasttice vynosové krivky), pre dvojicu
v druhom r = 0,1 (klesajtce vynosové krivky).

Uplne iny tvar vynosovej krivky dosiahneme takisto pre short rate r =
0, 1. Pricom zmenime hodnoty ostatnych parametrov tak ako ich vidime pod

obrazkom:
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Vynosova krivka Wnosova krivka

0.115
0.105 0.115
5 A 3 8 10 maturita 0.11
0.095 0. 105
0. 09 .
0. 085 > 3 3 10 maturita
0. 095
Obr. 3.2: Vasicek(vlavo): k = 1, § = 0,12, ¢ = 0,5, A = —0,667;

CIR(vpravo): k =1,0 =0,13, 0 = 2, A\ = —0, 667.

Na dalsom obrazku (Obr. : 3.3) vidime spolocné grafy cien dlhopisov.
Cerven4 krivka zodpoveda prvej dvojici vynosovych kriviek, zelen druhej a

modré tretej dvojici (po riadkoch).

Cena dl hopi su Cena dl hopi su
5 i 5 8 10 mturita 5 i 6 8 10 mturita
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7
0.7
0.6
0.6 05
0.5 0.4

Obr. 3.3: Spolo¢ny obrazok pre ceny dlhopisov vo vsetkych troch pripa-
doch(Vasicek(vlavo), CIR(vpravo)).

Ceny dlhopisov pre rozne hodnoty parametrov vo Vasickovom modeli sa
nepretinaji v ziadnom bode. Teda ani k nim prislusné vynosové krivky by

sa nemali nikde pretinat. Na spolo¢nom grafe cien dlhopisov implikovanych
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CIR modelom si mozeme v§imnit jeden priesecnik. Tento by sa mal prejavit
tym, Ze v rovnakej dobe "maturita”, by sa mali krizovaf i k nim prislusné
vynosové krivky. Tato skutocnost ilustrujeme na poslednom obréazku v tejto

kapitole (Obr. : 3.4).

Vynosove krivky Viynosove krivky
0.12
maturita
2 6 8 10 5 i 6 8 10 mturita
0.08
0.08
0.06 0,06 /
0.04 0.04

Obr. 3.4: Spolo¢ny obrazok vynosovych kriviek pre vsSetky tri pri-
pady(Vasi¢ek(vlavo), CIR(vpravo)).

Zosumarizovanim predchéadzajucich obrazkov méZzeme povedaft, Ze pomo-
cou Vagickovho a CIR modelu sa ndm podarilo nasimulovat tri hlavné typy

vynosovej krivky:
1. rastici (Obr. : 3.1 prvy riadok)
2. klesajuci (Obr. : 3.1 druhy riadok)
3. stlaceny (Obr. : 3.2).

Tieto tri hlavné typy vynosovych kriviek, ako to ilustruju obrazky z tvodu

druhej kapitoly, mozu byt skuto¢ne odpozorované i z realnych trhovych dét.
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Kapitola 4

Explicitné tvary rieseni

v dvojfaktorovych modeloch

V tejto kapitole k uz spominanému procesu pre okamziti trokovi mieru r
pridame druhy faktor neistoty, stochasticky proces riadiaci volatilitu y. Oba
procesy pre tieto dve stavové premenné r a y budu sledovat spojity gaussov-
sko — markovovsky nahodny proces. Cena bezkupénového dlhopisu P, bude
uz okrem premennych ¢, T" a r zavisla aj od volatility y. Podobne ako pri
jednofaktorovom modeli aplikovanie It6ovej lemy, tentoraz vsak uz pre vek-
torové nahodné premenné, ndm umozni odvodenie parcialnej diferencialne;

rovnice popisujucej ¢asovy vyvoj cien dlhopisov vSetkych maturit.

4.1 Odvodenie vSeobecnej parcialnej diferen-

cialnej rovnice pre dvojfaktorovy model

Podobne ako to bolo u jednofaktorového modelu, tu demonstrovany postup

odvodenia ocenovacej rovnice bol ingpirovany z [8]. Predpokladajme, Ze obi-
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dve stavové premenné su riadené nasledovnymi difiznymi procesmi:

dr = p.(t,r,y)dt + o.(t,r,y)dw,
dy = py(t,r,y)dt+ oyt r,y)dws,

kde r je okamzit4 rokova miera a y je zatial blizSie neurceny druhy faktor.
Prirastky dw; a dws Wienerovych procesov w; a wy st navzajom korelované
s mierou p.

Nech cena bezkupénového dlhopisu P so splatnostou v c¢ase T je fun-
kciou okamzitého casu ¢, short rate r a premennej y. Potom funkcia P =
P(t,T,r,y) vyhovuje predpokladom viacrozmernej Itdovej lemy a jej dife-
rencidl mozeme vyjadrif v tvare:

. OP 0P P 1 ,0°P
= [ = — — 4+ =0 —
gy T Hy dy 2 " Or?

oP oP
+O'TECZ’IU1 —|—0'y8—yd’w2, (41)

ktory mozeme skratene zapisat ako:

+12yp+ P dt +
-0, —— OrOy——
2 Y 0y? P Y oroy

dP =n(t, T, r,y)dt +7,.(t, T, r,y)dw; +7,(t, T, r,y)dw,, (4.2)
kde T 6P+ 8P+ 6P+1 262P+1 262P+ 0?P
el = — + fp— — 4 —0i—— + =0 —— + po.oy———
a ar  Hrgr TH dy 2 "or2 2 Y 0oy? P Y Oroy
_ 8Pd _ 8Pd
O, = O'Tar wlaay—ayay Wa .

KedZe teraz sme vo svete s dvoma faktormi neistoty, za tc¢elom skonstru-
ovania bezrizikového portfélia, musime zvolit investi¢ni stratégiu nakombi-
novanu z troch dlhopisov réznych maturit. Nech A;, Ay a As st mnozstva
dlhopisov P(T1), P(T3) a P(T3). Potom mame portfélio:

™= Alp(Tl) + AQP(TQ) + AgP(Tg) y
ktorého zmenu za casovy prirastok dt napiseme ako:
dm = AldP(Tl) + AgdP(TQ) + A3dP(T3) .
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Dosadenim vyjadrenia (4.2) do vyrazov dP(T;) dostaneme:

dr = (Au(Th) + Aopi(Tz) + Aspa(T3))dt +
+(A17,(T1) + Aga,(To) + AT, (T3))dw; +
+(A17y(Th) + Aoy (T2) + AsT, (T3))dws .

Teraz zvolme mnozstvad Ay, Ay a As jednotlivych dlhopisov tak, Zze od-
stranime vsSetkl neistotu v zmene hodnoty portfélia dr. To dosiahneme ak
pre vyrazy pri ¢lenoch dw, a dw, bude platit:

Alﬁr(Tl) -+ AQET(TZ) + A3ET(T3) == O
Alﬁy(Tl) + Agay(TQ) + Agay(T;g) == 0 . (43)

Splnenim predchadzajiceho systému eliminujeme stochastické ¢leny a dosta-

neme:
dm = (Ap(Th) + Dopi(T2) + Asp(T))de

Uplatnenim bezarbitrazneho principu musime zabezpecit aby sa ocakivana

miera navratnosti df, tohto teraz uz bezrizikového portfélia, zhodovala s

vynosom 7, ktory by sme ziskali v banke na dobu dt. CiZe musi platit:

dl:rdt:>dﬂ:rwdt,
T

alebo po dosadeni:

(ATTI(TY) + Aofi(Ty) + Asi(Ty))dt = r(AP(TY) + Ay P(Ty) + Ay P(Ts))dt
A (p(Ty) — rP(Th)) + Do (i(T2) — rP(T3)) + As(u(T3) — rP(T3)) = 0.

Spojenim ststavy rovnic (4.3) s touto poslednou rovnostou dostavame

pre nezname mnozstva Aj, As a As systém podmienok:

a,(T1) o, (Ty) a,(T3) Ay 0
ay(T1) ay(T2) oy (T3) Ay [ = |0
w(Ty) —rP(Th) [(1z) —rP(T2) w(T3) —rP(13) Asg 0

30



Tento systém ma netrividlne riesenie vtedy a len vtedy ak matica systému
bude singuldrna. Z tohto dovodu musi platif, Ze riadky v matici st linedrne

zavislé a teda:

((Th) — rP(Th), 1i(T2) — r P(T2), i(T3) — r P(13)) =
= M (0,(11),0,(12),7-(13)) + A2(7y(T1), T, (12), 7y (T3)) -

KedZe na zacdiatku postupu odvodenia sme zobrali Tubovolné doby splat-
nosti 77, T5 a T3 musia byt koeficienty A; a Ay tejto linedrnej kombinéacie

nezavislé od maturity 7'. Z toho nam vyplyva, Ze musi platit:
w(T) —rP(T) = M7, (T) + X7, (T) .

Spétnym dosadenim do @,(7'), 7,(T") a 71(T") dostavame vysledni vSeobecnt
parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(t,T,r,y) v dvojfaktoro-

vom modeli:

opP oP oP

1 P PP
)E + (:uy - )\Zay)a—y + 50-7"

1 2
W—Fiaya—zﬂ—F

82

o-ya’r‘—ay —TPZO, t<T, (44)

+po,

spolu s koncovou podmienkou P(7,T,r,y) = 1 a okrajovymi podmienkami
P(t7 T7 07 y) = 1
P(t,T,00,y) = 0 pre Vy € R.

Podobne ako to bolo u jednofaktorového modelu, zatial blizSie neurcené

funkcie A\ (t,7,y) a \ao(t, r, y) maju takisto svoju ekonomicki interpretaciu.

4.1.1 Interpretacia trhovych cien rizik

Ocenovaciu rovnicu (4.4) mozeme prepisat do tvaru:

LA WLl P L or
or ey vy Y30 g TR gy TP gy,
P oP
:)\10'7«

— 4+ Aoy — P.
8r+ gayay—i-'r’
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Vsimneme si, ze rovnaky vyraz ako je v tejto poslednej rovnosti na Tlavej
strane sa nachadza i vo vztahu (4.2). Nésledne ich vzajomnou kombinaciou

dostévame:

oP oP oP oP
dP = <)\10'7«E + )\QO'ya—y + T’P) dt + O'rad’wl + O'ya—yd"LUQ s

alebo

P P
dP = rPdt + JT%—(dwl + Aidt) + Uyg—(dub + Aodt) .
r Y

Pomocou rovnakej argumentacie ako to bolo v ¢asti (3.1.1) ziskavame eko-
nomicky vyznam trhovej ceny rizika \;(¢,r, y) okamzitej tirokovej miery 7 a

trhovej ceny rizika Ay(¢, 7, y) premennej y.

4.2 Explicitny tvar rieSenia v dvojfaktorovom

modeli so stochastickou volatilitou

Nech prirastky dvoch stavovych premennych r a y reprezentujicich okamziti
urokova mieru, resp. volatilitu st riadené nasledovnymi dvomi stochastickymi
diferencidlnymi rovnicami:

dr = k(61 —r)dt + Syr’dw,

dy = ro(0y —y)dt +vy’dw,, (4.5)

kde v > 0 a 6 > 0. Potom ocenovacia rovnica (4.4) nadobudne tvar:

oP oP oP
ot (k(01 — 1) — >\1\/§7ﬂ)5 + (Ro(02 —y) — >\2vy5)a—y +
1 0’P 1 0’P 0’P
- "2~ - - HN2Y — ¥ 1 _
+2(\/§7“ ) 52+ 2(“?/) B + p(Vyr")(vy )8r8y
P =0. (4.6)
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V dalsich krokoch tejto ¢asti sa inSpirujeme explicitnym tvarom rieSenia z
jednofaktorového modelu. Pridanim stochastickej volatility, druhého faktora
neistoty, ziskame vseobecny tvar explicitného riesenia, ktory vSak uz teraz
bude musiet vyhovovat ocefiovacej parcialnej diferencidlnej rovnici (4.6) od-
vodenej pre dvojfaktorovy model so stochastickou volatilitou.

Zavedme predpoklady: 1.) Nech hodnota v ¢ase ¢t bezkupénového dlho-

pisu vyplacajiceho 1SK v case T je dana:

P(T> T, Z/) = A<T>eiB(T)TD(Ta y) Jkde 7=T—t.

(Vseobecny tvar explicitného rieSenia pre dvojfaktorovy model)

2.) Pre tplnost modelu je este potrebné dodat

konkrétne tvary zatial blizsie neSpecifikovanych funkcii Ai(r,y) a A(r,y)

predstavujucich trhovia cenu rizika short rate r resp . volatility y. Kvoli akejsi

ekonomickej prirodzenosti hovoriacej, ze s rastiicou hodnotou volatility y by

trhové ceny rizika A;(r, y) a A2 (r, y) mali takisto rést, zvolime A (r,y) = A1,/y
a \(r,y) = Xgﬂ kde \; = konstanta, pre i = 1, 2.

Dosadenim explicitného tvaru rieSenia spolu s funkciami trhovych cien

rizika do oceriovacej rovnice (4.6) a néslednej tprave dostévane:

A . D — - D'

- 3T Br — D (k1(0y — 1) — Myr?)B + (ka(f2 — y) — )\gvy‘”?)ﬁ +
1 1 D" D’

+ 5(\/@”)282 + §(vy5)23 - (\/@”)(vy‘s)pBB —r=0, Vr>0.

Symboly () resp. ()" predstavuji:

(=500 (V=50

Na to aby sme od tejto rovnice presli k systému obycajnych diferencial-
nych rovnic, ako to bolo u jednofaktorového modelu, treba zabezpecit aby

koeficienty pri neznamych funkciach A, B a D boli rozmerovo konzistentné.
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Vsimnime si nasledovné dva cleny: 1(/yr)2B% a —(,/yr")(vy’)pBL.
Porovnanie hodnoty exponentov pri premennej r nam déva, ze musi platit:

2y=7y=7v=0.

S vyuzitim hodnoty v = 0 mozeme prislusna predchadzajicu rovnicu

upravit do tvaru:

A D D'

- a7t Br - D (k1(0y — 1) — My) B + (k202 — y) — XW?JH%)ﬁ +
1 1 D" D’
+ inz + évzy%ﬁ — vyH%pBﬁ —-r=0, Vr>0.

Od tejto rovnice zdruzenim vyrazov pri premennych r a y, ako aj ¢lenov
zavislych len od ¢asu do splatnosti 7 mozeme prejst k nasledovnému systému
diferencialnych rovnic (pri¢om nesmieme zabudat, ze funkcia D = D(1,y),
okrem premennej 7, je eSte stale aj zatial blizSie neSpecifikovanou funkciou
volatility y):

A
(1) —Z - /11013 =0

(r)Y B4+mB—-1=0
- — 1 1
(y) =D 4 MyBD + koD’ — kyyD' — Muy® 2D’ + 5yB2D +
1
+§v2y26D// . Uyé-i-%pBD/ —0,
resp. :
A
(1) —Z —/{1013:0

(r) B4+mB-1=0
() =D + (Kaby — Koy — Novy®tE — vy‘”%pB)D' + (M\yB +

1 1
+§sz)D + 5vzy%D” =0, (4.7)

kde znacky (1), (r) a (y) postupne znamenajd, ze prva rovnicu ziskame

porovnanim vyrazov zavislych len od 7, druhti od r a tretiu od y. Pre skratenie
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zapisu budeme dalej tretiu rovnicu uvazovat v tvare:
(y) —D+p(r,y)D' +q(r,y)D+a*(r,y)D" =0, (4.8)
kde

p(7,y) = Kol — Koy — wa‘”é - UyH%/)B;
- 1
a(7,9) = MyB + 5yB”,
1
a*(r,y) = Svy*.
Dalej vieme, Ze pre nezndme funkcie A(7), B(7) a D(7,y) musia byt

splnené nasledovné vztahy:

pociatotné podmienky: A(0)=1, B(0)=0, D(0,y)=1,
okrajové podmienky: D(7,0) =1, D(r,00)=0.

VyrieSenim prvych dvoch rovnic z tejto sustavy (4.7) sa vieme lahko do-

patrat ku konkrétnym tvarom funkcii A(7) a B(7):

Problémom vsak zostava najst funkciu D = D(7,y) premennych 7 a y tak,
aby ta vyhovovala tretej, pomerne zlozitej nelinearnej parcialnej diferencial-
nej rovnici. V tejto situdcii si pomoézeme numerikou. Konkrétne pouzijeme
techniku nazvant metoda sieti. SkonStruujeme siet pozostavajicu z bodov
(uzlov) v ktorych vypocitame numerické hodnoty neznamej funkcie D(r,y).
Ulohu budeme riesif pre hodnoty premennjch 7 a y z nasledovngch dvoch
intervalov 7 € (0, T, resp. y € (0, Ymax)-

Samotnu sief vytvorime rovnomernym rozmiestnenim deliacich bodov y;,

i =0,1,...,n v priestorovom intervale (0, ¥az) & 75, s = 0,1, ..., m v ¢asovom
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intervale (0, T"). Oznaéme h = ¥222=0 velkost kroku s akou sti od seba vzdia-
lené lubovolné dva susedné body intervalu (0, ymaz), & = % velkost kroku v
intervale (0,7") a D; aproximaciu rieSenia v bode (75, y;), ¢ize D(7s,y;) ~ D;.

Pomocou diferencii aproximujeme parcialne derivacie:

oD Ds — Di ™t
E(Tsa ?/z) ~ T
oD D: ,—D;?
8—(75’ yi) = %
(Y
82D ' ~ Df+1 - 2Dz‘s + Df—l
gy v~ R

Dosadenim tychto diskrétnych aproximdcii do rovnice (4.8) a po naslednej
uprave dostavame:

1

(01); Dj_y + (b2); D} + (b3); Dy = —ED;H’ (4.9)
kde:=1,2,....n—1, s=1,2,...m a

s CLZ(Ts,yi) p(Tsayz’)

(b)i = 2 2h
s 1 2a2(7s,y)

N
s (15, yi)  p(7s,Yi)

ba)i = —2— 7o,

Pozn.: Vsimnime si, ze koeficienty (b 23); st okrem stavovej premennej y
zavislé aj od casu do splatnosti 7.

Algoritmus vypoctu numerickych hodnot riesenia D; za¢ina pouzitim po-
¢iatofnej podmienky D(0,y) = 1 pre nultt ¢asovi vrstvu s = 0, ¢ize DY = 0,
pre i = 1,2,...,n — 1. Na dalsich ¢asovych vrstvach s = 1,2, ..., m ndm vztah
(4.9) pre i = 1,2, ...,n — 1 generuje ststavu n — 1 rovnic s n + 1 nezndmymi
Dg, Dj, ..., D:. Aplikaciou okrajovej podmienky D(7,0) = 0 a modifikovanej

druhej podmienky! D(7,00) = 0 v tvare %—5(7‘, Ymaz) = 0 dostaneme, ze musi

'Numerické vysledky ukazuju, e miesto pdvodnej dirichletovej podmienky je spravnej-

Sie uvazovat neumannovu okrajovi podmienku %—5(7‘, Ymaz) = 0.
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platit:
< D} —D;_,
Dj=0 a —t——r=t=0.

Celkovo tak na najdenie nezndmych hodnoét riesenia DY, D5, ..., DS | na s —
tej Casovej vrstve mame potrebny pocet pocet n — 1 rovnic.
Na nasledovnych obrazkoch st znézornené ceny dlhopisov a nimi impli-

kovanych vynosovych kriviek vyplyvajice z vyuzitia explicitného riesenia
P(T87 r, yl) = A(Ts)eiB(TS)TD(Tsa yl) )

tak ako nam ich po naprogramovani vyssie uvedenej procedury poniikne soft-
ware Mathematica. Vypocet bol realizovany pre short rate » = 0.04, v = 0,
0 = 1.25 a pre nasledovné hodnoty ostatnych parametrov vystupujtcich v

explicitnom rieseni:

K1 = 15, Ko = 05, Ql = 006, 02 = 015,
v=02 p=05 I=-03 X=-05.

Ceny dl hopi sov

‘2 a 6 8 1‘0 maturita

Obr. 4.1: Ceny dlhopisov pre hodnoty volatility: y = 0.15 (¢erveny graf),
y = 0.35 (zeleny graf), y = 0.5 (modry graf), y = 0.7(¢ierny graf).
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VWnosove Kri vky
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Obr. 4.2: Vynosové krivky pre hodnoty volatility: y = 0.15 (Cerveny graf),
y = 0.35 (zeleny graf), y = 0.5 (modry graf), y = 0.7(¢ierny graf).

4.3 Spriemernenie volatility v dvojfaktorovom

modeli

Pri pocitani a vykreslovani grafov pre ceny dlhopisov a nimi ur¢enych vyno-
sovych kriviek v predchadzajucej casti sme predpokladali, ze v kazdom case
vieme pozorovat hodnoty ako okamzitej tirokovej miery r, tak aj volatility .
V praxi v8ak na rozdiel od short rate, ktoré je priamo pozorovatelnd z trho-
vych déat, volatilitu je potrebné odhadovat na zéklade historickych vyvojov
pomocou naro¢nych metoéd. Z tohto dévodu spriemernenie hodndét volatility
moze mat klicovy vyznam pre aplikiaciu vybraného modelu so stochastickou
volatilitou v praxi.

Konkrétnejsie, v dal$ich riadkoch sa budeme zaujimat o spriemernenie

cien dlhopisov P(7,7,y) vzhladom na stochastickii premennu y, ktorej roz-
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delenie aproximujeme limitnou hustotou ¢(y). Teda vypocitame:

(P(r,ry)) = / " () P(r.ry) dy.

Nasledovny tvar vyslednej funkcie g(y) pre hodnotu parametra § = 1,25

spolu s jeho odvodenim néjdeme v praci [15]:

1 2k90p 1 125 _ 269 1 2 25
g(y) = c—e 2 T-xY et 2nY 1 kde

(o]
1 1 26000 1 gl—28 _2r2 1 2-25
R _66 w2 1-25 e w2 2-25 ds .
0

Najprv uzlovym bodom siete y1,ys, ..., Yn_1, priestorovej premennej y, z
predchéadzajucej c¢asti priradime pravdepodobnosti podla nasledovnych vzta-

hov:

yi+%
pi:/ g(x)dr, prei=23,..,n—1. (4.10)
Y

Potom na zaklade tychto pravdepodobnosti mozeme vypocitat, pre dant po-
¢iatocnu short rate r a danti dobu do splatnosti 7,, priemernt cenu dlhopisu

a priemerny vynos do splatnosti prislichajici tymto dvom fixovanym pre-

mennym:
n—1 n—1
<PS> = ZpiP(TS7T7 yl) a <RS> = ZpiR(Tsa r, yl) ;
i=0 i=0
kde

P(Tsa T, yl) = A<TS)6_TB(TS)D(7—87 yl) a
1

R(Tsa r, yl) = - lnP(TS7 T, yl)
T.

S
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st prislusné numerické hodnoty rieseni cien dlhopisov a k nim prislichajice
vynosy v uzlovych bodoch siete (7, ;). Pospajanim bodov (P;) a (Rs) pre
s =1, ..., m ziskame jedin spriemernent krivku cien dlhopisov a jedint sprie-

mernentd krivku k nim patriacim vynosom.
Nasledujtce grafické analyzy pochadzaji z modelu (4.5), ktorym sme sa

zaoberali v predchadzajiucej casti. Pri numerickych simulaciach boli pouzité
hodnoty koeficientov uvedené nad obrézkami (Obr. : 4.1) a (Obr. : 4.2).

Ceny dl hopi sov

R ; \8‘“‘1‘0naturita
0.9
0.8
0.7
0.6/

0.5}

Obr. 4.3: Ceny dlhopisov: ¢ervena krivka — spriemernené ceny.
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Viynosove Krivky

0.075
0.07

0. 065
0. 06

0. 0551/
0.05

0,045/

——— maturita

Obr. 4.4: Vynosové krivky: cervena krivka — spriemernend vynosova krivka.

Sedé krivky cien dlhopisov a vynosov prislichaji deviatim hodnotdm vo-
latilit, ktorym na zaklade vzfahu (4.10) bola pridelend najvicsia pravdepo-
dobnost. Tato pavdpodobnost p; moézeme interpretovat aj ako vahu s akou
dand cena dlhopisu P(7g,r,y;) pre dani dobou do splatnosti s prispieva do
spriemernenej hodnoty cien dlhopisov.

Pre ilustraciu uvedieme hodnoty pig najnizsej a pi;9 najvyssej pravdepo-
dobnosti vykreslenych kriviek cien dlhopisov. Teda pig = 0.2% a p1o = 29.5%.
Celkovo vSetkych devif zobrazenych Sedych kriviek prislicha hodnotam vo-
latilit z intervalu (0.12,0.24) a ich celkova vaha vo vyslednej spriemernene;

cenovej a vynosovej krivke je 99.3%.
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Zaver

Modely vyvoja trokovych mier a nimi implikované ceny dlhopisov a vynosové
krivky pre rozne finanéné derivaty mozeme analyzovat numerickym vyrie-
Senim ocenovacej parcidlnej diferencidlnej rovnice alebo pomocou hladania
explicitnych rieseni. Na predchadzajicich stranach sme sa zaoberali prave
touto druhou moznostou.

Napriek tomu, zZe jednofaktorové modely byvaja c¢asto kritizované kvoli
jednotvarnosti nimi implikovanych vynosovych kriviek, nam sa pomocou zna-
mych rieSeni Vasickovho a CIR modelu podarilo nasimulovat tri hlavné typy
vynosovych kriviek. Tieto sa nachadzali v tretej kapitole.

V grafickych analyzach z kapitoly venovanej dvojfaktorovym modelom
bolo vidiet, Ze zavedenie druhého faktora neistoty umoziiuje ziskanie viace-
rych vynosovych kriviek vychadzajuicich zo spolo¢ného pociatku. Taktiez sme
tu pomocou limitnej hustoty g(y) premennej y ziskanej z prace [15] vypoci-
tali spriemernené ceny dlhopisov a k nim prislusni spriemernenti vynosovi
krivku.

Zial nepodarilo sa ndm priamo ziskat explicitné rieSenie modelu (4.5), ale
pri tychto predchadzajucich spominanych vysledkoch sme si museli vypomoct
i s troSkou numeriky. V tejto stvislosti by bolo zaujimavé dalej studovat ¢i by
pripadné dalSie restrikcie na parametre tohto modelu neumoziiovali ziskanie
systému rovnic (4.7), ktory by uz bol priamo riesitelny pre nezndme funkcie

A(r), B(1) a D(T,9).
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Priloha

Program na vypocet neznamej funkcie D(7,y) vystupujicej v explicitnom

rieSeni pre dvojfaktorovy model:

kapal=1.5;kapa2=0.5;v=0.2;r0=0.5;

lambdal=(-0.5) ;lambda2=(-0.3) ;thetal=0.06; theta2=0.15;delta=1.25;
yMin=0.01; yMax=0.7; T=10;

n= 51; m=101;

h=(yMax-yMin) /n; k=T/m; (*priestorova a casova diskretizaciax)

y[i_]:=yMin+ixh;

(* Vypocet neznamych funkcii vystupujucich v explicitnom rieseni
P(tau,r,y)=AA(tau)Exp[-r*B(tau)]*D(tau,y)*)

AA[tau_] :=Exp[-thetal*(tau+(1/kapal)*Exp[-kapal*tau])+(thetal/kapal)];

B[tau_] :=N[(1/kapal)*(1-Exp[-kapal*taul)];

Altau_,y_1:=N[(1/2)v"2*y~(2*delta)]; pltau_,y_]:=
N[kapa2*theta2-kapa2*y-lambda2*v*y~ (delta+(1/2))-
vxy~ (delta+(1/2))*ro*B[taul];
qltau_,y_] :=N[lambdal*y*B[tau]+(1/2)*y*B[tau] “2];

bil[tau_,y_]:=N[A[tau,y]l/h~2-p[tau,yl/(2xh)];

b2[tau_,y_]:=N[q[tau,yl-1/k-(2*A[tau,y])/(h"2)];
b3[tau_,y_]:=N[A[tau,y]l/(h"2)+p[tau,y]l/(2xh)];
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(¥pociatocna podmienkax) dO[y_]:=1;
d[0]=Table[dO[y[il],{i,1,n-1}];

(*maticax*) For[s=1,s<=m,s++,{
Do[
Do[
ali,jl=
If[i==j!= n-1,b2[s,y[i]],
If [i==j==n-1,b2[s,y[i]]1+b3[s,y[i]],
If[i==j-1,b3[s,y[i]],
If[i==j+1,b1[s,y[i]1]1,01111,
{j,1,n-1}1,
{i,1,n-1}]1;

M[s]=Table[Table[ali,jl,{j,1,n-1}],{i,1,n-1}];
(xvektor pravej strany Bx)
Bls]=Join[{(-(1/k)*d[s-1]1 [[1]1]1-b1[s,y[1]11)},

Table[-(1/k)*d[s-11[[i]1],{i,2,n-1}1];

(xvypocet*) d[s]=LinearSolve[M[s],B[s]];]

Do[grafd[y[jl]l=Table[{i*k,d[i][[j11},{i,0,m}],{j,1,n-13}];
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