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1. UVOD

Prvotnym podnetom na napisanie tejto diplomovej prace bola kniha od autorov
Nancy L. Stokey-ovej, Robert E. Lucas-a juniora aich spolupracovnika Edward C.
Prescott-a s nazvom ,Recursive Methods in Economic Dynamics®. PresnejSie iSlo
o jednu jej Cast, v ktorej sa autori venovali deterministickému modelu optimalneho
rastu (uvadzany v nasledujicej kapitole). Prepracovali sa az k ulohe, ktora je v kapitole
2 oznaCena ako (U3) a d’alej sa nou zaoberali v jej vSeobecnejSom zneni ako tlohou
maximalizacie, resp. hl'adania supréma na mnozine nekonec¢nych postupnosti.

Tato praca sa pokuSa matematicku teoriu z tejto knihy prerobit’ a aplikovat’ na
ulohy optimalneho riadenia. Jej snahou je poskytnut podrobny teoreticky prehlad
o tejto problematike a tedriu zo spominanej publikacie prepracovat tak, aby bola
pouziteI'na pre autondémne ulohy na nekonecnom c¢asovom horizonte ako hlavného
nastroja na rieSenie niektorych ekonomickych modelov, ¢i prikladov. Ide predovsetkym
o upravu znenia a dokazov viet spojenii so zakomponovanim niektorych novych
prvkov, najmi novych predpokladov, a zadefinovanim d’alSich pojmov.

Hlavny rozdiel medzi ulohami v knihe a v tejto diplomovej praci je v tom, Ze
v ulohach optimalneho riadenia vystupuje tak ako stavova aj riadiaca premennd, prave
vol'bou ktorej sa snazime ucelovll funkciu maximalizovat’ (resp. najst jej suprémum)
anavySe stavova premenna v kazdej peridde zavisi nielen od stavu systému
v predchadzajacej peridode, ale aj od vyberu riadiacej premennej v predchadzajicej
periode. Vyjadrené je to pomocou nejakej funkcie F (vid’. vzt'ah (1) v tlohe P(x,) na
zaCiatku kapitoly 3). Pre tito funkciu bolo treba zaviest' nové predpoklady a pre naSe
potreby niektoré iné predpoklady upravit. Vyskyt tejto funkcie si pochopitelne vyziadal
aj zmeny vo formulacii niektorych viet a tiez v ich dokazoch. Pozreli sme sa 1 na to, ako
niektoré predpoklady zabezpecit’ vyzadovanim nejakych vlastnosti priamo v pévodnom

zadani tlohy (veta 5.4).



2. DETERMINISTICKY MODEL OPTIMALNEHO RASTU

V tejto casti sa budeme zaoberat' prerozdelenim zdrojov v ekonomike
pozostavajuce] z mnoho (nekonecne vela) identickych, nekonecne dlho zijucich

domacnosti (viac v lit. [3]). V kazdej peridode ¢ mame len jediny tovar y, (ide

o jednosektorovy model rastu), ktory produkujeme s vyuzitim dvoch vstupov : kapitalu

k, (doddvan¢ho na zaciatku periddy) a prace n,. Produkénu funkciu oznacime F
a potom plati :

v, =F(k,n,) (1)
kde F:R2 —>R_ je spojite diferencovatelna, rastica, homogénna 1.stuptia a rydzo

kvézi-konkavna, pri¢om :

F(0,n)=0, F, (k,n)>0,F, (k,n)>0 Vk>0,Vn>0
lim F, (k,1)=oo, lim £, (k,1)=0

Predpokladajme, Ze velkost' populdcie je konStantna v ¢ase a normalizujme velkost
dostupnej pracovne;j sily na jednotku. Potom plati :
0<n <1 t=0,1,.. (2)
V kazdej peridde je vystup rozdeleny medzi beznu spotrebu ¢, a hrub¢ investicie i, t.j.
musi platit’ :
c,+i, <y, =F(k,n) 1=0,1,.. (3)
Kapital amortizuje konStantnou mierou 0 <9 <1, takze plati :
ko, =(1-8)k+i =0,,.. 4)
Z predchadzajucich dvoch vztahov vyplyva :
c,+k, —(1-8)k <y =F(k,n) t=0,1,.. (5)

Vsetky domacnosti maju rovnaké preferencie spotrebovavat, vyjadrené v tvare :
2. BU() (6)
t=0

kde 0<pB <1 je diskontny faktor a U:R, >R je funkcia uzitoCnosti. Je spojite

diferencovatel'nd, rastlica a rydzo konkévna, pricom
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limdU—(C) =0
>0 dc

Funkcia uZzitocnosti méze byt i ohraniCend, presnejSie ohrani¢ena zhora, ako je
priklad funkcie uZitotnosti U(x)=-Ax"“+B, kde 4>0 a C>1 (podrobnejsie
informacie sa nachadzaju v literatare [5] a [6]). Vidime, Ze v tomto pripade je konstanta
B hornym ohrani¢enim funkcie U (x).

Uvazujme o tomto probléme ako o probléme socidlneho planovaca, ktorého
cielom je maximalizovat’ 0zitok zo spotreby doméacnosti diskontovany do nultého ¢asu,
t.J. maximalizovat’ (6) tak, aby platili (2) a (5) pri danej pociatocnej Grovni kapitalu k.

TakzZe dostavame ulohu :

(U1) Max i B'U(c,)

1C8 -

¢+, —(1-8)k <F(k.n)  t=0,l,..
0<n <1 t=0,1,...
t=0,1,...

k, > 0— pociatny kapital

Dve vlastnosti optima tejto ulohy su zrejmé :

1. Je jasné, Ze vystupom nemozno plytvat’ a teda pre vSetky 1=0,1,... plati vo vztahu
(5) rovnost..

2. Pretoze volny ¢as nie je ohodnoteny a hrani¢ny produkt prace (Fn (k,n)) je vzdy
kladny, bude zreyjme n, =1 pre vSetky 1=0,1,...

Zadefinujme teraz funkciu f:R, >R, ako f(k)=F(k,1)+(1-8)k. Potom

z vlastnosti produk¢nej funkcie F vyplyva, ze f je spojite diferencovatel'nd, rastica

a rydzo konkdvna, pricom plati :

£(0)=0 a Vk>0: df—(k)>0, limdf—(k):oo a 1imdf—(k)=1—6 :
dk dk

k—0 k> dk

TakZe tlohu centralneho planovac¢a mdézeme prepisat’ do tvaru :
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0

(U2) Max Y B'U(c,)

{o }:C:o t=0

ko =f(k)=-c,  t=0,1,.. 7)

0<k t=0,1,...

— T+l
k, > 0— pociatny kapital
kde kapital vystupuje ako stavova premenna a spotreba ako riadiaca premenna.

Takato tloha je tzv. autonémnou tlohou optimalneho riadenia na nekone¢nom
c¢asovom horizonte (jej vSeobecné vyjadrenie sa nachadza hned’ v uvode nasledujice;j
kapitoly).

Vyjadrenim spotreby zo vztahu (7) ajej nahradenim v ucelovej funkcii
prechddzame od ulohy optimalneho riadenia k ulohe maximalizdcie na mnozine

nekonecnych postupnosti. Teda tlohu (U2) eSte mozno upravit’ :

(U3) Max iB'U(f (k,)-k.,)

{kf }:C:o t=0

0<k, <f(k) t=0,1,...

t+1 —

k, > 0— pociatny kapital

Otéazkou zostava, ako tuto ulohu riesit. V nasledujicich kapitolach sa pozrieme
na metodiku rieSenia takychto uloh blizSie. Budeme vSak vSeobecnejsi, ako je priklad

deterministického modelu hore.



3. ROVNICA DYNAMICKEHO PROGRAMOVANIA PRE
AUTONOMNU ULOHU NA NEKONECNOM CASOVOM
HORIZONTE

V tejto Casti sa teda budeme zaoberat’ autonémnou ulohou na nekone¢nom
casovom horizonte, kde zovSeobecnenim oproti tlohe z predchadzajice; kapitoly bude

nahradenie maxima v Ucelovej funkcii suprémom. TakZe mame tlohu v tvare :

(P(x)) iyf 2Bif°(xi,ui) 0<p <l (5)
Xy =F(x,u)  i=0,1,.. 1)

x,e X <R/ (2)

u, eU cR" 3)

X, € X —dané 4

kde f°:R'xR¥ >R a F:R'xR¥ 5> R’ st dané funkcie.

Lubovol'na postupnost’ {LTI} v R" sa nazyva riadenie. Pod odozvou na

o0
i=0
o0
i=

riadenie {,} ~ apociatotny stav x, rozumieme postupnost {X,}” v R’ taki, Ze

o0
i=0
o0

a jeho odozva y = {x, }

X=X, a X, =F(x,u)pre i=0,1,... Riadenie o = {u, } -

i=0
ktoré spifaju podmienky (2), (3) a (4), sa nazyvaju pripustné riadenie a jeho odozva pre
ulohu (P (xO )) Ak navyse pripustné riadenie @ spiiia (5), nazyva sa optimalne riadenie
pre tato ulohu.

Zadefinujme teraz pre kazdé x e X :

F(x):: {u eU|F(x,u)e X}

Nech @ ={u, | je riadenic a y ={x,}  je jeho odozva. Potom je zrejmé, Ze

podmienky (2) a (3) sa daji ekvivalentne prepisat’ ako : u; € F(xl.) pre vSetky i =0,1,...
a teda mézeme povedat’, ze ® = {ul. }ZO je pripustné riadenie pre ulohu (P (xO )) prave
vtedy, ked’ so svojou odozvou y, = {x,}" spiia:

u, €T (x;) pre vietky i =0,1,...

kde samozrejme x,,, = F (x,,u;) pre i=0,1,...a x, € X je dané.
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Pre dany pociatodny stav x, € X mozeme tiez definovat’ 7 (x,) ako mmnoZzinu

riadeni pripustnych zo stavu x,, t.j. :
L =F(x.u)pre i=012,..)

(% ):= {{“i }ZO j

Teraz zavedieme predpoklad, ktory nam zabezpedi, aby : m (x,)= & Vx, e X .

u, el (x)a x

Nech je teda splneny predpoklad P1 :
Predpoklad P1: I'(x)= & VxeX

Skuto¢ne je potom splnené, ze 7 (x,)# & Vx, € X . Pretoze vieme pri danom
X, € X skonStruovat' pripustné riadenie podla nasledujucej schémy : Mnozina
I'(x,)# <2 (lebo plati predpoklad P1), vyberme preto jedno u eI'(x,) a oznadme ho
u,. Polozme x, :=F (x,,u,). Podla definicie mnoziny I' je zrejme u,eU a x, € X .
Dalej podla predpokladu P1 je opdt I'(x,)#Q ateda mozeme vybrat u, eT'(x,)
apolozit' x, := F(x,,u, ) atd.

Budeme esSte vyzadovat, aby aj limita v uCelovej funkcii skutocne existovala.

Zavedieme d’al$i predpoklad :

Predpoklad P2 : Vx, € X a Vo en (x,) 3 limZn: B' S (xu,)

now j=Q
Poznamenajme, Ze predpoklad P2 sa da zabezpecit napr. podmienkou ohrani¢enosti
funkcie f° a poziadavkou, aby B e (0,1) (t4 vSak je splnend, lebo vystupuje uz v zadani
ulohy).
Pre kazdé n=0,1,2,... definujme funkciu J, : X xm (x,) >R ako :

J, (0= B S (50,

S vyuzitim predpokladu P2 moézeme tiez definovat funkciu J:X xm(x,)—> R,

nasledovne :

J(XO’(’))::,{E{IOJ»« (x5, ®)

10
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TakZze za platnosti predpokladov P1 aP2 je =« (xo)- mnoZzina pripustnych riadeni
pre podiatodny stav x, neprzdna V x,€X augelova funkcia v (P(x,)) je dobre
definovana V o em (x,).

Napokon zadefinujme hodnotovi funkciu V™ : X = R* ako :

V' (x,):= sup J(x,.0)

wer(x)
Teda V" (x,) je suprémum v alohe (P(x,)) a vyplyvajic z jej definicie V" je jedina
funkcia spifiajuca nasledujice tri podmienky :
1. ak [V (x, ) <o, potom V" (x,) = J(x,0) Vo en(x,) (6)
a pre l'ubovol'né & >0 plati :
V'(x) < J(xpw)+e  prencjakéo en (x,) (7)

2. ak V' (x,)=+o, potom existuje postupnost’ {co" } v (x,) taka, ze

lim J (x,, 0" )=+o

k—o

3. ak V" (x,)=-%, potom J (x,,0)=-0 Vo enr (x,)

Uvazujme funkciondlnu rovnicu v nasledujicom tvare :
(FR) V(x)= usgrlg)[ S (ru)+ BV (F(x.u))] Vxe X
kde T'(x) je definované ako v predchadzajicoma ¥ : X — R je neznama funkcia.
Povieme, 7e ¥ splita rovnicu (FR) pre nejaké x, € X , ak st splnené tri podmienky :
L. ak [V (x, )} <o, potom ¥ (x,) f° (xp,u)+ BV (F (31 )) VueT (x,) (8)
a pre l'ubovol'né ¢ >0 plati :
V(%)< £ (0ot )+ BV (F (x,,u))+& prenejaké uel'(x,) (9)

2. ak V' (x, )=+, potom existuje postupnost’ {u" } v I'(x,) taka, Ze
tim| £ (ot )+ BV (F (3 ))] = 400 (10)

3. ak ¥ (x,)=—o0, potom fo(xo,u)+BV(F(x0,u)):—oo Vuel(x,) (11)

11
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Pre neskorsie dokazovanie si teraz uvedieme uzito¢ny medzivysledok.

Lema 3.1 :
Nech je splneny predpoklad P2, potom pre l'ubovolné x, € X alubovolné

riadenie © = (uy,u,,u, ...)en (x,) plati :
J (x99 )= 1 (x4 )+ B J (x,,0")
kde o' = (u,u, ...)em (x,) a x, = F (x,,u, ) -
Dékaz :
Za platnosti P2 pre l'ubovolné x, € X a fubovolné @ = (uy,u;,u, ...)em (x,)

plati :
J(xo,o)):}liE;ZBifo (xi’ui):fo (xo,u0)+[3 lEI;ZBifO (xi+]’ui+]):
=0 i=0

= 1 (%, )+ B J (x,,0")0

Nasledujice vety nas oboznamia s tym, za akych podmienok spiiia hodnotova
funkcia funkcionalnu rovnicu (FR) a naopak, kedy je rieSenie rovnice (FR) hodnotovou
funkciou. Tuto rovnicu tiez nazyvame rovnicou dynamického programovania (d’alej

RDP).

Veta 3.1 :
Nech st splnené predpoklady P1 a P2, potom hodnotova funkcia ¥* spiia (FR).
Dokaz :

Zvolme x, € X . Nech V" (x,) je konetnd, t.j. V" (x,)=J (x,,0) Vo en(x,)
a pre l'ubovolné ¢ > 0 plati : V' (x))<J (x,0)+e  prenejaké o em (x,)
Kedze V' (x))=J(x,0) Voen(x,), kde © :(uo,u],uz,...), potom z lemy 1

dostavame :
v (%)= 10 (X1 )+ B J (x,0")

kde u, eI (x,), o' :(u,,uz,...)a x, = F (x,,1,).

12
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Nech u, €T'(x,) a & >0 st dané, potom podra (7) existuje o' e (x, )také, Ze plati :
J(x,0")2V" (x)-¢
Teda
V' (3%0)2 0 (%ot )+ B T (3,0") 2 £ (0,10 )+ BV (F (5,1 ) Be
a kedzee >0 bolo l'ubovolné, z toho vyplyva, Ze (8) je splnené.

Zvol'me teraz x, € X a & > 0. Dalej zo (7) (ked’Ze |V (x, ) <) vyplyva, Ze :
V" (%)< T (%00 )& = ° (%ot1g )+ B J (5,,0")+&  pre nejakeé o em (x,)
a zo (6) dostavame :
V (3%0) < O (0110 )+ BV (F (30,1 ) )+E
Pretoze u, € I'(x, ), mame sphnent (9).

Ak V" (x,)=+00, potom existuje postupnost’ {co" } v (x,) taka, ze :

lim J (x,, 0" )=+o0.

k—0

Pretoze Vk uy, €T (x,)

a Vk J(xo,o)"):fO (xo,ué‘)+BJ(x]",0)’k)S f° (xo,ué‘)+[3 v (F(xo,ug)),

z toho vyplyva, Ze (10) je splnend pre postupnost’ {ug bv I'(x,).
Ak V" (x,)=—o0, potom :
T (5,0 )= £° (o1t )+ B J (5,0 ) = =0 Vo e (,)
kde o' = (u,,u, ...).
Pretoze /° nenadobiida nekonecné hodnoty, z toho dostédvame :
J(x%,0")=—0 Vu, eT(x,),Vo'en (x,)
a teda
V' (x)=—0 Vu,el(x,)

Odtial’ priamo vyplyva (11). [

Veta 3.2 :
Nech st splnené predpoklady P1 a P2. Ak V je rieSenim (FR) a spliia :

13
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limB"V (x,)=0 Vo =(uy,uy,...)en (x,),Vx, € X (12)

n—0

kde x, = F(x, ,u, ) pre n=12,.. Potom V'=V", tj. V je hodnotovou funkciou.

P
Dokaz :

Ak je splnena (12), potom V nenadobiida nekone&né hodnoty. Teda V spiiia (8)
a (9) astadi ukazat, e spifia (6) a (7). Ak V spiia (FR), potom z (8) vyplyva, Ze
Vx, e X a Vo en (x,) plati:V (x,)2 £ (x5, )+ BV (F (x5, )

> 7 (xg,u )+ B S (xp,u, )+ B° V(F(x],u] ))

>J, (x,0)+ BV (F (x,.u,))=

=J, (%,0)+B""V(x,,)
Prejduc k limite pre n — o a pouzitim (12) dostavame, Ze V spliia (6).

Nech teraz x, € X a ¢ >0 st dané. Zvol'me si postupnost’ {5, }

0
n=1

v R, taku, Ze

0

n-1 E

n=1

Z (9) vyplyva, ze mozeme zvolit' u, € T'(x, ) tak, ze

V(3% )< S0 (3011 )+ BV (F (5, ))+3, (13)
a zvolit’ u, eT'(x,) tak, Ze
V()< £ (oou )+ BV (F (3 ))+5, (14)

Z (13) a (14) dostavame :

V(x))S [ (%0010 )+ B S (x0)+ BV (x,)+8, + B3,
Mame teda :

V(%)< [ (%0010 )+ B S (x0)+ BV (x,)+8, + B3,
a indukciou

V (%)<, (x,0)+ BV (x,, )+ (B, +BS, +....+ B3,

V(xO)SJn(xo,@)+Bn+‘V(xn+])+% n=12,.

Pretoze z (12) vyplyva, Ze pre n dostatocne velké je p"'V (x,.,,)< % dostavame, Ze

14
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Vi(x)<J, (x,0)+¢ V n— dostato¢ne velké

Kedze € > 0 bolo 'ubovolné, z toho vyplyva, ze (7) je splnena. []
Dalsie dve vety pojednavaju o optimalite pripustnych riadenti.

Veta 3.3 :

Nech st splnené predpoklady P1 a P2. Nech ®" em (x,) je optimélne riadenie
pre podiato&ny stav x,. Potom plati :
V)= G B (F () =012, (15)
Dékaz :
(V dalsom x, = x,.)
Pretoze o  dosahuje suprémum :
V' (x0)=J (x5.0" )= £ (xooty )+ B J (30" (16)
kde " = (u;,u3,...) a druht rovnost' v (16) dostavame z lemy 1.
Dalej Vo em (x; ) plati :
V()= (x5.0" )= 1 (rootey )+ BT (1.0 )2 J (35,0 )= £° (x5, }+ B J (x,00")
kde o' = (u;,u, ... ) a x, = F (x,1, ).
Rovnako plati tato nerovnost’ i pre vietky riadenia s u, =u, (resp. x, =x, ). Je to preto,
lebo ak (u;,u,,...)em (x; ), potom (ug,u;.u,,... )em (x; ), kde x; = F (x;,u, ). Takze
méme :
J(x.0")2J(x.0") Vo er (x )
a teda :
J(x.0")=V"(x) (17)
Dosadenim (17) do (16) :

v (x;): S (x;,u;)+[3 v (x]*): f° (x;,u;)+[3 v (F(x;,u;))

15
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Takze sme vetu dokazali pre i=0. S vyuzitim vztahu (17) a zopakovanim tohto
postupu by sme vetu dokézali aj pre i=1, takZze indukciou sa da veta dokdzat pre

vSetky 7. [

Veta 3.4 :

Nech st splnené predpoklady P1 a P2. Nech o” en (xo) je pripustné riadenie

z pociato€ného stavu x, spliiajuce vztah (15) a s
limsup B’V (x; )<0 (18)

kde V" je hodnotova funkcia. Potom o je optimalne riadenie pre wilohu (P (x0 ))
s pociato¢nym stavom X, .
Dokaz :

Nech o’ en (x,) spiia (15) i (18), potom indukciou z (15) dostdvame :

V' (%)=, (x.0" )+ BV (x),) n=12,..
Pouzijeme (18) :
Vo(x,)< J(xo,co*)

Pretoze ®” em (x,) a V" je hodnotova funkcia, ” je optimélne riadenie pre alohu

(P (xO )) [

V predchédzajicom sme definovali Vx € X : T'(x)={u eU|F (x,u)e X }. Dalej
viak mbzeme definovat este i I (x) < I'(x) ako :
I (x):=feeT(x)| V' (x)=f° (eu)+ BV (F (xu))}
Potom veta 3.3 hovori, ze kazdé optimalne riadenie je generované z I'", t.j. u, e " (x,)

pre i=0,1,... aveta 3.4 vravi, Ze l'ubovolné riadenie generované z I'" a spliajice (18)

je optimalne.
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4. METODA POSTUPNYCH APROXIMACII, VETA
O KONTRAKTIVNOM ZOBRAZENI A VETA O MAXIME

4.1 Metoda postupnych aproximacii

V predchadzajucej kapitole sme si odvodili nutné a postacujice podmienky pre
hodnotovu funkciu. V tejto sa pozrieme na to, ako rieSit RDP (v predoslom sme ju

oznacili (FR)) pre autonomnu tlohu na nekone¢nom ¢asovom horizonte. Venujme sa

teda opit’ lohe (P(x,)) :

(P(x)) f_“f’ 2Bif°(xi,ui) 0<B <l (5)
Xy =F(x,u)  i=0,1,.. (1)

x, e X <R/ (2)

u, eU cR" 3)

X, € X —dané (4)

a k nej prislachajiicej RDP :
(FR) V(x): sg%a)[fo (x,u)+[3 V(F(x,u))}

(FR) je funkcionalna rovnica, v ktorej st funkcie f° a F dané a hodnotova funkcia
V' nezndma. NasSou ulohou je dokazat existenciu a jednoznaCnost funkcie V
vyhovujucej (FR). Klasicky pristup (19. storocie) k tomuto problému je metdda
postupnych aproximacii. Zaneme tak, Ze si vezmeme pociatocni volbu, Specificku

funkciu, nazvanu V;,. Potom zadefinujeme novu funkciu 7, danu :
()= sup [ 1" (rae)+ B4 (F ()]
Pokial' ¥, (x)=V,(x) Vxe X, potom je ¥, riesenim (FR).
Predpokladajme, ze V,(x)=V,(x), potom pouzijeme V, ako novii volbu

a zadefinujeme d’alSiu funkciu ¥V, danu :
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V,(x)= s1r1(p)[f° (x,u)+BV, (F(x,u))}
Takto mdézeme zadefinovat’ postupnost’ {Vn }rekurentne dant :
V.. (x): sup [fo (x,u)+ BV, (F (x,u))] n=0,12,..
uel"(x)

o ktorej mézeme dufat’, ze konverguje k V vyhovujicej (FR). Ak by sme ukazali, Ze

limV, je rovnaka pre vSetky pociatocné ¥, bola by jedinou funkciou spiiiajucou (FR).

n—0

Definujme teda pre kazdi funkciu V' : X - R novu funkciu 7V : X - R ako :
TV (x):= S]{"IF)[fO (x,u)+BV(F(x,u))} (6)
Potom rekurentny vzt'ah mozeme prepisat’ do tvaru :
Vou(x)=TV, (x) n=0,12,..

kde by T bol operator 7T:C — C a C bola nejakd mnoZina funkcii.
Ked to mame takto zapisané, vidime, Ze riesit (FR) je ekvivalentné najdeniu
pevného bodu zobrazenia 7', t.j. najst V e C také, ze V =TV . Metdda postupnych

aproximacii je spdsob, ako konStruovat tento pevny bod.

4.2 Uplné normované vektorové priestory a veta o kontraktivnom
zobrazeni

Kapitola 4.2 bude predstavovat’ len akési zhrnutie poznatkov o normovanych
(metrickych) vektorovych priestoroch, resp. uplnych vektorovych priestoroch (blizSie
informacie poskytne lit. [2]). V tejto Casti sa zameriame najmé na tie skutoc¢nosti, ktoré

bezprostredne stvisia s naSou diplomovou pracou.

Definicia 4.1 :

Metricky priestor (S, p) sa nazyva uplny, ak kazda cauchyovska postupnost’

v § konverguje k boduz S.
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Veta 4.1 :
Nech X cR' anech C(X) je mnozina ohraniGenych spojitych funkcii
f X —> R so suprémovou normou :
I/11=supl 7 ()
Potom C (X ) je uplny normovany vektorovy priestor. (Ak X je kompakt, potom

kazda spojita funkcia je na X ohraniend. Inak musime ohranic¢enie zahrnut'.)

Definicia 4.2 :
Nech (S, p) je metricky priestor a 7:S — S je funkcia zobrazujica S do seba.
T je kontraktivne zobrazenie, ak pre nejaké o € (0,1) a VV,W €S plati:
p(TV,TW)<a p (VW)

Veta 4.2 (Veta o kontraktivnom zobrazeni):
Ak (S,p)je uplny metricky priestor a 7:S — S je kontraktivne zobrazenie,
potom :
1. T ma préave jeden pevny bod v S
2. VV,eS,n=01,.:p (T"VO,V)SOLn p (¥,,V), kde V' je pevny bod zobrazenia
T.

Doésledok 4.2.1 :
Nech (S,p) je tplny metricky priestor a nech 7:S— S je kontraktivne

zobrazenie s pevnym bodom V' € S. Ak S’ je uzavreta podmnozinav S a T'(S")c S’

potom ¥ € §'. Taktiez ak T (S")c S" < §', potom V' € S".

Désledok 4.2.2 :
Nech (S, p)je Uplny metricky priestor, nech 7:S — S anech pre nejaké celé
¢islo N plati, ze 7" : S — S je kontraktivne zobrazenie. Potom :
1. T ma jediny pevny bod v S
2. VV,eS,k=0,1,...:p (TkNVO,V)Sock p (¥,,V), kde V' je pevny bod zobrazenia
T.
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Veta 4.3 :
Nech X cR'a nech B(X) je priestor ohrani¢enych funkcii f:X —>R so

suprémovou normou. Nech 7': B(X )— B(X) je operator, ktory spiiia :
1. Ak f,geB(X)a f(x)<g(x)VxeX,potom Tf (x)<Tg(x)Vxe X
2. 3B e(01)take, ze: [T(f +a)|(x)<Tf (x)+Ba VfeB(X),a=0,xeX

kde (f+a)(x)=/f(x)+a.

Potom T je kontraktivne zobrazenie.

Veta 4.3 sa tieZ nazyva Blackwellovymi postacujicimi podmienkami pre

kontraktivne zobrazenie (blizSie v lit. [3]).

Zadefinujme teraz novy predpoklad P3, ktory vyuZijeme v dokaze d’alsSej vety.
Predpoklad P3 : Funkcia 1 je ohranitena.

NavySe tento predpoklad spolu s poziadavkou, aby J3 6(0,1), zabezpeCuju, ze je

splneny 1 predpoklad P2.

Veta 4.4 :
Nech plati predpoklad P3 a nech B(X) je priestor ohraniCenych funkcii

f: X = R so suprémovou normou. Potom operator 7" definovany v (6) je kontraktivne
zobrazenie z B(X) do B(X).
Dokaz :

Najprv ukazeme, ze T je zobrazenie z B(X) do B(X). Vezmime I'ubovolnu

funkciu ¥ € B(X'). Operator T bol definovany ako :
TV(x): sup [fo (x,u)+ B V(F(x,u))}
uel"(x)

Podl'a predpokladu P3 je f° ohraniena funkcia a B e(0,1), ztoho vyplyva, Ze
suprémum suctu dvoch ohranicenych funkcii bude kone¢né ¢islo. Odtial’ dostavame, Ze

TV eB(X)ateda T:B(X)— B(X).
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Este treba dokdzat, ze T je kontraktivne zobrazenie na B(X ) Na to staci,
ukézat, ze T spiiia Blackwellove postatujice podmienky pre kontraktivne zobrazenie,
t.j. predpoklady vety 4.3 :

1. Ak Vxe X :V (x)<W(x),kde V,W e B(X). Potom Vx e X:

TV (x)= SIFIF)[fO (xu)+ BV (F (x,u))] < S‘;{’)[fo (x.u)+ B (F (x.u))|=TW (x)
t.j. bod 1 je splneny.
2. Ak V(x)eB(X),a20,xe X, potom:

T(V+a)(x)=uselrlg)[fo (x,u)+p [V(F (x,“))+aﬂ -

= sup [fo (x,u)+P V(F(x,u))}+[3a =

uel"(x)
=TV (x)+ Ba
a to znamena, ze 1 bod 2 je splneny.

Podl'a vety 4.3 je T kontraktivne zobrazenie. [

Teda pre metéodu postupnych aproximacii sta¢i zvolit pociatoénti funkciu
V, € B(X) a ked’ze hodnotova funkcia bola zadefinovana ako :

V' (x,)= sup iﬁifo (x.u,),

wer ()T

z predpokladu P3 vyplyva, ze aj ¥~ (x,)e B(X). Vo vete 4.1 sme si viak ukazali, Ze az
C(X )- mnozina ohrani¢enych spojitych funkcii /: X — R so suprémovou normou je
tplny normovany vektorovy priestor. Spravne by sme teda mali vyzadovat, aby f°
bola nielen ohranigena, ale aj spojita a rovnako, aby tiez ¥, € C(X') miesto ¥V, € B(X).
Potom by bolo 7:C(X)— C(X) kontraktivne zobrazenie na uplnom normovanom
vektorovom priestore a podl'a vety 4.2 by malo jediny pevny bod. Najprv vSak treba
zabezpecCit, aby operator 7' zobrazoval priestor C (X ) do seba. Za akych podmienok sa
tak deje, sa dozvieme z vety o maxime.

V kapitole 3 sme si pre kazdé xeX definovali T i T". S to relacie

(korespondencie), ktoré kazdému x € X priradia mnoZinu I'(x)c U, resp. I (x)c U .

21



4. METODA POSTUP. APROXIMACII, VETA O KONTR. ZOBR. A VETA O MAXIME

Teda ide vlastne o multifunkcie. V nasledujucich riadkoch si povieme nieco viac

o multifunkciach a dokaZzeme vetu o maxime (vid'. lit. [3]).

4.3 Multifunkcie a veta o maxime

Nech XcR' a UcR’, nech f:XxU—>R anech I':X—>U je
korespondencia. Ak Vx e X je funkcia f (x,-)spojitd v ua mnozina I'(x) je neprézdna
a kompaktné v U, potom Vxe X nadobuda funkcia f na I'(x) maximum a v tomto
pripade bude funkcia :

h(x):= max f(x,u) (7)

uel"(x)

dobre definovana a mnozina :
G(x):= {ueF(xjf(x,u):h(x)} (8)

hodnét u, v ktorych nadobuda f (x,u ) maximum, neprazdna.

Definicia 4.3 :

KoreSpondencia I':X —>U sa nazyva kompaktnd (alebo kompaktne-
hodnotovd), ak V xe X je F(x)g U kompaktnd mnozina. KoreSpondencia I': X - U
sa nazyva konvexnd (alebo konvexne-hodnotovd), ak V xe X je F(x)g U konvexna

mnozina.

Definicia 4.4 :

KoreSpondencia I': X - U je hemi-spojita zdola v xe X, ak F(x) je
neprazdna a ak Vu eT'(x) akazda postupnost x, »>x v X 3 N =1 apostupnost
{u,}”  takd,ze u, >u au,el(x,)Vn=N.(Ak I'(z) je neprazdna Vze X , potom

je vzdy mozné vziat’ N =1.)
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Definicia 4.5 :

Kompaktna koreSpondencia I': X — U je hemi-spojita zhora v x € X, ak F(x)
Jje neprazdna a pre kazda postupnost’ x, - x v X apre kazdi postupnost’ {un }:o:]
taku, ze u, eF(xn)Vn 3 konvergentna podpostupnost’ postupnosti {un }L, ktorej

limita u jez I'(x).

Definicia 4.6 :
KoreSpondencia I': X - U je spojitd v x € X, ak je hemi-spojita zhora 1 hemi-
spojitd zdola v x. KoreSpondencia I': X — U sa nazyva spojita na X, ak je spojita

v kazdom xe X .

Veta 4.5 (Veta 0 maxime) :

Nech XcR' a UcR®, nech f:XxU —>R je spojita funkcia anech
I''X—>U je kompaktnd a spojita koreSpondencia. Potom funkcia 4:X — R
definovana v (7) je spojita a koreSpondencia G: X — U definovand v (8) je neprazdna,
kompaktné a hemi-spojitd zhora.

Dokaz :

Fixujme x e X . Mnozina I'(x) je neprazdna a kompaktna a f (x,-) je spojita.
Teda f dosahuje na TI'(x) maximum amnozina G(x) je neprizdna. Pretoze
G(x)cT(x) a T'(x) je kompakt, z toho vyplyva, ze G(x) je ohrani¢ena. Uvazujme
postupnost’ u, —u a u, € G(x) Vn. Kedze T'(x) je uzavreta, tak u I'(x). Taktiez,
pretoze h(x)=f(x,u,)Vn a f je spojita, tak f(x,u)=h(x). Teda u € G(x). Z toho
vyplyva, ze G(x) je uzavretd. Cize G(x) je neprazdna a kompaktnd pre kazdé x,
ked’ze x bolo 'ubovol'né.

Teraz ukazeme, Ze G(x) je hemi-spojita zhora. Fixujme xe X anech {x, }je
postupnost’ v X konvergujuca k x. Vyberme u, € G(x,) Vn. Pretoze T' je hemi-
spojita zhora, tak v F(x) existuje konvergentna podpostupnost’ {unk }, ktorej limita
uel(x). Nech zel(x). Kedze T' je tiez hemi-spojita zdola, v T'(x) existuje
postupnost’ z, —z, kde z, € F(xnk )Vk a {xnk} je vybrana podpostupnost’
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z postupnosti {x,}, kde koeficienty n, pri u, a x, sa zhoduji. Ztoho, Ze
f(xnk,unk )2 f(xnk,znk)Vk a [ je spojita, vyplyva, ze : f(x,u)> f(x,z). Pretoze
zeT'(x) bolo l'ubovolné, tak plati, ze u € G(x). Z &oho dostavame, ze G je hemi-
spojita zhora.

Este treba dokazat, Ze h je spojitd. Fixujme xeX anech {x }je nejaka
postupnost v X konvergujica k x. Oznaéme h =limsuph(x,) a h=liminf i (x,).
Vyberme u,€G(x,) Vn. Potom v X existuje podpostupnost {xnk} taka, e
h=lim f (xnk,unk) akedZe G je hemi-spojitd zhora, tak existuje podpostupnost’ z
{unk }, nazvime ju {u; }, konvergujiica k u € G(x). Plati :

}_zzlimf(xnk,u;):f(x,u):h(x).
Analogicky sa da ukézat, ze h=h(x). Teda {h (x, )} konverguje a jej limita je /(x).
Z ¢oho vyplyva, ze h je spojita. []
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V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ funkcionalnou rovnicou typu :

V(x):bt’lellgl(ic)[fo (x,u)+BV(F(x,u))} 1

Budeme k tomu potrebovat’ tri nové predpoklady. Nech plati :
Predpoklad P4 : X — R’ je konvexnd aI': X — U je neprazdna, kompaktna a spojita.
Predpoklad P5 : Funkcia /° je ohrani¢en4 a spojita.
Predpoklad P6 : Funkcia F je spojita.
Je zreymé, Ze za platnosti predpokladov P4 a P5 platia i predpoklady P1 a P2, resp. P3.
Vieme, ze za predpokladov P1 a P2 platia vety 4.1, 4.2, 4.3 a 4.4 z predchadzajiace;j
Casti. Predpoklad P5 nam zaruci, Ze hodnotova funkcia definovand v predoSlom bude z
C(X )- mnoziny spojitych a ohranienych funkcii na X a predpoklad P6 nam zaruci,
ze izlozena funkcia ¥ (F (x,u)) bude spojitd. Mnozina C(X) je tplnym metrickym
priestorom a teda ak by bolo rieSenie (1) z C(X ), potom by podla vety
o kontraktivnom zobrazeni (veta 4.2) bolo jediné abola by nim prave hodnotova
funkcia. Veta 5.1 pojednava prave o tejto situacii. Znaéme preto d’alej hodnotovu
funkciu a rieSenie (1) rovnako a totiz ako V. Zadefinujme tieZ operator 7 na C(X )
ako :

Tf(x)::glra(ic)[fo (xu )+ Bf(F(x,u))J (2)
kde feC (X ) a pri danom rieSeni ¥ rovnice (1) definujme optimalnu korespondenciu

I': X >U ako:

T (x):=fe e D ()| V (x)= £ (eu)+ BV (F (x.u))} 3)

Veta 5.1 :
Nech st splnené predpoklady P4, PS5 a P6 anech C(X ) je priestor spojitych

ohrani¢enych funkcii f: X — R so suprémovou normou. Potom operator 7' zobrazuje
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C(X) do seba, tj. T:C(X)—>C(X), T ma jediny pevny bod VeC(X) a
VV,eC(X):

kde |||| oznaéuje normu. Naviac pri danom ¥ je optimalna korespondencia ' : X — U

TV, -V|<B"

VO—V” n=0,1,... 4)

kompaktné a hemi-spojitd zhora.
Dokaz :

Za predpokladov P4, P5 aP6 je vztah (2) V feC(X) a VxeX tlohou
maximalizovat’ spojita funkciu [ () +Bf ()} na kompaktnej mnozine I'(x). Teda
maximum sa dosahuje. Pretoze f i f° su ohraniené, je jasné, ze aj Tf bude
ohrani¢ena. A kedze f, F a f° su tiez spojité a I' je kompaktnd a spojita, tak z vety
o maxime (veta 4.5) vyplyva, ze Tf je spojitd. Takze T :C (X )— C(X).

Ale T spiha ipredpoklady vety 4.3 apreto je kontraktivnym zobrazenim na
mnozine C (X ), o ktorej vieme, Ze je Gplnym metrickym priestorom. Preto podla vety
o kontraktivnom zobrazeni (veta 4.2) ma T jediny pevny bod ¥ € C(X) a plati vztah

(4). Rovnako vlastnosti optimalnej koreSpondencie I'" vyplyvaji z vety o maxime. [J

Pre preciznejsiu charakterizaciu 7 a I'" budeme potrebovat’ este viac informacii
o f° a I'. Zavedieme preto predpoklady P7, P8 a P9, ktoré spolu s dosledkom 4.2.1
vety o kontraktivnom zobrazeni poskytnti d’alsie zaveryo V a I"".

Predpoklad P7: U c R je konvexni a f° je rydzo konkavna, t.j.

£O10 Geu)+(1-0)(x",u') | >0 £° (x,u)+ (1-0 ) f° (x',u")

vV (x,u), (x',u")e X xU a v € (0,1)
Predpoklad P8 : T je konvexna v zmysle, Ze pre nejaké 0<0 <1 a x,x € X :

Aku el (x)au eT (x'), potom Ou +(1-0 )u' e T[Ox+(1-0)x'].
Predpoklad P9 : F je linedrne zobrazenie a teda V (x,u),(x',u")e X xU

aVa,p eR :F[oc (x,u)+p (x’,u’)] =aF (x,u)+BF(x,u")
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Veta 5.2 :
Nech st splnené predpoklady P4, P5, P6 ako i P7, P8, P9. Nech ¥ spiiia (1) a

I spifia (3). Potom ¥ je rydzo konkavna a T je spojit4 jedno-hodnotova funkcia.
Dékaz :

Nech C'(X)c C(X) je mnozina ohrani¢enych, spojitych, konkavnych funkcii
na X anech C"(X)c C'(X) je mnozina rydzo konkavnych, ohrani¢enych, spojitych
funkcii na X . Pretoze C'(X) je uzavreti podmnozina uplneho metrického priestoru,
potom podla vety 5.1 a dosledku 4.2.1 vety o kontraktivnom zobrazeni stadi ukézat’, Ze
T[C'(X)]<C"(X). Overme to.

Nech feC'(X) anech:

x#=x, 0€(0,1) a x =0x,+(1-0)x,
Nech pre u,eT(x;) je dosiahnutd hodnota Tf (x,)prei=0,1. Potom podla
predpokladu P8 1, =0u, +(1-0 )u, € ' (x, ). Z &oho :
T (% )2 £ (%15 )+ BS (F (%15 )

= 1 (%ot )+ BS [ F O (oot )+(1-0)(x,.1))]

>0 1 (xyottg )+ (1-0) £° (ot )+ B0.f (F (35010 )+ (1-0) £ (F (x,10,))]

=0 [ 1° (xyotty )+ B.f (F (x5)) |+ (1=0) £ (ot )+ B £ (F (.1,))]

=0 Tf (x, )+ (1-0)Tf (x,)
kde prva nerovnost’ vyplyva z definicie (2) operatora Ta ztoho, Ze u, €T'(x,), treti
riadok vyuziva fakt, e feC'(X), predpoklady P7 a P9. Pretoze x,a x, boli
ubovolné, tak 7f je rydzo konkdvna a ked?e [ bola Tubovolnd, tak
T[C'(X)]=C"(X). Takze jeding pevny bod operatora T funkcia V' je rydzo
konkavna. Pretoze f° je tie? rydzo konkivna a Vxe X je I'(x) konvexna, tak

maximum v (2) sa dosahuje v len jednom bode u. Z ¢oho vyplyva, ze T je jedno-
hodnotova funkcia (nie je multifunkcia). Podla vety 5.1 je T hemi-spojitd zhora.

Kedze je vSak jedno-hodnotova, tak je spojita. [
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Teda sme si ukézali, Ze ak navySe platia aj predpoklady P7, P8 a P9, tak
optimélna kore$pondencia I'" je vlastne oby&ajnou (jedno-hodnotovou) funkciou, ktort
budeme v d’aliom pre rozliSenie oznacovat' y . Ide o tzv. riadiacu funkciu alebo sa tieZ
nazyva optimdlnou spdtnou védzbou. Sucasne vidime, ze hodnotova funkcia je
charakterizovana tym, ze operator ' zachovava urcité vlastnosti. Ak mé funkcia ¥
napriklad vlastnost P a T tato vlastnost’ zachovava, tak mézeme ocCakavat, ze kazda
funkcia z postupnosti {7V} ma vlastnost’ P. Ak by tato vlastnost’ bola zachovana
rovnomernou konvergenciou, potom mozeme ocakavat, ze i V' ju bude mat. Tuto

vSeobecni myslienku sa pokusime odvodit’ vo vete 5.3. Najprv si vSak dokaZzeme dva

uzitoéné medzivysledky (vid. lit. [3]).

Lema 5.1 :
Nech X cR' a UcR". Predpokladajme, Ze korespondencia I': X - U je

nejakd neprazdna, kompaktne- a konvexne-hodnotova a spojitd. Nech 4 je graf I, t.).

A:= {(x,u)e XxU|u eF(x)}

Dalej nech funkcia f:4—>R je spojita a VxeX je f(x,) rydzo konkavna.
Definujme funkciu g: X - U ako:

g (x):=argmax f (x,u)

uel"(x)

Potom Ve >0aVxe X 306 >0 také, Ze plati :

Ak u eT'(x) aak ‘f[x,g(x)]—f(x,u){ <38, potom ||g(x)—u|| <g.
Ak X je kompakt, potom je mozné vziat' 5 >0 nezavislé na x.

Dokaz :

Poznamenajme, ze za tychto predpokladov je g dobre definovand, spojita,

jedno-hodnotova funkcia. DokaZme tito lemu najprv pre pripad, Ze X je kompakt.

Potom aj 4 je kompakt. Pre kazdé ¢ >0 definujme :

A = {(x,u)e A |||g (x)—u" > 8}

Ak A, = pre vSetky € , tak I" je jedno-hodnotova a veta plati trividlne. V opacnom
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pripade 3 € >0 dostatotne malé, také, ze pre vSetky 0<e <€ je mnozina A,

neprazdna a kompaktna. Pre nejaké také € nech :
8 = min |f[x.g(x)]-/ (x.u)

Pretoze funkcia, ktori minimalizujeme, je spojitd a 4. je kompakt, tak minimum sa

dosahuje. Kedze [x,g(x)] ¢ A pre vietkyxe X , tak 8 >0 . Cize :

Ak u eT'(x) aak ||g(x)—u|| >¢, potom ‘f[x,g(x)]—f(x,u){ >35.
Teda vetu mame pre pripad, Ze X je kompakt, dokdzanu.
Ak X nie je kompakt, potom len predchadzajici argument aplikujeme pre

kazdé fixované x € X zvlast. []

Lema 5.2 :

Nech X,U,Ta 4 sa definované ako vleme 5.1. Nech {f,} je postupnost
spojitych realnych funkcii na 4. Nech pre kazdé n a pre kazdé xe X je f, (x,-) rydzo
konkavna. Nech funkcia f ma tie isté vlastnosti anech f, — f rovnomerne (v

suprémovej norme). Definujme funkcie g, a g ako :

g, (x):=argmax f, (x,u) pren=12,.. a

uel"(x)

g (x):=argmax f (x,u)

uel (x)
Potom g, — g bodovo. Ak X je kompakt, tak g, — g rovnomerne.
Dokaz :

Najprv poznamenajme, e funkcia g, (x) je jedina funkcia, ktora maximalizuje
f,(x,-) na I'(x) a g je jedina funkcia, ktord maximalizuje f (x,-) na I'(x). Z toho
vyplyva, zZe :

0< f[xg(x)]-s[xg, ()]

<flxg@)]-1[xe@)]+ [ xe, @)]-f[r.e, ()]
<2|f-f,

Z toho, Ze f, — f rovnomerne, dostdvame, Ze pre nejaké 6 >0 I M >1 také, ze

pre vietky x e X

plati :
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0< f[x,g(x)]—f[x,gn (x)] <2|f =] <8 previetky x € X apre vietky n > M; (5)
Na to, aby sme ukazali, Ze g, — g bodovo, treba dokazat’, ze pre kazdé¢ € >0 a
pre kazdé xe X I N, =1 také, ze :
Hg (x)-g, (x)ﬂ <g previetkyn> N, (6)
Podl'a lemy 5.1 staCi potom ukazat’, Ze pre nejaké & >0 axeX I N =1 také, ze
plati :
‘f[x,g (x)] —f[x,gn (x)]‘ <8, previetkyn> N, (7)
Z (5) vyplyva, Ze I'ubovolne N, > M; ma tato vlastnost.
Ak je X kompakt, potom na to, aby sme dokazali, ze g, - g rovnomerne, je
potrebné ukazat’, Ze pre kazdé € >0 I N >1 také, Ze plati (6) pre vSetky x € X . Podl'a
lemy 5.1 staci, aby pre nejaké 6 >0 I N =1 také, Ze plati (7) pre vSetky xe X . Z (5)

vyplyva, Ze 'ubovol'né N > M, ma tato vlastnost’. [J

Veta 5.3 :

Nech st splnené predpoklady P4, P5, P6 ako i P7, P8 a P9. Nech ¥ spiiia (1) a

v" splita (3). Nech C’(X) je mnozina ohranicenych, spojitych, konkdvnych funkcii
/X >R anech ¥, e C'(X).Nech ¥, ay, st definované ako :

V.:=TV, n=0,1,. a

yn(x)::argmax[fO (x,u)+BVn(F(x,u))] n=0,1,..
wer (x)

Potom y, —y " bodovo. Ak X je kompakt, tak y, —y " rovnomerne.
Dokaz :

Nech C"(X)c C'(X) je mnozina rydzo konkavnych, ohrani¢enych a spojitych
funkcii f:X —>R. Potom podla vety 52 VeC"(X), navySe tiez plati
T[C'(X)]=C"(X). Kedze V,eC'(X), tak V,eC"(X) pre kazdé n=1.2,..
Definujme funkcie f, a f ako:

£ (xu):= O (x,u)+pV, (F(x,u)) n=12,..
f(x,u)::fO (x,u)+ BV(F(x,u))
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Z toho, ze f° je podla predpokladov rydzo konkavna, vyplyva, Ze kazda funkcia f,
pre n=12,... je rydzo konkdvna. Tak isto to plati i pre funkciu f . Aplikujme lemu
5.2 na funkcie f,, f a dokaz je hotovy. [J

Este sa pozrieme na to, ako zabezpecit’ kompaktnost’ a spojitost” koreSpondencie

I’ vpredpoklade P4, teda na to, Co musi platit’ pre mnoziny X a U, resp. pre graf
koreSpondencie I', aby boli spominané vlastnosti I splnené. Za¢neme kompaktnostou.
Predpokladajme, Ze nadialej plati : F(x)i@ VxeX (tento predpoklad sme
v predchadzajicom oznaCovali ako predpoklad P1). Pytame sa, kedy je pre vSetky

x € X mnozina I'(x) kompaktna.

Veta 5.4 :
Nech X c R’ je uzavreta mnoZina, nech U c R* je kompaktnia mnoZina a nech
funkcia F je spojita (teda nech je splneny predpoklad P6). Nech pre koreSpondenciu

I': X > U plati predpoklad P1. Potom je I kompaktna (kompaktne-hodnotova).
Dokaz :

Zoberme Tubovolné xe X . Kedze I'(x)cU amnozina U je kompaktnd, tak
F(x) bude kompaktna prave vtedy, ked’ bude uzavretd. Pretoze podla predpokladu P1
je F(x);t@, vezmime l'ubovolni konvergentni postupnost’ {ul. }z] z F(x), t.j. pre
vietky i=1,2,... bude u, eU také, ze F(x,u,)e X . Na to, aby bola mnozina I'(x)
uzavreta, potrebujeme, aby limita tejto postupnosti bola tak isto z F(x). Teda ak
ozna¢ime u :=limu,, tak chceme, aby u e U (to plati, pretoze I'(x)c U a mnozina U

i—0

je kompaktnd) bolo také, ze F (x,u)e X . Upravme F (x,u) :

F(x,u):F(x,limui): lij(x,uJ

kde druhd rovnost' vyplyva zo spojitosti funkcie F . Kedze F(x,u,)e X pre vietky

i=1,2,.. amnozina X je uzavreta, tak F(x,u)e X . Odtial' dostavame, ze T'(x) je
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uzavretd v U ateda je kompaktnd v U. Pretoze x € X bolo I'ubovolné, plati to pre

vSetky xe X . [J

Poznamenajme, Ze tato veta plati aj bez predpokladu P1, pretoze iprazdna

mnozina je kompakt.

V d’alSom sa podivame na spojitost’ koreSpondencie I' (blizSie lit. [3]). Bude nas
zaujimat’ za akych predpokladov je I' hemi-spojitd zhora a zdola. Na to vyuzijeme

nejaké vlastnosti jej grafu, teda mnoziny :

A:= {(x,u)eXxU| u eF(x)}

Veta 5.5 :
Nech plati predpoklad P1 a nech A4 je graf koreSpondencie I'. Nech 4 je

uzavretd mnoZina anech pre l'ubovolnii ohraniCenli mnoZinu X < X je mnoZzina

r (AA’ ) tiez ohrani¢ena. Potom je koreSpondencia I' kompaktné a hemi-spojitd zhora.

Dokaz :
Pre kazdé xe X je F(x) uzavreta (pretoze A4 je uzavretd) a ohranicena (podla

predpokladu). Teda I' je kompaktne-hodnotova.

Nech £€X je lubovolné anech {x,} je postupnost v X taka, ze x, —> X.
Kedze ' je neprazdna, mdzeme pre vietky i=12,... vybrat u, e['(x,). Pretoze
x, > X, tak v X existuje ohranicend podmnozina Xcx obsahujuca postupnost’ {xl.}
a bod x. Potom podla predpokladu je i F(AA’ ) ohrani¢ena. Z ¢oho vyplyva, zZe
postupnost’ {“1} z F(AA’ ) obsahuje konvergentni podpostupnost, nazvime ju fffl.k }
Oznaéme u limitny bod tejto podpostupnosti. Takze {(xl.k,ul.k )} je postupnost’ v 4
konvergujuca k bodu (%, ). Lenze A4 je uzavreta apreto (X, 4)e A. Odtial vyplyva,

ze wel (%) ateda T' je hemi-spojitd zhora v X. I' je viak hemi-spojitd zhora

v kazdom bode x € X, pretoze X bolo 'ubovolné. [
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Ako sme si v predchadzajicom ukézali pre kompaktnost’ koreSpondencie I’
postacia aj slabSie predpoklady ako vo vete 5.5, ale pre jej spojitost’ (ako uvidime
1z d’alSej vety) postaCujice uz nie su.

Poznamenajme, Ze predchadzajiica veta (rovnako ako aj veta 5.6) sa da pouzit

nielen pre nami zadefinovant koreSpondenciu I", ktori sme definovali ako :
F(x):: {u € U|F(x,u)e X}
ale pre l'ubovol'na koreSpondenciu.
Nasledujica veta bude pojednavat o hemi-spojitosti zdola. Pre jej formuldciu

poznamenajme, Ze pre dané xR’ adané & >0 bude B(x,e) oznaCovat uzavretd

gul'u so stredom v bode x a polomerom ¢, t.].

B(x,e):= <{x’eX|||x—x’||£s}

Veta 5.6 :

Nech plati predpoklad P1 anech A4 je graf koreSpondencie I'. Nech 4 je
konvexna mnozina, nech pre l'ubovolni ohranieni mnoZzinu Xcx existuje
ohranitend mnozina U c U takd, e F(x)ﬂ0 # @ pre vietky x e X anech pre kazdé
xeX existuje € >0 také, Ze mnozina B(x,e)( )X je uzavretd a konvexna. Potom je
koreSpondencia I" hemi-spojitd zdola.

Dokaz :

Vyberme %€ X, 71 eI'(%) apostupnost {x,} z X konvergujucu k %. Zvol'me

dalej také £>0, 2z X :=B(x,e)( )X je uzavretd a konvexnd mnoZina.

v X. Bez straty na

Poznamenajme, Ze pre nejaké N >1 je postupnost {x, }ZN

vSeobecnosti predpokladajme, ze N =1.

Nech D oznacuje hranicu mnoziny X. Kazdy bod x, ma asponn jedno
vyjadrenie v tvare konvexnej kombinacie bodu x anejakého bodu hranice D. Pre
kazdé i zvolme o, €[0,1] a d, e D tak, Ze plati :

x,=o,d,+(1-a,)x
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Z toho, ze D je ohrani¢end mnozina a x, — X, vyplyva, ze o, = 0. Vyberme U také,
7e F(x)ﬂ(} # @ pre vietky x e X . Potom pre kazdé i vyberme 4, e T'(d, )ﬂ(} a
definujme :

=i, +(1-a, )i
Kedze (d,,i;)e A prevsetky i, (X,i)e A a A je konvexna, tak pre vietky i
(x,,u,)€ A. Pretoze o, —0 avietky &, lezia v ohrani¢enej mnozine U, tak i u, —> .
Teda postupnost’ <{(xl.,ul. )} lezi v A4 akonverguje k (%,i), ¢im je hemi-spojitost’ zdola

dokazana. [
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6. ZAVER

V tejto diplomovej praci sme sa venovali autondmnym ulohdm optimalneho
riadenia na nekone¢nom c¢asovom horizonte. Nasli sme pre ne rovnicu dynamického
programovania a v metdde postupnych aproximacii spdsob, ako ich riesit. Vyuzili sme
na to poznatky z knihy ,,Recursive Methods in Economic Dynamics* od autorského
kolektivu, pozostavajuiceho zdua Nancy L. Stokey, Robert E. Lucas aich
spolupracovnika Edward C. Prescott-a. Vedomosti z tejto publikacie boli prepracované
a upraven¢ pre naSe potreby, pretoze autori sa v spominanej knizke venovali iba lloham
maximalizacie (resp. hl'adania supréma) na mnozine nekonecnych postupnosti. My sme
presli k ulohdm optimalneho riadenia, v ktorych okrem stavovej premennej, vystupuje
eSte iriadiaca premenna. Bolo teda potrebné zadefinovat nové pojmy, prip.
predefinovat’ pdvodné, zaviest dopliujuce predpoklady, preformulovat’ vety, doplnit
tedriu d’alSimi vetami, ¢1 poznatkami (vety 4.4 a 5.4), prerobit’ dokazy. Sucasne sme
vyuzili deterministicky model optimalneho rastu ako priklad ekonomicky vhodny na
demonstraciu toho, preo sa problematikou autonomnych uloh optimalneho riadenia na
nekone€nom c¢asovom horizonte zaoberat. Snazili sme sa poskytnat podrobny
vSeobecny teoreticky prehlad azdovodnenie toho, za akych podmienok, ¢i
predpokladov maju tieto ulohy rieSenie, aké su vlastnosti tychto rieSeni a akd metoda sa
d4 na ich ziskanie pouZit’ (v nasom pripade to bola metdoda postupnych aproximacii),
pripadne ¢o vSetko mozno o takychto ulohach povedat. Kapitolu 3 sme vyclenili pre
zadefinovanie autvrdenie si zakladnych pojmov, zaviedli sme prvé predpoklady
a formulovali vo vetach nutné a postacujice podmienky pre hodnotovi funkciu
a optimalne riadenie pre spominané ulohy. Dalsia kapitola sa v troch podkapitolach
venovala metode postupnych aproximacii ako spdsobu rieSenia autondémnych uloh na
nekone¢nom ¢asovom horizonte. Pripomenula ndm, o uz vieme o Uplnych metrickych
priestoroch a tieZ bola akousi exkurziou do sveta multifunkcii. Napokon predposledna
Cast’ tejto prace logicky zakonCovala predchadzajuce dve vyuzivajuc pritom z nich
ziskané vysledky. Pohravali sme sa vnej s predpokladmi, aby sme si ulohu trochu
zjednodusili, ¢i1 aby sme vedeli povedat’ nieCo viac o rieSeniach rovnice dynamického

programovania a ich vlastnostiach.
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