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Zadanie

Cie©om diplomovej práce je na²tudova´ metódy vnútorného bodu a vyuºi´ ich
spolu so simplexovou metódou pri rie²ení vhodných úloh z oblasti �nan£nej matem-
atiky.



Abstrakt

Vä£²ina �riem potrebuje zhodnocova´ svoj majetok, £i uº z dôvodu maximalizácie
zisku alebo potreby vykonania akýchsi budúcich platieb. Typickým príkladom, ºe
ve©kos´, ako aj realizácia týchto budúcich záväzkov, nemusí by´ dopredu známa, sú
pois´ovne, a to konkrétne so ºivotným poistením, kde vý²ka a £as platby závisí od
d¨ºky ºivota daného zákazníka. Spôsob, ako sa vo£i takýmto platbám zabezpe£i´, je
investovanie do aktív, konkrétne sa £asto pouºívajú práve dlhopisy. Na²ou úlohou je
zostavi´ dlhopisové portfólio, ktorého cash-�ow bude kopírova´ vý²ku na²ich záväzkov
v budúcnosti. Predstavíme viacero modelov, pri£om postupne prejdeme od tých na-
jjednoduch²ích k zloºitej²ím a lep²ie popisujúcim reálnu situáciu. Zárove¬ ukáºeme,
ºe v²etky modely sa dajú previes´ na úlohu lineárneho programovania. Naformulo-
vané úlohy budeme následne rie²i´ pomocou metód vnútorného bodu a simplexového
algoritmu, pri£om budeme porovnáva´ ich výkonnos´.
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Predhovor

Lineárne programovanie má v sú£asnosti ²iroké vyuºitie a nevyhýba sa ani oblasti eko-
nomických a �nan£ných úloh, napríklad problémom optimálneho rozhodovania. Do
tejto kategórie patrí aj úloha optimalizácie dlhopisového portfólia. Na h©adanie rie²ení
nám teória lineárneho programovania poskytuje ve©ké mnoºstvo pouºite©ných metód
a algoritmov. Jedna z najstar²ích a najpouºívanej²ích, tzv. simplexová metóda,
ktorú v roku 1947 vyna²iel Dantzig, si rýchlo získala ob©ubu. Neskôr sa v²ak podarilo
ukáza´, ºe má exponenciálnu zloºitos´, a preto nie je vhodná na rie²enie úloh ve©mi
ve©kých rozmerov. Nastal preto dopyt po alternatívnych moºnostiach. Prelomovou sa
ukázala by´ práca Karmarkára, ktorý prezentoval v roku 1984 algoritmus dosahujúci
polynomiálnu zloºitos´. Publikácia na²tartovala revolúciu v optimalizácii a priviedla
odborníkov na lineárne programovanie do oblasti konvexného programovania, známej
pod názvom metódy vnútorného bodu. Tie zah¯¬ajú obrovské mnoºstvo algoritmov,
niektoré si získali aj softvérovú podobu a v¤aka potvrdenej polynomiálnej zloºitosti
predstavujú významnú alternatívu k simplexovej metóde.

Cie©om tejto práce bolo získa´ vo©ne dostupný softvér z internetu, ktorý by pouºí-
val niektoré z týchto metód, na²tudova´ ich a na ekonomických úlohách (v na²om prí-
pade optimalizácie dlhopisového portfólia) porovna´ ich efektívnos´ aj so simplexovou
metódou. Stanovený cie© sa nám podarilo naplni´. Získali sme program pouºívajúci
simplexový algoritmus a ¤al²ie dva programy vyuºívajúce metódy vnútorného bodu.
V prvom bola zakomponovaná homogénna samoduálna metóda, v druhom bol im-
plementovaný v sú£asnosti najpouºívanej²í Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus.
Tie sme potom aplikovali na spomínané ekonomické úlohy optimálneho rozhodovania,
ktoré sme generovali v rozsahu 56009 premenných a 26001 ohrani£ení.

Prvá kapitola obsahuje vysvetlené základné pojmy z oblasti lineárneho programova-
nia a teórie duality. V druhej kapitole sme pod©a knihy Stephena J. Wrighta[12]
popísali Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus. Tretia kapitola sa zaoberá op-
timalizáciiou dlhopisového portfólia. Postupne sme naformulovali viacero modelov
popisujúcich tento problém. Zdrojom informácií bol £lánok Sorena S. Nielsena[1]. V
závere£nej ²tvrtej kapitole sme uviedli výsledky numerických experimentov.
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Kapitola 1

Teória lineárneho programovania

1.1 Úloha lineárneho programovania

V tejto diplomovej práci sa budeme zaobera´ problémom z oblasti �nancií, opti-
malizáciou dlhopisového portfólia, ktorý moºno naformulova´ ako úlohu lineárneho
programovania. Bolo by preto dobré si najskôr poveda´, £o je úloha lineárneho
programovania a ako vyzerá. Lineárne programovanie skúma h©adanie viazaného
extrému funkcie viacerých premenných. Zvlá²tnos´ou je fakt, ºe h©adáme extrém
lineárnej ú£elovej funkcie, pri£om sme viazaní podmienkami, ktoré majú podobu
lineárnych rovníc alebo nerovníc. Zavedieme si nasledovné ozna£enie: A = (aij)
je matica z Rmxn, b = (bi) je vektor z Rm a c = (cj) je vektor z Rn, pri£om vektory
chápeme ako st¨pce. Na²ou úlohou bude h©ada´ minimum ú£elovej funkcie v tvare:

n∑
j=1

cjxj,

pri ohrani£eniach v tvare:

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, ...., n.

Takto naformulovanú úlohu budeme nazýva´ úlohou lineárneho programovania v
²tandardnom tvare, skrátene ²tandardnou úlohou. Pre jednoduchos´ je moºné ju
zapísa´ nasledujúcim spôsobom:

min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
.
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�asto sa táto úloha ozna£uje aj ako úloha lineárneho programovania v rovni-
covom tvare. Môºe sa sta´, ºe h©adáme minimum lineárnej funkcie ako vy²²ie, av²ak
ohrani£enia sú tentokrát v tvare nerovností. Potom takúto úlohu nazývame úlo-
hou lineárneho programovania v tvare nerovností. Ve©mi ©ahko ju vieme previes´ na
úlohu v ²tandardnom tvare, a to pridaním doplnkových premenných si ≥ 0 a úpravou
nerovníc

∑n
j=1 aijxj ≤ bj na rovnice nasledovne:

∑n
j=1 aijxj +si = bj. Podobne kaºdú

úlohu v rovnicovom tvare vieme previes´ na úlohu v tvare nerovností nahradením
kaºdej rovnosti

∑n
j=1 aijxj = bi dvojicou nerovností

∑n
j=1 aijxj ≤ bi,

∑n
j=1 aijxj ≥ bi.

V praxi sa môºeme stretnú´ s problémom, kedy namiesto minima budeme h©ada´
maximum danej ú£elovej funkcie. Vieme v²ak, ºe pre ©ubovo©nú funkciu f : A → R,
kde A je ©ubovo©ná mnoºina, A ⊂ Rn, platí:

min (f(x)) = −max (−f(x)), x ∈ A.

Týmto spôsobom teda moºno kaºdú maximaliza£nú úlohu previes´ na úlohu min-
imaliza£nú. �al²ou moºnos´ou je, ºe okrem nezáporných premenných môºe úloha
obsahova´ aj vo©né premenné. V ²tandardnej úlohe v²ak vyºadujeme nezápornos´
v²etkých premenných. Tú dosiahneme rozdelením vo©ných premenných (napr. a) na
dve nové nezáporné premenné, ktoré ozna£íme ako a+ a a−. Poºadujeme v²ak aby
platilo a = a+− a−. Na základe týchto vy²²ie uvedených skuto£ností sa ¤alej budem
zaobera´ iba úlohami v ²tandardnom tvare.

1.2 Teória duality

Teória duality je jednou z najdôleºitej²ích sú£astí teórie lineárneho programovania. Jej
výsledkom je fakt, ºe ku kaºdej minimaliza£nej úlohe (budeme ju nazýva´ primárnou
úlohou) vieme jednozna£ne priradi´ maximaliza£nú úlohu, pri£om tú budeme nazýva´
duálnou úlohou. Ozna£enie primárna a duálna vychádza z toho, z ktorej úlohy vy-
chádzame. Ak z minimaliza£nej úlohy, tak duálna úloha je maximaliza£ná a naopak,
ak z maximaliza£nej, tak duálna úloha je minimaliza£ná. Dá sa preto hovori´ o dvo-
jici vzájomne duálnych úloh. Teraz e²te ukáºeme, ako táto dvojica vyzerá. Máme
primárnu úlohu v ²tandardnom tvare:

(P ) min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
.

K nej prislúchajúca duálna úloha vyzerá nasledovne:

max
{
bT y|AT y ≤ c

}
,
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ktorú moºno pomocou doplnkových premenných zapísa´ v tvare

(D) max
{
bT y|AT y + s = c, s ≥ 0

}
.

Pod primárnou úlohou budeme ma´ v ¤al²ích stránkach na mysli minimaliza£nú
úlohu, pod duálnou maximaliza£nú. Pre ne teraz e²te zade�nujem nieko©ko pojmov.

P = {x ∈ Rn|Ax = b; x ≥ 0} sa nazýva mnoºinou primárne prípustných rie²ení.
x∗ ∈ P sa nazýva optimálne rie²enie úlohy (P), ak platí, ºe cT x∗ ≤ cT x pre kaºdé x ∈
P . V reálnej situácii môºe nasta´ prípad, ke¤ je P prázdna, t.j. neexistuje primárne
prípustné rie²enie. Potom je daná úloha neprípustná. �al²ou moºnos´ou, ktorú treba
spomenú´ je prípad, ak P nie je prázdna, t.j. existuje primárne prípustné rie²enie,
av²ak optimálna hodnota ú£elovej funkcie je rovná −∞. Takáto úloha sa nazýva
neohrani£ená. Podobne môºeme zade�nova´ mnoºinu duálne prípustných bodov ako
D =

{
(y, s) ∈ Rm ×Rn|AT y + s = c; s ≥ 0

}
.

Pre dvojicu úloh (P) a (D) platia nasledovné tvrdenia, ktoré vyuºívame pri h©adaní
optimálneho rie²enia. Prvým, ktoré uvedieme je tzv. slabá veta o dualite.

Veta 1.2.1. (Slabá veta o dualite)
Pre kaºdé prípustné rie²enie x = (x1, ..., xn)T primárnej úlohy a kaºdé prípustné
rie²enie y = (y1, ..., ym)T duálnej úlohy platí cT x ≥ bT y.

Dôkaz.
Vieme, ºe y je prípustné rie²enie duálnej úlohy. Preto musí sp¨¬a´ nerovnos´

AT y ≤ c, ktorú transponovaním upravíme na yT A ≤ cT . Teda aj yT Ax ≤ cT x. Teraz
e²te vyuºijeme, ºe x je prípustným rie²ením primárnej úlohy, t.j. platí nerovnos´
Ax = b. Dokopy dostávame cT x ≥ yT Ax = yT b = bT y. �

Slabá veta o dualite má ve©ký význam. Pod©a nerovnosti cT x ≥ bT y je hod-
nota ú£elovej funkcie minimaliza£nej úlohy pre akéko©vek prípustné rie²enie horným
odhadom ú£elovej funkcie maximaliza£nej úlohy pre v²etky jej prípustné rie²enia a
naopak. Rozdiel bT y − cT x sa ozna£uje ako duálna medzera. Jej ve©kos´ je rozhodu-
júca pre overenie optimality prípustných rie²ení primárnej a duálnej úlohy. Ukáºeme,
ºe ak x∗ je prípustné rie²enie primárnej úlohy a y∗ je prípustné rie²enie duálnej úlohy
a ve©kos´ duálnej medzery je rovná nule, t.j. cT x∗ = bT y∗, potom x∗ a y∗ sú aj
optimálne. Týmto spôsobom nám poskytuje posta£ujúce podmienky pre optimalitu
prípustných rie²ení. Nech teda x je prípustné rie²enie primárnej úlohy, potom pod©a
slabej vety o dualite platí cT x ≥ bT y∗ = cT x∗. Ale x∗ je prípustné, potom musí by´ aj
optimálne. Podobným spôsobom je moºné ukáza´, ºe y∗ je optimálne rie²enie duálnej
úlohy.
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Dôsledok 1.2.2. Ak je x prípustné rie²enie primárnej úlohy, (y, s) prípustné rie²enie
duálnej úlohy a je splnená rovnos´ cT x = bT y potom x, resp. (y, s) sú optimálne
rie²enia primárnej resp. duálnej úlohy.

Druhým dôleºitým výsledkom teórie duality je nasledovná veta, známa tieº ako
silná veta o dualite.

Veta 1.2.3. (Silná veta o dualite)[Vanderbei[2]]
Ak primárna úloha má optimálne rie²enie x∗ = (x∗1, ..., x

∗
n)T , potom aj duálna úloha

má optimálne rie²enie y∗ = (y∗1, ..., y
∗
m)T také, ºe platí bT y∗ = cT x∗.

Nulová ve©kos´ duálnej medzery je týmto posta£ujúcou (pod©a Dôseldku 1.2.2),
ale zárove¬ aj nutnou podmienkou optimality (pod©a Vety 1.2.3). Zo silnej vety o
dualite nám vyplýva, ºe ak jedna z dvojice vzájomne duálnych úloh má optimálne
rie²enie, tak aj tá druhá má optimálne rie²enie. Otázne je, £o nastáva v situácii, ak
napr. primárna úloha je neohrani£ená alebo neprípustná. Z neohrani£enosti primárnej
úlohy s vyuºitím silnej vety o dualite dostávame, ºe duálna úloha je neprípustná.
Ve©kos´ duálnej medzery je v tomto prípade nulová, pri£om rovnos´ sa nadobúda v
−∞. Podobne máme druhú moºnos´, ak primárna úloha je neohrani£ená. Potom je
duálne úloha neprípustná. Ve©kos´ duálnej medzery je rovná nule a rovnos´ nastáva
v ∞. Posledným prípadom, ktorý treba uvaºova´, je ak sú obe úlohy neprípustné.
Tu je ve©kos´ duálnej medzery nenulová. Metódy vnútorného bodu nám poskytujú
optimálne rie²enie, ktoré je ostro komplementárne. Preto by sme mali e²te spomenú´
vety o komplementarite.

Veta 1.2.4. (Veta o komplementarite)[Vanderbei[2]]
Nech x = (x1, ..., xn)T je prípustné rie²enie primárnej úlohy a y = (y1, ..., ym)T je
prípustné rie²enie duálnej úlohy. Nech (s1, ..., sm)T zna£í príslu²né duálne doplnkové
premenné. Potom x a y sú optimálne rie²enia pre primárnu resp. duálnu úlohu vtedy
a len vtedy, ak platí:

xjsj = 0, j = 1, ..., n, (1.1)

Dôkaz.
V nasledujúcich pár riadkoch najprv ukáºeme, ºe platí rovnos´:

cT x− bT y = xT s. (1.2)

Ke¤ºe x, s ≥ 0 potom uº z rovnosti (1.2) jednozna£ne vyplýva platnos´ tvrdenia.
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Vieme, ºe pre y, s duálne prípustné platí AT y + s = c. S vyuºitím tejto rovnosti
potom máme, ºe:

cT x− bT y = (AT y + s)T x− bT y = sT x + yT Ax− bT y. (1.3)

Ke¤ºe x je prípustné rie²enie, potom platí Ax = b, a dosadením do (1.3) získavame:

sT x + yT Ax− bT y = sT x + yT b− bT y︸ ︷︷ ︸
=0

= sT x = xT s. (1.4)

Podarilo sa nám tu ukáza´, ºe platí rovnos´ (1.2). �

Dôsledok 1.2.5. Nech x ∈ Rn, y ∈ Rm a s ∈ Rn. Potom x je optimálne rie²enie
(P) a (y,s) je optimálne rie²enie (D), práve vtedy, ke¤ je splnené:

Ax = b, x ≥ 0,

AT y + s = c, s ≥ 0,

xisi = 0, ∀i.
(1.5)

Podmienky (1.5) sú uvádzané v literatúre [Vanderbei[2]] pod názvom Karush-
Kuhn-Tuckerove podmienky, skrátene KKT podmienky.

Veta o komplementarite zárove¬ pomáha v situácii, ak je potrebné nájs´ opti-
málne rie²enie jednej z dvojice vzájomne duálnych úloh, pri£om optimálne rie²enie
tej druhej je nám známe. Rovnosti (1.1) sa ozna£ujú ako podmienky komplemen-
tarity. Vyplýva z nich, ºe ak máme optimálne rie²enie x∗ primárnej úlohy a (y∗, s∗)
duálnej úlohy, potom jedno z xj, sj je rovné nule, alebo sú obe nulové pre j = 1, ..., n.
Metódy vnútorného bodu nám dávajú rie²enia, ktoré sú ostro komplementárne. To
znamená, ºe rie²enia sp¨¬ajú podmienky komplementarity, av²ak nenastáva prípad,
ºe pre optimálne rie²enie sú obe z xj, sj rovné nule pre j = 1, ..., n, vºdy je nulové
práve jedno z nich.

Veta 1.2.6. (Veta o ostrej komplementarite)[Vanderbei[2]]
Ak úloha lineárneho programovania má optimálne rie²enia, potom existujú také opti-
málne rie²enia x∗, (y∗, s∗) primárnej resp. duálnej úlohy, ktoré sú ostro komplemen-
tárne, t.j. x∗ + s∗ > 0.
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Kapitola 2

Metódy vnútorného bodu

Teraz ukáºeme, ako je moºné rie²i´ úlohy lineárneho programovania. V minulosti sa
naj£astej²ie pouºívala simplexová metóda. Neskôr sa v²ak ukázalo, ºe nie je vhodná
na rie²enie úloh ve©mi ve©kých rozmerov a do popredia sa dostali metódy vnútorného
bodu, ktoré zah¯¬ajú pestrú ²kálu rôznych algoritmov. Naj£astej²ie pouºívané sú
tzv. primárno-duálne algoritmy, ktoré v nasledujúcich pár stranách popí²eme. E²te
predtým upozorníme na ne²tandardné ozna£enie: Pod x ∈ Rn budeme rozumie´
vektor v tvare x = (x1, x2, ..., xn)T . Potom X budeme chápa´ ako diagonálnu maticu
v tvare:

X =


x1

x2
. . .

xm

.

Pod ozna£ením x−1, e budeme rozumie´ vektory:

x−1 = (1/x1, 1/x2, ..., 1/xn)T ,

e = (1, 1, ..., 1)T .
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2.1 Centrálna trajektória

Majme primárnu úlohu v ²tandardnom tvare:

(P ) min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
. (2.1)

K nej prislúchajúca duálna úloha je:

(D) max
{
bT y|AT y + s = c, s ≥ 0

}
. (2.2)

Bod x nazývame ostro prípustným primárnym bodom, ak x > 0 a x ∈ P . Mnoºinu
v²etkých ostro prípustných primárnych bodov ozna£íme ako:

P0 := {x|Ax = b, x > 0} .

Podobne môºeme zade�nova´ mnoºinu ostro prípustných duálnych bodov ako:

D0 :=
{
(y, s) |AT y + s = c, s > 0

}
.

V metódach vnútorného bodu sú dôleºité nasledovné dva predpoklady.

Predpoklad 2.1.1. Matica A má plnú hodnos´, t.j. h(A) = m, pri£om m ≤ n.

Predpoklad (2.1.1) nám zabezpe£uje, ºe ak s vytvára nejakú duálne prípustnú
dvojicu, tak ju tvorí s jediným y.

Metódy vnútorného bodu h©adajú optimálne rie²enia úlohy (2.1) z vnútra mnoºiny
P ako limitu postupnosti rie²ení úloh, ktoré sú odvodené z úloh (2.1), (2.2). Preto je
dôleºitý nasledovný predpoklad.

Predpoklad 2.1.2. Mnoºiny P0, D0 sú neprázdne.

V ¤al²ej £asti vyloºíme najdôleºitej²ie poznatky metód vnútorného bodu v oblasti
lineárneho programovania, ktoré je moºné nájs´ napr. vo [Vanderbei [2]], [Wright [12]]
alebo [Halická [11]].
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Poznámka 2.1.3. Odteraz budeme v celej kapitole predpoklada´, ºe sú splnené Pred-
poklady (2.1.1), (2.1.2).

Uº sme spomínali, ºe metódy vnútorného bodu nerie²ia priamo pôvodnú úlohu,
ale postupnos´ úloh z nej odvodených. Teraz ukáºeme, akú formu majú dané odvo-
dené úlohy. S vyuºitím logaritmickej bariérovej funkcie nahradíme pôvodnú ú£elovú
funkciu úlohy (P) cT x funkciou

fτ (x) := cT x− τ
n∑

i=1

ln(xi),

kde τ je kladná kon²tanta a namiesto úlohy (2.1) rie²ime úlohu:

(Pτ ) min {fτ (x) |Ax = b, x > 0}. (2.3)

Lema 2.1.4. Nech τ > 0. Potom x ∈ Rn je optimálne rie²enie (Pτ ) práve vtedy, ke¤
existuje také y ∈ Rm, s ∈ Rn, ºe:

Ax = b, x > 0,

AT y + s = c, s > 0,

xisi = τ, ∀i.
(2.4)

Dôkaz.
Úlohu na h©adanie viazaného extrému prevedieme na úlohu h©adania vo©ného

extrému. Zostrojíme Lagrangeovu funkciu pre úlohu (Pτ ), v tvare:

L (x, y) = cT x− τ
n∑

i=1

ln (xi)− yT (Ax− b) ; (2.5)

kde y ∈ Rm, x > 0. Nutné a posta£ujúce podmienky pre extrém sú:

∇xL(x, y) = c− τX−1e− AT y = 0, (2.6)

∇yL(x, y) = Ax− b = 0, x > 0. (2.7)

Teda x je rie²enie (Pτ ) ⇔ existuje také y, ºe (x, y) sp¨¬ajú podmienky (2.6), (2.7).
Ak ozna£íme: τX−1e

ozn.
= s > 0, z toho jednoduchou úpravou po zloºkách dostaneme,

ºe τ 1
xi

= si ⇔ xisi = τ . Tým sme sa dostali k podmienkam (2.4), £o bolo na²ím
cie©om a dôkaz je skon£ený. �
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Podmienky (2.4) sú tzv. centrujúce podmienky. Jedná sa v podstate o perturbá-
ciu systému (1.5), ak 0 v poslednej rovnici nahradíme za τ . Pomocou logaritmickej
barérovej funkcie môºeme podobným spôsobom ako úlohu (2.1) transformova´ aj
úlohu (2.2) na:

(Dτ ) min
{
gτ (y, s) |AT y + s = c, s > 0

}
, (2.8)

kde gτ (y, s) := bT y + τ
∑n

i=1 ln(si).

Lema 2.1.5. Nech τ > 0, y ∈ Rm, s ∈ Rn
+. Potom (y, s) je rie²enie (Dτ ) práve

vtedy, ke¤ existuje také x ∈ Rn, ºe sú splnené podmienky (2.4).

Dôkaz.
Dôkaz moºno urobi´ podobným spôsobom ako pri Leme (2.1.4). �

Lema 2.1.6. Pre kaºdé τ > 0 majú úlohy (Pτ ), (Dτ ) práve jedno rie²enie.

Dôsledok 2.1.7. Pre kaºdé τ > 0 majú majú centrujúce podmienky (2.4) práve jedno
rie²enie xτ , yτ , sτ .

Teraz môºeme zade�nova´ aj pojem centrálnej trajektórie. Centrálnu trajektóriu
de�nujeme ako mnoºinu rie²ení systému (2.4) závislých na hodnote parametra τ :

C = {xτ , yτ , sτ |τ > 0} .

V teórii metód vnútorného bodu sa ukázalo, ºe pre τ → 0 konverguje centrálna
trajektória k ostrokomplementárnemu optimálnemu rie²eniu úlohy lineárneho pro-
gramovania, t.j. platí (xτ , yτ , sτ ) → (x∗, y∗, s∗) a x∗ + s∗ > 0.

2.2 Newtonove smery

V metódach vnútorného bodu teda potrebujeme vypo£íta´ xτ , yτ , sτ , £o nás ako uº
vieme dovedie k optimálnemu rie²eniu danej úlohy, pre τ → 0. V kaºdej iterácii
budeme teda h©ada´ rie²enie systému:

Ax = b,
AT y + s = c,
xisi = τ, ∀i

 ⇔


Ax = b,
AT y + s = c,
XSe = τe,

 (2.9)
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pre �xnú hodnotu parametra τ . Úlohu rie²i´ systém (2.9) môºeme jednoducho
previes´ na úlohu h©adania nulového bodu funkcie F (x, y, s) : R2n+m → R2n+m, ktorá
je v tvare:

F (x, y, s) =

 Ax− b
AT y + s− c
XSe− τe

. (2.10)

Rovnicu F (x, y, s) = 0 môºeme rie²i´ pomocou modi�kovanej Newtonovej metódy
so skrátenou d¨ºkou kroku. Predpokladáme, ºe máme k dispozícii ostro prípustný
²tartovací bod (x0, y0, s0) a parameter τ > 0 bude kon²tantný, rovný τ0. V prvej
iterácii získame ostro prípustné rie²enie (x1, y1, s1). Poznamenajme e²te, ºe prvé dve
rovnice v (2.10) sú lineárne, a teda ich v²etky nasledujúce newtonovské iterácie budú
sp¨¬a´. Potrebujeme v²ak e²te splni´ podmienku kladnosti x a s, £o sa dosiahne práve
redukciou d¨ºky kroku. K tomu sa e²te vrátime pri nazna£ení jednej konkrétnej iterá-
cie. Do druhej iterácie zvolíme za ²tartovací bod (x1, y1, s1) a zmen²íme hodnotu τ
z τ0 na τ1. Spôsob, ako zniºujeme ve©kos´ parametra τ po kaºdej iterácii popí²eme
neskôr. Získame nový ostro prípustný bod (x2, y2, s2) a takto budeme pokra£ova´
¤alej, pokým sa dostato£ne nepriblíºime k optimálnemu rie²eniu, t.j. pokým v niek-
torej iterácii nenastane xT s < ε, kde ε je vopred stanovená toleran£ná kon²tanta.
Teraz nazna£íme, ako pomocou Newtonovej metódy po£ítame nové itera£né body.
Zoberme, ºe sme v (k +1)-tej iterácii, t.j. ²tartovací bod je (xk, yk, sk), ktorý je ostro
prípustný. Máme, ºe:

F (xk+1, yk+1, sk+1) ≈ F (xk, yk, sk) + J(xk, yk, sk)(∆xk, ∆yk, ∆sk)T = 0,

kde (∆xk, ∆yk, ∆sk) = (xk+1, yk+1, sk+1)− (xk, yk, sk) a J(x, y, s) je
Jakobiho matica funkcie F (x, y, s). Na²ou úlohou je vypo£íta´ z rovnosti

F (xk, yk, sk) + J(xk, yk, sk)(∆xk, ∆yk, ∆sk)T = 0

smery (∆xk, ∆yk, ∆sk). Dostaneme ich ako rie²enie systému:

J(xk, yk, sk)

∆xk

∆yk

∆sk

 = −F (xk, yk, sk), (2.11)
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£o je vlastne systém:

 0 AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 ∆xk

∆yk

∆sk

 =

 0
0

−XkSke + τke

. (2.12)

(∆xk, ∆yk, ∆sk) sa pod©a pouºitej metódy nazývajú Newtonove smery. Novú
iteráciu by sme dostali ako (xk+1, yk+1, sk+1) = (xk, yk, sk) + α(∆xk, ∆yk, ∆sk), kde
α ∈ (0, 1] je parameter ozna£ujúci d¨ºku kroku a ur£íme ho tak, aby bola splnená
podmienka (xk+1, sk+1) > 0. Poznamenajme, ºe vo©ba α = 1 sa nazýva plným
Newtonovým krokom. Tento krok je v²ak £asto neprípustný, a preto sa v praxi
volí α < 1. Je v²ak (xk+1, yk+1, sk+1) prípustné rie²enie? Ak áno, musí plati´, ºe
Axk+1 = b, AT yk+1 + sk+1 = c.

Axk+1 = A(xk + α∆xk) = Axk + αA∆xk︸ ︷︷ ︸
=0, pod©a (2.12)

= Axk = b,

ke¤ºe sme predpokladali, ºe (xk, yk, sk) je prípustný. Podobne jednoducho sa dá
ukáza´, ºe aj AT yk+1 + sk+1 = c. To znamená, ºe ak ²tartovací bod (x0, y0, s0) je
prípustný, potom aj v²etky ¤al²ie vypo£ítané iterácie sú prípustné.

Ak by sme zvolili τ = 0, znamenalo by to, ºe by sme h©adali rie²enie pôvod-
ného neperturbovaného systému rovností z podmienok (1.5). Takto získané smery
(∆xk, ∆yk, ∆sk) sa nazývajú £isté Newtonove smery, alebo aj a�nno-²kálovacie smery.
Vä£²ina primárno-duálnych algoritmov v²ak volí τ > 0. Dôvodom je skuto£nos´, ºe
touto vo©bou získavame smery (∆xk, ∆yk, ∆sk) (v literatúre [Wright[12]] sa ozna£ujú
ako centrujúce smery), ktoré sú orientované do vnútra kladného ortantu de�novaného
ako (x, s) > 0. Potom je moºné zvoli´ vä£²iu d¨ºku kroku ako pri a�nno-²kálovacích
smeroch, u ktorých je pri dlh²om kroku vä£²ie riziko prekro£enia hranice kladného
ortantu, a preto sme nútení vzia´ α << 1, £o spoma©uje konvergenciu algoritmu. My
budeme voli´ hodnotu parametra τ adaptívne. Za tým ú£elom si zavedieme centrujúci
parameter σ ∈ [0, 1] a parameter duálnej medzery µ(x, s), ktorý je de�novaný ako
µ(x, s) = 1

n

∑n
i=1 xisi = xT s

n
. �alej budeme µ(x, s) ozna£ova´ uº iba ako µ a poloºíme

τ = σµ.

2.3 Neprípustné ²tartovacie body

Doteraz sme vôbec nerozoberali problematiku ²tartovacieho bodu, len sme predpok-
ladali, ºe je ostro prípustný. To znamená, ºe (x0, y0, s0), kde x0 > 0 a s0 > 0 sp¨¬a
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Ax0 = b a AT y0 + s0 = c. Daným rovnostiam následne vyhovujú aj v²etky nasledu-
júce iterácie. Pre ve©ké mnoºstvo úloh je v²ak náro£né takýto po£iato£ný bod nájs´.
Daný problém sa dá odstráni´ preformulovaním úlohy, £o v²ak môºe ma´ za následok
zvý²enú náro£nos´ rie²enia úlohy. Pohodlnej²í prístup ponúkajú tzv. neprípustné
metódy vnútorného bodu. V nich od ²tartovacieho bodu poºadujeme iba splnenie
podmienky (x0, s0) > 0. Daný prístup si nevyhnutne vyºaduje úpravu systému na
h©adanie smeru (2.12) tak, aby sme kaºdou iteráciou zárove¬ zlep²ovali prípustnos´.
Z toho dôvodu zade�nujeme reziduá rb, rc následne: rb = Axk− b, rc = AT yk + sk− c
a systém (2.12) prevedieme na tvar:

 0 AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 ∆xk

∆yk

∆sk

 =

 −rc

−rb

−XkSke + σkµke

. (2.13)

Takto vypo£ítaný smer je stále Newtonov krok k bodu patriacemu centrálnej tra-
jektórii, av²ak zmenou systému pridaním reziduí je tla£ený k odstráneniu neprípust-
nosti, a to uº v prvom kroku. Pri vo©be d¨ºky kroku α = 1 sa rb a rc stanú nulové, t.j.
úplne sa eliminuje neprípustnos´, £o sa zachová aj v ¤al²ích iteráciách. Táto vo©ba
je v praxi nemoºná. Prípustnos´ sa v jednotlivých ietráciách zlep²uje, rovnako ako aj
komplementarita, zniºovaním hodnoty hodnoty parametra µ k nule a cie© o odstrá-
není neprípustnosti sa podarí naplni´ aº neskôr. Do skupiny neprípustných metód
vnútorného bodu patrí aj tzv. Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus.

2.4 Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus

Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus pouºíva v sú£asnosti vä£²ina programov
na lineárnu optimalizáciu. V nasledujúcich pár riadkoch sa pokúsime túto metódu
popísa´. Klasický Newtonov smer je vylep²ený o korek£nú zloºku, ktorej výpo£tová
náro£nos´ je relatívne malá. Výhodou je aj adaptívna vo©ba parametra σ v kaºdej
iterácii. H©adaný smer pozostáva z troch komponentov:

2.4.1 A�nno-²kálovací "prediktor"komponent

Jedná sa v podstate o £istý Newtonov smer funkcie F (x, y, s) de�novanej pod©a (2.10),
kde zvolíme τ = 0, teda ako rie²enie systému:
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 0 AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 ∆xaf
k

∆yaf
k

∆saf
k

 =

 −rc

−rb

−XkSke

, (2.14)

kde rb = Axk − b a rc = AT yk + sk − c. Následne ur£íme maximálnu moºnú
d¨ºku krokov (aby sme nevy²li z kladného ortantu) oddelene pre primárne a duálne
premenné pod©a vz´ahu:

αpri
af = arg max

{
α ∈ [0, 1] |x + α∆xaf ≥ 0

}
,

αdual
af = arg max

{
α ∈ [0, 1] |s + α∆saf ≥ 0

}
.

(2.15)

�alej de�nujeme µaf ako hypotetickú hodnotu µ, ak by sme zvolili plný krok:
µaf = (x + αpri

af ∆xaf )T (s + αdual
af ∆saf )/n. Ak µaf << µ, potom a�nno-²kálovací

smer je dostato£ne dobrý a umoºní signi�kantnú redukciu µ, teda môºeme zobra´
parameter σ blízky 0. Ak je v²ak µaf len o trochu men²ie ako µ, potom zvolíme
hodnotu σ bliº²ie k 1, £o nám zaru£í priblíºenie sa k centrálnej trajektórii a následne
lep²iu pozíciu pre pokles µ v ¤al²ej iterácii. V praxi sa vo©ba σ = (

µaf

µ
)3 ukázala ako

ve©mi efektívna.

2.4.2 Centrujúci komponent

Jeho hodnota závisí od adaptívnej vo©by centrujúceho parametra σ. Získa sa rie²ením
systému, ktorý má rovnakú maticu ako (2.14), ale pravú stranu v tvare (0, 0, σkµke)

T .
Výhodné je vypo£íta´ ho spolu s korek£ným £lenom. Ten tieº ur£íme pod©a systému
(2.14), av²ak s pravou stranou v tvare (0, 0,−∆Xaf

k ∆Saf
k e)T . Ke¤ºe sú navy²e obe

zloºky nezávislé jedna na druhej, nie je potom ºiaden dôvod, aby sa ur£ovali oddelene.
Môºeme ich zlú£i´ do jedného smeru jednoduchým spo£ítaním prislúchajúcich pravých
strán a následným zrie²ením systému rovníc.

2.4.3 "Korektor"komponent

A�nno-²kálovací smer je získaný z lineárnej aproximácie KKT podmienok (1.5) a
ke¤ºe je po£ítaný samostatne, je moºné ho pouºi´ na odhad chyby v aproximácii.
Táto znalos´ nám umoº¬uje vypo£íta´ "korektor"smer a vylep²i´ lineárny model na
kvadratický. Ako motiváciu si najskôr ukáºme, ako sa zmení i-ty sú£in xisi, ak by
sme zvolili plný krok. Z (2.14), vynechajúc indexy zna£iace iteráciu, máme (xi +
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∆xaf
i )(si + ∆saf

i ) = xisi + xi∆saf
i + si∆xaf

i + ∆xaf
i ∆saf

i = ∆xaf
i ∆saf

i . Sú£in xisi

sa pretransformoval na ∆xaf
i ∆saf

i namiesto predpokladanej nuly. Korek£ná zloºka
kroku sa bude snaºi´ kompenzova´ túto odchýlku tým, ºe vzájomné sú£iny pribliºuje
k ich cie©ovej hodnote 0. Táto zloºka vyhovuje systému:

 0 AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 ∆xkor
k

∆ykor
k

∆skor
k

 =

 0
0

−∆Xaf
k ∆Saf

k e

. (2.16)

Kombinovaný centrujúco-korek£ný smer budeme po£íta´ ako rie²enie systému:

 0 AT I
A 0 0
Sk 0 Xk

 ∆xc−k
k

∆yc−k
k

∆sc−k
k

 =

 0
0

σkµke−∆Xaf
k ∆Saf

k e

. (2.17)

2.4.4 Celkový smer

Celkový smer v k-tej iterácii bude sú£et a�nno-²kálovacej a centrujúco-korek£nej
zloºky. Bude ma´ tvar:

(
∆xk, ∆yk, ∆sk

)
=

(
∆xaf

k , ∆yaf
k , ∆saf

k

)
+

(
∆xc−k

k , ∆yc−k
k , ∆sc−k

k

)
. (2.18)

Následne ur£íme maximálnu moºnú d¨ºku kroku pre primárne a duálne premenné
zvlá²´ pod©a vz´ahov:

αpri
k = min(0.99αpri

max, 1),

αdual
k = min(0.99αdual

max, 1),
(2.19)

kde

αpri
max = arg max

{
α ≥ 0|xk + α∆xk ≥ 0

}
,

αdual
max = arg max

{
α ≥ 0|sk + α∆sk ≥ 0

}
.

(2.20)
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Pribliºné rie²enie primárnej resp. duálnej úloy v k-tej iterácii je v tvare:

xk+1 = xk + αpri
k ∆xk,(

yk+1, sk+1
)

=
(
yk, sk

)
+ αdual

k

(
∆yk, ∆sk

)
.

(2.21)

2.5 Redukovaný KKT systém

�asovo najnáro£nej²ou zloºkou v kaºdej iterácii je ur£enie smeru kroku, t.j. rie²enie
KKT systému:

 0 AT I
A 0 0
S 0 X

 ∆x
∆y
∆s

 =

 −rb

−rc

−rxs

, (2.22)

kde

rxs =

{
−XSe , pre a�nno-²kálovací smer,
σµe−∆Xaf∆Safe , pre centrujúco-korek£ný smer (2.23)

Systém (2.22) prepí²eme z maticového tvaru a pokúsime sa ho £o moºno naj-
jednoduch²ie vyrie²i´. Po úprave dostávame:

AT ∆y + ∆s = −rc, (2.24)

A∆X = −rb, (2.25)

S∆x + X∆s = −rxs. (2.26)

Najskôr z (2.26) vyjadríme ∆s = −X−1(rxs + S∆x), £o dosadíme do (2.24) a
získavame:

AT ∆y −X−1(rxs + S∆x) = −rc, (2.27)

£o následne upravíme na:

AT ∆y −X−1S∆x = −rc + X−1rxs. (2.28)
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Ak ozna£íme D = S−1/2X1/2, dostávame sa od (2.22) k systému:

(
AT −D−2

0 A

) (
∆y
∆x

)
=

(
−rc + X−1rxs

−rb

)
, (2.29)

∆s = −X−1(rxs + S∆x), (2.30)

ktorý je z literatúry [Wright[12]] známy pod názvom redukovaný KKT systém.
Teraz budeme eliminova´ ∆x. Z (2.29) máme:

AT ∆y −D−2∆x = −rc + X−1rxs. (2.31)

Ak do (2.31) dosadíme z (2.24) AT ∆y = −rc −∆s, dostávame:

−rc −∆s−D−2∆x = −rc + X−1rxs, (2.32)

z £oho nahradenímD−2 = X−1S a následnými jednoduchými úpravami dostaneme:

∆x = −S−1(rxs + X∆s), (2.33)

Ke¤ (2.33) dosadíme do (2.25), dostávame, ºe:

A(−S−1(rxs + X∆s)) = −rb, (2.34)

£o jednoducho upravíme na:

−AS−1X∆s = −rb + AS−1rxs. (2.35)

Ak do (2.35) dosadíme z (2.24) ∆s = −rc − AT ∆y, máme:

A S−1X︸ ︷︷ ︸
=D2

AT ∆y = −rb − AS−1Xrc + AS−1rxs, (2.36)

£o upravíme na:

AD2AT ∆y = −rb + A(−S−1Xrc + S−1rxs). (2.37)

Celkovo sme sa od systému (2.24)-(2.26) prepracovali k systému:
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AD2AT ∆y = −rb + A(−S−1Xrc + S−1rxs), (2.38)

∆s = −rc − AT ∆y, (2.39)

∆x = −S−1(rxs + X∆s). (2.40)

Systém (2.38)-(2.40) sa zvykne v literatúre [Wright[12]] ozna£ova´ pod názvom
normálny systém rovníc a na jeho rie²enie, kontrétnej²ie na ur£enie ∆y z (2.38), sa
pouºíva tzv. Choleského rozklad.

Symbolom M ozna£íme maticu M = AD2AT . Ak má matica A plnú hodnos´,
t.j. ak h(A) = m, potom M je kladne de�nitná a pouºitím Choleského rozkladu
získame dolnú trojuholníkovú maticu L a diagonálnu maticu D také, ºe platí M =
LDLT . (2.38) sa pretransformovalo na LDLT ∆y = z

ozn.
= −rb+A(−S−1Xrc+S−1rxs).

Namiesto (2.38) budeme rie²i´ dva £iastkové systémy rovníc:

Lw = z,

DLT ∆y = w,

ktoré sú ©ahko rie²ite©né, vzh©adom na fakt, ºe L je dolná trojuholníková a DLT

je horná trojuholníková matica.
Hodnoty ∆x, ∆s sa následne uº jednoducho dopo£ítajú pod©a vz´ahov (2.39),(2.40).

2.6 Pouºitý algoritmus

Jedným z programov, ktorý budeme pouºíva´ v tejto práci je, LOQO [5]. Tento
softvér vyuºíva pri rie²ení úloh lineárneho programovania oproti vy²²ie opísanému
Mehrotrovmu prediktor-korektor algoritmu navy²e nasledovnú modi�káciu.

2.6.1 Presolver

Základným predpokladom pri pouºití primárno-duálneho algoritmu je plná hodnos´
matice A. Túto poºiadavku dokáºeme splni´ pouºitím tzv. presolvera. Táto £as´
programu vykonáva nasledovné úpravy matice A:

• kontrola neprípustnosti, t.j. £i nulovému riadku v matici zodpovedá nulová
zloºka vo vektore pravej strany,

• vynechanie nulového riadka, ak mu zodpovedá nulová zloºka na pravej strane,
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• odstránenie jedného z dvojice rovnakých riadkov (ak je jeden nenulovým ná-
sobkom druhého),

• odstránenie jedného z dvojice rovnakých st¨pcov,

• odstránenie �xnej premennej, t.j. takej, u ktorej je dolné a horné ohrani£enie
zhodné,

• vyradenie ur£enej premennej, ak riadok matice obsahuje jedinú nenulovú hod-
notu, premennú moºno jednoducho ur£i´.

Úprava matice s vyuºitím presolvera je výpo£tovo menej náro£ná neº jedna iterácia,
pri£om program zárove¬ ponúka moºnos´ jeho nepouºitia.

2.7 Homogénna samoduálna metóda

Táto metóda, ktorú budeme v na²ej práci tieº pouºíva´, je dostato£ne podrobne
popísaná v diplomovej práci �ubomíra Kor²¬áka [9], a preto ju tu uvádza´ nebudeme.
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Kapitola 3

Optimalizácia vo �nanciách

Banky a �nan£né in²titúcie potrebujú zhodnocova´ svoj majetok, £i uº z dôvodu
maximalizácie zisku, prípadne potreby splatenia akýchsi budúcich platieb. Ve©kos´,
ako aj realizácia týchto budúcich záväzkov, £asto nemusí by´ dopredu známa.

Najtypickej²ím príkladom toho sú pois´ovne, a to konkrétne tie, ktoré sa zaober-
ajú ºivotným poistením, kde vý²ka a £as poh©adávky závisí od d¨ºky ºivota daného
zákazníka. Spôsob, ako sa vo£i takýmto platbám zabezpe£i´, je investovanie do ro-
zli£ných �nan£ných aktív, z ktorých sa ve©mi £asto pouºívajú práve dlhopisy. Na²ou
úlohou je teda zostavi´ dlhopisové portfólio, ktorého cash-�ow (príjmy) bude kopírova´
vý²ku na²ich záväzkov v budúcnosti.

V tejto £asti ukáºeme, ako také portfólio skon²truova´, teda rozhodnú´ o tom, aké
mnoºstvo ktorých dlhopisov potrebujeme zaobstara´. Predstavíme viacero modelov,
pri£om postupne prejdeme od tých najjednoduch²ích k zloºitej²ím. Zárove¬ bude
moºné vidie´, ºe v²etky vedú k úlohám lineárneho programovania, ktoré následne
budeme rie²i´ metódami opísanými v kapitole 2.

3.1 Deterministický model s minimalizáciou vstup-
ných nákladov

Najskôr rozoberieme deterministický prípad, v ktorom sú záväzky aj aktíva vopred
známe. Predtým v²ak e²te uvedieme ozna£enie, ktoré budeme v následných formulá-
ciách pouºíva´. Ozna£me:

T = {0, ...,m} - mnoºina £asových okamihov t, ktoré sú udávané v rokoch, pri£om
t = 0 zna£í sú£asnos´ a t = m budúci horizont

U = {0, ..., n} - mnoºina pouºite©ných dlhopisov (1-ro£né, 2-ro£né, ...)
Lt - vý²ka záväzku splatného v £ase t, pri£om t ≥ 1
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Fi,t - cash-�ow (príjem) z dlhopisu i v £ase t

Treba e²te doda´, ºe ve©kos´ £asového okamihu (periódy) je ur£ená intenzitou s
akou dlhopisy vyplácajú kupóny. To znamená, ºe ak z dlhopisu plynie kupón kaºdých
6 mesiacov, tak potom bude ve©kos´ jednej periódy rovná polovici roka. Cash-�ow
Fi,t môºe by´ kladný aj záporný, pri£om znamienko závisí od toho, aký je smer
toku pe¬azí. Je zauºívané, ºe kladný cash-�ow zna£í prichádzajúce peniaze a zá-
porný cash-�ow reprezentuje odchádzajúce peniaze. Ako príklad uvedieme 5-ro£ný
kupónový dlhopis. Na za£iatku je potrebné dlhopis obstara´, t.j. máme záporný
cash-�ow vo vý²ke Fi,0 = −Pi , teda je rovný mínus cene dlhopisu, v ¤al²ích rokoch
t = 1, ..., 4 máme kladný cash-�ow vo vý²ke kupónu Fi,t = ci a v poslednom piatom
roku dostaneme navy²e aj nominál (face value), Fi,5 = ci + FV .

Prvý uvádzaný model je deterministický, typu buy&hold. To znamená, ºe na za£i-
atku v £ase t = 0 skon²truujeme portfólio, teda obstaráme poºadovaný po£et daných
typov dlhopisov, ktoré potom následne máme po£as celého sledovaného obdobia v
drºbe. Tento model budeme pod©a Nielsena[1] nazýva´ "Cash-Flow Matching Model"
(ozna£íme ho ako CFM-1).

min λ

pri ohrani£eniach:

∑
i∈U

Fi,0 xi + λ ≥ 0,

∑
i∈U

Fi,t xi ≥ Lt, t ≥ 1,

xi ≥ 0, i ∈ U.

Vektor x vyjadruje mnoºstvá konkrétnych dlhopisov, ktoré treba obstara´, λ vy-
jadruje vstupné náklady na obstaranie portfólia. Jedná sa o model s minimalizá-
ciou vstupných nákladov. Druhé ohrani£enie zna£í, ºe v kaºdom £asovom okamihu
dosahuje cash-�ow z portfólia aspo¬ vý²ku záväzku, ktorý treba v danom okamihu
splati´.

Pod©a tohto modelu sa záväzok splatný v £ase t zaistí kúpou dlhopisu v £ase 0,
ktorý v t priná²a potrebný cash-�ow. To by v²ak bolo moºné urobi´ aj iným spô-
sobom. V skuto£nosti môºe by´ výhodnej²ie kúpi´ dlhopis, ktorý maturuje skôr a
z neho získané peniaze uloºi´ do banky, pri£om úro£ením získame poºadovanú hod-
notu. Druhou moºnos´ou je poºi£anie pe¬azí z banky oproti cenine (dlhopisu), ktorá
maturuje v budúcnosti. Toto investovanie a poºi£iavanie sa dá ve©mi jednoducho

23



modelova´ a je zahrnuté aj v ¤al²om modeli, ktorý pod©a Nielsena[1] budeme nazý-
va´ "Cash-Flow Matching with reinvesting and borrowing" (ozn. CFM-2).

min λ

pri ohrani£eniach:∑
i∈U

Fi,0 xi + b0 + λ = r0,

∑
i∈U

Fi,t xi + (1 + ρt)rt−1 + bt = Lt + rt + (1 + βt)bt−1, t ≥ 1,

bm = 0,

xi, ri, bi ≥ 0, i ∈ U.

Premenné rt, resp. bt vyjadrujú objem reinvestovaných resp. poºi£aných �-
nan£ných prostriedkov z periódy t do t + 1. Návratnos´ z investície za 1 periódu
je ozna£ená ako ρt a úrok na poºi£iavanie ako βt. Poºi£iavanie je v poslednej perióde
zakázané, £o vyjadruje ohrani£enie bm = 0. Premenná rm zna£í v tomto prípade akýsi
prebytok na konci. Ohrani£enia sa nám oproti prvému modelu zmenili na rovnosti.
Je to zaprí£inené tým, ºe zvy²né �nan£né prostriedky na konci kaºdej periódy je
výhodnej²ie investova´ do banky, neº ich ma´ v drºbe ako hotovos´.
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3.2 Deterministický model s maximalizáciou výnosu

V predchádzajúcich dvoch modeloch minimalizujeme vstupné náklady. V skuto£nosti
je v²ak pre vä£²inu investorov ove©a dôleºitej²ie dosiahnutie najvy²²ieho moºného
zisku. Touto úvahou sa dostávame k nasledovnému modelu, ktorý Nielsen[1] nazýva
"Maximizing horizon position" (ozn. MAX).

max h

pri ohrani£eniach:∑
i∈U

Fi,0 xi + b0 + B = r0,

∑
i∈U

Fi,t xi + (1 + ρt)rt−1 + bt = Lt + rt + (1 + βt)bt−1, t ≥ 1,

bm = 0,

rm = h,

xi, ri, bi ≥ 0, i ∈ U.

Vidíme, ºe ú£elová funkcia maximalizuje kone£nú hotovostnú pozíciu. Zárove¬
nám v²ak pribudla kon²tanta B. Tá vyjadruje rozpo£et, ktorý máme k dispozícii na
za£iatku na obstaranie portfólia.

3.3 Stochastický variant MAX modelu

Doteraz sme predpokladali, ºe poznáme v²etky budúce dáta. V skuto£nosti sú nám
na za£iatku známe len rozpo£et, ceny a kupóny dlhopisov. Úroky, sú£asné hodnoty
dlhopisov na konci sledovaného obdobia ani budúce záväzky nepoznáme. Týmto sa
dostávame od deterministických modelov k tzv. stochastickým. V týchto je zahrnutá
neistota oh©adom budúcnosti (t.j. fakt, ºe nepoznáme kompletné dáta) a je vyjadrená
pomocou stochastických premenných. Tie ozna£íme znakom .̃
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max h̃

pri ohrani£eniach:∑
i∈U

Fi,0 xi + b0 + B = r0,∑
i∈U

F̃i,t xi + (1 + ρ̃t)r̃t−1 + b̃t = L̃t + r̃t + (1 + β̃t)b̃t−1, t ≥ 1,

b̃m = 0,

r̃m = h̃,

xi, r̃i, b̃i ≥ 0, i ∈ U.

Takto naformulovaný model je v²ak príli² v²eobecný. Navy²e, ak by sme pred-
pokladali, ºe stochastické premenné majú spojité rozdelenie pravdepodobnosti, tak
sa daná úloha stáva ve©mi ´aºko rie²ite©nou. Preto budeme predpoklada´ diskrétne
rozdelenia pravdepodobnosti (tie budú vyjadrené mnoºinou moºných scenárov ich
vývoja). Tento predpoklad sa dá uzna´, ke¤ºe vieme spojité rozdelenia dobre aprox-
imova´ diskrétnymi. Odteraz budeme ma´ k dispozícii dáta o moºnom vývoji pre-
menných Fi,t, Lt, ρt, βt pre kaºdý scenár s z mnoºiny v²etkých scenárov S, pri£om
kaºdý scenár má priradenú pravdepodobnos´ ps. Dostávame sa tak k modelu, ktorý
Nielsen[1] pomenúva ako "Maximizing expected horizon return" (ozn. S-MAX):

max
∑
s∈S

psh
s

pri ohrani£eniach:∑
i∈U

Fi,0 xi + b0 + B = r0,∑
i∈U

F s
i,txi + (1 + ρs

t)r
s
t−1 + bs

t = Ls
t + rs

t + (1 + βs
t )b

s
t−1, t ≥ 1, s ∈ S

bs
m = 0,

rs
m = hs,

xi, r
s
i , b

s
i ≥ 0, i ∈ U, s ∈ S.
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3.4 Dvojfázový stochastický model

V²etky doteraz spomenuté modely boli statického charakteru, prezentovali tzv. buy&hold
situáciu. To znamená, ºe na za£iatku nakúpime portfólio, ktoré máme aº do konca
v drºbe, pri£om ho nijakým spôsobom po£as sledovaného obdobia neupravujeme
(nerebalancujeme). Drvivá vä£²ina investorov v²ak svoje portfóliá pravidelne up-
ravuje v závislosti od vyvíjajúcej sa situácie budúcich záväzkov a úrokových mier,
ich neistota oh©adom budúcnosti sa postupne mení. Nasledujúci model bude tým
najjednoduch²ím dynamickým modelom, konkrétne dvojfázovým. Investor tu po
prvej £asovej perióde rebalancuje svoje portfólio, pri£om ho v²ak uº do konca ne-
mení. Týmto spôsobom môºeme lep²ie modelova´ reálnu situáciu. Realistickos´
by sa následne dala zvý²i´ pridaním mnoºstva okamihov, v ktorých budeme port-
fólio prerovnáva´, £o by nás priviedlo k multiperiodickým modelom. Tými sa v²ak v
na²ej práci zaobera´ nebudeme. Nasledovný model Nielsen[1] zna£í ako "Two-Stage
Stochastic Program" (ozn. 2S-SP).

max
∑
s∈S

psh
s

pri ohrani£eniach:∑
i∈U

Fi,0 xi + b0 + B = r0,

∑
i∈U

F s
i,ty

s
i + (1 + ρs

t)r
s
t−1 + bs

t = Ls
t + rs

t + (1 + βs
t )b

s
t−1, t ≥ 1, s ∈ S

∑
i∈U

sellP s
i xi =

∑
i∈U

buyP s
i ys

i

bs
m = 0,

rs
m = hs,

xi, y
s
i , r

s
i , b

s
i ≥ 0, i ∈ U, s ∈ S,

Premenné xi vyjadrujú mnoºstvá dlhopisov pre prvú fázu, ys
i pre druhú fázu.

Vidíme, ºe tie závisia od vybraného scenára. Ak by tomu tak nebolo, v druhej fáze
by sa vybralo rovnaké portfólio ako na za£iatku a o rebalancovaní by nebolo moºné
hovori´. Premenné sellP s

i , resp.
buyP s

i ozna£ujú cenu, za ktorú môºeme dlhopis i
preda´ resp. obstara´, ak sa uberáme pod©a scenára s.
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3.5 Generovanie scenárov

Ako si môºeme v²imnú´, výber mnoºiny scenárov má ve©ký vplyv na optimálne rie²e-
nie úlohy. Preto musí mnoºina S obsahova´ "normálne", ale zárove¬ aj extrémne
prípady (na tie v²ak nemôºe bra´ príli²ný oh©ad, ke¤ºe pravdepodobnos´ ich nasta-
nia je malá). Scenáre budeme voli´ viacerými spôsobmi. Prvým je tzv. New York 7.
Jedná sa o nasledovných 7 scenárov vývoja úrokových mier po£as 10 rokov, pri£om
kaºdá �nan£ná in²titúcia v ²táte New York musí kaºdoro£ne preukáza´ solventnos´,
ak by sa situácia vyvíjala pod©a ©ubovo©ného z týchto scenárov.

NY - 7:

• úrokové miery sa nezmenia,

• úrokové miery vzrastú o 50 bb ro£ne po£as 10 rokov,

• úrokové miery poklesnú o 50 bb ro£ne po£as 10 rokov,

• úrokové miery vzrastú o 100 bb ro£ne po£as 5 rokov, a potom poklesnú o 100
bb ro£ne po£as 5 rokov,

• úrokové miery poklesnú o 100 bb ro£ne po£as 5 rokov, a potom vzrastú o 100
bb ro£ne po£as 5 rokov,

• úrokové miery vzrastú o 300 bb a potom sa uº nezmenia,

• úrokové miery poklesnú o 300 bb a potom sa uº nezmenia.

Dodajme, ºe bb ozna£uje bázický bod a ako príklad uve¤me, ºe nárast o 50 bb zna-
mená nárast o 0.5%. �al²ou moºnos´ou, ktorou budeme generova´ vývoj úrokových
mier, je pouºitie binomického stromu. Za£neme v £asovom okamihu 0, pri£om pred-
pokladáme, ºe pravdepodobnos´ nárastu a poklesu úrokovej miery je rovnaká. To
nám zabezpe£í náhodný generátor, pomocou ktorého rozhodneme, ktorou z dvoch
moºných vetiev sa dostaneme do £asového okamihu 1. Teda, £i zaznamenáme pokles
alebo nárast úrokovej miery. Takto pokra£ujeme ¤alej, aº pokým sa nedostaneme na
koniec sledovaného obdobia a získame tým jeden kompletný scenár. Postup opaku-
jeme dovtedy, kým nezískame stanovený po£et scenárov vývoja úrokových mier.
Táto moºnos´ je ©ahko pouºite©ná, ale ponúka iba obmedzené mnoºstvo prípadov.
Vylep²ením môºe by´ zvý²enie po£tu vetiev pri rozhodovaní v kaºdom uzle, £ím sa
dostávame k trinomickému a multinomickým stromom.
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3.6 Roz²írenie modelov

Pri investovaní do aktív (akcií, dlhopisov, ...) musíme po£íta´ aj s transak£nými nák-
ladmi, medzi ktoré patria napríklad brokerské poplatky alebo rozdiel medzi ponukou
a dopytom (tzv. bid-ask spread). Dôvodom pre ich zahrnutie do modelu je sku-
to£nos´, ºe investori v reálnom ºivote nedrºia po celý £as rovnaké portfólio. Na
meniacu sa situáciu na trhu reagujú úpravami portfólia, jeho rebalancovaním (presú-
vajú �nan£né prostriedky z menej výhodných na výhodnej²ie aktíva). Vynechaním
transak£ných nákladov by mohlo dôjs´ k rozdielu oproti skuto£nosti v prípade, kedy
by investor kompletne odpredal celé portfólio a obstaral si úplne nové. Existujú
dva typy transak£ných nákladov, a to �xné a variabilné. Fixné náklady sú uvalené
na kaºdé obchodované aktívum a modelujeme ich zavedením binárnych premenných:
zi = 1, ak xi > 0 , inak zi = 0 (to dosiahneme pridaním nerovností xi ≤ Mzi, kde
M je dostato£ne ve©ké £íslo) a do ú£elovej funkcie pridáme výraz: F

∑
i∈U zi , kde F

predstavuje vý²ku �xných nákladov. Takto získaná úloha obsahuje celo£íselné pre-
menné, a preto je ve©mi ´aºko rie²ite©ná. Tým pádom sa v praxi pouºívajú variabilné
náklady, ktoré sú ©ahko modelovate©né a nezvy²ujú zloºitos´ ani obtiaºnos´ modelu.
Uplat¬ujú sa na jednotku nákladov a moºno ich jednoducho zahrnú´ pridaním k ob-
starávacím nákladov jednotlivých aktív, v na²om prípade odpo£ítaním z Fi,0. Tento
spôsob môºeme uplatni´ v CFM modeloch. V modeloch typu MAX sa toto roz²írenie
robí podobne. Jediný rozdiel je v tom, ºe ak uvaºujeme �xné transak£né náklady,
nemeníme ú£elovú funkciu, ale upravíme dostupný rozpo£et B. V na²ich konkrétnych
experimentoch nebudeme bra´ transak£né náklady do úvahy.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

4.1 Transformácia ekonomických modelov

V²etky uvaºované modely sú v podstate úlohami lineárneho programovania. Cie©om
tejto kapitoly bude ich prepísa´ do tvaru ²tandardnej úlohy lineáneho programovania
(skrátene �ÚLP), teda na tvar:

min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
.

Budeme predpoklada´, ºe máme k dispozícii n moºných dlhopisov, k scenárov
vývoja stochastických premenných a £asový horizont úlohy je m rokov.

4.1.1 S-MAX model ako �ÚLP

S-MAX sa dá prepísa´ na tvar:

min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
,

kde x, c ∈ Rn+2+2mk+k, b ∈ R1+mk+2k sú vektory v tvare:

x = (x1 .. xn r0 b0 r1
1 .. r1

m .. rk
1 .. rk

m b1
1 .. b1

m .. bk
1 .. bk

m h1 .. hk)
T ,

c = (0 ... 0 − p1 ... − pk)
T ,

b = (−B L1
1 ... L1

m ... Lk
1 ... Lk

m 0 ... 0)T

a A ∈ R(1+mk+2k)×(n+2+2mk+k) je bloková matica v tvare:
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A =



F 0 C0

F 1 C1 D1 G1

F 2 C2 D2 G2

...
... . . . . . .

F k Ck Dk Gk

E −1
E −1

. . . . . .
E −1

E
E

. . .
E



,

kde F 0 ∈ R1×n, C0 ∈ R1×2, E ∈ R1×m, F i ∈ Rm×n, Ci ∈ Rm×2, Di ∈ Rm×m sú
matice v tvare:

F 0 =
(
F1,0 F2,0 . . . Fn,0

)
,

C0 =
(
−1 1

)
,

E =
(
0 . . . 0 1

)
,

F i =


F i

1,1 F i
2,1 . . . F i

n,1

F i
1,2 F i

2,2 . . . F i
n,2

...
... . . . ...

F i
1,m F i

2,m . . . F i
n,m

, i = 1, ..., k,

Ci =


(1 + ρi

1) −(1 + βi
1)

0 0
...

...
0 0

, i = 1, ..., k,
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Di =


−1

(1 + ρi
2) −1

(1 + ρi
3) −1

. . . . . .
(1 + ρi

m) −1

, i = 1, ..., k.

Gi =


1

−(1 + βi
2) 1

−(1 + βi
3) 1

. . . . . .
−(1 + βi

m) 1

, i = 1, ..., k.

4.1.2 2S-SP model ako �ÚLP

Podobným spôsobom, ako v predchádzajúcej £asti, prepí²eme model 2S-SP do tvaru:

min
{
cT x|Ax = b, x ≥ 0

}
.

V tomto prípade dostávame, ºe x, c ∈ Rn+2+nk+2mk+k, b ∈ R1+mk+3k sú vektory v
tvare:

x = (x1 .. xn y1
1 .. y1

n .. yk
1 .. yk

n r0 b0 r1
1 .. r1

m .. rk
1 .. rk

m b1
1 .. b1

m .. bk
1 .. bk

m h1 .. hk)
T ,

c = (0 ... 0 − p1 ... − pk)
T ,

b = (−B L1
1 ... L1

m ... Lk
1 ... Lk

m 0 ... 0)T

a A ∈ R(1+mk+3k)×(n+2+nk+2mk+k) je bloková matica v tvare:
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A =



F 0 C0

F 1 C1 D1 G1

. . . ... . . . . . .
F k Ck Dk Gk

E −1
. . . . . .

E −1
E

. . .
E

S1 −B1

... . . .
Sk −Bk



,

kde F 0 ∈ R1×n, C0 ∈ R1×2, E ∈ R1×m, F i ∈ Rm×n, Ci ∈ Rm×2, Di ∈ Rm×m sú
matice v tvare:

F 0 = (F1,0 F2,0 ... Fn,0),
C0 = (−1 1),
E = (0 ... 0 1),
Si = (sellP i

1
sellP i

2 ... sellP i
n), i = 1, ..., k

Bi = (buyP i
1

buyP i
2 ... buyP i

n), i = 1, ..., k

F i =


F i

1,1 F i
2,1 . . . F i

n,1

F i
1,2 F i

2,2 . . . F i
n,2

...
... . . . ...

F i
1,m F i

2,m . . . F i
n,m

, i = 1, ..., k,

Ci =


(1 + ρi

1) −(1 + βi
1)

0 0
...

...
0 0

, i = 1, ..., k,
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Di =


−1

(1 + ρi
2) −1

(1 + ρi
3) −1

. . . . . .
(1 + ρi

m) −1

, i = 1, ..., k.

Gi =


1

−(1 + βi
2) 1

−(1 + βi
3) 1

. . . . . .
−(1 + βi

m) 1

, i = 1, ..., k.

4.2 Výsledky experimentov

Vo v²etkých modeloch budeme uvaºova´, ºe máme k dispozícii 7 rôznych dlhopisov,
konkrétne 1-ro£né, 2-ro£né, 3-ro£né, 4-ro£né, 5-ro£né, 7-ro£né a 10-ro£né. V²etky vy-
plácajú kupón raz ro£ne a sú typu par-bond, t.j. ich nominálna hodnota je rovnaká
ako ich nákupná cena, ktorá bude 1 pe¬aºná jednotka. Dostupný rozpo£et bude vo
vý²ke B=50000 pe¬aºných jednotiek a ve©kos´ záväzku splatného v kaºdom období
bude 6000 pe¬aºných jednotiek. Ve©kos´ £asového obdobia budeme uvaºova´ 10 rokov,
pri£om jedna perióda bude rovná jednému roku. Scenáre vývoja úrokových mier
generujeme postupne pod©a NY-7, binomického, trinomického a dvojice multinomick-
ých stromov. V binomickom mohla v kaºdom £asovom okamihu s pravdepodobnos´ou
50% vzrás´ úroková miera o 0,5% a s rovnakou pravdepodobnos´ou klesnú´ o 0,5%. V
trinomickom strome sme s rovnakými pravdepodobnos´ami nastatia vybrali moºnosti
nárastu o 0,5%, poklesu o 0,5% a moºnos´, ºe úrok zostane na pôvodnej úrovni. V
multinomických stromoch sme v prvom prípade pouºívali 11 vetiev, pri£om zmena
úroku bola v rozsahu od poklesu o 1% po nárast o 1%, v druhom prípade sme uvaºo-
vali 21 vetiev a rozsah bol od poklesu o 1,5% po nárast o 1,5%. Tu v²ak hrozí
riziko, ºe by sme sa pri takomto náhodnom pohybe mohli dosta´ s úrokovou mierou
na nulovú hladinu prípadne aj do záporných £ísiel. To je v²ak v praxi nemoºné, a
preto sme stanovili dolnú hranicu pre úrokovú mieru na úrovni 0,25%. Na získanie
scenárov sme pouºili náhodný generátor naprogramovaný v jazyku C++, pomocou
ktorého sme vygenerovali úlohy zah¯¬ajúce 1000 scenárov pre binomický a trinomický
strom. Pre dvojicu multinomických stromov sme vytvorili úlohy obsahujúce aº 2000
scenárov. Výsledky experimentov sú zhrnuté v nasledujúcich tabu©kách.
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Scenáre Po£et iterácií
Generovanie Po£et Rozmer úlohy HSD MPK Simplex

NY-7 7 156x85 32 21 228
binomický 15 324x181 32 21 491

30 639x361 98 21 925
50 1059x601 98 23 1524
75 1584x901 164 30 2316
100 2109x1201 74 32 3045
150 3159x1801 94 31 4506
250 5259x3001 76 216 NA
400 8409x4801 94 228 NA
500 10509x6001 72 22 NA
650 13659x7801 78 X NA
750 15759x9001 188 X NA
850 17859x10201 124 X NA
1000 21009x12001 X X NA

trinomický 15 324x181 34 20 474
30 639x361 50 20 935
50 1059x601 62 22 1567
75 1584x901 46 21 2396
100 2109x1201 90 21 3184
150 3159x1801 106 24 4769
250 5259x3001 120 446 NA
400 8409x4801 56 244 NA
500 10509x6001 92 X NA
650 13659x7801 142 416 NA
750 15759x9001 104 301 NA
850 17859x10201 X X NA
1000 21009x12001 84 X NA

Tabu©ka 4.1: Porovnanie homogénnej samoduálnej (HSD), simplexovej metódy
a Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v prípade modelu S-MAX z
h©adiska po£tu iterácií (NY-7, binomický a trinomický strom)

NA - softvér nedokázal poºadovanú úlohu vypo£íta´
X - softvér pri rie²ení úlohy prekro£il itera£ný limit
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Scenáre Po£et iterácií
Generovanie Po£et Rozmer úlohy HSD MPK Simplex

multinomický (11 vetiev) 15 324x181 110 21 472
30 639x361 42 21 928
50 1059x601 42 26 1626
75 1584x901 52 23 2364
100 2109x1201 52 23 3249
150 3159x1801 86 21 4882
250 5259x3001 116 89 NA
400 8409x4801 114 29 NA
500 10509x6001 130 25 NA
650 13659x7801 56 X NA
750 15759x9001 94 X 462
850 17859x10201 X 24 NA
1000 21009x12001 80 24 NA
2000 42009x24001 X 487 NA

multinomický (21 vetiev) 15 324x181 38 21 475
30 639x361 48 23 936
50 1059x601 78 23 1581
75 1584x901 120 23 2400
100 2109x1201 100 22 3130
150 3159x1801 74 23 4871
250 5259x3001 176 280 NA
400 8409x4801 116 25 NA
500 10509x6001 86 X NA
650 13659x7801 X 261 NA
750 15759x9001 X X NA
850 17859x10201 X 471 NA
1000 21009x12001 X 98 NA
2000 42009X24001 X 487 NA

Tabu©ka 4.2: Porovnanie homogénnej samoduálnej (HSD), simplexovej metódy
a Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v prípade modelu S-MAX z
h©adiska po£tu iterácií (multinomické stromy)
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Scenáre Po£et iterácií
Generovanie Po£et Rozmer úlohy HSD MPK Simplex

NY-7 7 205x92 34 20 228
binomický 15 429x196 36 18 502

30 849x391 42 17 1014
50 1409x651 32 18 1719
75 2109x976 46 17 2563
100 2809x1301 42 17 3389
150 4209x1951 48 18 5106
250 7009x3251 46 18 NA
400 11209x5201 54 19 NA
500 14009x6501 46 51 NA
650 18209x8451 94 18 NA
750 21009x9751 98 18 NA
850 23809x11051 92 18 NA
1000 28009x13001 142 18 NA

trinomický 15 429x196 34 17 500
30 849x391 32 17 1021
50 1409x651 42 17 1703
75 2109x976 48 17 2540
100 2809x1301 44 18 3394
150 4209x1951 44 17 5097
250 7009x3251 64 17 NA
400 11209x5201 48 18 NA
500 14009x6501 46 18 NA
650 18209x8451 42 18 NA
750 21009x9751 88 21 NA
850 23809x11051 150 18 NA
1000 28009x13001 34 19 NA

Tabu©ka 4.3: Porovnanie homogénnej samoduálnej (HSD), simplexovej metódy a
Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v prípade modelu 2S-SP z h©adiska
po£tu iterácií (NY-7, binomický a trinomický strom)
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Scenáre Po£et iterácií
Generovanie Po£et Rozmer úlohy HSD MPK Simplex

multinomický (11 vetiev) 15 429x196 32 18 503
30 849x391 36 18 1025
50 1409x651 36 18 1731
75 2109x976 36 18 2532
100 2809x1301 50 17 3384
150 4209x1951 40 18 5060
250 7009x3251 46 18 NA
400 11209x5201 58 19 NA
500 14009x6501 56 129 NA
650 18209x8451 108 229 NA
750 21009x9751 44 24 NA
850 23809x11051 X 19 NA
1000 28009x13001 198 20 NA
2000 56009x26001 180 20 NA

multinomický (21 vetiev) 15 429x196 36 19 505
30 849x391 36 19 202
50 1409x651 38 18 1696
75 2109x976 36 18 2504
100 2809x1301 40 20 3415
150 4209x1951 41 19 4879
250 7009x3251 56 21 NA
400 11209x5201 49 21 NA
500 14009x6501 48 20 NA
650 18209x8451 87 98 NA
750 21009x9751 X 114 NA
850 23809x11051 63 30 NA
1000 28009x13001 187 21 NA
2000 56009x26001 X 25 NA

Tabu©ka 4.4: Porovnanie homogénnej samoduálnej (HSD), simplexovej metódy a
Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v prípade modelu 2S-SP z h©adiska
po£tu iterácií (multinomické stromy)
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Môºeme z nich vypozorova´, ºe itera£ná náro£nos´ simplexového algoritmu výz-
namne narastá so zvy²ujúcim sa po£tom uvaºovaných scenárov. Pri po£te vy²²om
ako 150 scenárov uº softvér nebol schopný nájs´ optimálne rie²enie príslu²nej úlohy,
program v týchto prípadoch zlyhal. �alej si môºeme v²imnú´, ºe pri pouºití metód
vnútorného bodu bol nárast v po£te iterácií výrazne niº²í, v niektorých prípadoch
sme dokonca so zvý²ením po£tu zahrnutých scenárov zaznamenali pokles v po£te
potrebných iterácií. Dôvodom môºe by´ napríklad fakt, ºe zmena mnoºiny scenárov
má podstatný vplyv na rie²enie úlohy, aj jeho kvalitu. Preto je nevyhnutné bra´ do
úvahy prevaºne reálne moºnosti vývoja stochastických premenných (v na²om prípade
úrokovej miery) a extrémnym moºnostiam prideli´ niº²iu pravdepodobnos´ nastatia.
Z výsledkov je badate©né, ºe Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus je efektívnej²í
(z h©adiska po£tu ietrácií) ako algoritmus homogénnej samoduálnej metódy, £o sme
aj predpokladali. Opak sme zaznamenali iba v minimálnom po£te prípadov. Jed-
nou z vecí, ktorá nás zaujímala bolo aj £asové porovnanie jednotlivých metód. To
v²ak nane²tastie nebolo moºné. Meranie £asovej náro£nosti umoº¬oval iba program,
v ktorom bol implementovaný Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus, zostávajúce
dva túto moºnos´ neponúkali. Itera£ne najnáro£nej²ie úlohy dokázali programy vyuºí-
vajúce metódy vnútorného bodu vyrie²i´ do ²iestich minút.
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Záver

V diplomovej práci sme sa zaoberali modernými metódami na rie²enie úloh lineárneho
programovania. Oblas´ lineárneho programovania má ²iroké uplatnenie a vyuºíva sa
aj vo �nan£nej sfére. Ako sa nám podarilo ukáza´, niektoré modely znázor¬ujúce
problém optimalizácie dlhopisového portfólia sa dajú zapísa´ v tvare úlohy lineárneho
programovania. V práci sme vyuºívali dve metódy vnútorného bodu, Mehrotrov
prediktor-korektor algoritmus a homogénnu samoduálnu metódu, ktoré sme potom
spolo£ne so simplexovým algoritmom testovali na nami vygenerovaných úlohách,
ktorých rozmer bol relatívne ve©ký a dosahoval aº 56009 premenných pri 26001
ohrani£eniach.

Pri práci sme pouºívali nekomer£ný softvér, vo©ne dostupný na internete, a preto
sme boli obmedzení na maximálny po£et moºných iterácií, ktorý sme v nieko©kých prí-
padoch dosiahli(pri homogénnej samoduálnej metóde to bolo 199 iterácií, pri Mehrotro-
vom prediktor-korektor algoritme 500 iterácií). Z podobného dôvodu sme nemohli
presne ur£i´ £asovú náro£nos´ jednotlivých metód.

Podarilo sa nám v²ak preukáza´ správnos´ predpokladu, ºe simplexová metóda pri
rie²ení úloh ve©kých rozmerov nemôºe s modernej²ími metódami vnútorného bodu
súperi´ a jej efektivita je nízka. Taktieº sa ukázalo, ºe momentálne najpouºívanej²í
Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus je efektívnej²í (tak tomu bolo v experimen-
toch aº na pár výnimiek) ako homogénna samoduálna metóda.

Prínosom diplomovej práce je vysvetlenie metód, ktoré rie²ia úlohy lineárneho
programovania v polynomiálnom £ase a otestovanie príslu²ného softvéru. Môºeme
e²te doda´, ºe naformulované modely vieme e²te viac priblíºi´ realite. Vylep²ením
môºe by´ zahrnutie transak£ných nákladov popísané v £asti 3.6 alebo zvý²enie po£tu
okamihov, v ktorých je moºné prerovnávanie portfólia.

40



Literatúra

[1] Nielsen S.S.: Mathematical modeling and optimization with applications in �-
nance, http://www.math.ku.dk/˜nielsen, 1997.

[2] Vanderbei R.J.: Linear Programming: Foundations and extensions (Second Edi-
tion), http://www.princeton.edu/˜rvdb/LPbook/online.html, 2000.

[3] Vanderbei R.J.: Softvér na optimalizáciu vyuºívajúci homogénnu samoduálnu
metódu, http://www.sor.princeton.edu/˜rvdb/LPbook/src/index.html.

[4] Vanderbei R.J.: Softvér na optimalizáciu vyuºívajúci simplexovú metódu,
http://www.sor.princeton.edu/˜rvdb/LPbook/src/index.html.

[5] Vanderbei R.J., LOQO: LOQO - Softvér na optimalizáciu vyuºívajúci Mehrotrov
prediktor-korektor algoritmus,
http://www.princeton.edu/˜rvdb/loqo/install.html.

[6] Vanderbei R.J., LOQO user's manual: Pouºívate©ská príru£ka pre program
LOQO, http://www.princeton.edu/˜rvdb/tex/loqo/loqo405.pdf.

[7] Dirks J.J.: Softvér na transformáciu úlohy do formátu MPS,
http://elib.zib.de./pub/Packages/mathprog/linprog/lp-solve/lp2mps.c.

[8] Luknár I.: Optimalizácia portfólia dlhopisov pri stochastickom vývoji úrokových
mier, Diplomová práca, Bratislava, 2001.

[9] Kor²¬ák �.: Metódy vnútorného bodu v lineárnych úlohách optimalizácie dl-
hopisového portfólia, Diplomová práca, Bratislava, 2003.

[10] Plesník J., Dupa£ová J., Vlach M.: Lineárne programovanie, Alfa, Bratislava,
1990.

[11] Halická M.: Predná²ky z lineárneho programovania 2, Fakulta Matematiky,
Fyziky a Informatiky Univerzity Komenského, 2005.

41



[12] Wright S.J.: Primal-Dual Interior-Point Methods, Society for Industrial and
Applied Mathematics, Philadelphia, 1997.

42


