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Zadanie

Cielom diplomovej prace je nastudovat metody vnatorného bodu a vyuzit ich
spolu so simplexovou metodou pri rieseni vhodnych tloh z oblasti financénej matem-
atiky.



Abstrakt

Vécsina firiem potrebuje zhodnocovat svoj majetok, ¢i uz z dévodu maximalizécie
zisku alebo potreby vykonania akychsi buducich platieb. Typickym prikladom, Ze
velkost, ako aj realizdcia tychto buducich zavizkov, nemusi byt dopredu znama, su
poistovne, a to konkrétne so zivotnym poistenim, kde vyska a c¢as platby zavisi od
dlzky zivota daného zékaznika. Spésob, ako sa vo&i takymto platham zabezpetit, je
investovanie do aktiv, konkrétne sa casto pouzivaji prave dlhopisy. NaSou tlohou je
zostavit dlhopisové portfolio, ktorého cash-flow bude kopirovat vysku nasich zavizkov
v budicnosti. Predstavime viacero modelov, pricom postupne prejdeme od tych na-
jjednoduchsich k zlozitejsim a lepSie popisujicim realnu situaciu. Zaroven ukazeme,
ze vSetky modely sa daji previest na tlohu linedrneho programovania. Naformulo-
vané tulohy budeme nésledne riesit pomocou metoéd vnatorného bodu a simplexového
algoritmu, pricom budeme porovnévat ich vykonnost.
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Predhovor

Linearne programovanie mé v sti¢asnosti Siroké vyuzitie a nevyhyba sa ani oblasti eko-
nomickych a finan¢nych tloh, napriklad problémom optimalneho rozhodovania. Do
tejto kategorie patri aj iloha optimalizacie dlhopisového portfélia. Na hladanie rieseni
nam teoria linearneho programovania poskytuje velké mnozstvo pouziteInych metod
a algoritmov. Jedna z najstarSich a najpouzivanejsich, tzv. simplexova metoda,
ktora v roku 1947 vynagiel Dantzig, si rychlo ziskala oblubu. Neskor sa vsak podarilo
ukézat, Ze ma exponencidlnu zlozitost, a preto nie je vhodné na rieSenie uloh vel'mi
velkych rozmerov. Nastal preto dopyt po alternativnych moznostiach. Prelomovou sa
ukazala byt praca Karmarkara, ktory prezentoval v roku 1984 algoritmus dosahujici
polynomialnu zlozitost. Publikacia nastartovala revoliciu v optimalizacii a priviedla
odbornikov na linedrne programovanie do oblasti konvexného programovania, znamej
pod nazvom metdédy vntutorného bodu. Tie zahfhajt obrovské mnozstvo algoritmov,
niektoré si ziskali aj softvérovi podobu a vdaka potvrdenej polynomiélnej zloZitosti
predstavuju vyznamnu alternativu k simplexovej metode.

Cielom tejto prace bolo ziskat voIne dostupny softvér z internetu, ktory by pouzi-
val niektoré z tychto metod, nastudovat ich a na ekonomickych @lohach (v nasom pri-
pade optimalizacie dlhopisového portfolia) porovnat ich efektivnost aj so simplexovou
metddou. Stanoveny ciel sa nam podarilo naplnit. Ziskali sme program pouZzivajici
simplexovy algoritmus a dalSie dva programy vyuZzivajice metody vnitorného bodu.
V prvom bola zakomponovani homogénna samodualna metoda, v druhom bol im-
plementovany v stcasnosti najpouzivanejsi Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus.
Tie sme potom aplikovali na spominané ekonomické tlohy optimalneho rozhodovania,
ktoré sme generovali v rozsahu 56009 premennych a 26001 ohraniceni.

Prvéa kapitola obsahuje vysvetlené zakladné pojmy z oblasti linedrneho programova-
nia a teodrie duality. V druhej kapitole sme podla knihy Stephena J. Wrighta|12]
popisali Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus. Tretia kapitola sa zaoberd op-
timalizaciiou dlhopisového portfolia. Postupne sme naformulovali viacero modelov
popisujucich tento problém. Zdrojom informécii bol ¢lanok Sorena S. Nielsenall]. V
zaveretnej Stvrtej kapitole sme uviedli vysledky numerickych experimentov.



Kapitola 1

Teoéria lineArneho programovania

1.1 Uloha linearneho programovania

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat problémom z oblasti financii, opti-
malizaciou dlhopisového portfolia, ktory mozno naformulovat ako tlohu linearneho
programovania. Bolo by preto dobré si najskor povedat, ¢o je tloha linedrneho
programovania a ako vyzerd. Linedrne programovanie skiima hladanie viazaného
extrému funkcie viacerych premennych. Zvlastnostou je fakt, Ze hladame extrém
linearnej tucelovej funkcie, pricom sme viazani podmienkami, ktoré maju podobu
linedrnych rovnic alebo nerovnic. Zavedieme si nasledovné oznacenie: A = (a;;)
je matica z R™", b = (b;) je vektor z R™ a ¢ = (¢;) je vektor z R", pri¢om vektory
chapeme ako stlpce. Nagou tlohou bude hladat minimum tcelovej funkcie v tvare:

n
E CiTy,
j=1

pri ohraniceniach v tvare:

n

E aijxj:bi, 2:1,...,m,

j=1
r; >0, 7=1,....,n.
Takto naformulovant tlohu budeme nazyvat tlohou linearneho programovania v

Standardnom tvare, skratene $tandardnou tlohou. Pre jednoduchost je mozné ju
zapisat nasledujicim sposobom:

min {c"z|Az = b,z > 0}.
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Casto sa tato tloha oznacuje aj ako tloha linedrneho programovania v rovni-
covom tvare. Moze sa stat, Ze hladame minimum lineadrnej funkcie ako vysgie, av8ak
ohranicCenia si tentokrat v tvare nerovnosti. Potom takdto tlohu nazyvame tlo-
hou linedrneho programovania v tvare nerovnosti. Velmi l'ahko ju vieme previest na
tlohu v $tandardnom tvare, a to pridanim doplnkovych premennych s; > 0 a tipravou
nerovnic Z?zl a;jx; < b; na rovnice nasledovne: Z?Zl a;jx;+s; = b;. Podobne kazdu
ulohu v rovnicovom tvare vieme previest na ulohu v tvare nerovnosti nahradenim
kazdej rovnosti 2?21 a;jx; = b; dvojicou nerovnosti Z;‘:l a;jx; < b, Z?:l a;jxj > b;.

V praxi sa mozeme stretnit s problémom, kedy namiesto minima budeme hladat
maximum danej tucelovej funkcie. Vieme vSak, 7e pre Tubovolnd funkciu f: A — R,
kde A je Tubovolna mnozina, A C R", plati:

min (f(z)) = —mazx (—f(x)), z € A.

Tymto spdésobom teda mozno kazdd maximaliza¢na tlohu previest na tlohu min-
imalizatnd. DalSou moznostou je, ze okrem nezapornych premennych moze tloha
obsahovat aj volné premenné. V Standardnej tlohe vSak vyZzadujeme nezapornost
v8etkych premennych. Tu dosiahneme rozdelenim volnych premennych (napr. a) na
dve nové nezédporné premenné, ktoré oznacime ako a® a a~. Pozadujeme vSak aby
platilo @ = a™ — a~. Na zaklade tychto vyssie uvedenych skuto¢nosti sa dalej budem
zaoberat iba tlohami v standardnom tvare.

1.2 Teoéria duality

Teoria duality je jednou z najdolezitejsich stcasti tedrie linearneho programovania. Jej
vysledkom je fakt, Ze ku kazdej minimaliza¢nej ulohe (budeme ju nazyvat primarnou
tilohou) vieme jednoznacéne priradit maximaliza¢ni ilohu, pricom ti budeme nazyvat
dualnou tlohou. Oznacenie primarna a dualna vychadza z toho, z ktorej tlohy vy-
chidzame. Ak z minimaliza¢nej tlohy, tak dualna tdloha je maximaliza¢na a naopak,
ak z maximaliza¢nej, tak dualna tdloha je minimaliza¢na. D4 sa preto hovorit o dvo-
jici vzajomne dudalnych tdloh. Teraz eSte ukdzeme, ako tato dvojica vyzera. Mame
primarnu tlohu v Standardnom tvare:

(P)  min{c"z|[Az =b,x > 0}.

K nej prislichajica dudlna tloha vyzera nasledovne:

mazx {bTy]ATy < c},



ktord mozno pomocou doplnkovych premennych zapisat v tvare

(D) maz {b"y|ATy +s=rc,s>0}.

Pod priméarnou tlohou budeme mat v dalsich strankach na mysli minimaliza¢nu
tlohu, pod duélnou maximaliza¢ni. Pre ne teraz eSte zadefinujem niekol'ko pojmov.

P = {x € R"|Az = b;x > 0} sa nazyva mnozinou primarne pripustnych rieSeni.
r* € P sa nazyva optimalne rieSenie tlohy (P), ak plati, ze ¢cT2* < ¢’z pre kazdé z €
P. V realnej situécii moze nastat pripad, ked je P prazdna, t.j. neexistuje priméarne
pripustné rieSenie. Potom je dana tiloha nepripustna. Dalsou moznostou, ktora treba
spomenit je pripad, ak P nie je prazdna, t.j. existuje primarne pripustné rieSenie,
avSak optiméalna hodnota ucelovej funkcie je rovnd —oo. Takato tloha sa nazyva
neohranicena. Podobne moézeme zadefinovat mnozinu dualne pripustnych bodov ako
D={(y,s) € R" x R"|ATy+ s = ¢;s > 0}.

Pre dvojicu tloh (P) a (D) platia nasledovné tvrdenia, ktoré vyuzivame pri hfadani
optimalneho rieSenia. Prvym, ktoré uvedieme je tzv. slabd veta o dualite.

Veta 1.2.1. (Slabé veta o dualite)
Pre kazdé pripustné riesenie x = (x1,...,x,)" primdrnej ilohy a kazdé pripusiné
riesenie y = (Y1, ..., ym)" dudlnej wlohy plati cTx > bTy.

Dokaz.

Vieme, 7e y je pripustné riefenie dualnej tlohy. Preto musi spliat nerovnost
ATy < ¢, ktort transponovanim upravime na y? A < ¢’ Teda aj y' Az < ¢'z. Teraz
eSte vyuzijeme, Ze x je pripustnym rieSenim primérnej ulohy, t.j. plati nerovnost
Az = b. Dokopy dostavame ¢’z > yT Az = yTb = bly. O

Slaba veta o dualite ma velky vyznam. Podla nerovnosti ¢’z > b'y je hod-
nota tucelovej funkcie minimaliza¢ne] tlohy pre akékolvek pripustné rieSenie hornym
odhadom tucelovej funkcie maximalizacnej tlohy pre vSetky jej pripustné rieSenia a
naopak. Rozdiel b7y — cT'z sa oznacuje ako dudlna medzera. Jej velkost je rozhodu-
jaca pre overenie optimality pripustnych rieSeni primarnej a dudlnej ilohy. UkaZeme,
ze ak x* je pripustné rieSenie primarnej tlohy a y* je pripustné rieSenie dualnej ilohy
a velkost dudlnej medzery je rovna nule, t.j. cfa* = bTy*, potom z* a y* sa aj
optimélne. Tymto sposobom nam poskytuje postacujiice podmienky pre optimalitu
pripustnych rieSeni. Nech teda x je pripustné rieSenie primérnej ulohy, potom podla
slabej vety o dualite plati ¢’z > bTy* = cTz*. Ale z* je pripustné, potom musi byt a;
optimélne. Podobnym spdsobom je mozné ukizat, ze y* je optimalne rieSenie dualnej
ulohy.



Déosledok 1.2.2. Ak je x pripustné rieSenie primdrnej ulohy, (y, s) pripustné rieSenie
dudlnej iilohy a je splnend rovnost ¢tz = bTy potom x, resp. (y,s) si optimdlne
riesenta primdrnej resp. dudlnej ulohy.

Druhym doélezitym vysledkom teoérie duality je nasledovna veta, zndma tiez ako
siln& veta o dualite.

Veta 1.2.3. (Silna veta o dualite)|[Vanderbei|2||
Ak primdrna tloha md optimdlne riesenie v* = (23, ...,x)T, potom aj dudlna tloha
md optimdlne rieSenie y* = (yi,...,y5)T také, Ze plati bTy* = cT'z*.

Nulova velkost duélnej medzery je tymto postacujucou (podla Doseldku 1.2.2),
ale zaroveli aj nutnou podmienkou optimality (podla Vety 1.2.3). Zo silnej vety o
dualite nam vyplyva, Ze ak jedna z dvojice vzajomne dualnych dloh mé& optimélne
rieSenie, tak aj t4 druhd ma optimalne rieSenie. Otézne je, ¢o nastava v situécii, ak
napr. primérna tloha je neohranic¢ené alebo nepripustna. Z neohranicenosti priméarnej
tlohy s vyuzitim silnej vety o dualite dostavame, Ze duélna tloha je nepripustna.
Velkost dualnej medzery je v tomto pripade nulova, pri¢om rovnost sa nadobuda v
—00. Podobne mame druhtt moznost, ak primarna tloha je neohrani¢ena. Potom je
dualne uloha nepripustna. Velkost dualnej medzery je rovnda nule a rovnost nastava
v 00. Poslednym pripadom, ktory treba uvazovat, je ak si obe tlohy nepripustné.
Tu je velkost duélnej medzery nenulova. Metody vnutorného bodu ndm poskytuju
optimalne rieSenie, ktoré je ostro komplementarne. Preto by sme mali eSte spomentt
vety o komplementarite.

Veta 1.2.4. (Veta o komplementarite)|Vanderbei|2||
Nech x = (x1,...,2,)" je pripusiné riesenie primdrnej ulohy a y = (Y1, .-» Ym)? je
pripustné riesenie dudlnej ilohy. Nech (si,...,5m)T znaci prislusné dudine doplnkové
premenné. Potom x ay su optimdlne rieSenia pre primdrnu resp. dudlnu ilohu vtedy
a len vtedy, ak plati:

zjs; =0,7=1,...,n, (1.1)

Doékaz.
V nasledujucich par riadkoch najprv ukdzeme, Ze plati rovnost:

e —bly=2aTs. (1.2)

KedZze x,s > 0 potom uz z rovnosti (1.2) jednoznacne vyplyva platnost tvrdenia.



Vieme, Ze pre y, s dudlne pripustné plati ATy + s = c¢. S vyuZitim tejto rovnosti
potom mame, Ze:

e —by=(ATy+8) Tz —bTy =sTo +y Az — bly. (1.3)
Ked7e x je pripustné rieSenie, potom plati Az = b, a dosadenim do (1.3) ziskavame:
ste+yTAr — by =sTae+yTb—bly=sTa =ats. (1.4)
——
Podarilo sa nam tu ukézat, ze plati rovnost (1.2). O

Désledok 1.2.5. Nech x € R, y € R™ a s € R". Potom z je optimdlne riesSenie
(P) a (y,s) je optimdlne rieSenie (D), prdve vtedy, ked je splnené:

Arx=0b, x>0,
ATy +s=rc, 5>0, (1.5)
€T;S; = 0, Vi.

Podmienky (1.5) st uvadzané v literature [Vanderbei|2]| pod nazvom Karush-
Kuhn-Tuckerove podmienky, skratene KKT podmienky.

Veta o komplementarite zaroven pomadaha v situdcii, ak je potrebné najst opti-
malne riesenie jednej z dvojice vzajomne dudlnych tloh, pricom optimalne rieSenie
tej druhej je nam zname. Rovnosti (1.1) sa oznacuju ako podmienky komplemen-
tarity. Vyplyva z nich, ze ak mame optimalne rieSenie x* primarnej ulohy a (y*, s*)
duélnej tlohy, potom jedno z x;, s; je rovné nule, alebo sii obe nulové pre j = 1,...,n.
Metody vnutorného bodu nam davaju rieSenia, ktoré si ostro komplementérne. To
znamena, e rie§enia splhajia podmienky komplementarity, aviak nenastava pripad,
Ze pre optimélne rieSenie s obe z z;, s; rovné nule pre j = 1,...,n, vidy je nulové
prave jedno z nich.

Veta 1.2.6. (Veta o ostrej komplementarite)[Vanderbei|2]

Ak dloha linedrneho programovania md optimdlne rieSenia, potom existuju také opti-
mdlne rieSenia x*, (y*, s*) primdrnej resp. dudlnej dlohy, ktoré si ostro komplemen-
tarne, t.5. x* + s* > 0.



Kapitola 2

Metody vnatorného bodu

Teraz ukdzeme, ako je mozné riesit tlohy linedrneho programovania. V minulosti sa
najcastejsie pouzivala simplexova metoda. Neskor sa vSak ukazalo, Ze nie je vhodna
na rieSenie tloh velmi velkych rozmerov a do popredia sa dostali metédy vnitorného
bodu, ktoré zahinaja pestra Skalu roznych algoritmov. NajcastejSie pouzivané si
tzv. primarno-dudlne algoritmy, ktoré v nasledujicich par stranach popiSeme. Este
predtym upozornime na neStandardné oznacenie: Pod xz € R™ budeme rozumiet
vektor v tvare x = (11, Ty, ..., ,)7. Potom X budeme chapat ako diagonalnu maticu
v tvare:

T
X2

Tm

1

Pod oznac¢enim z~", e budeme rozumiet vektory:

x = (1/x1, 1/, ..., 1/a:n)T,



2.1 Centralna trajektoria

Majme primarnu dlohu v Standardnom tvare:
(P)  min{c"z|Az =b,x > 0}. (2.1)
K nej prislichajuca duélna tloha je:

(D) maz {b"y|ATy+s=c,s >0} (2.2)

Bod x nazyvame ostro pripustnym primdrnym bodom, ak x > 0 a x € P. Mnozinu
vSetkych ostro pripustnych primarnych bodov oznac¢ime ako:

P = {x|Ax = b,z > 0}.

Podobne mézeme zadefinovat mnozinu ostro pripustniyjch dudlnych bodov ako:

D’ :={(y,s)|[A"y+s=1¢s>0}.
V metodach vnutorného bodu si dolezité nasledovné dva predpoklady.

Predpoklad 2.1.1. Matica A md plnid hodnost, t.j. h(A) = m, pricom m < n.

Predpoklad (2.1.1) nam zabezpecuje, ze ak s vytvara nejaka dualne pripustni
dvojicu, tak ju tvori s jedinym y.

Metody vniatorného bodu hladaji optimalne rieSenia ulohy (2.1) z vniitra mnoziny
P ako limitu postupnosti rieSeni tloh, ktoré st odvodené z tloh (2.1), (2.2). Preto je
dolezity nasledovny predpoklad.

Predpoklad 2.1.2. Mnoziny P°, D° si neprdzdne.

V dalsej ¢asti vylozime najdolezitejSie poznatky metdd vnatorného bodu v oblasti
linearneho programovania, ktoré je mozné najst napr. vo [Vanderbei [2]], [Wright [12]]
alebo [Halicka [11]].
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Pozndmka 2.1.3. Odteraz budeme v celej kapitole predpokladat, Ze sa splnené Pred-
poklady (2.1.1), (2.1.2).

Uz sme spominali, Zze metoédy vntutorného bodu nerieSia priamo povodni tlohu,
ale postupnost tloh z nej odvodenych. Teraz ukazeme, aka formu maji dané odvo-
dené tdlohy. S vyuzitim logaritmickej bariérovej funkcie nahradime povodnu tcelovi
funkciu tlohy (P) ¢!z funkciou

fr(z) =z — TZ In(z;),
i=1
kde 7 je kladna konStanta a namiesto tlohy (2.1) riesime tlohu:
(P;)  min{f. (z)|Ax = b,z > 0}. (2.3)

Lema 2.1.4. Nech 7 > 0. Polom x € R" je optimdlne riesenie (P;) prdve vtedy, ked
existuje také y € R™, s € R", Ze:
Ax =0b, x>0,
ATy+s=c, s>0, (2.4)
€T;S; = T, Vi.
Doékaz.

Ulohu na hlfadanie viazaného extrému prevedieme na tlohu hladania volného
extrému. Zostrojime Lagrangeovu funkciu pre alohu (P;), v tvare:

L(z,y)=c'o—7 Z In(x;) —y" (Av —b); (2.5)

i=1
kde y € R™, x > 0. Nutné a postacujice podmienky pre extrém st:
Vol(z,y) =c—7Xte— Aly =0, (2.6)

Vy,L(z,y) = Az —b=0,2 > 0. (2.7)

Teda x je riesenie (P,) < existuje také y, 7e (z,%) spliaji podmienky (2.6), (2.7).
Ak ozna¢ime: 7X e "= s > 0, z toho jednoduchou tpravou po zlozkich dostaneme,
ze T% = s; < 1;8; = 7. Tym sme sa dostali k podmienkam (2.4), ¢o bolo nasim

cielom a dokaz je skonceny. [
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Podmienky (2.4) su tzv. centrujice podmienky. Jedna sa v podstate o perturba-
ciu systému (1.5), ak 0 v poslednej rovnici nahradime za 7. Pomocou logaritmicke;
barérovej funkcie moézeme podobnym sposobom ako tlohu (2.1) transformovat aj
tlohu (2.2) na:

(D-)  min{g, (y,s)|ATy +s=c,s >0}, (2.8)
kde g-(y,s) :=b"y+ 7> 1 In(s;).

Lema 2.1.5. Nech 7 > 0, y € R", s € R}. Potom (y,s) je riesenie (D.) prdve
vtedy, ked existuje také x € R"™, Ze si splnené podmienky (2.4).

Doékaz.
Dokaz mozno urobit podobnym sposobom ako pri Leme (2.1.4). O

Lema 2.1.6. Pre kazdé T > 0 maju dlohy (P;), (D,) prdve jedno rieSenie.

Désledok 2.1.7. Pre kazdé T > 0 maji maju centrujiice podmienky (2.4) prave jedno
rieSentie T, Yr, Sr-

Teraz mozeme zadefinovat aj pojem centralnej trajektorie. Centralnu trajektoriu
definujeme ako mnozinu rieSeni systému (2.4) zavislych na hodnote parametra 7:

C =A{x;,yr,s:|7 > 0}.

V teorii metdd vnutorného bodu sa ukézalo, Ze pre 7 — 0 konverguje centralna
trajektoria k ostrokomplementiarnemu optimalnemu rieSeniu tlohy linedrneho pro-
gramovania, t.j. plati (z,,y,,s.) — (2%, y*, s%) a 2" + s* > 0.

2.2 Newtonove smery

V metédach vnatorného bodu teda potrebujeme vypocitat x,,y,,s,, ¢o nas ako uz
vieme dovedie k optimalnemu rieSeniu danej tlohy, pre 7 — 0. V kazdej iteracii
budeme teda hladat rieSenie systému:

Ax =b, Ax =b,
ATy+s=c¢, p &< ATy+s=c, (2.9)
xis; =71, Vi XSe =re,
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pre fixni hodnotu parametra 7. Ulohu rie§it systém (2.9) mozeme jednoducho
previest na ilohu hfadania nulového bodu funkcie F(x,y, s) : R*"™™ — R?>"™ ktora
je v tvare:

Ax —b
F(z,y,8)= | ATy+s—c|. (2.10)
XSe—re

Rovnicu F(z,y,s) = 0 mozeme riesit pomocou modifikovanej Newtonovej metddy
so skrdtenou dizkou kroku. Predpokladame, ze mame k dispozicii ostro pripustny
Startovaci bod (2%, 1°,s°) a parameter 7 > 0 bude konstantny, rovny 7. V prvej
iteracii ziskame ostro pripustné riesenie (z',y', s'). Poznamenajme este, Ze prvé dve
rovnice v (2.10) st linedrne, a teda ich vSetky nasledujice newtonovské iteracie budu
spliiat. Potrebujeme vak este splnif podmienku kladnosti = a s, ¢o sa dosiahne prave
redukciou dizky kroku. K tomu sa eSte vratime pri naznaceni jednej konkrétnej itera-
cie. Do druhej iteracie zvolime za $tartovaci bod (z',y', s') a zmensime hodnotu 7
z To na 71. Sposob, ako znizujeme velkost parametra 7 po kazdej iteracii popiSeme
neskor. Ziskame novy ostro pripustny bod (2% 4?2, s%) a takto budeme pokracovat
dalej, pokym sa dostato¢ne nepriblizime k optimélnemu rieSeniu, t.j. pokym v niek-
torej iteracii nenastane z7s < ¢, kde € je vopred stanoveni toleran¢na konstanta.
Teraz naznacime, ako pomocou Newtonovej metody pocitame nové iteracné body.
Zoberme, Ze sme v (k+ 1)-tej iteracii, t.j. Startovaci bod je (z*,9*, s*), ktory je ostro
pripustny. Mame, ze:

Fth gt M) m F(af gt s%) + T (2%, g, s7) (A, Ay®, Ast)T =0,

kde (Axk, Ayk, Ask) = (2P 1 yF L kL) — (2F % %) a J(x,vy,s) je
Jakobiho matica funkcie F(z,y,s). Nasou dlohou je vypoéitat z rovnosti

F(aF % s 4+ J(2F o, ) (Az*, AyF, As®)T =0

smery (Az*, Ay, As¥). Dostaneme ich ako rie§enie systému:

J(xk,yk,sk) AyF | = —F(xk,yk,sk), (2.11)



¢o je vlastne systém:

0 AT I AxF 0
A 0 0 Ayt | = 0 : (2.12)
Sko0  X*F AsF —X*S*e 4+ 1e

(Az* Ayk, As*) sa podla pouzitej metody nazyvajti Newtonove smery. Novi
iterdciu by sme dostali ako (z*+1 y*+1 1) = (aF oF %) + a(AxF, AyF, As*), kde
a € (0,1] je parameter oznacujici dlzku kroku a uréime ho tak, aby bola splneni
podmienka (%! sk*1) > 0. Poznamenajme, 7e volba o = 1 sa nazyva plnym
Newtonovym krokom. Tento krok je vSak cCasto nepripustny, a preto sa v praxi
voli @ < 1. Je viak (z*+1 y*+1 s*1) pripustné riefenie? Ak ano, musi platit, 7e
Akt = p ATyk+L 4 ghHl = ¢,

Az = A(z® + aAz®) = A2+ pAAE = AxF =,

=0, podla (2.12)

kedze sme predpokladali, ze (z*,y*, s*) je pripustny. Podobne jednoducho sa da
ukézat, 7e aj ATy + 51 = ¢. To znamen4, Ze ak Startovaci bod (z°,1°, s%) je
pripustny, potom aj vSetky dalsie vypocitané iteracie si pripustné.

Ak by sme zvolili 7 = 0, znamenalo by to, Ze by sme hladali rieSenie povod-
ného neperturbovaného systému rovnosti z podmienok (1.5). Takto ziskané smery
(Az* Ayk, As*) sa nazyvaju cisté Newtonove smery, alebo aj afinno-skdlovacie smery.
Véacsina primarno-duélnych algoritmov vSak voli 7 > 0. Dovodom je skutoc¢nost, ze
touto volbou ziskavame smery (Az* Ay*, As*) (v literatiire [Wright[12]] sa oznacujt
ako centrujice smery), ktoré si orientované do vnitra kladného ortantu definovaného
ako (r,s) > 0. Potom je mozné zvolif viicsiu dlzku kroku ako pri afinno-8kélovacich
smeroch, u ktorych je pri dlhSom kroku vécsie riziko prekrocenia hranice kladného
ortantu, a preto sme niteni vziat o << 1, ¢o spomaluje konvergenciu algoritmu. My
budeme volit hodnotu parametra 7 adaptivne. Za tym tc¢elom si zavedieme centrujuci
parameter o € [0,1] a parameter duélnej medzery pu(z,s), ktory je definovany ako
pwlx,s) =150 a8 = % Dalej budeme y(x, s) oznacovat uz iba ako p a polozime
T = Ol

2.3 Nepripustné Startovacie body

Doteraz sme vobec nerozoberali problematiku Startovacieho bodu, len sme predpok-
ladali, 7e je ostro pripustny. To znamena, Ze (x°,¢° s°), kde 2° > 0 a s° > 0 splia
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Ax® = b a ATy’ + s° = c¢. Danym rovnostiam néasledne vyhovuji aj vietky nasledu-
juce iteracie. Pre velké mnozstvo uloh je v8ak naro¢né takyto pociatoény bod néjst.
Dany problém sa d& odstranit preformulovanim tlohy, ¢o vSak moéze mat za nésledok
zvy$ent narocnost rieSenia tlohy. Pohodlnejsi pristup pontkaja tzv. nepripustné
metody vnatorného bodu. V nich od Startovacieho bodu pozadujeme iba splnenie
podmienky (2°,s%) > 0. Dany pristup si nevyhnutne vyzaduje tpravu systému na
hladanie smeru (2.12) tak, aby sme kazdou iteraciou zarovein zlepSovali pripustnost.
7 toho dovodu zadefinujeme rezidué ry, 7, nasledne: r, = Az¥ —b, r, = ATy* +s* —¢
a systém (2.12) prevedieme na tvar:

0 AT I AxF -7,
A 0 0 Ayt | = -7 . (2.13)
Sk0 Xk AsF —X*Ske + o e

Takto vypocitany smer je stale Newtonov krok k bodu patriacemu centralnej tra-
jektorii, avsak zmenou systému pridanim rezidui je tlaceny k odstraneniu nepripust-
nosti, a to uz v prvom kroku. Pri volbe dlzky kroku a = 1 sa 1, a 7. stant nulové, t.j.
uplne sa eliminuje nepripustnost, ¢o sa zachova aj v dalsich iteraciach. Tato volba
je v praxi nemozna. Pripustnost sa v jednotlivych ietraciach zlepsuje, rovnako ako aj
komplementarita, znizovanim hodnoty hodnoty parametra p k nule a ciel o odstra-
neni nepripustnosti sa podari naplnit az neskoér. Do skupiny nepripustnych metod
vnutorného bodu patri aj tzv. Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus.

2.4 Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus

Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus pouziva v sicasnosti vic¢Sina programov
na linedrnu optimalizaciu. V nasledujtcich par riadkoch sa poktisime tito metédu
popisat. Klasicky Newtonov smer je vylepSeny o korekénu zlozku, ktorej vypoc¢tova
narocnost je relativne mala. Vyhodou je aj adaptivna volba parametra o v kazdej
iteracii. Hladany smer pozostéva z troch komponentov:

2.4.1 Afinno-8kalovaci "prediktor"komponent

Jedna sa v podstate o ¢isty Newtonov smer funkcie F'(z,y, s) definovanej podla (2.10),
kde zvolime 7 = 0, teda ako rieSenie systému:
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0 AT I ACCZf -7
A 0 0 Ayl | = -, (2.14)
sk X* Asy! —X*SPe

kde r, = Az*¥ — b ar. = ATy* 4+ s* — c. Nasledne uréime maximalnu moznu
dlzku krokov (aby sme nevysli z kladného ortantu) oddelene pre primarne a duélne
premenné podla vztahu:

aﬁ:‘i = arg max {Oé € [0,1] |z + aAz® > 0} ,

2.15
afy = arg max {a € [0,1] |s + aAs™ >0} . (2.15)

Dalej definujeme .5 ako hypoteticktt hodnotu g, ak by sme zvolili plny krok:
par = (T + agngx“f)T(s + ot As*) /n. Ak pep << p, potom afinno-kalovaci
smer je dostatoCne dobry a umozni signifikantni redukciu p, teda mozeme zobrat
parameter o blizky 0. Ak je vS8ak pq len o trochu mensie ako p, potom zvolime
hodnotu o blizsie k 1, ¢o ndm zarudi pribliZenie sa k centréilnej trajektorii a nésledne
lep§iu poziciu pre pokles p v dalSej iterdcii. V praxi sa volba o = (‘%‘)3 ukazala ako
velmi efektivna.

2.4.2 Centrujaci komponent

Jeho hodnota zéavisi od adaptivnej vol'by centrujiceho parametra o. Ziska sa rieSenim
systému, ktory ma rovnakt maticu ako (2.14), ale pravi stranu v tvare (0,0, oppure)’.
Vyhodné je vypocitat ho spolu s korekénym ¢lenom. Ten tiez urc¢ime podla systému
(2.14), avSak s pravou stranou v tvare (0,0, —AX AS¥e)T. Ked7ze st navyse obe
zlozky nezavislé jedna na druhej, nie je potom ziaden dévod, aby sa urcovali oddelene.
Mozeme ich zlucit do jedného smeru jednoduchym spoc¢itanim prislachajicich pravych
stran a naslednym zrieSenim systému rovnic.

2.4.3 "Korektor"komponent

Afinno-gkalovaci smer je ziskany z linedrnej aproximacie KKT podmienok (1.5) a
kedZe je pocitany samostatne, je mozné ho pouzit na odhad chyby v aproximaécii.
Tato znalost ndAm umoziiuje vypocitat "korektor"smer a vylepsit linearny model na
kvadraticky. Ako motivaciu si najskor ukdzme, ako sa zmeni i-ty sacin x;s;, ak by
sme zvolili plny krok. Z (2.14), vynechajic indexy znaciace iteraciu, mame (z; +
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Axff)(si + As?f) = x1;8; + xiAs?f + siAxf;f + Ax?fAs?f = Ax?fAsff. Sacin x;s;
sa pretransformoval na Ax?f As?f namiesto predpokladanej nuly. Korekéna zlozka
kroku sa bude snazit kompenzovat tuto odchylku tym, Ze vzajomné suciny priblizuje
k ich cielovej hodnote 0. Tato zlozka vyhovuje systému:

0 AT I Azler 0
A 0 0 Ayrer | = 0 : (2.16)
sk o0 Xx* Aspor ~AXHYASH e

Kombinovany centrujico-korekény smer budeme pocitat ako rieSenie systému:

0 AT I AzsF 0
A 0 0 Ayc™ | = 0 : (2.17)
sk X* AseF orppe — AXTASH e

2.4.4 Celkovy smer

Celkovy smer v k-tej iteracii bude sucet afinno-Skalovacej a centrujico-korekénej
zlozky. Bude mat tvar:

(Amk, Ayk,Ask) = (szf,Any, Aszf> - (A:):Z_k, Ayik, Asz_k) : (2.18)

Nésledne uréime maximéalnu moznt dlzku kroku pre priméarne a dudlne premenné
zvlast podla vztahov:

o = min(0.99a27 1),

e 2.19
ol = min(0.99a% 1), (2:19)
kde
afr = arg max {a > 0|z" + aAz" > 0}, (2.20)
afal — arg max {a > 0s" + aAs* > 0} . '
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Priblizné rieSenie primarnej resp. dudlnej uloy v k-tej iteracii je v tvare:

karl — l‘k + OéZMA$k
’ 2.21
(yk+1,8k+1) — (yk78k) + Oégual (Ayk,ASk) ) ( )

2.5 Redukovany KKT systém

Casovo najnarocnejSou zlozkou v kazdej iteracii je urcenie smeru kroku, t.j. rieSenie
KKT systému:

0 AT I Ax -1y
A 0 0 Ay | = —re |, (2.22)
S 0 X As —Tps
kde
- —XSe , pre afinno-8kalovaci smer, (2.23)
s ope — AXYASe | pre centrujuco-korekény smer '

Systém (2.22) prepiSeme z maticového tvaru a pokisime sa ho ¢o mozno naj-
jednoduchsie vyrie§it. Po aprave dostavame:

ATAy + As = —r, (2.24)
AAX = —n, (2.25)
SAz + XAs = —rys. (2.26)

Najskor z (2.26) vyjadrime As = —X " (r,s + SAz), ¢o dosadime do (2.24) a
ziskavame:

ATAy — X Hrps + SAZ) = —1, (2.27)
¢o néasledne upravime na:

ATAy — X7 1SAx = —r + X Yy, (2.28)
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Ak ozna¢ime D = S™/2X1/2_ dostavame sa od (2.22) k systému:

AT —D_2 Ay o —Te+ X_lrxs
(v W) &)= () e

As = — X Y(ry + SAT), (2.30)

ktory je z literattry [Wright|12]| znamy pod nazvom redukovany KKT systém.
Teraz budeme eliminovat Ax. Z (2.29) mame:

ATAy — D72Az = —r. + X " 'ry,. (2.31)
Ak do (2.31) dosadime z (2.24) ATAy = —r. — As, dostavame:
—r,— As— D7 2Ax = —r.+ X lry,, (2.32)
z ¢oho nahradenim D=2 = X 1S a naslednymi jednoduchymi tipravami dostaneme:
Ax = =S (rys + XAs), (2.33)
Ked (2.33) dosadime do (2.25), dostavame, Ze:
A(=S7 (rgs + XAs)) = —1y, (2.34)
¢o jednoducho upravime na:
—ASTIXAs = —ry + AS 71y, (2.35)

Ak do (2.35) dosadime z (2.24) As = —r. — AT Ay, mame:

ASTIX ATAy = —ry — AS™ ' Xr, + AS by, (2.36)
—=D2
¢o upravime na:
AD?*ATAy = —ry + A(=S7 X1 + Sy, (2.37)

Celkovo sme sa od systému (2.24)-(2.26) prepracovali k systému:
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AD?*ATAy = —ry + A(=S7 X1 + S7Mry,), (2.38)
As = —r.— AT Ay, (2.39)
Axr = =S (rys + XAs). (2.40)

Systém (2.38)-(2.40) sa zvykne v literattre [Wright|[12]| oznacovat pod nazvom
normdlny systém rovnic a na jeho rieSenie, kontrétnejsie na urcenie Ay z (2.38), sa
pouziva tzv. Choleského rozklad.

Symbolom M oznaéime maticu M = AD?AT. Ak m4i matica A plnid hodnost,
t.j. ak h(A) = m, potom M je kladne definitnd a pouzitim Choleského rozkladu
ziskame dolnu trojuholnikovi maticu L a diagonalnu maticu D také, ze plati M =
LDL". (2.38) sa pretransformovalo na LDLTAy = 2z =" —ry+ A(=S7 ' Xr.+Sr,,).
Namiesto (2.38) budeme riesit dva ¢lastkové systémy rovnic:

Lw = z,

DLTAy = w,

ktoré st lahko riesitelné, vzhladom na fakt, Ze L je dolna trojuholnikovd a DLT
je horna trojuholnikova matica.
Hodnoty Az, As sa nasledne uz jednoducho dopo¢itaji podla vztahov (2.39),(2.40).

2.6 Pouzity algoritmus

Jednym z programov, ktory budeme pouzivat v tejto praci je, LOQO [5]. Tento
softvér vyuziva pri rieSeni uloh linedrneho programovania oproti vyssie opisanému
Mehrotrovmu prediktor-korektor algoritmu navyse nasledovni modifikaciu.

2.6.1 Presolver

Zéakladnym predpokladom pri pouziti primarno-duédlneho algoritmu je plna hodnost
matice A. Tuto poziadavku dokdzeme splnit pouZitim tzv. presolvera. Téato cast
programu vykonéva nasledovné Gpravy matice A:

e kontrola nepripustnosti, t.j. ¢ nulovému riadku v matici zodpoveda nulovi
zlozka vo vektore pravej strany,

e vynechanie nulového riadka, ak mu zodpoveda nulova zlozka na pravej strane,

20



e odstranenie jedného z dvojice rovnakych riadkov (ak je jeden nenulovym na-
sobkom druhého),

e odstranenie jedného z dvojice rovnakych stlpcov,

e odstranenie fixnej premennej, t.j. takej, u ktorej je dolné a horné ohranic¢enie
zhodné,

e vyradenie urcenej premennej, ak riadok matice obsahuje jedini nenulovi hod-
notu, premennd mozno jednoducho uréit.

Uprava matice s vyuzitim presolvera je vypocCtovo menej naro¢né nez jedna iteracia,
pricom program zaroven poniika moznost jeho nepouzitia.

2.7 Homogénna samodualna metoda

Tato metoda, ktord budeme v naSej préaci tiez pouzivat, je dostatocne podrobne
popisana v diplomovej praci Lubomira Korsiiaka [9], a preto ju tu uvadzat nebudeme.
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Kapitola 3
Optimalizicia vo financiach

......

Banky a finan¢né institicie potrebuju zhodnocovat svoj majetok, ¢i uz z dévodu
maximalizacie zisku, pripadne potreby splatenia akychsi budicich platieb. Velkost,
ako aj realizacia tychto budicich zavizkov, ¢asto nemusi byt dopredu znama.

Najtypickejsim prikladom toho st poistovne, a to konkrétne tie, ktoré sa zaober-
aji zivotnym poistenim, kde vyska a ¢as pohladavky zavisi od dizky Zivota daného
zakaznika. Sposob, ako sa voci takymto platbam zabezpecit, je investovanie do ro-
zlicnych finan¢nych aktiv, z ktorych sa velmi ¢asto pouzivaju prave dlhopisy. Nasou
tlohou je teda zostavit dlhopisové portfolio, ktorého cash-flow (prijmy) bude kopirovat
vysku naSich zavazkov v budicnosti.

V tejto Casti ukazeme, ako také portfolio skonstruovat, teda rozhodnit o tom, aké
mnozstvo ktorych dlhopisov potrebujeme zaobstarat. Predstavime viacero modelov,
pricom postupne prejdeme od tych najjednoduchsich k zlozitejsim. Zaroven bude
mozné vidiet, Ze v8etky vedd k tdloham linedrneho programovania, ktoré néasledne
budeme riesit metoédami opisanymi v kapitole 2.

3.1 Deterministicky model s minimalizaciou vstup-
nych nakladov

Najskor rozoberieme deterministicky pripad, v ktorom sd zavazky aj aktiva vopred
zname. Predtym vSak eSte uvedieme oznacenie, ktoré budeme v naslednych formulé-
ciach pouzivat. Oznacme:

T =10, ...,m} - mnozina ¢asovych okamihov ¢, ktoré st udavané v rokoch, pri¢om
t = 0 znadi stcasnost a ¢ = m buddci horizont

U = {0, ...,n} - mnozina pouzitelnych dlhopisov (1-ro¢né, 2-roéné, ...)

L, - vyska zavizku splatného v ¢ase ¢, pricom ¢t > 1
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F;,; - cash-flow (prijem) z dlhopisu ¢ v ¢ase ¢

Treba este dodat, ze velkost ¢asového okamihu (perioédy) je urfend intenzitou s
akou dlhopisy vyplacaja kupony. To znamenad, ze ak z dlhopisu plynie kup6n kazdych
6 mesiacov, tak potom bude velkost jednej periody rovna polovici roka. Cash-flow
F;,; moze byt kladny aj zaporny, pricom znamienko zévisi od toho, aky je smer
toku penazi. Je zauzivané, 7ze kladny cash-flow znaci prichddzajice peniaze a zé-
porny cash-flow reprezentuje odchadzajice peniaze. Ako priklad uvedieme 5-ro¢ny
kuponovy dlhopis. Na zaciatku je potrebné dlhopis obstarat, t.j. mame zaporny
cash-flow vo vyske Fj,g= —P; , teda je rovny minus cene dlhopisu, v dalsich rokoch
t =1,...,4 mame kladny cash-flow vo vyske kuponu F;,; = ¢; a v poslednom piatom
roku dostaneme navy$e aj nominéal (face value), F;,5s=c¢; + FV.

Prvy uvadzany model je deterministicky, typu buy&hold. To znamena4, ze na zaci-
atku v case t = 0 skonStruujeme portfolio, teda obstarame pozadovany pocet danych
typov dlhopisov, ktoré potom néasledne mame pocas celého sledovaného obdobia v
drzbe. Tento model budeme podla Nielsena|l| nazyvat "Cash-Flow Matching Model”
(oznagime ho ako CFM-1).

min A

pri ohranic¢eniach:

> Fioxi+A>0,
€U
Y Figwi> Ly, t>1,
€U
ZT; Z 0, 1€ U.

Vektor x vyjadruje mnozstva konkrétnych dlhopisov, ktoré treba obstarat, A\ vy-
jadruje vstupné naklady na obstaranie portfolia. Jedna sa o model s minimalizé-
ciou vstupnych nakladov. Druhé ohranicenie znaci, 7ze v kazdom ¢asovom okamihu
dosahuje cash-flow z portfolia aspon vysku zaviazku, ktory treba v danom okamihu
splatit.

Podl'a tohto modelu sa zévizok splatny v ¢ase t zaisti kupou dlhopisu v case 0,
ktory v t prinaSa potrebny cash-flow. To by v8ak bolo mozné urobit aj inym spo-
sobom. V skuto¢nosti moze byt vyhodnejsie kipit dlhopis, ktory maturuje skor a
z neho ziskané peniaze ulozit do banky, pricom trocenim ziskame pozadovani hod-
notu. Druhou moZnostou je pozi¢anie pefiazi z banky oproti cenine (dlhopisu), ktora
maturuje v budicnosti. Toto investovanie a poZi¢iavanie sa da velmi jednoducho
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modelovat a je zahrnuté aj v dalsom modeli, ktory podla Nielsena[l| budeme nazy-
vat "Cash-Flow Matching with reinvesting and borrowing" (ozn. CFM-2).

min A
pri ohranic¢eniach:

ZFi,0$i+bo+>\=T0,
e’
ZFi,t zi+ (1 +p)rees+b =L +ri+ (1 + B)biq, t>1,
icU
by, =0,
xi,n,bi 2 0, 1€ U.

Premenné r;, resp. b; vyjadrujia objem reinvestovanych resp. pozi¢anych fi-
nanc¢nych prostriedkov z peridody ¢ do t + 1. Navratnost z investicie za 1 peridodu
je oznacend ako p; a trok na pozi¢iavanie ako ;. Pozi¢iavanie je v poslednej peridde
zakdzané, ¢o vyjadruje ohranicenie b,, = 0. Premenna r,, zna¢i v tomto pripade akysi
prebytok na konci. Ohrani¢enia sa nam oproti prvému modelu zmenili na rovnosti.
Je to zapri¢inené tym, ze zvySné financ¢né prostriedky na konci kazdej periody je
vyhodnej§ie investovat do banky, nez ich mat v drzbe ako hotovost.
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3.2 Deterministicky model s maximalizaciou vynosu
V predchadzajicich dvoch modeloch minimalizujeme vstupné naklady. V skutoc¢nosti
je vsak pre vacSinu investorov ovela dolezitejSie dosiahnutie najvysSieho mozného

zisku. Touto uvahou sa dostavame k nasledovnému modelu, ktory Nielsen|[1] nazyva
"Mazimizing horizon position” (ozn. MAX).

max h

pri ohranic¢eniach:

Zﬂaoxi—i‘bo—FB:T’oa

icU
ZFM zi+ (14 p)ricr+by =L+ + (14 B)b—y, t>1,
icU
bm: )
m = h,

ZUZ',Ti7b7; ZO, 1€ U.

Vidime, ze ucelova funkcia maximalizuje kone¢nid hotovostni poziciu. Zaroven
nam v8ak pribudla konstanta B. T4 vyjadruje rozpocet, ktory mame k dispozicii na
zaCiatku na obstaranie portfolia.

3.3 Stochasticky variant MAX modelu

Doteraz sme predpokladali, Ze pozndme vSetky budtice data. V skutocnosti s nam
na za¢iatku zname len rozpocet, ceny a kupony dlhopisov. Uroky, st¢asné hodnoty
dlhopisov na konci sledovaného obdobia ani budice zavizky nepozname. Tymto sa
dostavame od deterministickych modelov k tzv. stochastickym. V tychto je zahrnuta
neistota ohladom budtcnosti (t.j. fakt, Ze nepozname kompletné data) a je vyjadrena
pomocou stochastickych premennych. Tie oznac¢ime znakom ~.
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max h

pri ohranic¢eniach:

Zﬂ',oxi—i‘bo*—B:Toa

iU
ZFM x; + (14 pe)Te—1 + by = Ly + 7 + (1+ Bt)l;t—b t>1,
iU

m = 0,
T'm = N,

Ii,fi,bi ZO, 1€ U.

Takto naformulovany model je vsak prili§ vSeobecny. NavySe, ak by sme pred-
pokladali, ze stochastické premenné maja spojité rozdelenie pravdepodobnosti, tak
sa dana uloha stava vel'mi fazko riesitelnou. Preto budeme predpokladat diskrétne
rozdelenia pravdepodobnosti (tie budi vyjadrené mnozinou moznych scenarov ich
vyvoja). Tento predpoklad sa da uznat, kedze vieme spojité rozdelenia dobre aprox-
imovat diskrétnymi. Odteraz budeme mat k dispozicii data o moZnom vyvoji pre-
mennych F;;, Ly, p, B pre kazdy scendr s z mnoziny vSetkych scenarov S, pricom
kazdy scenar méa priradent pravdepodobnost p,. Dostavame sa tak k modelu, ktory
Nielsen|1] pomentva ako "Mazimizing expected horizon return” (ozn. S-MAX):

max Z psh®

seS

pri ohranic¢eniach:

Zﬂaoxi—i‘bo—FB:T’oa

eU
SRR+ (L gy A b =L+ (L4 By, t>1s€8
ceU
bs, =0,
=,

xi,ri b >0, 1€elU,seSs.

1771
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3.4 Dvojfazovy stochasticky model

Vsetky doteraz spomenuté modely boli statického charakteru, prezentovali tzv. buy&hold
situaciu. To znamend, Ze na zaciatku nakipime portfélio, ktoré mame az do konca
v drzbe, pricom ho nijakym spoésobom pocas sledovaného obdobia neupravujeme
(nerebalancujeme). Drviva va¢Sina investorov vSak svoje portfolia pravidelne up-
ravuje v zavislosti od vyvijajicej sa situdcie budicich zavizkov a trokovych mier,
ich neistota ohlTadom buducnosti sa postupne meni. Nasledujtici model bude tym
najjednoduchsim dynamickym modelom, konkrétne dvojfazovym. Investor tu po
prvej ¢asovej peridde rebalancuje svoje portfolio, pricom ho vSak uz do konca ne-
meni. Tymto spésobom mozeme lepSie modelovat redlnu situdciu. Realistickost
by sa nasledne dala zvysit pridanim mnozstva okamihov, v ktorych budeme port-
folio prerovnavat, ¢o by nas priviedlo k multiperiodickym modelom. Tymi sa v8ak v
nasej praci zaoberat nebudeme. Nasledovny model Nielsen|1| zna&i ako "Two-Stage
Stochastic Program"” (ozn. 2S-SP).

max Z psh®

seS

pri ohranic¢eniach:

ZFi,oxri‘bo—FB:To,

icU

SR A Qe b =L+ (L+8)b, t>=1,s€S

€U
sell ps buy ps, s
E Pla; = E Py

icU icU
by, =0,
re = h’

i, y;,ri,bi >0, 1€U;ses,

Premenné z; vyjadruji mnozstva dlhopisov pre prva fazu, y; pre druha fazu.
Vidime, Ze tie zavisia od vybraného scendra. Ak by tomu tak nebolo, v druhej faze
by sa vybralo rovnaké portfolio ako na zaciatku a o rebalancovani by nebolo mozné
hovorit. Premenné *'P? resp. P? oznacuju cenu, za ktori mozeme dlhopis ¢
predat resp. obstarat, ak sa uberame podla scenara s.

buy
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3.5 (Generovanie scenarov

Ako si mézeme v§imnit, vyber mnozZiny scenarov mé velky vplyv na optimalne rieSe-
nie tlohy. Preto musi mnozina S obsahovat "normalne", ale zaroven aj extrémne
pripady (na tie vSak nemoze brat prilisny ohlad, kedZze pravdepodobnost ich nasta-
nia je mald). Scenéare budeme volit viacerymi spésobmi. Prvym je tzv. New York 7.
Jedna sa o nasledovnych 7 scenarov vyvoja trokovych mier pocas 10 rokov, pricom
kazda finan¢né inStiticia v State New York musi kazdoroCne preukéizat solventnost,
ak by sa situacia vyvijala podla ITubovoIného z tychto scenérov.

NY - T:

e lrokové miery sa nezmenia,

e (rokové miery vzrastd o 50 bb ro¢ne pocas 10 rokov,
e 1rokové miery poklesnii o 50 bb ro¢ne pocas 10 rokov,

e trokové miery vzrasti o 100 bb ro¢ne pocas 5 rokov, a potom poklesni o 100
bb ro¢ne pocas 5 rokov,

e urokové miery poklesni o 100 bb ro¢ne pocas 5 rokov, a potom vzrasti o 100
bb ro¢ne pocas 5 rokov,

e lrokové miery vzrastii o 300 bb a potom sa uz nezmenia,

arokové miery poklesnii o 300 bb a potom sa uz nezmenia.

Dodajme, 7Ze bb oznacuje bazicky bod a ako priklad uvedme, 7ze narast o 50 bb zna-
mené narast o 0.5%. DalSou moznostou, ktorou budeme generovat vyvoj trokovych
mier, je pouzitie binomického stromu. Zac¢neme v ¢asovom okamihu 0, pricom pred-
pokladame, 7Ze pravdepodobnost narastu a poklesu tdrokovej miery je rovnaka. To
nam zabezpeci ndhodny generator, pomocou ktorého rozhodneme, ktorou z dvoch
moznych vetiev sa dostaneme do ¢asového okamihu 1. Teda, ¢i zaznamename pokles
alebo narast urokovej miery. Takto pokrac¢ujeme dalej, az pokym sa nedostaneme na
koniec sledovaného obdobia a ziskame tym jeden kompletny scenar. Postup opaku-
jeme dovtedy, kym neziskame stanoveny pocet scendrov vyvoja turokovych mier.
Tato moznost je l'ahko pouZzitelné, ale ponika iba obmedzené mnozstvo pripadov.
Vylepsenim moze byt zvySenie poc¢tu vetiev pri rozhodovani v kazdom uzle, ¢im sa
dostavame k trinomickému a multinomickym stromom.
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3.6 Rozsirenie modelov

Pri investovani do aktiv (akcii, dlhopisov, ...) musime pocitat aj s transakénymi nak-
ladmi, medzi ktoré patria napriklad brokerské poplatky alebo rozdiel medzi ponukou
a dopytom (tzv. bid-ask spread). Dévodom pre ich zahrnutie do modelu je sku-
to¢nost, ze investori v redlnom Zivote nedrzia po cely cas rovnaké portfélio. Na
meniacu sa situdciu na trhu reaguj tpravami portfolia, jeho rebalancovanim (presi-
vaji finan¢né prostriedky z menej vyhodnych na vyhodnejsie aktiva). Vynechanim
transak¢énych nakladov by mohlo dojst k rozdielu oproti skuto¢nosti v pripade, kedy
by investor kompletne odpredal celé portfélio a obstaral si uplne nové. Existuju
dva typy transakénych nakladov, a to fixné a variabilné. Fixné naklady st uvalené
na kazdé obchodované aktivum a modelujeme ich zavedenim binérnych premennych:
zi = 1, ak ; > 0, inak z; = 0 (to dosiahneme pridanim nerovnosti z; < Mz;, kde
M je dostato¢ne velké ¢islo) a do ucelovej funkcie pridame vyraz: Fy . ., 2 , kde F
predstavuje vysku fixnych nakladov. Takto ziskand tiloha obsahuje celo¢iselné pre-
menné, a preto je velmi tazko rieSiteIna. Tym padom sa v praxi pouzivaji variabilné
naklady, ktoré siu I'ahko modelovatelné a nezvysSuju zlozitost ani obtiaznost modelu.
Uplatnuju sa na jednotku nakladov a mozno ich jednoducho zahrnit pridanim k ob-
stardvacim nakladov jednotlivych aktiv, v naSsom pripade odpocitanim z F;,3. Tento
sposob mézeme uplatnit v CFM modeloch. V modeloch typu MAX sa toto rozsirenie
robi podobne. Jediny rozdiel je v tom, Ze ak uvazujeme fixné transakéné néklady,
nemenime tcelovi funkeiu, ale upravime dostupny rozpocet B. V naSich konkrétnych
experimentoch nebudeme brat transakéné néklady do uvahy.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

4.1 Transformacia ekonomickych modelov

Vsetky uvazované modely st v podstate tlohami linedrneho programovania. Cielom
tejto kapitoly bude ich prepisat do tvaru Standardnej tlohy linedneho programovania
(skratene SULP), teda na tvar:

min {c"z|Ax = b,x > 0}.

Budeme predpokladat, Ze mame k dispozicii n moznych dlhopisov, k£ scenarov
vyvoja stochastickych premennych a ¢asovy horizont ulohy je m rokov.

4.1.1 S-MAX model ako SULP
S-MAX sa da prepisat na tvar:

min {CT:L‘|AZL“ =bx > 0},
kde z,c € RrH2+2mhtk § ¢ RUMAH2E o vektory v tvare:

= (xy ..y byl . rl ok ekl bl R by )T
c=0..0 —p1 ... —pg

b=(-BL'..L ..LY. .. LEo.. 07

m

a A € RUAME2R)x(n+242mhk+k) jo blokova matica v tvare:
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Fl Cl Dl Gl
F? (C? D? G?
E —1
A= E ~1 ,
E -1
E
E

E

kde F' ¢ R™*" C° ¢ R\*2 F € RYX™m Fi e R™" (% e R™? D' e R™™ s
matice v tvare:

FOZ (FLO F270 ano),
C'= (-1 1),
E= (0 0 1),
Fiy F, ... F,
Fi, Fi, ... F
Fi: -172 ?72 . -72 ) Zzla' 7k7
K, Fi,. ... Fi,
(I+p1) —(1+5)
0 0
' = : : , i=1,..k,
0 0
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(I+p5) -1
Di = (1+p3) -1 Ci=1,..k
(1+p,) -1
1
—(1+653) L
G'= —(1+p8;) 1 , i=1,...k
—(1+p,) 1

4.1.2 2S-SP model ako SULP

Podobnym sposobom, ako v predchadzajicej ¢asti, prepiSseme model 2S5-SP do tvaru:
min {c"z|Az = b,z > 0}.

V tomto pripade dostavame, 7e x,c € RH2Hnkt2mktk f o Rl4mk+3k g4 vektory v
b ) ?

tvare:

1,1 ok k 11 ko kol ol gk gk T
T=(T1 . T Yy - Yy YL - Yp Tobo Ty o Ty oo 7] Ty DY by BT D Ry hy)T

c=0..0 —p; ... —pp)7,

b=(-BLl .. L. ...LY...LFo.. 07

a A € RUHmk+3k)x (nt24nk+2mhtk) jo hlokova matica v tvare:
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F° C°
Fl Cl Dl
FEoCk
E
A:
St —pBt
S.'k _Bk

kde F° ¢ R CY ¢ RY*2 E € R™*™, [P ¢ R™n" (C' ¢ R™*2 D' ¢ R™™ si

matice v tvare:

FO == (FLO F270 Fn,0)7
C'=(-11),
E=(0..01),

Si — (sellpli sellP2'£ sellP;'L)’ ;= 1’
Bi = (mypitwpi Pl =1, ..,k

Fi, Fi,
Fi— F” F“ F“’ =1,k
Flo B, ... Fi,
(1+pi) —(1+5})
Ct = 0 O , 1=1,..k,
0 0
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(I+p5) -1
Di = (1+p5) -1 Ci=1,.. k.
(1+p,) -1
1
—(1+83) L
Gi = —(1+p) 1 Ci=1,..k
~(1+4,) 1

4.2 Vysledky experimentov

Vo v8etkych modeloch budeme uvazovat, ze mame k dispozicii 7 réznych dlhopisov,
konkrétne 1-ro¢né, 2-ro¢né, 3-rocné, 4-ro¢né, 5-ro¢né, 7-ro¢né a 10-ro¢né. Vsetky vy-
placaju kupoén raz roc¢ne a sa typu par-bond, t.j. ich nominalna hodnota je rovnaka
ako ich ndkupna cena, ktora bude 1 penazna jednotka. Dostupny rozpocet bude vo
vyske B=50000 penaznych jednotiek a velkost zavizku splatného v kazdom obdobi
bude 6000 penaznych jednotiek. Velkost ¢asového obdobia budeme uvazovat 10 rokov,
pricom jedna peridda bude rovna jednému roku. Scenare vyvoja trokovych mier
generujeme postupne podla NY-7, binomického, trinomického a dvojice multinomick-
ych stromov. V binomickom mohla v kazdom ¢asovom okamihu s pravdepodobnostou
50% vzrast arokova miera o 0,5% a s rovnakou pravdepodobnostou klesnut o 0,5%. V
trinomickom strome sme s rovnakymi pravdepodobnostami nastatia vybrali moznosti
narastu o 0,5%, poklesu o 0,5% a moznost, Ze urok zostane na povodnej tirovni. V
multinomickych stromoch sme v prvom pripade pouzivali 11 vetiev, pricom zmena
troku bola v rozsahu od poklesu o 1% po narast o 1%, v druhom pripade sme uvazo-
vali 21 vetiev a rozsah bol od poklesu o 1,5% po narast o 1,5%. Tu v8ak hrozi
riziko, Ze by sme sa pri takomto ndhodnom pohybe mohli dostat s arokovou mierou
na nulovii hladinu pripadne aj do zapornych ¢isiel. To je vSak v praxi nemozné, a
preto sme stanovili dolni hranicu pre urokovi mieru na trovni 0,25%. Na ziskanie
scenarov sme pouzili ndhodny generator naprogramovany v jazyku C++, pomocou
ktorého sme vygenerovali tilohy zahfhajtce 1000 scenarov pre binomicky a trinomicky
strom. Pre dvojicu multinomickych stromov sme vytvorili ilohy obsahujice az 2000
scenarov. Vysledky experimentov st zhrnuté v nasledujicich tabulkéch.

34



Scenare Pocet iteracii
Generovanie || Pocet | Rozmer ulohy | HSD | MPK | Simplex
| NY-7 | 7] 156x85 | 32 21| 228 |
binomicky 15 324x181 32 21 491

30 639x361 98 21 925
50 1059x601 98 23 1524
75 1584x901 164 30 2316
100 2109x1201 74 32 3045
150 3159x1801 94 31 4506
250 5259x3001 76 216 NA
400 8409x4801 94 228 NA
500 10509x6001 72 22 NA
650 13659x7801 78 X NA
750 15759x9001 188 X NA
850 17859x10201 124 X NA
1000 21009x12001 X X NA
trinomicky 15 324x181 34 20 474
30 639x361 50 20 935
50 1059x601 62 22 1567
75 1584x901 46 21 2396
100 2109x1201 90 21 3184
150 3159x1801 106 24 4769
250 5259x3001 120 446 NA
400 8409x4801 56 244 NA
500 10509x6001 92 X NA
650 13659x7801 142 416 NA
750 15759x9001 104 301 NA
850 17859x10201 X X NA
1000 21009x12001 84 X NA

Tabulka 4.1: Porovnanie homogénnej samodualnej (HSD), simplexovej metody
a Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v pripade modelu S-MAX z
hladiska po¢tu iteracii (NY-7, binomicky a trinomicky strom)

NA - softvér nedokézal pozadovani tlohu vypocitat
X - softvér pri rieseni tillohy prekroéil iteraény limit
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| Scenéare

Pocdet iteracii

| Generovanie | Pocet | Rozmer tlohy | HSD | MPK | Simplex
multinomicky (11 vetiev) 15 324x181 110 21 472
30 639x361 42 21 928

50 1059x601 42 26 1626

75 1584x901 52 23 2364

100 2109x1201 52 23 3249

150 3159x1801 86 21 4882

250 5259x3001 116 89 NA

400 8409x4801 114 29 NA

500 10509x6001 130 25 NA

650 13659x7801 51§) X NA

750 15759x9001 94 X 462

850 17859x10201 X 24 NA

1000 21009x12001 80 24 NA

2000 42009x24001 X 487 NA

multinomicky (21 vetiev) 15 324x181 38 21 475
30 639x361 48 23 936

50 1059x601 78 23 1581

75 1584x901 120 23 2400

100 2109x1201 100 22 3130

150 3159x1801 74 23 4871

250 5259x3001 176 280 NA

400 8409x4801 116 25 NA

500 10509x6001 86 X NA

650 13659x7801 X 261 NA

750 15759x9001 X X NA

850 17859x10201 X 471 NA

1000 21009x12001 X 98 NA

2000 42009X24001 X 487 NA

Tabulka 4.2:

Porovnanie homogénnej samodualnej (HSD), simplexovej metody

a Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v pripade modelu S-MAX z
hladiska po¢tu iteracii (multinomické stromy)
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Scenare Pocet iteracii
Generovanie || Poget | Rozmer tlohy | HSD | MPK | Simplex
| NY-7 | 7] 205x92 | 34| 20 228
binomicky 15 429x196 36 18 002
30 849x391 42 17 1014
50 1409x651 32 18 1719
75 2109x976 46 17 2563
100 2809x1301 42 17 3389
150 4209x1951 48 18 5106
250 7009x3251 46 18 NA
400 11209x5201 54 19 NA
500 14009x6501 46 51 NA
650 18209x8451 94 18 NA
750 21009x9751 98 18 NA
850 23809x11051 92 18 NA
1000 28009x13001 142 18 NA
trinomicky 15 429x196 34 17 500
30 849x391 32 17 1021
50 1409x651 42 17 1703
75 2109x976 48 17 2540
100 2809x1301 44 18 3394
150 4209x1951 44 17 5097
250 7009x3251 64 17 NA
400 11209x5201 48 18 NA
500 14009x6501 46 18 NA
650 18209x8451 42 18 NA
750 21009x9751 88 21 NA
850 23809x11051 150 18 NA
1000 28009x13001 34 19 NA

Tabulka 4.3: Porovnanie homogénnej samoduélnej (HSD), simplexovej metody a
Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v pripade modelu 2S-SP z hladiska
poctu iteracii (NY-7, binomicky a trinomicky strom)
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| Scenéare

Pocdet iteracii

| Generovanie | Pocet | Rozmer tlohy | HSD | MPK | Simplex
multinomicky (11 vetiev) 15 429x196 32 18 503
30 849x391 36 18 1025

20 1409x651 36 18 1731

75 2109x976 36 18 2532

100 2809x1301 20 17 3384

150 4209x1951 40 18 5060

250 7009x3251 46 18 NA

400 11209x5201 o8 19 NA

500 14009x6501 o6 129 NA

650 18209x8451 108 229 NA

750 21009x9751 44 24 NA

850 23809x11051 X 19 NA

1000 28009x13001 198 20 NA

2000 56009x26001 180 20 NA

multinomicky (21 vetiev) 15 429x196 36 19 505
30 849x391 36 19 202

50 1409x651 38 18 1696

75 2109x976 36 18 2504

100 2809x1301 40 20 3415

150 4209x1951 41 19 4879

250 7009x3251 96 21 NA

400 11209x5201 49 21 NA

200 14009x6501 48 20 NA

650 18209x8451 87 98 NA

750 21009x9751 X 114 NA

850 23809x11051 63 30 NA

1000 28009x13001 187 21 NA

2000 56009x26001 X 25 NA

Tabulka 4.4: Porovnanie homogénnej samoduélnej (HSD), simplexovej metody a
Mehrotrovho prediktor-korektor algoritmu (MPK) v pripade modelu 2S-SP z hladiska
poc¢tu iteracii (multinomické stromy)
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Moézeme z nich vypozorovat, ze itera¢na naroc¢nost simplexového algoritmu vyz-
namne narasti so zvySujicim sa pocCtom uvazovanych scendrov. Pri pocte vysSSom
ako 150 scenarov uz softvér nebol schopny najst optimalne rieSenie prislusnej tlohy,
program v tychto pripadoch zlyhal. Dalej si mozeme vSimnit, ze pri pouziti metod
vnutorného bodu bol narast v pocte iteracii vyrazne nizsi, v niektorych pripadoch
sme dokonca so zvySenim poc¢tu zahrnutych scenérov zaznamenali pokles v pocte
potrebnych iteracii. Dovodom moze byt napriklad fakt, Ze zmena mnoziny scenarov
ma podstatny vplyv na rieSenie tulohy, aj jeho kvalitu. Preto je nevyhnutné brat do
tvahy prevazne redlne moznosti vyvoja stochastickych premennych (v nasom pripade
trokovej miery) a extrémnym moznostiam pridelif nizsiu pravdepodobnost nastatia.
Z vysledkov je badatelné, ze Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus je efektivnejsi
(z hladiska po¢tu ietracii) ako algoritmus homogénnej samodualnej metody, ¢o sme
aj predpokladali. Opak sme zaznamenali iba v minimalnom pocte pripadov. Jed-
nou z veci, ktord nas zaujimala bolo aj ¢asové porovnanie jednotlivych metéd. To
vSak naneStastie nebolo mozné. Meranie ¢asovej ndro¢nosti umoznoval iba program,
v ktorom bol implementovany Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus, zostavajtce
dva tito moznost neponukali. Itera¢ne najnarocnejsie ilohy dokazali programy vyuzi-
vajice metdédy vniatorného bodu vyriesit do Siestich minut.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali modernymi met6dami na rieSenie tiloh linedrneho
programovania. Oblast linearneho programovania méa $iroké uplatnenie a vyuziva sa
aj vo financ¢nej sfére. Ako sa nam podarilo ukazat, niektoré modely znazornujice
problém optimalizacie dlhopisového portfélia sa daja zapisat v tvare dlohy linedrneho
programovania. V praci sme vyuzivali dve metdédy vnitorného bodu, Mehrotrov
prediktor-korektor algoritmus a homogénnu samodualnu metodu, ktoré sme potom
spolo¢ne so simplexovym algoritmom testovali na nami vygenerovanych tlohéch,
ktorych rozmer bol relativne velky a dosahoval az 56009 premennych pri 26001
ohranic¢eniach.

Pri praci sme pouzivali nekomercény softvér, volne dostupny na internete, a preto
sme boli obmedzeni na maximalny pocet moZnych iteracii, ktory sme v niekol’kych pri-
padoch dosiahli(pri homogénnej samoduélnej metode to bolo 199 iteracii, pri Mehrotro-
vom prediktor-korektor algoritme 500 iteracii). Z podobného dévodu sme nemohli
presne urcit ¢asovi naroc¢nost jednotlivych metod.

Podarilo sa nam vsak preukazat spravnost predpokladu, ze simplexova metoda pri
rieSeni uloh velkych rozmerov nemdZe s modernej§imi metoédami vnutorného bodu
superit a jej efektivita je nizka. Taktiez sa ukdzalo, ze momentalne najpouzivanejsi
Mehrotrov prediktor-korektor algoritmus je efektivnejsi (tak tomu bolo v experimen-
toch az na par vynimiek) ako homogénna samoduélna metoda.

Prinosom diplomovej prace je vysvetlenie metdd, ktoré riesia tulohy linedrneho
programovania v polynomiilnom case a otestovanie prislusného softvéru. MozZeme
eSte dodat, Ze naformulované modely vieme eSte viac priblizit realite. VylepSenim
moze byt zahrnutie transakénych nakladov popisané v ¢asti 3.6 alebo zvySenie poctu
okamihov, v ktorych je mozné prerovnévanie portfolia.
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