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Abstrakt

Budeme sa zaoberat rieSenim modelu obchodovania s komoditami pomocou Pon-
tryaginovho principu maxima. KedZe model tak ako je vSeobecne formulovany nie je
mozné analyticky riesit, budeme pracovat len s jeho zjednoduSenou verziou. Najvyz-
namnejsie zjednodusSenie sa tyka cenovej funkcie komodity, ktora vstupuje do modelu.
Zavedieme dva Specialne typy tychto funkcii, zaru¢ujuce explicitnu rieSitelnost tlohy.
Pre tieto odvodime tuplné rieSenie v zévislosti od niekolkych volnych parametrov
modelu, z ktorych vécsina sa vztahuje prave na cenovi funkciu.



Obsah

Uvod
1 Teodria

2 Obchodovanie s komoditami
2.1 Model . . . ..
2.2 Nutné podmienky maxima . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3 Obchodovanie s komoditami v pripade lomenej cenovej funkcie . . . .
2.4 Obchodovanie s komoditami v pripade skokovej cenovej funkcie . . . .
2.4.1 Nejednoznac¢nost riadenia splhajiceho nutné podmienky Vety

1.0.1, pre pripad yp = 0 a é <T —t ... .
Zaver

Literatara

13
24

39

42

44



Uvod

Pontryaginov princip maxima (d'alej PPM) predstavuje vel mi silny nastroj na rieSenie
spojitych tloh optimalneho riadenia. Hoci jeho vznik bol podnieteny predovsetkym
rozvojom vesmirnych letov, dnes nachadza svoje pevné uplatnenie v mnohych dalsich
vednych odboroch. Vynimkou nie je ani ekonémia. V sicasnosti sa mnozstvo eko-
nomickych tloh formuluje ako tlohy optimalneho riadenia. A prave vdaka PPM
mame efektivny prostriedok na ich riesenie. To vSak nie je vSetko. PPM nam okrem
samotného rieSenia umoznuje poodhalit aj mnohé uzitoéné vlastnosti skimaného op-
timaliza¢ného problému.

éast}’fm javom v optimaliza¢nych tlohach z ekonomickej praxe st ohranicenia
kladené na mnozstva prislusnych veli¢in zahrnutych v modeli (typicky poziadavka
nezapornosti). Takymto tlohdm v optimalnom riadeni hovorime tlohy s ¢istymi
stavovymi ohrani¢eniami. Pritomnost takychto ohranic¢eni obvykle stazuje riesenie
tlohy, pretoze podmienky PPM sa v takom pripade znacne komplikuji. Zaujimavym
prikladom ekonomického problému, ktory vedie na tlohu optiméalneho riadenia s
¢istymi stavovymi ohraniceniami, je model spojitého obchodovania s komoditami,
s ktorym sa budeme v tejto praci zaoberat. Hoci povodné formulécia tohoto modelu
prevzata z [1| neobsahuje ohrani¢enie na stav, jeho rozsirenie tymto smerom je pre
nas zaujimavejsie a tiez z vecného hladiska prirodzenejsie. Podstatou modelu je iden-
tifikovat optimalne spréavanie obchodnika s komoditami (inak povedané kedy a kolko
mé nakupovat /predévat z danej komodity) v tom zmysle, aby maximalizoval svoj
majetok (sucet komodity a hotovosti) ku koncu daného ¢asového intervalu, pricom
cena komodity pocas tohoto intervalu je vopred znama.

Dovod, ktory nas inSpiroval k skimaniu komoditného modelu je ten, Ze jeho rieSe-
nie v praci [1] je prezentované len na konkrétnych jednoduchych ¢éiselnych prikladoch
a predovsetkym, Ze jeho najdenie je do zna¢nej miery zalozené na ekonomickych ar-
gumentoch. Cielom tejto prace je odvodit rieSenie modelu korektnym a matematicky
preciznym spodsobom, s vyuzitim aparatu PPM. KedZe vo v8eobecnosti je nemozné
vyjadrit explicitné rieSenie tejto tlohy, urobime aj my niekolko zjednoduseni. Hlavny
faktor sposobujuci komplikicie v snahe o odvodenie tplne vSeobecného rieSenia je



blizsie neidentifikovany priebeh ceny komodity. Preto sa najpodstanejsie zjednoudse-
nie bude tykat cenovej funkcie. Budeme uvazovat o dvoch typoch tychto funkeii,
pri ktorych uz je mozné elegantné vyjadrenie rieSenia. Takpovediac vedlajsim pro-
duktom vyssie uvedeného tsilia je nédjdenie takého prikladu, ktory poukazuje na to,
ze jednotlivé formulacie nutnych podmienok PPM pre tlohy s ¢istymi stavovymi
ohrani¢eniami nemusia byt ekvivalentné.

Cela praca ma nasledovni Strukturu. Na zaciatku st uvedené niektoré zakladné
vysledky z tedrie optimalneho riadenia, pre tlohy s ¢istymi stavovymi ohrani¢eniami.
Nasleduje samotné formulécia modelu obchodovania s komoditami. V dalej ¢asti st
teoretické poznatky principu maxima aplikované na uvazovanu tlohu. Najrozsiahle-
jsia ¢ast prace pozostava z niekolkych Viet, ktoré sumarizuju rieSenie nasej verzie
modelu v zavislosti od volby parametrov, ktoré do neho vstupuji. Vsetky tieto tvr-
denia st podrobne dokizané. Zaverecna pasaz pojednava o uz zmienenom priklade
naznacujucom rozdiely medzi formulaciami nutnych podmienok.



Kapitola 1
Teobria

Uvazujme nasledovnii tilohu optimélneho riadenia so zmiesanymi aj ¢istymi stavovymi
ohraniceniami

( max{/OTF(x,u,t) dt+S[:c(T),T]}

za podmienok

= f(x,u,t), x(0) = x, (1.1)
g(x,u,t) >0, te€[0,T],

h(z,t) >0, tel0,T],

{  (T) volné, T pevné,

kde f : R" x R*" xR! — R*, F : R*" x R®" x R! - R!, §: R*” xRl — R,
g:R*"xR™ xR — R%a h:R"xR! — RP st spojite diferencovatelné vo vetkych
argumentoch. Obmedzime sa na stavové ohranicenie prvého radu, t.j také, ktorych de-
rivicia h} := [Oh (z,t) /Ox] & (t)+0Oh (x,t) /Ot = [Oh (z,t) /O] f (z,u,t)+0Oh (z,t) /Ot
bude zéavisiet od u. balej budeme predpokladat, Ze tloha spliia "constraint qualifica-
tion" podmienky, t.j.
rank [0g/0u, diag(g)] =q (1.2)
plati pre vietky argumenty x (t), u (t), t pozdiz optimalneho riesenia a tiez "full-rank"
podmienku
Ohl/ou
rank : =P, (1.3)
Ohj/Ou

kde pre t € [, 7o),



Aby sme mohli formulovat princip maxima, pre tlohu (1.1), musime zadefinovat La-
grangeovu funkciu nasledovnym sposobom

L(x,u, N\, p,m,t) = H (z,u, N\, t) + plg (2, u,t) + 07 h} (2, u,t), (1.4)

kde Hamiltonian
H = F (z,u,t) + A" f (z,u,t), (1.5)

pricom A € R", p € R? an € RP.

Skor ako odcitujeme znenie nutnych podmienok, zadefinujme si niektoré uzito¢né
pojmy. Vzhladom na i-té ohranicenie h; (z (t) ,¢) > 0 budeme interval (¢,t2) nazyvat
vnatornym intervalom, ak h; (z (t),t) > 0 pre v8etky ¢ € (t1,%2). Ak pre optiméalnu
trajektoriu plati h; (z (t) ,t) = 0 pre 73 <t < 79, pre nejaké i potom [71, 75| sa nazyva
hrani¢ny interval. Okamih 71 budeme oznacovat pojmom vstupny cas, ak existuje
vnatorny interval kon¢iaci v ¢ = 77 a hrani¢ny interval zac¢inajuci v 7. Ak pre isty
¢asovy okamih 7 plati, Ze h; (z (7),7) = 0 a zaroven je T koncovym bodom nejakého
vnitorného intervalu a zac¢iatoénym bodom dalsieho vnutorného intervalu, potom 7
nazyvame kontaktny cas.

Nasledovna veta predstavuje Specialny pripad nutnych podmienok optimality ([1],
107) pre ulohu s voInym koncom.

Veta 1.0.1. Nech u* (spolu so stavovou trajektoriou x*) je optimdlne pre tlohu (1.1).
Potom existuji vektorové funkcie A (t) : [0,T] — R™, p(t) : [0,T] — RY, n(t) :

[0,T] — R?, v (t) : [0,T] — RP a skokovy parameter ( € RP, ktoré splriaji
1. Podmienku maximalizdcie Hamiltonidnu

H Lo ()0 (), A (1) 4] = H (" (8) u (8) A ) 4],
v kazdom t € [0,T], pre vsetky u spliiajice

9(x" (1) ,u.1) > 0 a (16)
h} (x* (t),u,t) > 0 kedykolvek h; (z* (t),t) =0, i=1,...,p
. oL
\ = —%(x*,u*,)\,,u,n,t)T (1.7)
3. Podmienku tranzverzality
oS oh
MT) = o= (@ (1), 1) + o (@ (1), T)" 7,

720, 9"h(z*(T),T) =0



4. Skokové podmienky v kaZdom vstupnom/kontaktnom case T

M) = M)+ o (o (), )T C (7).

Hlp (r),ut () A () 7] = Hppt () w () A6 - )

(T () 2 (1), 7)

5. Lagrangeove multiplikdtory u (t) splriaji
L\ "
(%) =0 (1.10)
u=u*(t)
a podmienky komplementarity
p(t) >0, u’ (t)g(z*,u*t) =0,
n(t)>0,1n<0, nt (t)h(x*t) =0, (1.11)
¢(r) 20, ¢"(r)h(a*,7)=0

Pozndmka 1.0.2. Vo v8eobecnosti, ak by sme chceli byt tplne korektni, museli by sme
Hamiltonian uvazovat v tvare H = \oF + AT f, kde )¢ je nezaporné éislo. My sa viak
budeme zoberat iba tlohou s voInym koncom, pri ktorej mozno automaticky poloZit
Ao = 1, takze vystacime aj s Hamiltonianom v tvare (1.5).

Poznamenajme, Ze nie kazdé rieSenie nutnych podmienok musi byt nevyhnutne
optimélne. Ziskani kandidati na optimalne riadenie (rieSenia nutnych podmienok)
zrejme okrem samotného zadania tlohy zéavisia aj od formulacie nutnych podmienok
pouzitych pri ich hladani, pretoze tie sa mozu lisit v zavislosti od literatury, z ktorej
¢erpame. Dobry prehlad jednotlivych formulacii nutnych podmienok maxima, pre
tlohy so stavovymi ohrani¢eniami mozno najst v ¢lanku [3|. Nie je dost dobre mozné
vybrat jednu formulaciu a oznacit ju za najlepsiu z hladidka praktického pouzitia
pri rieSseni. Vhodnost pouzitia tej-ktorej formulécie podmienok je determinované
vlastnym zadanim optimaliza¢nej tlohy. Velmi volne mézeme povedat, ze vhodnost
jednotlivych typov formulacii pre dand tlohu je nepriamo tmerné poctu ziskanych
kandidatov. Prave v tejto stvislosti sa neskor, v priebehu riesenia, ukaze, ze v jednom
Specialnom pripade nam lepsie poslizi odlisné formulacia nutnych podmienok ako vo
Vete 1.0.1. Takéto alternativne znenie nutnych podmienok predstavime v nasledujice;j
Casti.

Tak ako doteraz, aj v dalsom sa budeme odvolavat na formulaciu ulohy (1.1).
Okrem Lagrangeovej funkcie (1.4) je potrebné zadefinovat este jednu pomocnu La-
grangeovu funkciu, dand predpisom

L (z,u, N, t) = H (z,u, M\ t) + 'l g (z,u,t)
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ktora sa od Lagrangeovej funkcie (1.4) lisi tym, Ze nezahrfna ¢isté stavové ohranicenia.
Na verifikdciu toho, ¢i tloha nie je v istom zmysle degenerovana budeme musiet pre
kazdé t € [0,T] definovat mnoziny I, a I;*

Iy ={7:7 <q9; (2" (t),u" (t7),1) = 0}
I ={j:j<qg @@ (t),u (%) 1) =0}

Pomocou znalosti tychto mnozin mézeme potom vyhodnotit tzv. "full rank" pod-
mienku, ktoré hovori

Ak I, # 0, matica [Dg; (z* (t),u* (t7),t) /Ou], i =1,...,m,
j € I, mé hodnost rovnajicu sa po¢tu prvkov v I, .
Ak ;7 # 0, matica [g; (z* (¢),u* (¢7),t) JOw], i=1,...,m,

j € I}, ma hodnost rovnajticu sa po¢tu prvkov v I,

(1.12)

Potom na zaklade tvrdeni ([2], 372) a (2], 396) mozno sformulovat nasledovnia vetu.

Veta 1.0.3. Nech (z* (t),u* (t)) je pipustnd dvojica rieSiaca ilohu (1.1). Predpok-
ladagme, Ze "constraint qualification” (1.12) plati pre vsetky t € [0, T]. Potom existuji
vektorové funkcie A (t) : [0,T] — R™, p(t) : [0,T] — R? a nerastica vektorovd funk-
cia n(t) : [0,T] — RP, vsetky majice jednostranné limity viade, také Ze nasledugice
podmienky platia:

1. Pre skoro vsetky t € (0,T),

H (" (t),u* (1), A (), 8) > H (z* (), u, A (1) , 1), (1.13)

pre vietky u také, Ze g (z* (t),u ) >0

2. Definujic
oh

AT = A () — 5 (@7 (1) ) (1) (1.14)
A*(t) je spojitd a md deriwvdciu skoro viade dani
: L
A= _g—x (2w Ny, t)” (1.15)

3. M\(t) spliia podmienku tranzverzality

o (T),T)" (1.16)



4. mj (t) je konstantnd na kaZdom intervale kde h; (z* (t),t) > 0,
j=1...,p

5. m; (t) je spojitd pre kazdé t € (0,T), v ktorom h; (x*(t),t) =0
& (Oh («* (1) 1) /0) . f (2" (£) .0 (1) £) je mespojitd, j = 1,...,p

ar\"
@y o

u=u*(t)

7. Pre vsetky t € [0,T],

p(t) >0, u (t)g(z*,u*,t) =0. (1.18)

Na zéaver tejto kapitoly sa eSte pokusime poukazat na zakladné rozdiely odlisujice
formulacie nutnych podmienok vo Vetach 1.0.1 a 1.0.3. Pre jednoduchsiu orientaciu
ozna¢me sadu nutnych podmienok Vety 1.0.1 ako (1) a sadu nutnych podmienok Vety
1.0.3 ako (2). Prvy rozdiel sa tyka mnoziny €2 (z* () , t) riadeni, cez ktoré maximalizu-
jeme Hamiltonidn. Zrejme pre kazdé (z* (t),t) je QW (2* (t),t) € QP (z* (t),t). Asi
kl'a¢ova odlisnost je v tom, ze v (2) definujeme vektor novych adjungovanych premen-
nych A\* (¢), ktory ma byt spojity. Tym padom v (2) odpadé potreba skokovych pod-
mienok, ktoré mame v (1). Taktiez multiplikitor 1 (¢) nemusi v (2) spliat podmienku
komlementarity, pre pripad h (z*,t) = 0 sa od neho vyzaduje "iba" konstantnost, nie
nevyhnutne nulovost. Na druhej strane tento musi byt pre h (z*,t) > 0 spojity, ¢o pre
zmenu nie je nutné pre 7 (t) z (1). Posledny rozdiel je uz na prvy pohlad evidentny
a tyka sa podmienky tranzverzality.



Kapitola 2

Obchodovanie s komoditami

2.1 Model

Uvazujme firmu, ktora nakupuje a predava komoditu. Predpokladame, ze ¢asovy
vyvoj ceny tejto komodity je vopred znamy. Cielom firmy je maximalizovat svoje ak-
tiva (tie pozostavaju iba z hotovosti a komodity) ku koncu daného ¢asového horizontu.
Pre jednotlivé veli¢iny zaved me nasledovné oznacenie

h(y)
Vi, Va

¢asovy horizont,

hotovost v penaznych jednotkéich v ase t,

zasoba komodity v mernych jednotkéch v case ¢,

miera nakupovania komodity v mernych jednotkach

za jednotku ¢asu (zapornd hodnota znamena predaj),

cena komodity v penaznych jednotkach v ¢ase t,

konsStantna kladné trokova miera,

néklady na skladovanie y jednotiek komodity za jednotku casu,
maximéalna rychlost predavania, resp. kupovania.

Tuto ulohu mozno formulovat ako tlohu optimélneho riadenia s Mayerovou tcelovou
funkciou a to nasledovnym spdsobom

(max {z (T) +p(T)y(T)}

za podmienok

i (t) =rz(t)=h(y @) —pt)u), z(0) =z, (2.1)
g () =u(t), y(0)= o,

| - Vi<u(t) <Ve BB 20,




Uvedena vSeobecna formulacia modelu je prevzata z [1]. Takto vSeobecne defino-
vany model je de facto nemozné analyticky riesit. Preto autori spominanej publikacie
uvadzaja vo svojej praci len rieSenie dvoch konkrétnych ¢iselnych prikladov. Podstata
rieSitelnosti tychto prikladov nespociva ani tak v znalosti konkrétnych ¢iselnych hod-
not jednotlivych veli¢in, ako v kvalitativnej jednoduchosti jednotlivych vstupov a to
predovsetkym cenovej funkcie. V prvom priklade sa jedné o po ¢iastkach konstantntu
funkciu p (t) so skokom v jednom bode, v druhom priklade je p (¢) linedrna lomena
funkcia. NavySe samotné rieSenie, hoci vychadza z principu maxima, je v praci [1]
z velkej Casti zalozené na intuicii a ekonomickych argumentoch ako na preciznom
matematickom odvodzovani.

Prave vyssie uvedené skutoc¢nosti nas viedli k myslienke pokusit sa matematicky
korektne analyzovat tieto priklady. Aby vsSak tato tloha opét trochu nabrala na
v8eobecnosti, nahradili sme vac¢sinu ¢iselnych hodnot parametrami. Naviac oproti [1],
kde sa zékaz kratkej pozicie pre komoditu (nezépornost y) uvazoval len pri lomenej
cenovej funkeii, v naSom pripade budeme y > 0 pozadovat pri oboch verziach cenovej
funkcie. Okrem uZ naznaceného zjednodusenia cenovej funkcie, buda dalsimi ulah¢u-
jucimi predpokladmi linearna funkcia skladovacich nékladov h(y) = cy a trokova
miera r = 0. Nami analyzované tloha bude mat teda takyto tvar

(max {z (T) +p(T)y(T)}
za podmienok
i (t) = —cy (t) —p () u(t), z(0) = o, (2.2)
y () =u(t), y(0)=yo,

\u+120, 1—u>0,y>0,

pricom p (t) bude nadobudat dve spominané kvalitativne verzie. Analytické vyja-
drenia tychto cenovych funkcii nie st eSte v tejto faze potrebné a nachadzaju sa az v
neskorsich podkapitolach.

2.2 Nutné podmienky maxima

Pri formulacii nutnych podmienok pre tlohu (2.2) budeme vychadzat z Vety 1.0.1.
Hamiltonian pre tuto tlohu ma tvar

H =X\ (—cy —pu) + \u (2.3)

Podmienka maximalizdcie Hamiltonianu (1.6) nam potom hovori, Ze kandidat na
optiméalne riadenie je dany predpisom

u* (t) = bang [—1;1; Ay (8) — A (t) p(t)] aky (t) >0 (2.4)
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Ak y(t) = 0 potom musi platit y = w > 0, aby sme zabezpecili nezdpornost y.
Optimélne riadenie mé v tom pripade formu

u* () = bang [0; 1; A2 () — A1 (8) p (¢)] ak y (t) = 0. (2.5)
Zrejme Lagrangeova funkcia (1.4) mé tvar
L= H ot (et 1)+ i (1= )+ 0,
kde g1, p12 a 1 spliaji podmienky komplementarity (1.11)

M1 207 :u1<u+1) :Ou

M2 207 ,ug(l—U)IO’

n=0,ny=0, nu=0.
Podmienka (1.10) ma tvar

0
—— =X —ph+pu—pp+n=0.

ou
Adjungované rovnice (1.7) st v tvare

xlz_g_L:o, M(T)=1 = M) =1, tel0,T]
‘ 8% i (2.6)
)\QZ—a—yZC, )\Z(T )ZP(T)

Skokové podmienky (1.9) v ¢ase 7 (vstupny/kontaktny cas) s

HIxt (007 (1) 0 () 0 () da ()7 =
Hz* (7) 7 (1), 0 (1), A (7) , de (7)) (2.7)

A (T7) =X (77) +((7)
C(r) >0, C(n)y* (1) =0 (2.8)

Pozndmka 2.2.1. Striktnou aplikdciou podmienky tranzverzality (1.8) na nasu tlohu
by sme dospeli k jej tvaru

(

X (T7)=p(T)+~ (2.9)
ktory sa lisi od formulacie v (2.6). Elementarnou tvahou vSak moézeme obhajit
spravnost podmienky tranzverzality (2.6). Ide o to dokazaft, ze musi platit v = 0.
Sporom. Nech by teda podmienka (2.9) bola splnena pre nejaké v > 0. Potom by
podla podmienky komplementarity pre v muselo byt ohranicenie na stav y aktivne,
t.j. y*(T) = 0. Na druhej strane by sme mali Ay (T7) > p (7)), teda existovalo by
Tavé okolie bodu T', ozna¢me ho O, (T') = (T —¢€,T), € > 0, také, ze by pre vsetky
t € O (T) tiez platilo Ay (t) > p(t). Toto okolie by bolo v silade s (2.4) aj (2.5)
charakterizované riadenim u* (t) = 1, ¢o by malo nevyhnutne za nasledok y* (7") > 0.
Tym sme v8ak dospeli k hladanému sporu.
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Aby sme sa presvedcili, Zze pouzitie nutnych podmienok z Vety 1.0.1 je korektné,
musime skontrolovat, ¢i si pre nasu tlohu splnené aj vSetky podmienky regularity.
Najprv overime (1.2)

o o [ 9gi/ou gi 0] _
— [0g* /Ou, diag (g )]—[ag;/au 0 g ]

1 w@)+1 0 1w (t)+1 0
| -1 0 1—u*(t)]N{0 ut (t) +1 1—u*(t)}

Kedze u* (t) + 1 a 1 — u* (t) nemdzu sucasne nadobudat nulovi hodnotu, vidime, Ze
rank (M) = 2 = ¢ a teda prva podmienka je splnené. Pri testovani druhej podmienky
(1.3) pripadajia do tvahy dva pripady a to p = 0 ak h* = y* () > 0, alebo p = 1
ak h* = y*(t) = 0. V pripade, Ze p = 0 je tato podmienka splnena trividlne.
Podrobnejsie si ukdzeme len pripad p = 1.

= [0h'/Ou] = [Ou/Ou] = [1] = rank (N)=1=p

Takze tloha splita aj druhtt podmienku regularity, ¢o nas dodato¢ne opraviuje k
pouzitiu Vety 1.0.1.

Nasledujuca Veta a jej Dosledok bude mat velky vyznam pri dalsom odvodeni
optimalneho riadenia.

Veta 2.2.2. Nech 7 je skokovy bod Hamiltonovej funkcie H (t.j. vstupny alebo kon-
taktny cas). Potom plati
X (77) = (2.10)

Dékaz: Pouzitim (2.3) vo vztahu (2.7) dostaneme

A (T [=ey (1) —p (D) u™ (77)] + Aa (77)
A (T [=ey (1) —p (1) w” (TO)] + Ao (77

Kedze A\ (t) = 1, podmienka sa redukuje na tvar
—p(r)u* (77) + X () (77) = —p(r)u (7F) + A (7F) u* (77)
Nech 7 je vstupny ¢as, teda u* (77) = —1, u* (1) = 0, potom

—p (1) (=1) 4+ Xy (T*) (=1)=—=p(1)0+ Ay (T+) 0



Situacia je o nie¢o menej priamociarejsia v pripade, ze 7 je kontaktny cas. Vtedy
u*(t7) = —1,u* (t7) =1, z ¢oho

—p (1) (=1) + Ao (T*) (=1)=—=p(1) 1+ X (T+) 1.
Ao (TH) + X2 (77) = 2p(7) (2.11)

Na to, aby sme v tomto pripade dok4zali samotné tvrdenie Vety vyuZzijeme spor. Nech

teda Ay (77) # p (7).
a) Predpokladajme X\ (77) < p (7).

X () =2p(1) =X (77) > 2p(7) —p(7) = p(7)

Z toho plynie
X (7)) >p(r) > A (1) (2.12)

Podmienka maxima (2.8) v8ak hovori, ze Ao (77) = Mo (77) + ( (7),  (7) > 0, preto
Ao (77) = X (77) (2.13)

Z (2.12) a (2.13) dostavame teda hladany spor.

b) Predpokladajme Ao (77) > p (7). Z toho ale vyplyva, Ze existuje € > 0 a také
okolie O, (1) = (1 —¢,7), ze A2 (t) > p(t), pre t € O, (7). To by ale znamenalo,
ze u*(t) = 1, pre t € O, (7). Spolu s predpokladom y (t) > 0, teda dostavame, ze
y (1) > 0, ¢o je spor s tym, Ze 7 je kontaktny ¢as. [

Désledok 2.2.3. Ak je 7 kontaktny cas, potom je A (t) v bode T spojitd.
Dékaz: Dosadenim vztahu z Vety (2.2.2) do rovnosti (2.11) dostéavame
A2 (T+) + Ao (T*) =2\ (7’7)
Ao (77) = da (77)

Z posledného vztahu je uz spojitost zrejma. U

2.3 Obchodovanie s komoditami v pripade lomenej
cenovej funkcie

Uvazujme tlohu (2.2) s po ¢astiach linearnou lomenou cenovou funkciou. Vseobecny
zapis takejto funkcie bude

. o
p(t):{ a1t+b1 preO_t<t, (214)

ag(t—f)Jr(alerbl) prefStST,
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pricom pozadujeme, aby ajas <0, p(t) >0a0<t<T.

Cela zvysna cast tejto kapitoly sa zaobera rieSenim a analyzou tejto tlohy, vzhladom
na volbu parametrov ¢, T, yo, ¢, a1, as. Tu si rozdelime na Styri ¢asti, ktoré buda
reprezentované Styrmi tvrdeniami. Zéakladné ¢leniace kritérium sa odvija od tvaru cen-
ovej funkcie p (t) a to podla toho, ¢ ma podobu pismena "V" (a; < 0,as > 0), alebo
obrateného "V" (a; > 0,as < 0). V oboch tychto hlavnych pripadoch vy¢lenime este
osobitne situéciu, ked nastéava rovnost ¢ = aq, resp. ¢ = ao, ktoré je dost Specificka.
Veta 2.3.1. Nech a; > 0, a3 <0, ¢ >0 ac # a;. Oznacme t := bi=d " potom

c—ay

riadenie spliiafice nutné podmienky Vety 1.0.1 pre tlohu (2.2), (2.14) md tvar

. 1 te0,a)
pww={ 2 SR

t <t<
pre yo > T — 2, kdea;:{t ak 0<t<T

0 inak
1 te [O,tl]
2. (a) u*(t) =< —1 te(t,ta) ,
0 telty,T)

(c—az)yo + (a2 — &1)5

pre yo < T —2t, c < aqy, t; > 0, kde t; :=
a; — 2as + ¢

(c—a1)yo+2(ag —ay)t
a1 — 2aq + ¢

* —1 tE[O, 0]
(b) u <t>:{ Sl

preyo < T, c < ay, t1 <0, alebo yo <T, ¢ > ay

t2 =

Doékaz: 7 toho, 7e Ay = ¢, vieme, Ze Ay (t) je na celom intervale [0, 7] linedrnou
funkciou so sklonom c. NavySe A () musi byt spojita vSade okrem bodov, ktoré
predstavuju vstupny ¢as. Predpokladajme na chvilu, Ze optiméalne riadenie je také, ze
pre odozvu plati y (t) > 0 na intervale (0,7"), s moznou vynimkou izolovanych bodov,
kde y (t) = 0, predstavujucich kontaktné ¢asy. To ale na zéklade (2.8) a Dosledku
(2.2.3) znamend, ze Ay (t) je spojita na celom intervale [0,7]. Spolu s poziadavkou
Xo (T7) = p(T) méame

X (t)y=ct+d, te€]0,T], kded=p(T)—cT (2.15)
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Obr. 1: Priklad funkcie A (¢) z (2.15)

Vzhl'adom na tvar funkcii A; (¢) a p (¢) a ich vzajomniu polohu dostavame podla (2.4),
Ze optimalne riadenie méa tvar

con |1 te|o,9) .
u (t)—{ 1 e i T alebo u*(t)=-1, t€]0,T],
podla toho, ¢i prieseénik Ay (t) a p (t) (oznacme ho ¢) bude patrit do intervalu [0, 77,
alebo nie (existencia priese¢nika vyplyva z predpokladu ¢ # a1). Hodnotu ¢ ziskame
7 rovnosti

cf—l—d:alt—l—bl
f(c—al):bl—d
by —d

C— ay

=
Zavedme oznadenie

_Jt ak0<t<T
* =910 inak

Potom moZno optimalne riadenie jednoducho zapisat ako

u” (t) :{ _11 zi E(;”Oél] (2.16)

Aby vsak platili v8etky uvedené tuvahy je nutné zabezpecit, aby y(t) > 0, pre
t € (0,T7). Kedze optimélne riadenie je také, ze v prvej faze nakupujeme (nemusi
nastat ak a < 0), ¢im zvySujeme hodnotu y (¢) a v druhej faze predavame, teda y (¢)
klesa, staci ekvivalentne pozadovat, aby y (7') > 0. Ak vyjadrime y (7') pomocou yq
dostaneme

yot+a—(T—a)>0
y(]ZT—QOé
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Pre yg > T —2a sme teda identifikovali pripad 1.a, ktory je charakterizovany riadenim
(2.16) a adjungovanou funkciou (2.15).

Predpokladajme teraz, ze yo < T — 2a a dalej nech @ > 0 a ¢ < a;. Keby bola
Ao (t) opét tvaru (2.15), tak

y(TM=y+a—(T—a)=y+2a-T<0

Teda existoval by bod 0 < s < T taky, ze y(t) > 0, t € [0,s) a y(s) = 0. To
ale znamena, Ze s by bol kontaktny, resp. vstupny cas. Tu sa ale dostavame do
sporu s Vetou 2.2.2, pretoze by sme mali Ay (s7) < p(s). Vychodiskom je posunut
Az () nahor. Urcite bude existovat taky posun, ze y (t1) = yo + t1 — (to — t1) = 0,
pricom ¢, je priese¢nik Ao () s p (t) = a1t + by, ty je kontaktny /vstupny ¢as splhajici
podmienku (2.10). Hodnoty t¢;, t3, spolu s hodnotou d (absolitny ¢len linearnej

funkcie A; (t) = ct + d) najdeme ako rieSenie systému

Yo+t = ta—t,
Ctl + d = a1t1 + bl,
ctyo+d = ao (tQ — t) + (alt + bl) )

¢o vedie k vysledku

(C—a2)90+(a2—a1)f (C—a1)yo+2(a2—a1)f
tl: ; t2: ,
a — 202 + ¢ ay —2az+c¢ (2.17)
7 ~ (c—ag)|(c—a +2(a2 —ay)t :
d:bl+(a1—a2)t+< 2) [( 1) Yo (a2 — @) ]

a; — 2a9 + ¢

Urcite plati, ze t; > 0, to < T, lebo mame predpoklad o > 0, ktory pre povodni
funkciu Ag (t) zabezpecoval, Ze jej priesecniky s p(t) lezali v intervale [0,7]. Tvar
A (t) = ct+d v3ak plati len na intervale [0,t,]. V bode t; bude mat \; (t) skok nadol,
tak aby bola zabezpecena koncova podmienka z (2.6). Z toho Ay (t) = ¢ (t — T)+p(T),
pre t € (to,T], ¢o spolu s y(t) = 0 a u*(t) = 0 vyhovuje (2.5). Vysledna podoba
Ao (t) a optimélneho riadenia musi teda byt

1 te [O,tl]

[ oct+d t €[0,ts) = d
0= { I enn - O] S @9

kde t,, t; a d st dané (2.17).
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A1), p(t)
A

Obr. 2: Priklad funkcie A (¢) z (2.18)

V dalgej ¢asti ponechajme predpoklad ¢ < aq, ale ostatné predpoklady zmeinime
na o =0 ayy <T. Opat uvazujme, ¢o by sa stalo, keby za takychto okolnosi platilo
(2.15). V tomto pripade by sme analogicky dosli k sporu s (2.10). Vychodiskom bude
opat posun nahor. Predpokladajme taky posun, ze Ay (t) < p (), t € [0,8) a p(t) =
p (), kde ¢as s znadi prieseénik Ay (t) s p (¢). Inak povedané by to znamenalo, Ze s ()
lezi na [0, s) pod cenovou funkciou p (t). Takyto posun uréite existuje vzhladom na
to, ze a = 0, ¢o znadi, Ze pred posunutim platilo \s (t) < p(t), pre t € [0,T). Teraz
je otézka, akému y, by taky posun zodpovedal. V takom pripade by sme mali na
[0,s) bud u*(t) = —1 podla (2.4), alebo u* (t) = 0 podla (2.5). Keby nastali obe
riadenia (nevyhnutne len v poradi -1,0), implikovalo by to, Ze existuje bod r < s,
v ktorom dochédza k prepnutiu. Avsak to by viedlo k sporu s (2.13), lebo r by
bol vstupny ¢as a stucasne by pren platilo Ay (r~) < p(r). Z toho je jasné, Ze pre
predpokladani funkciu A (t) bude u* () = —1 na celom [0, s). Vdaka tomu moZno
Tahko usudit, Ze je to prave yo = s, ktoré by spolu s danou funkciou M, (¢) splhali
vSetky podmienky maxima. Je zrejmé, ze ¢im mensie yg, tym vacsi posun nahor. Bude
teda existovat dolna hranica g, taka Ze prave pre yo < yo < T bude adjungovana
funkcia spliiat Ay (t) < p(t), pre t € [0,y0). Funkcia Mo (¢) prislichajtca g, bude
mat t1 vlastnost, ze Ao (0) = p(0) a Ay (t) < p(t) na (0,s). To ale dava jednoznaéné
vyjadrenie Ay () = ct +p (0). Vdaka tomu, Ze A, () je taka ako sme uviedli, je lahkeé
uvedomit si, Ze pre go by vyslo t; = 0, kde ¢; je ako v (2.17). Teda u* (t) = —1, pre
t €10,9) je optimalnym riadenim pre tie o, ktoré spliaju ¢; < 0. Este viak musime
urcit riadenie a Ay (¢) na intervale (yo, 7']. S ohladom na splnenie koncovej podmienky
X (T7) =p(T) tobude Ay (t) = c(t —T) + p(T) a tomu zodpovedajice u* (t) = 0.
Ak to teda zhrnieme, pre ¢ < a1, yo < T a stcasne spliajtce t; < 0 mozeme pisat

_fce(t—yo)+p (o) te<0,u0) o =1 te0,y)
AQ(t)‘{c@—THp(T) L lyonT) “(“‘{ 0 telyt 219
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0 t Yo T

Obr. 3: Priklad funkcie A (t) z (2.19), pre ¢ < a;

Pre pripad ¢ < a1, yo < T a a = 0 musime eSte dopovedat, ¢o s tymi 3, pre ktoré
t; > 0. Zrejme pre nich bude platit prave (2.18). Kedze v pripade ¢ < ay, yo < t — 2«
a « > 0 splnenie tychto podmienok automaticky implikuje ¢; > 0, mozno ho zlucit s
pripadom ¢ < aq, yog < T, a = 0 a spoloc¢ne klasifikovat nasledovnym sposobom. Ak
c<ap, Y <T —2aat; >0 tak plati (2.18).

Ostava uZ len analyzovat situéaciu, ked ¢ > a; a yo < T. V tomto pripade nemoze
Ag (t) lezat nad p(t). Nech s je Iubovolny bod, v ktorom by A; (s) > p(s). Potom
by v pripade, Ze A; () neméa skok dole pre nejaké u > s muselo byt Ay (t) > p (%)
pre t € [s,T], ¢o je v spore s (2.6). To, ze by existoval skokovy bod je vsak tiez
vylacené, lebo by platilo y (u) > 0, kedZe prinajmensom na intervale [s,u), by sme
mali riadenie u* (¢) = 1. A to je spor, lebo skokovy bod mdze nastat len v bode, kde
y poklesne na 0. NavySe vzhladom na to, Ze ¢ > a; mnozina bodov, kde Ay (t) =
p (t) pozostava len z izolovanych bodov, v8ade inde teda plati A\s (t) < p(t). Kvoli
tomu mozeme v podstate povedat, ze u* (t) = —1, pokial y(t) > 0. Kedze za y,
¢asovych jednotiek ddjde k vypredaniu celej pociatoénej zasoby, tak nam to podla
(2.10) implikuje X2 (o) = p (o). Tym méme s (¢) na [0,yo) presne definované. V
bode y, bude skok, ktory zabezpe¢i splnenie koncovej podmienky. Celkovo teda aj
pre tento pripad plati (2.19). O

Aft), p(t)

A

= —>t
/ A
Obr. 4: Priklad funkcie A2 () z (2.19), pre ¢ > a4
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V predoglej Vete sme predpokladali, Ze ¢ # a;, pretoze z hladiska zépisu rieSenia a
jeho odvodzovania je vhodnejSie posudzovat tento pripad osobitne. Chybajicu ¢ast
rieSenia pre pripad ¢ = a; postihuje dalsie tvrdenie

Veta 2.3.2. Nech a1 = ¢ > 0, ay < 0. Potom riadenie spliiajice nutné podmienky
Vety 1.0.1, pre dlohu (2.2), (2.14) md tvar

* —1 tE[O, 0)
“‘“):{ 0 teluT)

pr’ey0>f

« /. _ | neurené na [—1,1] t € [0,)

g‘u(t)_{o telo,T)”
pre yo < i, kde 0 < a < a zdroven plati y(a) = yo + [5 u(s) ds = 0,
y(t)=yo+ [yu(s) ds>0,vt>a

Dékaz: Na uvod ukézeme, ze Ao (t) < p(t), t € [0,7]. Ak by pre lubovolné
s € [0,T] platilo A; (s) > p(s), potom by z linearnosti Ay (¢), tvaru p(¢) a rovnosti
¢ = ay (za predpokladu spojitosti g (t), platilo Ay (T~) > p(T), ¢o by bol spor s
koncovou podmienkou. Nespojitost A (t) by mohla mat jedine charakter skoku nadol.
Ten v8ak nemoze nastat. Nech by bol taky skok v bode 7, potom by bolo A (t) > p (),
t € (1 —€,7), pre nejaké € > 0, z ¢oho u* (t) = 1 na tomto intervale a teda y (7) > 0 a
to je spor s tym, Ze v 7 moze nastat skok. Tym sme dokazali, Ze skutocne Ay (t) < p (1),
t € [0,T]. Rovnost Az (t) = p (t) moze nastat jedine na nejakom pociato¢nom intervale
[0,7) (okrem tohoto intervalu uz len v kone¢nom pocte izolovanych bodov), kde 7 je
nejaky vstupny as. Ak y, < £, potom vieme, Ze Xy (t) = p(t), t € [0,0) (keby
neplatila dana rovnost, mali by sme Ay (t) < p(t), t € [0,], ¢ize u* (t) = —1,
t € [0, o), takze t = yo by bol vstupny ¢as, ale platilo by pre neho Ay (yo_) < p (o), €o
by bol spor). Na intervale [0, yo) bude teda riadenie, ktoré nie je jednoznac¢ne urcené.
Situdcia A (t) = p (t) moze platit aj pre yo < ¢t < o < £, kde pre a plati, Ze y (o) = 0
a v tomto bode méame skok A, (¢) nadol, lebo keby A, () spojite pokracovala aj pre
t > ¢, porugili by sme Ay (t) < p(t). Spolu teda pre t € [0, ) dostavame [ubovolné
riadenie zachovéavajuce nezapornost y (t) a tiez také, Ze pre odozvu plati y (o) = 0.
Na zvysnom intervale [yo, 7] bude platit Ay () < p(t). Ak mame y, < £ dostavame
rieSenie

Mo (1) = ct +p(0) tel0,a) (1) = neuré¢. na [—1,1] t€[0,«)
VT et =T)+p(T) t€a,T] 10 t€la,T) "’
pricom
N a t
0<ac<t, yo—l—/ u(s) ds =0, y0+/u(s)d320,VtZa (2.20)
0 0
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V pripade gy > £ je situacia jednoduchsia, pretoze vtedy nenastane tisek Ay (t) = p (2).
Dovod je ten, ze aj keby sme volili u* (t) = —1, t € [O,f), tak by platilo y (t) > 0,
t € [0,1) a teda s (t) by musela byt spojita na intervale [0,7), kde 7 > ¢ a to by
znamenalo, Ze Ay (t) by na intervale [f, T) bola vacsia ako p (t), ¢o by bol spor. Cize
A (t) < p(t), t € [0,T] (aZ na koneény pocet bodov) a z toho uz lahko ustdime, Ze
rieSenie ma tvar

_Joet—yo)+p(v) te0,y) con ) =1 te[0,y)
A2<’5>‘{c<t—T>+p<T> te o T] ° ““)‘{ 0 te )

Prejdime teraz na kvalitativne odliSny pripad lomenej cenovej funkcie, ked a; < 0,
a9 Eto.
Veta 2.3.3. Nech a; <0, a, >0, ¢c >0 ac# ay. Oznacme t = bh=d — Potom

c—ai’

riadenie spliiajice nutné podmienky Vety 1.0.1, pre lohu (2.2), (2.14) md tvar

* -1 tE[O,ﬁ)
1. u (t):{ 0 telsT]

pre ¢ > ag, kde 5 := min{yy, T}

-1 tG[O,yo)

2 (a)u(t)=q 0 t€ypl),
1 teltT]

pre ¢ < ag, Yo < t,t >0

. -1 t€][0,7)
wen-{7 1E07.

pre ¢ < ag, Yo > 7, kde v := maz{0,t}

Doékaz: Nech ¢ > ay. Najprv dokdzeme, Ze nie je mozné, aby ¢o len v jednom bode
bolo g (t) > p (t) a tiez pre ¢ € [0,T) nesmie byt ani Ay (£) = p(¢) s vynimkou bodu
s, kedy A\a (s) = p(s) azaroven y (t) > 0pret < say(s) = 0. Predpokladajme, ze by
existoval taky bod u < T, v ktorom bud Ay (u) > p (u), alebo Ag (u) = p (u) Ay (u) >
0. Potom by A (t) musela byt spojita na intervale [u,T] a kedZze ¢ > aq, tak by sme
v ¢ase T dostali Ay (T7) > p(T'). To je v8ak v spore s (2.6). Zatial teda vieme,
7e Ay (t) < p(t) pre t € [0,T), s moznou vynimkou tzv. vstupného Casu, kde sa
pripasta aj rovnost . Takze na nejakom pociatoénom intervale (moze sa degenerovat
na interval nulovej dizky ak yo = 0) je vzhladom na (2.4) optimélne u* (t) = —1. Toto
trva v pripade, ze yo < T az kym stav y nepoklesne na 0. K vycerpaniu zasoby dojde
v Case t = yp a preto v tomto bode je podla Vety 2.2.2 adjungovana funkcia viazana
podmienkou A, (yo_ ) = p(yo). Vo zvySnom ¢asovom intervale [yo, T] musi mat polohu
zarucujucu splnenie koncovej podmienky (2.6). V bode 1y bude musiet mat A, (¢) skok
nadol, inak by sme mali Ay (t) > p(t) pre t > 7o, Co nie je mozné, ako sme ukazali
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uz na zaciatku. Kedze nékup nie je mozny (k tomu by muselo byt A; (t) > p(t) na
nejakom intervale) a y (yo) = 0, tak lahko vidiet, Ze pre yo < t < T, bude y () = 0.
To znamend, Ze tomto intervale nebude uz ziadny vstupny ¢as a preto g (t) bude na
celom intervale spojita. Spojitost a podmienka (2.6) davaju jednoznacénost s (t) na
[y0, T']. Predoslé tvahy sa tykali len situécie, Ze yo < T. Ak je yo > T, tak bude platit
y(t) > 0pret € [0,T] ateda As (t) bude spojita na celom intervale [0,T]. Jej presna
poloha sa opét urci z koncovej podmienky. Oba pripady yo < T a yo > T moOzeme
pre ¢ > as spolo¢ne popisat nasledovnym sposobom.

C(t_ﬁ)+ (ﬁ) te[ovﬁ) * —1 te[oaﬁ)
MO = e(t—T)+p(T) te[pT] ““):{ 0 telfT] " (221)

kde 5 := min {yy, T}

A1), p(t)

A

Obr. 5: Priklad funkcie g () z (2.21), pre 5 = yo

Nech ¢ < ay. Predpokladajme, Ze Ay (t) je spojita na celom intervale [0, 7] a splia
koncovi podmienku. Podmienky, za ktorych je tento predpoklad korektny, stanovime
neskor. Kedze ¢ < as, tak Ay () nebude mat pre t < T priesecnik s rastticou ¢astou
cenovej funkcie a naopak urc¢ite bude mat prave jeden priesecnik s klesajicou ¢astou
cenovej funkcie, kedze ¢ # a;. Oznaéme tento priesecnik t. Jeho hodnotu dostaneme
rieSenim rovnice

at+b =ct+d
d—b
ap — C
Ak jet <0, tak Ay (t) > p(t), pre t € (0,T'), teda méame Ze optimalne je u* (t) = 1 na
celom [0,T7], z ¢oho plynie y (t) > 0, t € (0,T), pre [ubovolné y, > 0. To, Ze je y (t)
neustale kladné potvrdzuje nas predpoklad o spojitosti Ay (). Co ak £ > 0?7 Potom
A (t) < p(t), pre t € [0,¢), ¢o podla (2.4) znamena u* (t) = —1, pokial je y (t) > 0.
Predpokladant spojitost v tomto pripade zabezpe¢i podmienka 3, > ¢, lebo vtedy

t=
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bude y (t) > 0, pre t € [0,T] — {t}. Ostava este vyhodnotit, ¢o ak yo < ¢. Vtedy
zrejme Cas t = yo bude vstupnym ¢asom, ¢o si vyzaduje posun s (t) nahor na [0, yo),
aby bolo mozné splnit (2.6). Na zvySnom intervale [yo, T'| ostava A, (t) tak ako podla
predpokladu, lebo takto s riadenim uréenym na [yo, ] podla (2.5) a na (¢,T] podla
(2.4), spliia podmienky maxima. Ak to zosumarizujeme, tak pre 3y < ¢, £ > 0 mame

cin _ J clt—y)+p o) tel0,y0) e
u*(t) = { ct—=T)+p(T) te€lyy,T] "’ (1) (1] z E E@é?,jﬂ] (2.22)

AAt). p(t)

A

Obr. 6: Priklad funkcie A (¢) z (2.22)
Zvysné dva diskutované pripady v tejto Casti modzeme zjednotit pomocou zapisu, ze
ak yo > ~, tak plati
-1 tel0
MO =clt-T) 4@, win={ 0.7)

1 te[,T] "
kde v := max {0, 1} (2.23)

Obr. 7: Priklad funkcie Ay (¢) z (2.23), pre vy = ¢
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Aj pre tento variant lomenej cenovej funkcie musime este doplnit mozaiku riesenia
o Specialny pripad ¢ = as.
Veta 2.3.4. Nech a, = ¢ > 0, a; < 0. Potom riadenie spliiajice nutné podmienky
Vety 1.0.1, pre dlohu (2.2), (2.14) md tvar

—1 te [07 yO)
1w ()=} 0 t e [yo,1) ,
neurené na [—1,1] t € [{,T]
pre yo < t, pricom riadenie na intervale [f, T] musi splriat y (t) = ffu (s) ds >
0,V > i

. m):{ -l teo.9)

neuréené na [—1,1] t€ [{,T]

pre yo > t, pricom riadenie na intervale [f, T] musi splriat y (t) = yo — t +
t

[ u(s) ds >0Vt >t

t

~

Dékaz: Analogicky, ako v predoslom dokaze, je mozné aj v tomto pripade ukazat
nerovnost Ay (t) < p(t). Dalej vychddzajme z poziadavky, ze A, (T7) = p(T).
Nakolko vieme, ze \s (t) < p (t) a ¢ = a» modzeme usidit, ze X\ (t) = p(t), t € [t,T],
pretoze A; (s) < p(s) v nejakom bode by s € [f, T} by implikovalo, Ze musi existovat
bod, v ktorom mé funkcia A, (¢) skok nahor, ¢o vSak princip maxima neumoznuje. Na
druhej strane, z toho, Ze a; < ¢ a Ay (t) < p(t), nam plynie, Ze az na koneény pocet
bodov bude platit Ay (t) < p(t). To znamena, ze pokial budeme mat kladnu zasobu,
budeme predavat. Kedze A\ (t) = p(t), t € [f, T } neméame z principu maxima jed-
nozna¢ne riadenie na tomto intervale. To znamena, ze u* (t) modzeme volit Tubovolné
z intervalu [—1, 1]. AvSak musime dozriet na to, aby sme dodrzali nezapornost y ().
T.j. musi platit

y(8) + /ftu (s)ds >0, t € [t,T] (2.24)

Podla toho, v akom vztahu je yo k £, rozlisujeme dva pripady. Ak y, < t, potom v Case
t = yo dojde k poklesu zasoby y na nulu. Celkovo rieSenie bude vyzerat nasledovne

—1 te[ovyO)
_fcet—w)+po) t€0p0) .o _ )
0= LR LR O] e LS

Naopak, ak yo > £, potom musi platit y (t) >0,te€ [O, f) a preto dostavame rieSenie

{ ~1 te[0,t)

M(t)=ct-T)+p(T), t€l0,T), u"(t)= neuré. na [—1,1] te€ [t,T]

Navyse v oboch pripadoch musi byt splnena podmienka (2.24). O
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Pozndmka 2.3.5. Vo Vete 2.3.2 a Vete 2.3.4 sa uvadza, ze v istom Casovom intervale
je "u* (t) neur¢ené na [—1,1]". Je potrebné zdoraznit, Ze to neznamend, ze by pre
dany ¢asovy interval princip maxima neidentifikoval kandidata na optimalne riadenie.
Prave naopak. Kandidatom je kazdé u (t) € [—1,1], ktoré splita podmienku pripust-
nosti (2.20) resp. (2.24). NavySe sa da lahko ukazat, ze kazdé takéto riadenie je
optimélne. Ddkaz urobime pre riadenie u* (t), t € [f, T} z Vety 2.3.4.

Ozna¢me symbolom J () hodnotu ucelovej funkcie v case t. Zrejme J (t) =
z(t) 4+ p(t)y (t). Dalej zavedme oznacenie J := J (t). Derivaciou J (t) podla Casu

dostavame
VO _ i)+ 9@ ) + 003 (0 (225)

Dosadenim stavovych rovnic z (2.2) do predoslého vztahu (2.25) a vyuzitim predpok-
ladu ¢ = ay dostaneme, Ze na intervale [t, T] plati

%ﬁt) =—cyt)—pB)ut)+cyt)+p)u(t) =0 = Jt)=J, te [t,T}
To znamena, Ze ucelova funkcia J (t) bez ohladu na volbu riadenia w (¢) na [{,T],
nadobtida na tomto intervale zakazdym tu isti konstantni hodnotu. 7 toho ale
vyplyva, Ze vietky pripustné riadenia (riadenia spliiajice (2.24)) st zérovei aj opti-
malne.

Anologicky popstup aj zévery by sme mali aj v pripade neurceného riadenia z
Vety 2.3.2.

2.4 Obchodovanie s komoditami v pripade skokovej
cenovej funkcie

V tejto podkapitole budeme opét skimat komoditnu tlohu (2.2), avSak s odlisnym
typom cenovej funkcie. Budiica cena je v tomto pripade reprezentované jednoduchou
skokovou funkciou, ktori si mézeme matematicky popisat nasledovnym spdsobom.

|k pre()gtgf,
p(t) _{ ko pref<t§T (2.26)

Od parametrov ki, ko budeme vyzadovat, aby 0 < k; < ko a tiez predpokladdme
0 <t < T. Riesenie tlohy je sformulované v nasledovnej Vete.

Veta 2.4.1. Nech ¢ > 0. Oznacéme t; == d — Zic aty = d+ QLC Potom riadenie
spliiajice nutné podmienky Vety 1.0.1, pre ulohu (2.2), (2.26) md tvar
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1. Aktlz() atQST

( -1 te [anO)
0 t e [y(),lil)
() w'(t)=< 1 te[t,i] ,
—1 te (i)
L 0 tet,T]
pre yo <
(-1 te[0,t)
o) 1 teltnd]
ORUCER SR VAl
L 0 t€[t,T]

pre T —L<i, 1 <yo<3T—=2(t+1), kdet; =% (yo+2{— 1),
t’z=§(yo+2£+2é)

-1 telo,1)
(c) u*(t) = 1 telti] |
-1 te (7]
preT—éSf,on?) —2(f+£),aleboT—é>f,t1<y0<f+é,
kdet:T—é
" —1 te€ 0,y
@ ={ e
preT—é>tA,tA+é<yo<T
(e) u*(t)=—1, t €[0,T],
preT—£>f,y02T
() w () =0, te 0,7],

pr’ey0:0,é<T—f
2. Akt1<0 aty <T

-1 te€][0,7)
(a) u*(t) 1 te [fy,f] ,

—1 te (i,T]
0 t<0
preyo>T —20+2y, kdey:={ t 0<t<i t=T-1
t t>1t
1 te o]
(b) w(t)=q -1 te(tta) ,
0 te[tT]

preyogT—Qf—l—ny,T—ﬁgO, aleboyOST—25+2y,T—é>O,
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yO ——Qt kd€t2—2t+y0
—1 te[0,t)
o) 1 teltnd]
ORECER NI
0 te [, T]
preyo < T — 2£+2%T—_>0é_2g<y0<g+£7kde
t/l__(y0+2t__) t2—_+t1
wu={ 7 e
preyo < T —20+2y, T—1>0,yp>1+"1
(e) u*(t)=0, t €0,T],
preyo=0,L <T -1

3. Aktlz() at2>T

o 1 te]o,d]
CRICEL I
pre T —L <0
—1 te[0,t)
() w(t)=4 1 telt,i] ,
~1 te (7]
preyo >T —L >0, kdet; =T — 1
* — O te[y(]atl)
(c)ur ) =9 c (]
-1 te( T
pT€0§y0<T—Z
4. Akty <0 aty>T
o J 1 teo,d]
(a) u (t)_{—1 te (t,7] "
preyo+t>T —1
1 telo,i
(b) w(t)=14 —1 te({,2t+y) ,

0 te[2t+uyo,T]
p?”eyo+t<T—t
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Doékaz: Na zaciatok analyzy tohoto problému predpokladajme tzv. "zakladny
pripad" s poc¢iatocnou podmienkou o = 0. Toto je vyhodné ako sa neskor ukaze
z toho hladiska, Ze pomocou tohoto "zékladného pripadu" sa podari identifikovat 4
hlavné kvalitativne podpripady vzdjomnych vztahov jednotlivych parametrov tlohy.
Neskor kazdy z tychto Styroch podpripadov budeme podrobne samostatne analyzovat
a hlbsie ¢lenit, az kym neziskame tplné rieSenie tulohy.

Podme teda spét k "zakladnému pripadu" a pokusme sa pre neho Specifikovat ako
musi vyzerat Ay (t) spliajice nutné podmienky maxima. Pripominame, Ze A, (t) je
rastuca linedrna funkcia, ktord moze mat vo vstupnom case skok nadol. Predpoklada-
jme, Ze oba ¢asové intervaly [0 t} aj (t T} st dostatocne velké. Pojmom "dostato¢ne
velké" myslime, ze é <t /\ < T —t. Zactnime nasu tvahu o tvare funkcie \, (t)
predpokadom, ze Az (0) > k. Potom vdaka tomu, Ze tsek [O, t] je dostato¢ne velky,
by platilo A (¢ ) > ko (lebo Ag (t) by musela byt spojita na tomto tuseku). To by zna-
menalo, Ze aj na celom (t, T } by As (t) spojite pokracovala, bez moznosti skoku nadol,
kedZe optiméalnym riadenim by podla (2.4) bolo u* (t) = 1 (k tomu aby nastal skok by
muselo predchadzat u* (t) = —1). Z toho vyplyva, ze by tiez platilo Ay (T7) > p(T)
a to by bol spor s (2.6). Preto je potrebné posunit A, (¢) nadol, a to minimélne tak,
aby Ao (f) < ko. Zaroven by takyto posun znamenal, ze Ay (0) < k; (opét s ohladom
na to, ze é < t a nevyhnutna spojitost A (t) na [0, ﬂ) Dalej ukaZeme, Ze bude ex-
istovat bod, ozna¢me ho t;, v ktorom A, (t1) = k;. Vzhladom na to, ¢o sme vyvodili
doteraz, staci vlastne ukdzat, ze nemoze nastat A () < p (), pre ¢ € [0,7). Uvazujme
najmensi posun A (t) taky, Ze Ao (£) < p(t), t € [0,2), t.j Mo (t) = c(t —1) + k. Z
predpokladu, Ze interval (f, T } je dostato¢ne velky vyplyva, Ze to < T, kde t5 je bod,
v ktorom Ay (t3) = ke. KedZe Ap (t) musi byt takto spojita na celom intervale [0, 7]
(vzhI'adom na to, Ze riadenim na intervale [0, £5), spliiajicim princip maxima by bolo
u(t) = 0 a teda nemohol by existovat vstupny ani kontaktny ¢as, v ktorych moze
nastat nespojitost), znamenalo by to , ze Ao (") > p(T'), ¢o by bol spor.

Podobne by sme dogli k sporu, aj keby sme uvazovali lubovolny va¢si posun nadol
ako ten, ktory sme diskutovali. Jedinou vynimkou by bol druhy hraniény posun
Ay (t) = ¢(t —T) + ko, pri ktorom by spolu s riadenim « () = 0 boli splnené vsetky
nutné podmienky principu maxima. Prave v pripade, ked 1o = 0 a ﬁ < T—t dochadza
k patologickej situécii, Ze existuji dve riesenia spliiajice nutné podmienky maxima
Vety 1.0.1 (existencia druhého riesenia sa ukéze az v neskorsej casti dokazu). Uz
na prvy pohlad je zrejmé, Ze toto nulové riadenie nemoze byt skutocne aj optimalne.
Potvrdenie tejto domnienky sa jednoznacne preukize vzajomnym porovnanim hodnét
ucelovej funkcie, ktoré poniikame za dokazom tejto Vety. Téato pozoruhodna situacia
(dve riadenia spliajtce nutné podmienky) nevyplyva zrejme z povahy tlohy ako takej,
ale je dosledkom volnejsej formulacie nutnych podmienok Vety 1.0.1. Pretoze ak si
zoberieme na pomoc "silnejsiu tedriu", reprezentovani Vetou 1.0.3, a testujeme fiou
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obe riadenia, potom zistime, Ze v tomto pripade uz nulové riadenie nesplita nutné
podmienky.

Vratme sa vSak teraz naspét k povodnym tvaham. Uz vieme, Ze naozaj bude
existovat bod ¢1, v ktorom s (t;) = k;. Na intervale (t;,%] bude teda X (t) > p(t) a
preto podla (2.4) tu bude optimalnym riadenim u* (t) = 1. V bode ¢ bude ¥ (f) >0
a preto bude musiet A, (f) spojite nadvidzovat minimélne y (f) = { — t; CGasovych
jednotiek za asom f (aspoit tolko ¢asu je potrebnych na to, aby y poklesol na 0 a
mohol nastat skok v Ay (t)). Na [0, ({ —¢1)) moZeme A, (t) analyticky vyjadrit
nasledovne.

M () =c(t—t)+k, 0<t<2t—1
Oznacéme teraz t, prvy casovy okamih spliiajici (Ay (t2) = ko Ay (t2) > 0) V (y (t2) =
0 A Ag(ta) < ky). Vdaka tomu, Ze pozadujeme Ao (f) < ko, bod ty bude urcite
existovat. Teraz chceme dokéazat, ze v skutoc¢nosti musi v t, platit

Sporom. Nech by bolo t5 také, Ze Ay (t;) = ko Ay (t2) > 0. Potom by vSak g (t) > ko
pre t > ty, pretoze na tomto intervale by u* (t) =1 a y (t) > 0. A to je spor s (2.10).
Analogicky nech by ¢, bolo také, Ze As (t3) < ko Ay (t2) = 0. Z toho vSak okamzite
plynie spor (2.6), lebo ¢ by bol v takom pripade vstupny/kontaktny cas. Takze
ostava jedina moznost, ze plati (2.27). Aby vSak mohlo skuto¢ne nastat (2.27), musi
byt dlzka intervalu (tl, ﬂ rovnaka ako dlzka intervalu (f, tg). Jednoznaéné vyjadrenie
t1, to moézeme dostat napriklad rieSenim sustavy

Ao (ta) = ko,
y(tQ) = 07

¢o po dosadeni prislusnych hodnét za s (t2) a y (t2) vedie na systém

c(ta—t1) + ]fl = ko,

t—t1—(ta—1) = 0 (2.28)
VyrieSenim (2.28) a zavedenim oznacenia | = ky — k; dostavame
l
th, = d——
1 207
(2.29)
[
ty = d+ —
? N 2c

Vdaka nasmu doterajsiemu predpokladu o tom, ze £ aj T' — £ st dostatocne velké,
zrejme tq a ty lezia v intervale [0, T]. Vo v8eobecnosti to v8ak uz nemusi byt pravda a
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jeden z Gasovych okamihov v (2.29), alebo aj obidva mé6zu lezat mimo intervalu [0, 7.
A préave na zaklade tohoto prichadzame k rozcleneniu tlohy na 4 hlavné vetvy.
1. podpripad (t; > 0, t; < T):

Je to situécia, kedy je pre yo = 0 cela predchadzajtca uvaha spravna a pre t € [0, )
plati, ze

Ao (B) =c(t—t1) + ky (2.30)
V bode t, bude musiet byt skok nadol a to taky, aby X (T7) = p(T). Cize pre
t € [ta, T| dostéavame

Xo(t)=c(t—=T)+ ko (2.31)

Co sa bude diat s Ay (t) ak podiato¢ny stav bude yo > 07 Na to, aby zostalo v platnosti
(2.30), (2.31) miniméalne na (t1,7] musi platit y (t;) = 0. Toto mozno zabezpecit v
pripade, Ze yo < t; tak, Ze do ¢asu t; odpreddme vSetko pociatoéné mnozstvo yy. To
zodpovedé nasledovnému umiestneniu A (t) na intervale [0, yo)

A2 () = c(t — o) + ka (2.32)

V bode yo bude skok funkcie Ay (t) a pre t > yo bude platit péovodny tvar (2.30),
(2.31). Ak je teda yo < 1, tak budeme mat

-1 te [O,yo)
c(t—yo)+ ki tel0,y0) 0 te€[yot1)
Ao (t) = C (t — tl) +k te [’yo, tg) , u* (t) = 1 te [tl, ﬂ (233)
c(t—T)+ky t€/tyT] —1 te(its)
0 te]t,T]

M) —
p(t) —

p(t)
A
d/y//t t t/ !

Obr. 8: Priklad funkcie s () z (2.33)

Majme teraz yo > t;. Povedzme, Ze by aj tak platilo (2.30), (2.31), pre t € (t1, 7.
Potom na [0,#,] by muselo byt Mo (t) spojitim predlZzenim (2.30), pretoze urcite by
muselo byt y (¢) > 0 na danom intervale. Z toho, Ze y (1) > 0 tiez plynie y (t3) >
0 A Ay (t2) = ko, ¢o by viedlo k sporu, ako uz bolo ukdzané v prvej ¢asti dokazu.
Aby sme opit v nejakom bode, oznaéme ho t, < T', dosiahli Ao(ty) = ka ANy (t2) =0
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musime posunit A, (¢) doprava, ¢im predlzime obe periédy predaja a skratime periodu

nédkupu. Nech t; je novy bod, v ktorom )\g(ti) = k. Presnt hodnotu ] ziskame z
rovnice l
yo—ti+ (E—t1) — (E+t1—£) =0

, ~ 1
y0—3t1+2t——:0
C

, 1 ~ 1
tlz— y0+2t——
3 c

Zrejme ¢im vacsSie yo, tym vacsi bude posun. Avsak su tu isté medze. Aby bolo vetko
korektné, musime davat pozor na to, aby

Lol
t2 = -+ tl S T, (234)
Cc

t <t (2.35)

Najprv predpokladajme, ze konfiguracia parametrov je taka, ze aj keby bola Ay (t) v
krajnej polohe, t.j. Ao (t) = c(t = T) + ko, t € [0,T], tak existuje jej priesecnik s tou
¢astou cenovej funkcie, kde p(t) = k1. Oznafme tento priesecnik ¢ a najdime jeho
hodnotu

t=T—-
c
Aby t skuto¢ne existoval musime pozadovat
I .
T—-—-<t (2.36)
c

Pre parametre tlohy spliajtce (2.36) moézeme zanedbat (2.35), pretoZe v takom pri-
pade bude automaticky splnenie (2.34) implikovat aj platnost (2.35). Néas zaujima,
aké je za predpokladu (2.36) hranicné v, pre ktoré to = T

, ol
t2:t1+—:T
C

1 ~ 1 )
—(yo+2t——)+—:T
3 c c
B 1
y0:3T—2<t+—>
c
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Identifikovali sme teda dalsie dva podpripady. Ak T — i <t t; <y < Yo, Mame

—1 te[0,t)
[ ct—t) +k te0.t) \ 1 te |ty i]
A (1) _{ c(t—T)+ky teltT] > " ®) —1 te (it (2:37)
0 te [tz 7]
kz(t)‘,‘p(t)
Aft) —
p(t) —
0 t i £, !

Obr. 9: Priklad funkcie As () z (2.37)

A ak plati T — é < t, ale yo > o, potom
-1 te€]0,?)
Mo (t)=c(t—T)+ky, t€[0,T], u* (1) 1 telti (2.38)
1 ote (1]
Mt)‘«kp(t)
}‘:(t)_
pt) —
0 £t T

Obr. 10: Priklad funkcie A () z (2.38)

V nasledujicej casti vyriesime situaciu, ked T — ﬁ > t. Vtedy musime sledovat,

¢i plati (2.35). Ekvivalentna k tejto poziadavke je volba yy < o, kde o zodpoveda
takému posunu, Ze ¢ = t.

Lot Loi
30 c
P
Yo =1+~
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Teda ak mame T — i > { a zaroven t; < yo < go, tak rieSenim je opit (2.37). Pre
Yo > Yo znovu budeme musiet posunit As (f) vpravo, tak aby y (tg) = 0. Avsak
takyto posun bude mat za nasledok, Ze A\, () bude lezat pod cenovou funkciou p (t),
¢im zanikne faza riadenia u* (t) = 1. Ak ma existovat zaveretna faza, pocas ktorej
u*(t) =0, pret € [t/g,T}, tak musi platit yo < T". Nech teda T—% >tagy <y <T,
potom

_Jet—vo) + ko t€[0,0) wip ) —1 t€]0,90)
A () = { c(t=T)+ky tely,T] "’ wi(t)= 0 t€ly,T] (2:39)
?ng(t)‘,‘p(t)
Aft) =—
p(t) —
0 t Yo T >
Obr. 11: Priklad funkcie A () z (2.39)
NoanapokonpreT—£>fay02T
X (t)=c(t—T)+ ke, t €]0,7T], u* (t)=—1, t €[0,T] (2.40)
l:(t)‘LP(t)
}"z(t)_
pt) —
0 i T

Obr. 12: Priklad funkcie A (t) z (2.40)

2. podpripad (t; < 0, t; < T):
Zacnime tentokrat takpovediac z opacného konca. Povedzme nech A, (t) sa nachadza
v krajnej polohe, ¢ize
X(t)=c(t—=T)+ ke, t €[0,T] (2.41)
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To je korektné vtedy ak y (7') > 0, teda ak

yo—7+(f—7)—(T—f)>O, kde ~v:=

s+ O
T O TH
IV IA A

0
t<t (2.42)
t

pricom ¢ =T — L je rieSenim A (f) = ky. V pripade, Ze v = je nevyhnutné k tomu,
aby Ay (t) mohla mat uvedeny tvar (2.41), aby

Yo > 1, (2.43)

inak by existoval bod ¢ < ¢, taky ze y (£) =0 Ay (t) > 0,6 <t A Xy (I7) < ki, o by
bol spor s (2.10). Lahko v8ak ukazeme, Ze (2.42)=-(2.43).

y0>f+[(T—2£)+ t] = yo>t
>0 =0

>0

J/

Naozaj ak mame yo > T — 2f + 2, potom je rieSenim

-1 te [077>
X(t)=ct—T)+ky, t€[0,T], u*(t)q 1 te [y, (2.44)
~1 te (7]
kz(t)‘,‘p(t)
Aft) =—
p(t) —
0yt i T

Obr. 13: Priklad funkcie A (¢) z (2.44), pre v =

V celej zvysnej ¢asti tohoto podpripadu sa budeme zaoberat uz len pociato¢nymi
hodnotami yy < T' — 2f + 2v. Predpokladajme, 7e yo = 0. Z toho, 7e t; < 0 vyplyva,
ze nemoze byt Ay (t) = ¢ (t — t1) + ki, pre t € [0,t3), tak ako sme uvazovali v avode
dokazu, pretoze by existoval bod ¢ < t,, pre ktory by y (ﬂ =0Ay(t) >0t <
t A X (t7) < ko a to by viedlo k sporu s (2.10). Aby sme opit obnovili symetriu
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(interval nakupovania=interval predavania) posunieme Xo (t) vlavo tak, aby novy
priesecnik s p(t) = ko bol ty = 2, &ize Ay (t) = c(t— 25) + ko, t € [0,25). Na
[2¢,T] by uz tradi¢ne muselo byt s (t) = c(t — T) + k. Co ak nechédme postupne
Yo zvacsovat? Zrejme bude potrebné A, () posunit vpravo o yo jednotiek, tak aby
ty = 2t +yo. Aby viak takto posunutd Mg () spliala vietky podmienky maxima,
musime kontrolovat, aby aj po posune

Ao (t) > ki, t € [0, 1] (2.45)

V situacii, ked v =0, t.j. T — é < 0, bude pre yy < T — 2t zarucené jednak ¢, < T a
tiez (2.45). Teda budeme mat

, ) 1 telo,i
Joe(t—1t) +ky tE€0,1) N
A2@)_{ c(t—T)+ky te [to,T] "’ w(t) = 01 ii EL’% " (2.46)
kde t5 = 2t + o
kz(t)‘,‘p(t)
M) —
p(t) —
0 t t, T#t

Obr. 14: Priklad funkcie A (t) z (2.46)

Ak v8ak nastane T — é > 0, tak na to, aby malo rieSenie charakter (2.46), moze
pociatocny stav nadobudnut maximélne istt hrani¢ni hodnotu gy, ktoréa zabezpeci
platnost (2.45). Podmienka (2.45) je vzhladom na rasticost A, (f) ekvivalentna s
podmienkou Ay (0) > kq, ¢iZe o ur¢ime nasledovne

C(— (2%-'-3]0)) +/{72 :kl
Yo = ! — 2t
C

TaktieZ pre yy < o bude urcite splnené t, = 2t + yo < T, pretoze
. A ~ 1 ~ 1
20+y<2t+yo=2t+--2t=-<T
c ¢

34



Ak teda plati T—i > 0 ayg < o, tak optimalnym riesenim je (2.46). Pre T—é >0a
zaroven o > 1o posunieme \, (t) eSte viac vpravo, ¢im sa vytvori avodna faza [O, tl}
s u* (t) = —1, kde t] je rieSenim Ay (tl) = ki. Hodnotu ¢; vypocitame z podmienky
Y (tg) = (0, pricom to je zase rieSenim Ao (tg) = ks

y(t2) =0
y(L+4)=0

yo—t;+<f—t;)-( —£+ti)=0

Q| =~

, 1 . 1
t - 21‘: _ e — 247
1—3<y0+ C>—3(yo yo) ( )

To v8ak eSte nie je vSetko, lebo pri istej velkosti posunu, pre 9y, moze nastat situécia,
Ze Ay (1) < p(t), pre t € [0,t,), kde t, je rieSenim Ay (t) = k. Pre ¢ < t, sa optimalne
riadenie meni na u* (t) = —1. Preto budeme mat ¢, = 3. Hodnotu 7, ndjdeme tak,ze
polozime ¢, = t, pri¢om za t; dosadime (2.47)

—1 te[0,t)

fe(t—t) +k te[0,1) con ) 1 teltd]

AQ(t)_{ c(t—T)+ky teltT] > " H=3 1 te (it (2.48)
0 te[t,T]
kz(t)‘,‘p(ﬁ)
—
Mt —
pt) —
0t i Tt

Obr. 15: Priklad funkcie A (t) z (2.48)
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Napokon pre T — i >0 a yp > Yo mame

c(t—yo)+ka t€0,90) « —1 te€0,y)
Az(t):{c(t—g”)Jer el ® (t):{ 0 e 219

0ot Yo T
Obr. 16: Priklad funkcie A (t) z (2.49)

3. podpripad (t; > 0, ts > T):

Vratme sa na zacatok dokazu, kde sme predpokladali yo = 0. Tam sme uvazovali
"symetricki" polohu adjungovanej funkcie, konkrétne A\, (t) = c(t — t3) + ko, pre
t € [0,ty). KedZe t» > T znamenalo by to, Ze Ay (t) < ks na intervale (¢,T], o
by bol spor s nutnou podmienkou Ay (T7) = p (7). Teda uvedeny tvar A (t) je
nepripustny. Ako uZ niekolkokrat doteraz, musime urobit posun nahor, aby sme
vyhoveli podmienke Ay (777) = p (7). Tym dostaneme s (¢) = ¢ (t — T')+ko. Zaujima
nés, ¢i takto definovana s () splha ostatné podmienky maxima a taktiez, ¢o sa stane,
ak upustime od predpokladu 3y = 0. Oznacéme ¢; novy prieseénik Xy (t) a p (t). Jeho
hodnota je t; = T — i ako uz bolo odvodené v predoslych castiach dokazu. Zrejme
pre T'— L < 0 takyto posun znamend, Ze X (t) > ki, t € [0,7]. To by sme potom
mali u* (t) =1, pre t € [0,{] a u* (t) = —1, pre t € ({,T]. Ak viak naozaj ma platit
uvedeny tvar A (t) a u*(t), potom musime mat zabezpecené y(t) > 0, t € (0,7).
Na (0, ﬂ to bude elmentéarne platit, kedZe tu mame u* (t) = 1. Pre t € (f, T) si to
vyzaduje kratku diskusiu. Vieme, 7Ze plati to —t = ¢ — t;. balej ak si uvedomime,
7e T <ty a0 < t, tak dostaneme T'— ¢ < t — 0. To potom znamena, ze Usek
nakupovania je urcite dlhsi ako usek predavania, z ¢oho uz ahko ustdime, ze y (t) > 0,
pre t € (f, T) a to pre [ubovolné yy > 0. Teda ak T' — ﬁ < 0, tak pre v8etky yo > 0
mame

A (t)=c(t—T)+ky, t €[0,T], u*(t) = { (2.50)

36



Obr. 17: Priklad funkcie s () z (2.50)

Samozrejme, moze platit aj T—é > 0. Aj vtedy mozeme pisat T—t < t—t; a teda
ajy(t) >0,te (f, T), ¢o koresponduje s uvazovanym tvarom Ay (¢). Pre ¢t € [O,t/l)
bude u* (t) = —1, podla (2.4), pretoZe musi byt y (t) > 0, ¢ € (0,¢;) ak mé zostat v
platnosti predpokladany tvar A, (). Aby to tak naozaj bolo, musime mat pociatoéni
hodnotu yo > t;. Ak teda plati yo > T — é > 0, potom je rieSenim

—1 te|0,t)
M()=ct—T)+k, t€[0,T], w*(t)=< 1 telt,i] (2.51)
~-1 te(t,7]
kz(t)‘,‘p(t)
M) —
p(t) —
0t t T=t

Obr. 18: Priklad funkcie A (t) z (2.51)

Ak je yo < t1, potom u*(t) = —1, len pre t € [0,y,) a pre t € [yo,t’l) bude
u* (t) = 0, podla (2.5). NavySe na intervale [0, yo) musime upravit Ay (¢), pretoZe yo
je takto vstupny ¢as a A (yo) < p (yo) = k1. Pre 0 < yo < T — L méme

_Jet—yo) + ki t€[0,y) s ) 0 t€e [yt
wo={ T e wo=1 ] tegé’l,?) (2:52)
1 te ({T
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0y i T

Obr. 19: Priklad funkcie A () z (2.52)

4. podpripad (t; < 0, to > T):
Vzhl'adom na to, Ze aj v tomto pripade je t; > T, mdZeme s odvolanim sa na tvahy
z 3. podpripadu predpokladat Ay (¢) = ¢ (t — T') + ko. Fakt, Ze t; < 0 nam hovori,
ze povodne uvazovana funkcia Ay (t) > ki, t € [0, T]. Kedze "nova" Ay (t) sme ziskali
posunutim povodnej nahor, urcite sa uvedena nerovnost pre nu zachovi. Na zaklade
tohoto poznatku mozeme s istotou pisat, ze u* (t) = 1, pre t € [O, f]. Pre nasledujuci
interval budeme mat u* (t) = —1, ak y (¢) > 0 a u*(¢) = 0 v opac¢nom pripade. Ak
zvolime y, dostatocne velké, tak zabezpecime y (t) > 0, ¢t € (0,7) a tym aj platnost
uvazovanej A, (t). Konkrétne ak yo +¢ > T — ¢ dostavame rieenie
1 teo,i

t,

~-1 te (t,7T] (2.53)

XM (t)=c(t—T)+ ke, t €[0,7T], u*(t):{

A1), p(t)

A

Mt)—
pt) —

>t

0 t T

Obr. 20: Priklad funkcie A (t) z (2.53)

Ked je viak yo +t < T — t, situacia bude Gastoéne odlina. V ¢ase ¢ budeme
mat maximélnu zasobu y (f) = yo + t. Preto za daného predpokladu dojde v case
2t + yo < T k vypredaniu celej zasoby a t = 2t + y, sa tak stane vstupnym Gasom.
To si vyziada tpravu As (t) na [0, ot + Yo), tak aby A (2£+ Yo) = p (2£+ Yo) = ko
Pre t € [2{ + yo, T| ponechédme A, (¢) nezmenené, lebo prave takto spolu s u* (t) =0
splha podmienky maxima. Ak to zhrnieme, tak pre yo+¢ < T —t dostavame riesenie

1 telo,i
_fe(t=1) +k te]0) e >
)\Q(t)_{c(t—T)—l—kQ telir) 0 wW= o igg% L (2.54)
kde t := 2t + y, O
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0 t 2t+y, T

Obr. 21: Priklad funkcie A (t) z (2.54)

Pozndmka 2.4.2. V standartnych formulaciach nutnych podmienok sa predpokladé,
ze funkcie F (z,u,t) a f (z,u,t) st spojite diferencovatelné vo vsetkych svojich argu-
mentoch. Ak si v8ak vezmeme "nasu" funkciu f; (z,u,t) = —cy (t) — p(t) y (¢), tak
vidime, Ze pri pouziti cenovej funkcie p (t) v tvare (2.26) je fi nespojita v ¢ase t = t. To
by znamenalo, ze pouzitie nutnych podmienok Vety 1.0.1 aj Vety 1.0.3 je nekorektné.
Nie je to celkom pravda. V Poznamke ([2],87) sa totiz uvadza, Ze spominané pod-
mienky spojitej diferencovatelnosti je mozné relaxovat. T.j., Ze postacujuci je takyto
predpoklad: Existuje kone¢na, alebo spocitatelna mnozina bodov C' v (0,7T) tak, ze
funkcia f je spojita v kazdom bode (x’,ll,f) €EE=R"xUx[0,T] ak f ¢ C, zatial
¢o pre t € C sa vyzaduje existencia jednostrannych limit lim(x,w)ﬂ(iﬂﬁ) f(z,u,t)
a lim(%u’t)_)(i?ﬁ’i,) f(z,u,t), (z,u,t) € E. Takto definovany oslabeny predpoklad uz

funkcia f; spliia.

2.4.1 Nejednoznaénost riadenia spliiajiiceho nutné podmienky
Vety 1.0.1, pre pripad yp =0 a é <T—t

Vratme sa v tejto kapitole este na chvilu k samotnému rieSeniu tlohy so skokovitou
cenovou funkciiou. 7Z matematického hladiska stoji za povSimnutie, Ze pre yo = 0,
é < T — t méame aZ dve rieSenia spliiajice nutné podmienky. Takato situacia sa
vyskytla iba v dvoch hlavnych, nami uvazovanych podripadoch - prvom a tretom. V
prvom podripade je to dvojica rieSeni 1.a a 1.f, v tom druhom zase dvojica 2.b, 2.e.
Na tomto mieste vSak ukédzeme, Ze v oboch pripadoch nulové riadenie nemoéze byt
optimalne. Spravime to jednoducho porovnanim hodnét tcelovej funkcie s druhym
riadenim. Zamerajme sa len na dvojicu 1.a, 1.f (pre 2.b, 2.e by to bolo tplne analog-
icky). Oznacme J; hodnotu ucelovej funkcie prislichajicu riadeniu 1.a a Jy hodnotu

prislichajicu 1.f. Potom

To + (t—tl) (k?g—k?l) > T

Jo=a(T)+p(T)y(T) = x4+ 0.ky = x9
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Takze J; > Jy a z toho uz priamo plynie, Ze 1.f nie je optimélne.

Prave dokdzana neoptimalita nulového riadenia nachédza svoju oporu aj v nasle-
dujicej Vete, ktora hovori o tom, ze pri pouziti odlisnej formulacie nutnych podmienok
ako vo Vete 1.0.1, takéto riadenie uz nebude ani kandiddtom na optimalne riadenie.

Veta 2.4.3. Riadenie u(t) =0, t € [0,T] pre dlohu so skokovou cenovou funkciou,
pociatocnym stavom yo = 0 a parametrami limitovanymi ohranicenim % <T —1t sice
spliia nutné podmienky optimality Vety 1.0.1, ale nesplnia podmienky Vety 1.0.5.

Dékaz: Veta 1.0.3 hovori, ze v kazdom ¢ase ¢t musi v* (¢) maximalizoavt Hamil-
tonian, t.j. musi v stlade s (1.13) platit
H (z* (t),u* (t) ,A(t),t) > H (z*(t),u, A (t),t) pre vSetky u také, ze
gi (@ (), u,t)>0prej=1,...,s

Konkrétne pre nasu ulohu dostavame, ze

A2 (1) =p (1) .0 —cy™ (1) = (N2 (1) —=p (1)) u (t) — cy™ () pre u(t) € (=1,1)

Ak méa byt tato podmienka splnend v riadent u () = 0, potom musf platit, Ze Ay (t) =
p(t), pre vSetky t € [0,T]. Dalej z tedrie vieme, Ze musi exitovat spojita funkcia
A5 (t), pre ktora podla (1.14), (1.15) plati

A5 (t) = Az (1) =" (1) [0h (2" (t) ,1) /Ox] = Az (t) = n (1)
A (1) = Ao (t) =i (t) = —OL" Jx = c

Vzhl'adom na to, Ze p (t) je po Castiach konstantné, z posledného vztahu nam vyplyva,
ze 1 (t) vyhovuje diferenciélnej rovnici

0 (t) = —c (2.55)

Kedze Ay (t) = p(t) je spojita viade okrem bodu ¢ = £, musi byt spojitd na celom
intervale s vynimkou bodu ¢ aj funkcia 7 (t), lebo prave vtedy bude spojita A} ().
Naopak v bode # bude 7 (t) nevyhnutne nespojita a to takym sposobom, aby sa v
rozdieli funkcii Ay (t) — 7 (¢) eliminovala nespojitost v tomto bode, ktort tam vnasa
Ao (t). Na zaklade predoslej diskusie a rovnice (2.55) dostavame pre 7 (t) takéto
vyjadrenie

=tk t e [0,1]
T’<t)_{ —ct+d+k te(i,T)

kde k je Tubovolna konstanta a d = ks —k; > 0 je oznacenie pre velkost skoku cenovej
funkcie. Prave vdaka tomu, ze d > 0 dostéavame, Ze 7 (f‘) <n (f+), ¢o vsak vedie
k sporu s tym, ze 7 (t) musi byt podla Vety 1.0.3 nerastica funkcia. Teda riadenie
u(t) =0, t € [0, 7] nesplia nutné podmienky maxima vo formulaci Vety 1.0.3. O
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Pozndmka 2.4.4. Je potrebné dodat, Ze obe netrividlne riesenia 1.f aj 2.e podmienkam
Vety 1.0.3 vyhovuju. Konstruktivny dokaz tohoto tvrdenia je lahky, ale pomerne
zdlhavy. Preto ho na tomto mieste nebudeme ani robit. Uvedieme len vysledni
podobu jednolivych funkcii a multiplikdatorov, ktoré spolu s riadenim 1.f pre pocia-
tocny stav 3, = 0 splhaju podmienky Vety 1.0.3 (pripad 2.e by bol podobny, neb-
udeme ho teda uvadzat). Jenoduchym dosadenim tychto funkcii do podmienok Vety
si moézeme overit spravnost takéhoto riesenia. Pre yy = 0, é <T—t,t>0aT<0
(t1, to ako vo Vete 2.4.1) méame teda riadenie

0 te0,t)
o)1 tet,d]
CO=9 1 e (i)

0 te€lty,T]

ako rieSenie nutnych podmienok Vety 1.0.3. K nemu prislichajica dvojica adjungo-
vanych funkcii ma tvar

kl te[oatl)
No(t) =4 c(t—ts)+ky tE[tits] . Ny(t)=c(t—ts)+ ks, t €[0,T]
ko t € (to, T

Celt mozaiku riesenia dotvaraji multiplikatory

0 t e [0,7) 0 te[0,t)
pr(t) =< —c(t—ts) te|t,ts] , pa(t)=< —clt—ta)+k—ky te [t},t} ,
0 t e (ta, T) 0 te (t,7]

—e(t—t1) te0,t)
n(t)=< 0 t € [t1,to]
—C (t — t2) t e (tQ, T]

Poznamenavame, ze zmienené \; (t) a 7 (f) nie st jediné spravne. RieSenim je taktiez
kazda dvojica A} (t) = Ao (t) +d, 77 (t) = n(t) + d, kde d je Tubovolné reilne ¢islo.

Skutoc¢nosti uvedené v tejto kapitole do istej miery potvrdzuju zéavery prace ([4],
Lema 1.1). V nej bolo ukézané, Ze ak nejaké riadenie splita podmienky Vety 1.0.3,
potom spliia aj podmienky Vety 1.0.1. Opacné implikicia vSak dokézana nebola a
ani z inej, nam dostupnej literatiry, nie st zname ziadne vysledky tykajtce sa jej
platnosti. Uvedeny priklad ukazuje, ze takato implikacia vo vSeobecnosti nemusi
platit (a to prinajmensom pre tlohy, v ktorych je nespojitost v ¢ase).
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Zaver

Hlavnym cielom a napliou préace bolo najst analytické rieSenie tlohy obchodovania
s komoditami, zalozené na Pontryaginovom principe maxima . Podnet pre takyto
zamer nam poskytla préaca [1], z ktorej sme model prevzali, pretoze je v nej venovana
len minimalna pozornost jeho rieSeniu. Tuto medzeru sme chceli aspon ¢iastoCne
vyplnit touto diplomovou pracou. Zrekapitulujme si na tomto mieste jej obsah a na-
jdolezitejsie dosiahnuté vysledky.

Na zaciatok sme definovali vSeobecny tvar modelu obchodovania s komoditami.
Nésledne sme $pecifikovali dva typy cenovych funkcii (lomena a skokové) a niektoré
dalgie zjednodusenia, ktoré zabezpecuju, Ze rieSenia sa daju explicitne vyjadrit. Pri
hladani rieSenia sme sa opierali o formulaciu nutnych podmienok v zneni Vety 1.0.1.
Jej aplikaciou na "nasu" verziu komoditnej tlohy sme obdrzali systém podmienok,
ktory mozeme néjst v dalsej kapitole. Na jeho zaklade sme najprv dokazali dve po-
mocné tvrdenia (Veta 2.2.2 a Dosledok 2.2.3), ktoré sa spolu s nutnymi podmienkami
stali vychodiskom pri odvodzovani rieSenia. Samotné riesenie, reprezentujice jadro
préace, je zhrnuté do Viet 2.2.2 az 2.3.4 (lomené cenova funkcia) a Vety 2.4.1 (skokova
cenova funkcia). Vidime, Ze aj napriek volbe pomerne jednoduchych cenovych funkeii
a niektorych dalsich vstupov, je ziskané rieSenie dost komplikované. Vyplyva to z
velkého poc¢tu volnych parametrov, ktoré si zahrnuté v uvazovanom modeli. Na
prvy pohlad prekvapujuco sa tiez javi, Ze pritomnost skokovej funkcie v modeli, v
porovnani s lomenou, vedie k zlozitejsiemu vysledku, hoci je skokova cenova funk-
cia z matematického aj vecného hladiska jednoduchsia. Je potrebné zdoéraznit, Ze
ak kdekolvek v préaci hovorime o "rieSeni" komoditnej tlohy, mame na mysli také
riadenie, ktoré spolu so svojou odozvou spliia nutné podmienky maxima. Overovanie
optimality, ¢ize verifikdcia postacujicich podmienok, nebolo predmetom nasho zéu-
jmu. Dodajme, Ze vSetky dokazy uvedené v préci st povodné.

42



Okrem ciela stanoveného v uvode, ktorym bolo riesit komoditny model, podar-
ilo sa ndm dospiet v tejto praci k este jednému zaujimavému vysledku. Ten z Cisto
matematického hladiska stoji azda najviac za pozornost. Re¢ je o uz tolko zmieno-
vanom priklade, ktory, ako sa zda spochybniuje moznu platnost implikacie, ktora by
hovorila, Ze ak nejaké riadenie splia nutné podmienky Vety 1.0.1, potom spliia aj
nutné podmienky Vety 1.0.3.
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