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Zadanie

Ulohou préce je:

1.

pokusif sa o dokaz ohranicenosti trajektorii diskrétneho modelu fluk-
tuacii vymennych kurzov bez pouzitia pocitaca,

. vypracovat geometrick(l analyzu zmeny stabilitnych vlastnosti rovno-

vazneho stavu spominaného modelu,

zhrnit poznatky o rota¢nom ¢éisle zobrazenia kruznice v suvislosti
s jeho pouzitim v spominanom modeli.



Cestne prehlasujem, Ze diplomovii pracu som vypracovala samos-
tatne, iba s pomocou literatary, uvedenej v zozname, konzultacii s ve-
dicim diplomovej prace a vedomosti ziskanych pocas studia.

V Bratislave dna 1. méaja 2006 Jana Szolgayova
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venu ochotu a ITudsky pristup.



Abstrakt

V mojej diplomovej préaci nadvizujem na diplomovu pracu Bodovd (2004)
[2]. Zaoberam sa v nej uvedenym diskrétnym modelom fluktuacii vymenného
kurzu a uvadzam zaklady tedrie o rotacnom cisle. Rotacné c¢islo poskytuje
kvalitativnu charakteristiku orientaciu zachovavajiceho homeomorfizmu na
kruznici. Model transforméaciou vedie k systému diferencénych rovnic, kto-
rého spravanie sa skiimam v zavislosti od parametra. Pre urc¢ité hodnoty
parametra existuje invariantnd mnozina, ¢o umoznuje na zobrazenie ziizené
na tuto mnozinu aplikovat tedriu rotacného cisla.
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Uvod

Tato praca nadvizuje na diplomova pracu Bodova (2004) [2]. Tu je pred-
staveny model odchylky od rovnovézneho vymenného kurzu, ktory vedie k
dvojrozmernému systému diferenénych rovnic:

Tn+tl = Tp+ ayn(l - |£Cn|)+ - b|£Cn|£Cn (1)
Yn+1 = ayn(l - |xn|)Jr - b|xn|$n (2)

Bodovd (2004) [2] vo svojej praci skima a interpretuje charakter pevného
bodu a trajektérie systému v zavislosti od parametra. Vysledky a numerické
simulacie ukazuju, Ze napriek svojej jednoduchosti ma systém komplikovantu
dynamiku. Cielom tejto prace je pokracovat v analyze systému, najméi spra-
vania sa trajektorii v pripade a > 1.

Vymenny kurz hrd vyznamna tlohu v otvorenych ekonomikach s vol-
nym rezimom vymenného kurzu. K otézke modelovania vymenného kurzu
existuje vela pristupov, medzi najrozsirenejsie patri napr. parita kiipne;j sily,
skryta parita trokovej miery. Ich spolo¢nou ¢rtou je vysvetlovanie zmeny
vymenného kurzu zmenou ekonomickych fundamentov. Avsak fluktuacie vy-
menného kurzu nastavaji na dennej baze, kym ekonomické fundamenty sa
menia dlhodobo. Tento fakt naznacuje, ze ekonomické fundamenty nie st
schopné Uplne vysvetlit pohyby vymenného kurzu. To je délezitym podne-
tom na modelovanie nie samotného vymenného kurzu, ale jeho odchylky
od rovnovazneho stavu urcéeného ekonomickmi fundamentmi. Kratkodobé
fluktuacie maja trhovi pri¢inu a st spdsobené spravanim sa agentov na
trhu. Myslienke modelovat odchylku od rovnovazneho vymenného kurzu sa
venovali aj Jeanne, Rose (2002) [12] a De Grauwe, Grimaldi (2002) [8].
Spolo¢nou myslienkou je zjednodusend charakteristika spravania sa agen-
tov, z ktorej je odvodeny rekurentny model. V praci Bodova (2004) [2] je
predstaveny model vo forme diferen¢nej rovnice druhého radu:

Tpt1 = Tn + A(zy — 2p—1)(M — |:cn|)Jr — Blxy|zy,. (3)

Model predpoklada dva typy reakcii agentov:



Ak vymenny kurz oslabuje (posiliiuje), agenti s cielom profitovat z tohto
pohybu majui tendenciu kupovat (predévat) cudziu menu. Tato akcia spdsobi
narast (pokles) dopytu po cudzej mene, ¢o ma za nasledok dalsie oslabenie
(posilnenie). Citlivost investorov je reprezetovana v modeli parametrom A.

Ak vsak odchylka je prili§ vysoké (nizka), agenti vedia, ze skutoény vy-
menny kurz je pod (nad) jeho ”prirodzenou” hodnotou a Ze tento stav nie je
dlhodoby. Podla ich o¢akavani sa chct proti poklesu (narastu) zabezpecit,
teda za¢nti predavat (kupovat) cudziu menu. Cim je odchylka vicsia, tym
viac agentov reaguje tymto sposobom, citlivost agentov reprezentuje para-
meter B.

Model teda zmenu odchylky uvazuje ako vazeny priemer tychto dvoch
reakcii s vdhami (M — |z,]|) a |z,| (pre z, < M). Pre |z,| > M uz vSetci
agenti oCakavaju navrat k ”prirodzenému” kurzu a druhy ¢len zanika.

Vhodnou substiticiou vieme jeden parameter redukovat a dostavame
diferen¢ni rovnicu druhého radu

Tl = T+ a(Ty — Tp-1)(1 — |acn|)Jr — blxy | Ty, (4)

ktort standardnou transforméciou prevedieme na dvojrozmerny systém di-
ferenénych rovnic prvého radu

Tpt+1 = G (xnayn) =+ ayn(l - ’xn‘)Jr - b’xn‘xna (5)
Yn+1 = G2(xn7yn) = ayn(l - ’xn‘)Jr - b’xn‘xn (6)

Tento systém ma jediny pevny bod — nulu. Jeho charakter zavisi od pa-
rametra a. Vlastné hodnoty linearizacie G v pevnom bode st a, 1. Teda pre
a > 1 je nula asymptoticky nestabilnym pevnym bodom. O stabilite v pri-
pade a < 1 teda rozhoduje tedria redukcie na centralnu varietu. Zaujimavou
értou systému je, Ze prechodom parametra a cez hodnotu 1 sa meni nielen
vlastna hodnota linearizicie G v pevnom bode zo stabilnej na nestabilnii, ale
zaroven sa meni aj stabilita redukcie na centralnu varietu. Tomuto vysledku
sa venujeme v prvej kapitole, kde hladame dovod a geometrickt interpretaciu
tohoto javu. V nej zhrnieme tedriu redukcie na centralnu varietu. Pomocou
nej ukdzeme analogicky vysledok pre Sirsiu triedu dynamickych systémov
s podobnou vlastnostou.

Numerické simulacie ukazuju, Ze v pripade a > 1 su trajektérie bodov
v okoli nuly ohrani¢ené a konverguju k invariantnej mnozine, ktora je pod-
mnozinou oblasti, na ktorej je G homeomorfizmus. NavySe simulacie naz-
nacuju, Ze invariantnd mnozina je topologickd kruZnica. S cielom dokazat
takéto spréavanie bola ohranicenost trajektorii pre konkrétne hodnoty para-
metra v Bodovd (2004) [2] ukdzand pomocou pocitaca. V prvej ¢asti druhej



kapitoly dokdZeme ohranienost bez pomoci poéitaca vyuZzitim inverzného
zobrazenia G. V druhej ¢asti naviazeme na vysledky o existencii monotdn-
nej postupnosti uzavretych kriviek a invariantnosti ich limity (Bodovd 2004
[2]). So zamerom dokazat odpozorované spravanie sa trajektorii dokdzeme
jednoduchu suvislost oblasti ohranicenej limitnou kruznicou. Vyuzitie Rie-
mannovej vety a vysledkov na 1iu nadvizujicich ndm umozni definovat na
invariantnej mnozine rotacné ¢islo.

V tretej kapitole vysvetlime pojem rota¢ného ¢isla zobrazenia, jeho vlast-
nosti tykajuce sa existencie periodickych trajektérii a ¢rty grafu zavislosti
rotac¢ného ¢isla od parametra. Uvedieme takisto vysledky simulacie priebehu
funkcie rota¢ného ¢isla G premennej a.



Kapitola 1

Stabilita nulového riesenia

V tejto kapitole sa budeme zaoberat dvojrozmernymi systémami diferenc-
nych rovnic, presnejsie analyzou stability ich pevnych bodov v zavislosti
od parametra. Zhrnieme tedriu redukcie na centralnu varietu. Odvodime
vSeobecny vysledok o stabilite systémov urcitého typu v zavislosti od para-
metra. Podnetom pre tito analyzu je vysledok odvodeny v diplomovej praci
Bodovd(2004) [2]:

Veta 1. Pre b > 0 je pevny bod & = (0,0) systému

Tpn+tl = Tn+ a(-rn - yn)(l - |£Cn|) - b$n|$n| (11)

Yn+1 = ITn
e asymptoticky stabilng pre a < 1,

e nestabilng pre a > 1.

Zaujimavym a prekvapujicim rysom vety je vlastnost, Ze pri prechode
parametra a cez kriticki hodnotu jedna sa nielen zmeni vlastnad hodnota
linearizacie systému v pevnom bode zo ”stabilnej” (t.j.v absolttnej hodnote
bilita redukcie na centralnu varietu. Tym sa zmeni aj charakter pevného
bodu z atraktora na repelor (t.j. atraktor inverzného zobrazenia). V zave-
recnej Casti tejto kapitoly uvedend veta dava zasadenim do SirSieho kontextu
geometrické vysvetlenie tohoto "negenerického” javu.

Dévodom zmeny charakteru pevného bodu je fakt, ze prechodom para-
metra cez kritickt hodnotu dochadza k ”prekrizeniu” vlastnych vektorov, a
tym k obrateniu projekcie akcie kvadratického ¢lena na centralnej variete.
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1.1 Teoria redukcie na centralnu varietu

V tejto Casti podavame zname vysledky o analyze charakteru pevného bodu
dvojrozmerného systému diferenénych rovnic. Podrobnejsie sa venujeme pri-
padu, ked m4 linearizacia zobrazenia v pevnom bode jednu vlastni hodnotu
v absolutnej hodnote mensiu ako jedna a jednu s vlastnou hodnotou rov-
nou jednej. Pripadnéa stabilita, resp. nestabilita pévodného systému potom
zodpoveda stabilite, resp. nestabilite systému redukovaného na centralnu
varietu. Zhrnieme tedriu o redukcii na centralnu varietu pre systém dife-
ren¢nych rovnic uvedent v Carr (1981) [5] pre dvojrozmerné systémy, a v
Iooss (1979) [11] pre n-rozmerné.

Pre stabilitu systému diferenénych rovnic

Tnt1 = f(xn)v (13)

v pevnom bode &, kde x, € R", f € C!, f : R — R a & = f(2) st rozho-
dujtce vlastné hodnoty matice D f(Z), t.j. Jacobiho matice zobrazenia f v
pevnom bode.

951 () Ol (3)
Df@ =| : . (1.4)
oo () O (1)

Konkrétne plati:

Veta 2. Nech f je C' a nech i je pevnym bodom zobrazenia f. Potom %
Je:

o asymptoticky stabilny, ak su absolutne hodnoty vsetkych vlastnijch hod-
not operatora D f(&) mensie ako jedna,

e nestabilng, ak md niektord z vlastngch hodnot operdtora D f(%) abso-
lutnu hodnotu vicsiu ako jedna.

Ak st vSak absolutne hodnoty vSetkych vlastnych ¢&isel D f(Z) mensie
alebo rovné ako jeden a niektora vlastna hodnota méa absolitnu hodnotu
rovnu jednej, o stabilite, ¢i nestabilite pevného bodu nevieme rozhodnit len
na zaklade vlastnych cisel Jacobiho matice f. Vtedy je pre charakter pev-
ného bodu délezita reakcia ¢lenov vyssich rddov zobrazenia f na centralnej
variete.
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Sktimajme systém diferenénych rovnic

(xn-f—l’yn-i-l) == T(xnvyn)7 (15)
kde T : R2 — R2 ma4 tvar

T(z,y) = (ax + f(z,y),by + 9(z,9)), (1.6)

kde z, y, a, b € R, ‘a’ = 1, ‘b‘ <1 f, g€ C? af(0,0) - 9(070) = 0,
DF(0.0) = Dg(0,0) = 0.

Centralnou varietou nazyvame invariantnt varietu, ktorej dotykovym
priestorom v bode nula je vlastny priestor linearizécie zodpovedajtci vlast-
nym hodnotam s absolitnou hodnotou jedna. Presnejsie definujeme

Definicia 1. Funkcia h, h € C', h: R — R pre |x| < € sa nazjva centrdlna
varieta systému (1.5), ak

e je invariantnd, teda ak (xn,y,)" je riesenim systemu (1.5) s y1 =
h(x1)7 potom yp = h(xn) kgm |xn| <e.

e h(x) sa dotgka sa x-ovej osi v pocliatku suradnicovej sustavy, teda h
spliia
h(0) = 0, Rh'(0) = 0. (1.7)
Plati:

Veta 3. Pre systém (1.5) existuje centrdlna varieta h. Teda existuje € > 0
také, e existuje O funkcia h : R — R kde h(0) = h'(0) = 0 takd, Ze |z| < ¢
a (z1,y1) = T'(x, h(x)) implikuje y1 = h(z1)

Asymptotické spravanie sa systému (1.5) je uréené spravanim sa jeho
redukcie na centralnu varietu:

Unt1 = AUy + f(Up, h(uy)) (1.8)

Vztah medzi systémami (1.5) a (1.8) upresiiuje nasledujtca veta.

Veta 4.

(a) Nech je nula stabilngm (asymptoticky stabilnym, nestabilngm) pevnym
bodom (1.8). Potom je nula stabilnym (asymptoticky stabilnym, nesta-
bilnym) pevnym bodom systému (1.5).

(b) Nech je nula stabilngm (asymptoticky stabilngm, nestabilnym) pevnym
bodom systému (1.5) a (vpn,yn) Tiesenie (1.5) kde (zn,yn) st dosta-
to¢ne malé. Potom existuje riesenie uy, (1.8) také, Ze |z, —u,| < K"
a lyn — h(uy)| < KB" pre kazdé n. kde K a [ su kladné konstanty a
g <1
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1.2 Zmena stability v zavislosti od parametra

Najprv dokdzeme potrebné pomocné tvrdenie, ktoré vyuzijeme pri dokaze o
stabilite vSeobecného systému (1.9). Okrem toho ndm poskytne geometricka
predstavu o spravani sa vlastnych vektorov linearizacie v zavislosti od para-
metra v okoli jeho kritickej hodnoty, ktord je podstatou vysledku tvrdenia
dokazaného v zavere kapitoly. Zavereéna veta poskytuje vSeobecnejsiu ana-
lyzu charakteru pevného bodu dvojrozmerného systému diferen¢nych rovnic
v zavislosti od parametra.

Sktimajme vSeobecny systém:

() = (2) + a@(2) +a(). (1.9)
Yn+1 Yn Yn Yn

kde g = (g91,92)7 : R? — R? a A(a) € L(R? R?) ~ R**2, Nech navyse
plati: Nula je jednoduchou vlastnou hodnotou matice A(«) a dvondsobnou

vlastnou hodnotou A(0) a rank A(0) = 1. Z tychto predpokladov vieme zistit
nieco viac o matici A(«) a jej vlastnych vektoroch. Ozna¢me

Aa) = (al(o‘) “2(0‘)> : (1.10)

az(a) aq(a)

Predpokladajme, Ze a2(0) = ag(0) = 0. Potom a1(0), a4(0) st vlastnymi
hodnotami matice A(0) ¢ize plati a;(0) = a4(0) = 0, ¢o je v spore s predpo-
kladom rank A(0) = 1. Teda (a2(0),a3(0)) # (0,0). Bez Gjmy na vSeobec-
nosti mozme predpokladat as(0) # 0. Kedze A(«) je spojita funkcia a, tak
existuje €1 > 0 také, ze pre a < €1 je ag(a) # 0. Vlastny vektor w, matice
A(«) patriaci k vlastnej hodnote nula je jednoznac¢ne uréeny az na konstantu

7 rovnice )
w 0
Al ¢ = . 1.11
()= (o) @)

Z toho dostavame a;(a)w), + az(a)w? = 0 a kedze ag(a) # 0, tak
az(a)
= 1.12
=20, (112)

Analogicky druhy vlastny vektor v, prislichajaci k nenulovej vlastnej
hodnote A, matice A(a) musi vyhovovat rovnici

Va Va
A(2)-n (%) a1

Vo = g(aQ(O‘)> (1.14)

ay(a)

Z toho plynie
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Kedze ag(a) # 0, tak vlastné vektory w,, v, vieme jednoznacne nor-
malizovat nasledovnymi podmienkami: ||wa|| = [|[va]| =1 a wle; > 0, resp.
vle; > 0, kde (e1,ez) je Standardna baza v R2. Vlastné vektory teda uva-
zujeme jednotkové a leziace v polrovine {(z,y) € R? : 2 > 0}.

Nasledujuca lema analyzuje zévislost vlastnych vektorov matice A(«) od
parametra « v okoli jeho kritickej hodnoty.

Lema 5. Nech A(a) € L(R? R?) ~ R?*2 je hladkou funkciou parametra o
a nech plati:

o det A(a)) = 0 pre lubovolné «
o tr A(0) =0, Ltr A(0) #0

’ da

o rank A(0) =1

Potom existuje € > 0 také, Ze pre |a| < € plati: Nula je dvojndsobnou vlast-
nou hodnotou matice A(a) pre a = 0, jednoduchou vlastnou hodnotou pre
a # 0. Navyse A(0) md jeding vlastny vektor, ktory je spoloénou limitou
vlastnych vektorov wy, v, matice A(a) a wy, lezi v opacnej polrovine vzhla-
dom na v, pre a > 0 ako pre a < 0.

Wea
T Wo = Vo Vo
. —>
W,
Vo

Obr. 1.1: ”Prekrizenie” vlastnych vektorov pri prechode parametra « cez
nulu, vlavo situécia pre a < 0 idtace k nule, vpravo pre a > 0.

Dokaz. Kedze det A(«) = 0 pre [ubovolné «, tak A(«) je singuldrna. Z toho
vyplyva, ze nula je vlastnou hodnotou A(«) pre kazdé «. Druha vlastna
hodnota A\, matice A(«) je rovné stope matice A(«), ¢ize A\g = tr A(0) = 0.
Teda nula je dvojndsobnou vlastnou hodnotou A(0). Navyse kedze

d d
T = ot A(0) #0, (1.15)
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tak existuje g2 > 0 také, Ze nula je jednoduchou vlastnou hodnotou A(«)
pre |a| < g3, a # 0. Uz vieme, Ze existuje 1 > 0, Ze pre |a| < &1 plati (1.12)
a (1.14), kde &, ¢ € R vieme uréit z normaliza¢nych podmienok. Teda pre
|a| < & = min(eq,e2) plati

i

C ) om

Kedze A(«a) je spojitou funkciou a ag(a) # 0 je vlastny vektor wg = vg
matice A(0) skutoéne spolo¢nou limitou wy, ve. Oznaéme n, = wi taky
vektor, 7e ||na|| = 1 a nles > 0 (Poznamenajme, Ze kedze az(a) # 0, tak je
danymi podmienkami uréeny jednozna¢ne). Potom

o= 5+a2 )(Z;EZD (1.18)

Sledujme funkciu ®(a) = C(a)nlv,, kde

C(a) = 5 V(@ (@)? + @) (aa(@)? + ax(@)?) = 1 >0 (L19)

[[72aH vl

1
P(a) = C(a)ngva = m\\namva\\ COS ¢ = CoS ¢, (1.20)
Nellllva

kde ¢ je uhol, ktory zvieraju vektory ng, v, a
O(a) = C(a)ngva = (a1(a)az(a) + az(a)ag(a)) = az(a)tr (a) (1.21)

Plati ®(0) = 0 a navyse

d ®(«) B d as(«) d tr () B
da la=0 - (Oé) d2Oé a=0 + ag(Oé) d o a=0 N
_ aQ(O)d%‘)) £0. (1.22)

Tym dostavame, ze pre |a| < e funkcia ®(«a) = cos¢ meni pri prechode
cez nulu znamienko. Teda uhol medzi vektormi n, a v, sa pri prechode «
cez nulu meni z ostrého na tupy alebo naopak. A kedze n, L wq, tak we
lezi v opa¢nej polrovine vzhladom na v, pre a > 0 ako pre a < 0. O

Nasledujtuca veta podéava analyzu pevného bodu systému (1.9) v zavis-
losti od parametra «. Pri prechode parametra o cez kriticki hodnotu nula
sa meni nielen vlastna hodnota 1inearizécie systému Z menéej ako jedna na

.....

vodom zmeny celkoveho charakteru pevného bodu systému (1.9) je vysledok
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L

projekcia W

Obr. 1.2: Charakter pevného bodu pre a < 0

so)f

0 projekcia

Vo

Obr. 1.3: Charakter pevného bodu pre a > 0

predchadzajicej lemy. Vlastné vektory sa pri prechode o cez nulu ”krizuju”.
Kedze vsak kvadraticky ¢len nelinedrnej Casti zobrazenia je spojity, precho-
dom « cez nulu sa zmeni smer jeho reakcie na centralnej variete a tym sa z
atraktora systému (1.9) stane repelor.

Veta 6. Nech A(a) € L(R?,R?) ~ R**2 je hladkou funkciou parametra « a
nech plati:

(a) det A(a) = 0 pre lubovolné «,
(b) tr A(0) =0, “Ltr A(0) >0,
(c) rank A(0) = 1.

Nech g : R x R? = R? je C! a plati:

(d)
g(a,z) = [p(e)" z|Q(a)z + o(z?), (1.23)
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kde p(a) € R%, Q(a) = (q1(a), g2(a))T € L(R% R?) ~ R?*?2

(¢)
1

az(0)
Potom ezistuje ¢ > 0 také, Ze pre |a| < € je nula asymptoticky stabilngm

pevnygm bodom systému (1.9) pre o > 0 a asymptoticky stabilnym bodom
inverzného systému pre a < 0.

det (Quo wp) > 0, (1.24)

Dokaz. Z predchadzajucej vety vieme, Ze existuje € > 0 také, Ze pre |a] < ¢
je nula dvojnasobnou vlastnou hodnotou A(«), jednoduchou pre a v okoli
nuly a navyse nenulova vlastnd hodnota A, > 0 pre a > 0 a naopak.Plati

det(A(a) —0I) = det(I 4+ A(a) — 1) (1.25)
det(A(a) — A\oI) = det(I + A(a) — (Ao + 1)) (1.26)

A teda existuje £ > 0 také, Ze pre || < & je jedna dvojnésobnou
vlastnou hodnotou matice I + A(«) pre a = 0, jednoduchou pre o # 0 a
navySe pre druht vlastnt hodnotu p, matice I + A(a) plati 0 < po < 1
pre « < 0 a o > 0 pre a. Teda I + A(«) je regularna. A kedze Jacobiho
matica systému 1.9 v pevnom bode nula je prave I + A(«), tak z a > 0,
a < ¢’ priamo vyplyva nestabilita pevného bodu systému 1.9 a existencia
inverzného systému. KedZe vSak jedna z vlastnych hodnot Jacobiho matice
je rovna jednej, o stabilite (1.9) v pripade o < 0 a inverzného systému pre
a > 0 eSte nevieme rozhodnit. Stabilita, resp.nestabilita je zavislad od sta-
bility, resp. nestability redukovaného systému na centralnu varietu.

Transformaciou systému (1.9) pomocou matice vlastnych vektorov V' =

(wq Vo) do stradnic y = V !z dostdvame systém s diagonalizovanou line-
arnou castou

<;:::1) = <Tl:;;) + V_lA(a)V<sLZ) + V_lg<V (:{;)) (1.27)

V= (ws va)= ( az(a) "’2(0‘)> (1.28)

kde

a z toho

pio % (a4(a) —a2(0‘)> (1.29)
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Upravou dostavame (1.27) v tvare:

day(a dag ()
Upgl = Up+ ﬁgl(a, UpWe + Mpla) — mgz(a, UpWa + MpVq)
1)
Mpr1 = mp(l+ X))+ ﬁgl(a,unwa + Mpvy) +
das ()
— 7 nWay nVa 1.30
+a2(a))\agg(a,uw + mpva) (1.30)

Teoria redukcie na centralnu varietu zarucuje existenciu centrélnej va-
riety h : R — R pre systém (1.30) (¢ize plati h € C! a h(0) = h'(0) = 0).
Teda stabilita pevného bodu systému (1.30) pre A, < 0 je ekvivalentna
stabilite pevného bodu redukovaného systému:

_ 9
as(@)Aq

)
_ m”(m(a’ UnWe + h(tn)Ve) (1.31)

Uptl = Up + ag(a)g1 (o, upwe + h(un)va) —

Potom pre A\, < 0 asymptotickd stabilita pevného bodu systému (1.31)
implikuje asymptoticka stabilitu pevného bodu systému (1.9) a sta¢i ukazat,
Ze nula je asymptoticky stabilnym pevnym bodom (1.31) pre A\, < 0 a
nestabilnym pevnym bodom (1.31) pre A, > 0.
Kedze h(0) = h'(0) = 0, tak h(u,) = o(uy) a plati:
gi(Oé, UpWq + h(un)va) =
= |p(a)T(unwa + h(un)va)|gi(@) (unwa + h(un)va) + 0(“721)
= sgn (p(a)T(unwa + h(un)va))(unp(a)Twa + h(un)p(a)T
(unQi(a)Twa + h(un)Qi(a)TUQ) + O(U%)
= sgn (p(a)T(unwa + h(un)Ua))u%p(a)TwaQi(a)Twa + O(U%X1'32)

Voy)

Kedze ¢(0,wg) # 0 a g(a,w,) je spojitd funkcia a, tak existuje e > 0
také, Zze pre |a| < &1 plati g(o,ws) # 0. Teda taktiez p(a)Tw, # 0. A
kedze h(un) = o(uy), tak existuje d;(c) > 0 také, ze pre |u,| < 01(a) plati
sgn (p()T (upwe + h(un)va)) = sgn (unp(a) wey). A teda

3lp(c) " wal

e =t gy S a0 (0) 0, = () ) + )
Un + %ﬁ‘)yunyun +wlup), (1.33)
kde
K(0) = —slplo)wal(Ga(a). ~bos(a))” Qa)un =
= L det (jp(a) walQ(a)wa va) (1.34)

as(a)
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aw(u,) = o(u2). Ako neskor presnejsie formulujeme, kedze w(uy,) je vyssieho
radu ako ostatné ¢leny v (1.33), moézeme w(uy,) pre dostato¢ne malé u,, za-
nedbat. KIucovym pre asysmptoticka stabilitu nuly teda je znamienko K (c).

Obr. 1.4: Geometricky pohlad na asymptoticki stabilitu pevného bodu sys-
tému (1.9)

Geometrickou interpretaciou sa dostaneme k rovnakému vysledku. D6-
lezité pre stabilitu systému (1.9) pre A, < 0 je projekcia ¢lena najnizsieho
radu g(a, wy), t.j. [p(a)Twe|Q(a)ws na w, podla v,. Oznaéme n, = vi
taky vektor, ze nLw, > 0 (obr. 1.4). Potom

o

m(a4(a), —ag(a))T. (1.35)

Ng =
Aby bol pevny bod systému (1.9) atraktorom, musi g(«, w, ), presnejsie jeho
¢leny najnizsieho radu, t.j. |p(a)Tw.|Q(a)w, lezat v polrovine (obr. 1.4)
urcenej podmienkou

né[p(a) we|Q(a)ws < 0. (1.36)
Teda musi platif prave
Ip(0) ol (5, (2)qy () — Baa(@)aa(e) ) < 0. (137)
as(@)Aq

Kedze K () je spojitou funkciou o a K(0) > 0, tak existuje e > 0 také,
Ze pre |a| < e plati K(a) > 0 . A teda existuje d2(c) > 0 také, ze pre
n] < 83(0) e [w(tn)] < [n2K (@) /2/Aa] & navySe aj u K (@)/Ae > 1.
Z toho pre @ < 0 (teda A\, < 0), || < min(er,e2) a |uy| < min(dq,da)
dostavame, Ze plati:
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Ko K(a
il =+ )+ )] < 11+ 2 ] o)
K(o), . K@) K(o)
< 1 — < 14+ —=
< funl+ E )+ Z < 1+ 5 )
K(o)
(1= Gy onl) < o (1.38)

Analogicky pre a > 0 (teda Ay, > 0), || < min(e,e2) a|u,| < min(dy, d2)
plati:

K(a) K(a)

[untal = Jun(l+ == lun) + wlun)] 2 |un|[l + == |un[| = |w(un)]
K(a) K(@),
> 14+ ——= — >
> Jual(1 4+ 552 unl) = 5l 2
K
> Jun|(1 + 2i‘)‘)|%|)>|un|. (1.39)

Z toho uz priamo vyplyva pre || < min(e1,e2) asymptotickd stabilita
pevného bodu systému (1.31) pre @ < 0 a nestabilita pre a > 0. Teda
pre |a| < e = min(¢’,e1,£2) je nula asymptoticky stabilnym pevnym bo-
dom (1.9) pre o < 0 a asymptoticky stabilnym pevnym bodom inverzného
systému pre o > 0.



Kapitola 2

Pripad a > 1

V tejto kapitole prejdeme od $tiadia vSeobecnych systémov spit ku konkrét-
nemu systému
)—i—

Tn+l = Gl(xnvyn) =Tn+ ayn(l - ‘.%'n‘ - b(L‘n’(L'n’

Yn+1 = Gl (xnvyn) = +ayn(1 - ‘.’I,'n’)+ - b(L‘n’(L'n’ (21)

ktory je transforméciou modelu odchylky od rovnovazneho vymenného kurzu
(Bodovd, 2004 [2]) spominaného v uvode.

7 vety 1 z prvej kapitoly vieme, Ze nula je asymptoticky stabilnym pev-
nym bodom systému (2.1) pre a < 1, a nestabilnym pevnym bodom pre
a > 1. Numerické simulédcie v8ak ukazujl, Ze mé vyznam sktimat trajek-
térie (2.1) aj pre a > 1. Indikuju, ze trajektérie bodov v okoli nuly st
ohrani¢ené a konverguju k invariantnej mnozine. Kedze G je na mnozine
X = {(z,y) € R%: |z| < 1} homeomorfizmus, v prvej ¢asti uvedieme vlast-
nosti homeomorfizmov, ktoré budeme dalej potrebovat. Nésledne ukézeme
ohranic¢enost trajektodrii pre konkrétne hodnoty parametrov a v druhej casti
odvodime vlastnosti invariantnej mnoziny. Pouzitim Riemannovej vety a vy-
sledkov na nu navizujucich definujeme na nej rotacné ¢islo.

2.1 Zakladné vlastnosti homeomorfizmu

V dalsich castiach prace budeme pracovat so zobrazenim G z(Zenym na

oblast X = {(x,y) € R?: || < 1}, kde G = f, f = (f1, f2) : R? — R?
filzy) = z+ay(l —|z]) - blz|z, (2.2)
folayy) = ay(1— o) — blafa.

Navyse G, teda aj f je na X homeomorfizmus (Bodovd, 2004 [2]). Ako ne-
skor uvidime, tato vlastnost zobrazenia bude klicova. V tejto asti uvedieme
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zékladné vlastnosti homeomorfizmov, ktoré budeme v dalSich dokazoch po-
trebovat. Dokaz nizSie uvedenej vety sa nachidza v diplomovej praci Bodovd

(2004) [2].

Definicia 2. Zobrazenie G : X — Y, kde X C R%, Y C R? sa nazjva
homeomorfizmus, ak existuje k nemu inverzné zobrazenie G=' a G aj G~!
st spojite.

Veta 7. Nech f : X — Y, kde X C R?2, Y C R?, X a Y kompaktné, je
homeomorfizmus. Potom plati:

1) O C X je otvorend < f(O) CY je otvorend;

2) K C X je kompaktnd < f(K) CY je kompaktnd;

(1)
(2)
(3) O C X je otvorend a suvisla < f(O) CY je otvorend a stvisld;
(4) 2e X\0X & f(x) CY \OY;

(5)

5

2.2 Ohranicenost trajektdrii

Numerické simulécie naznac¢uju, ze v pripade, ked je pevny bod nestabilny
(t.j. @ > 1), st trajektdrie bodov dostato¢ne blizko k pociatku ohranicené,
a konverguju k invariantnej mnozine, ktorad lezi v oblasti, kde je G home-
omorfizmus. Existenciou a vlastnostami invariantnej mnoziny sa budeme
zaoberat v dalSich ¢astiach préce.

V tejto casti dokdZeme ohrani¢enost trajektorii pre konkrétne hodnoty
parametrov a a b. Ukézeme, ze pre a = 1.1, b = 1.2 existuje P C X taka, ze
G(P) C P, z ¢oho priamo plynie, Ze rieSenie systému (2.1) pre pociatoéné
stavy v P je ohrani¢ené. Presnejsie, ukdzeme, ze uvedené podmienky spliia
oblast ohrani¢end desatuholnikom ApA; ... Ag, kde

Ao = (0,0.4) As = (0,-0.4)
= (0.45,0.45) Ag = (—0.45, —0.45)
= (0.55,0.35) A7 = (—0.55,—0.35)
A3_(05,0) Ag = (—0.5,0)
Ay = (0.4, -0.3) Ag = (—0.4,0.3)

Veta 8 (O ohranicenosti trajektorii). Pre a = 1.1, b = 1.2 ezistuje
oblast P C X s vlastnostou G(P) C G.
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0.5 T T T T T A T
Ap 1

04 1 f(Ao) A ]
03 | Ag 2

0.2 B
0.1 | 1

_01 - -

-02 + i
-03 f(A4) -

oa | N7 f% Ay .
As

_05 1 1 1

Obr. 2.1: Desatuholnik 0P a f(OP N{(x,y) : x > 0})

Dokaz. Nech P je oblast ohrani¢end desatuholnikom AgAj ... Ag. UkdZeme,
7e P spliia podmienky vety. KedZe P C X}, mozeme namiesto G uvazo-
vat zobrazenie f definované predpisom (2.2)—(2.3). Pripometime, ze f je
na P homeomorfizmus. DokéZzeme, Ze existuje z € OP : f(x) € P\ 0P
a f(OP) N OP = (). Podla bodu (5) vety 7 je f(P) = f(OP) a spolu s
£(0,0) = (0,0) a bodom (2) vety 7 z uvedeného priamo vyplyva f(P) C P.

Nahliadnime, 7e f(A4;) € P\ OP pre Iubovolné i. Teda z € OP : f(x) €
P\ OP skutoc¢ne existuje. Kedze P je stredovo simerna oblast a f je neparne
zobrazenie, sta¢i sledovat f na {(z,y) € R? : 0 < x < 1}. Tam plati:

filz,y) = z+ay(l —z)— ba? (2.4)
fo(z,y) = a(l—xz)— bz,
Transforméciou stradnic do (m,n) = (z — y,y) dostaneme zobrazenie vo
vhodnejSom tvare:
E=gi(lmn) = m+n (2.6)
n=ga(m,n) = an(l— (m+n))—b(m+n)? (2.7)

z ¢oho sa uz lahko da vyjadrit inverzné zobrazenie ku g = (g1, g2):

RS
a9
B n + bg?

Pomocou (2.8) vieme zistit, ¢o je obrazom usecky A;_1A; danej rovnicou
m = ¢ — (1 4+ d)n (v stradniciach (x,y) tomu zodpovedd =z = ¢ — dy).
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Dosadenim za m, n z (2.8) a tpravou dostévame:

a

b 2
(1- 258 -2

(14 )¢ + %5. (2.9)

SRS

77 =
Ozna¢me (m;,n;), (u;, v;) saradnice bodu A;, resp. f(A;) v siradnicovom
systéme (m,n) (t.j. A; = (mi,n;) a f(4;) = (4, v4)). Potom obrazom tsecky

€ 1
n = ——m
145 14467

(2.10)
kde m € [m;_1,m;], je usek paraboly (2.9) pre £ € [p;—1, -

Treba dokazat, ze f(OP)NOP = (). Avsak kedZze P je stredovo simerna
a f je na P nepérna, stac¢i sledovat f na mnozine X = {(z,y) : * > 0}, teda
staci ukazat f(OP N X)NJP = (. Toto urobime v piatich krokoch, kde v
i-tom kroku dokéZeme, ze

FA_IA)NOP =0,  i={1,23,4,5}. (2.11)

Vseobecne je f(A;—1,A4;) v stradnicovom systéme (m,n) tsek para-
boly (2.9) na intervale [u;—1,p;]. V i-tom kroku dokazu treba overit, Ze
f(AiflaAi) N AjflAj =10 pre j € {1,2, ce 10} Kedze f(Az) eP \ 0P, tak
pre j také, ze [pi—1, pt;] N [m;—1,m;] je prazdna mnozina, alebo jediny bod,
je to zrejmé. Staci si v§imaft tie j, pre ktoré je vnutro uvedeného prieniku
neprazdne.

A;_1A; je v sturadnicovom systéme (m,n) urcend rovnicou

€ 1
I VAR B 2.12
n ;(m) 45 1+ 6jm (2.12)
na [mj_1,m;]. f(Ai—1A4;) je v stradniciach (m,n) dana
_ L R R A R S
n = K;(m)= 5, (1 aél)m 5, (I+e&)m+ 51‘61 (2.13)

na [fi—1, -

Oznacéme R; = {j : I;; ma vnutorny bod}. Potom v i-tom kroku dokazu
treba overit, Ze pre kazdé j € R; nemaju grafy funkcii K;(m), L;j(m) na
I;; spolo¢ny bod, resp. ze nulové body funkcie K;(m) — L;(m) lezia mimo
intervalu I;;. Kedze K;(m) — L;j(m) je kvadraticka funkcia, jej nulové body
sa daju explicitne vyjadrit:

1+e, 1 .
a 0; L= 1+5j == DZ]

2(a5% —b)

T12 = (2.14)
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Obr. 2.2: Situacia sgn(M;(m) — L;j(m)) # sgn(a/é; — b). Priebeh funkcie
K; — L;j na intervale I;;

1+4¢; 1

D.: — 2 _Yplg= — =

) (2.15)

Ozna¢me n = M;(m) rovnicu popisujicu usecku f(A4;—1)f(A;). V8im-
nime si teraz podrobnejsie funkcie n = M;(m)—L;(m) an = K;(m)—L;(m)
a suvis medzi nimi. KedZe P je konvexna oblast a navyse pre Tubovolné 7
plati f(4;) € P\OP, tak f(A;—1)f(A4i) N A;j_1A; = 0 pre Iubovolné i, j.
Teda n = M;(m) — L;(m) je linedrna a na I;; sa jej znamienko nemeni.
Funkcia n = K;(m) — Lj(m) je kvadratickd a o jej konvexnosti rozhoduje
koeficient pri kvadratickom ¢lene (a/d; — b). Z konstrukcie M;(m) vyplyva,
ze K;(m) = M;(m) pre m € {p;—1, p; }-

To znamend, ze ak a/d; —b < 0 (t.j. n = K;(m) je konkdvna a lezi na
I;; nad grafom n = M;(m)) a sgn(M;(m) — Lj(m)) > 0 a (obr. 2.2) (t.].
graf n = M;(m) lezi na I;; nad grafom n = L;(m)), potom na I;; plati
K;(m) — Lj(m) > M;(m) — Lj(m) > 0. A teda K; nema prienik s L; na I;;.
Analogicky v pripade sgn(M;(m) — Lj(m)) < 0 a a/d; — b > 0 dostaneme,
ze K;(m) — L;j(m) nemé nulovy bod na I;;.

Oznacéme S; = {j € R; : sgn(M;(m) — L;(m)) = sgn(a/d; —b)}. Z uve-
dého vyplyva, Ze sa sta¢i zaoberat takymi dvojicami (i, j), pre ktoré j € S,
v tych pripadoch totiZz nevieme vSeobecne vylucit mozny prienik K; s L; na
Iij (ObI‘. 23)

Jednotlivé parametre ¢;, 9;, takisto aj stradnice bodov 4;, f(A;) v st-
radnicovom systéme (m, n) a I;;, R; sa daji explicitne vyjadrit z pévodnych
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m

Obr. 2.3: Situacia sgn(M;(m) — L;(m)) =sgn(a/d; —b) pre rdzne K;. Priebeh
funkcie Kz — Lj na Iz’j

sauradnic A;, f(A4;) v suradnicovom systéme (x,y). Takisto vieme urcit ;.
KedZe tieto numerické vypocty st pomerne rozsiahle, s uvedené v prilohe
A. S tymito tdajmi uz mozme pristupit k zaveru dokazu.

(1) f(AoA1): S1 = {2,3}. Podrobnejsie treba ukazat, ze f(ApAi) nema
prienik

(a) S A1A2 na 1121

14¢ 1 5 a €1 €2
Dy = _ a2 e - _
2 (a 01 1+52) 01 )(a51 1+(52)
1.5944
- .= . 2.1
81 <0 (2.16)
(b) a s A2A3 na 113.
1+€1 1 2 a 61 83
13 (a 01 1+(53) ((51 )(a51 1+(53)
109.2384
= = —— 2.1
2916 <0 (2.17)

(2) f(A1A2): S = {3,4}. Overit ostava, ze neexistuje prienik f(A;As2)

(a) s Ay A3 na Ir3 = [0.45,0.5]. Treba dokazat, Ze nulové body kvad-
ratickej funkcie

1+ &9 B 1 a5_2 €3
52 1+(53

) (2.18)
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lezia mimo I3. Vrchol paraboly Ky — L3 je v bode m34, kde

14e2 1

a — 5.54

* 0o 1+93
=—= 9 —...=———<0<045 2.19
e T E g <0<045  (219)
teda mimo I3 = [0.45;0.5]. CiZe funkcia je na I3 monoténna
a staci overif, Ze ma v krajnych bodoch intervalu rovnaké zna-

mienko.
5.54 2.44 0.1745
—0.10.45% — 5 04+ —— = ——— <0 (2.20)
5.54 2.44 0.48

—0.10.5% — — 05+ = ——— <0 (220

(b) s AsA4 na Iy = [0.5,0.55]. Treba dokazaft, ze nulové body kvad-
ratickej funkcie

a 1+4+¢9 1 ) €4
— —b)ym? — — — 2.22
(& -t — (@ 22— s 02— ) @)
lezia mimo Iy4 = [0.5;0.55]. Vrchol paraboly Ko — Ly je v bode
mi,, kde
1+eo 1
a - 0.59
* 0o 1404
_ — =22 0 <05 2.23
Moy 2(% — b) 0.2 < < ) ( )

teda mimo Io4 a funkcia je na Iy monoténna.Treba uz len overit,
ze mé v krajnych bodoch intervalu rovnaké znamienko.

—0.10.5% — 0.590.45 +0.24 = —0.08 <0 (2.24)
—0.10.55% — 0.590.5 +0.24 = —0.11475<0  (2.25)

(3) f(A243): S5 = {4} a teda treba dokazat, ze f(AzAs3) nema prienik

(a) s A3A4 na I34. Treba dokazat, ze nulové body kvadratickej funkcie

a 1+e3 1 €3 €4
— —b)m? — — - 2.26
(5 =t = (@2 - gm0 - ) ae)
lezia mimo Iy4 = [0.5;0.55]. Vrchol paraboly K3 — Ly je v bode
may, kde
14e3 1
a - 13.05
mi, = —o_ IHh > 0.7 > 0.5, (2.27)

202 -0 178
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teda mimo I34 a funkcia je na I3y monoténna.Treba uz len overit,
ze mé v krajnych bodoch intervalu rovnaké znamienko.

—8.90.52 +13.050.45 —4.6 = —0.3<0 (2.28)
~8.90.55% + 13.050.5 —4.6 = —0.11475 <0 (2.29)

(4) f(A3A4): Sy = {3} a staci overif, Ze neexistuje prienik f(A3A44) s

(a) A2As na Iy3. KedZe determinant funkcie

1+e3 1 9 a €3 €4
D — — — _— = b _— = g
43 (a 03 1+ 04 (53 )(a53 1+54)
100.31
- = 0. 2.30
6 < (2.30)

je zaporny, funkcia neméa nulové body.
(5) f(A4A4s5): S5 = {2,3}. Dokazat treba, ze f(A4As5) nema prienik

(a) S A1A2 na I52

1+e5 1 9 a €5 €9
D = — — 4 _— = _— = g
b2 (a 05 1+(52) (55 b)(a55 1+(52)
— .= 3774775 < 0. (2.31)
(b) a s A2A3 na I53 .
1+¢5 1 9 a €5 €3
Dsy = - 4 e - -
53 (CL 55 1 n 53) (65 )(a’55 1 n 53)
89.8919
- = 0. 2.32
6 < (2.32)
Teda f(OP) C P\ OP az toho f(P)C P O

Poznamka 1. Kedze G je homeomorfizmus, tak zo spojitosti dostdvame, Ze
G(P) C P aj v urcitom okoli bodu a = 1.1, b =1.2.

Poznamka 2. Analogicky dokaz vieme previest pre a = 1. b = 1.3 a oblast
ohranicent desatuholnikom.

Ag = (0,0.3) As = — Ao
A; = (0.4,0.35) Ag = —A;
Ay = (0.45,0.05) Ar = — Ay
Az = (0.35,—0.15) Ag = —A;
Ay = (0.23,-0.23) Ag = —Ay
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2.3 Vlastnosti invariantnej mnoziny

Ako uz bolo spomenuté v predchadzajicej ¢asti, numerické simulacie indi-
kuju, Ze trajektdrie bodov konverguju k invariantnej mnozine (obr. 2.3). V
tejto Casti nadviazeme na vysledok z diplomovej prace (Bodova,2004 [2])
o existencii monoténnej postupnosti uzavretych kriviek:

04 T T T . T
e T \.’\.
02 r o - e \ 4
/'. 1
./.' ..
j' '!
Oy !.' Y i
. ./'
i e
-0.2F i Pt -
v =T
_04 L L L L L
-04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Obr. 2.4: Invariantnd mnozina pre a = 1.3, b=1

Veta 9. Nech G je definované (2.1). Potom eristuje postupnost K; € R?,
kde K;11 = G(K;) takd, Ze K; je suvisld, kompaktnd a plati:

(1) OK,; je homeomorfnd s kruznicou
(2) 0K; N 8Ki+1 =
(3) K; C Ki+1

pre kaZdé i € R kym K; C {(z,y) € R? : || < 1}.

Pre konkrétne hodnoty parametrov a, b sme ukazali, ze existuje P C
X = {(z,y) € R? : |z|] < 1} C R? takd, ze G(P) C P, kde G je uréené
(2.1). Kedze G je na X homeomorfizmus, spolu s predchddzajicou vetou
dostéavame, ze K =J;2; K; C P.

Poznamenajme, ze Bodovd (2004) [2] dokézala, ze 0K = 9] K;, ktort
nazgyvame invariantnd mnozina, je naozaj mnozinou w-limitnych bodov zo-
brazenia G a na zaklade vety uvedenej v Robinson (1995)[13], pp. 23 je
skutocne invariantné.
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V tejto casti sa budeme zaoberat mnozinou K a jej vlastnostami. Pozna-
menajme, ¢ 0 K mozeme hovorif len pre konkrétne hodnoty parametrov
a, b, pre ktoré mame dokazany vysledok o ohranicenosti trajektérii. Najprv
dokézeme niekolko pomocnych tvrdeni, ktoré ndm pomozu odvodit, ze K je
jednoducho suvisléd. Tento vysledok je dolezity, lebo ndm umozni aplikovat
Riemannovu vetu o mapéch, ¢im ukézeme, ze existuje bijektivne a holo-
morfné zobrazenie, ktoré K zobrazi na jednotkovy disk.

Najprv definujeme pojmy, ktoré v tejto ¢asti budeme potrebovat.

Definicia 3. MnoZina S sa nazyva nesuvisld, ak existuju dve disjunkiné
otvorené mnoziny U, V take, Ze plati:

(o) UUV DS,
(b) UNS, VNS si neprazdne.

Definicia 4. MnoZina S sa nazyva suvisld, ak nie je nesuvisld.

Definicia 5. Nech S € R? je otvorend. Potom S je jednoducho sivisld prdve
vtedy, ked S aj komplement S v Riemannovej sfére si suvislé.

KedZe sa v tejto Casti zaoberdme len podmnozinami P, kde P C X =
{(z,y,) € R?: |z| < 1,|y| < 1}, tak za priestor mdZeme povazovat mnozinu
X. Potom lubovolnd podmnozina P je jednoducho sivisla, ak je stvisla a
aj jej komplement v X je suvisly.

Najprv ukdzeme, ze K je otvorené. Vieme, Ze spocitatelné zjednotenie
otvorenych mnozin je otvorend mnozina. Najdeme teda postupnost otvore-
nych mnozin, ktorych zjednotenim dostaneme K. K; st sice uzavreté, ale

. 3 v 17 - s~ v oo
L; = K; \ 0K je otvorena pre kazdé i. Ukdzeme, ze K = J;2; L;.

Veta 10. Nech L =J;2, L;. Potom L=K.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze L # K. KedZze L; C K;, tak L =
U2, Li c U2, K; = K. Teda existuje « € K také, ze ¢ L (a teda = ¢ L;
pre kazdé 7). Potom existuje najmensie j také, ze v € K;. Z x ¢ L; vyplyva
x € 8KJ Kedze Kj+1 D) KJ’, tak = € Kj+1. Kedze z Q_f Lj+1, tak x € aKj+1.
Z toho 0K; N0K11 # 0 a dostavame spor. Teda | J;2; L; = K. O

Veta 11. L; je jednoducho stuvisla pre kazdé 1.
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Dokaz. Najprv dokadzeme, ze L; je suvisla pre kazdé i. Sporom. Uvazujme
najmensie i také, Ze L; nie je stvisld. Cize L;_1 je stvisla a existuju dis-
junktné otvorené U;, V; také, ze U;UV; O L;, U;NL;, V;N L; s neprazdne. f
je na mnozine X homeomorfizmus, teda z vety 7 vyplyva f(0K;_1) = 0K;.
Z toho dostavame f(L;—1) = L;. Navyse existujt U;_y = f~1(U;), Vj_1 =
F7YV;), kde Uj_1, Vj_1 st neprazdne, disjunktné a otvorené (z vety 7) a
plati:

Uj1UVjr = fHO) U FHV) = f7HU;0V5) 2 fH(Ly) = Li—1 (2:33)
Teda L;_q nie je stvisld a dostavame spor.

DokéaZzeme sporom, Ze L; je jednoducho stuvisla pre kazdé i. Kedze L; C
P C X, kde z = {(z,y) € R? : |z| < 1}, tak sta¢i uvazovat ako priestor
mnozinu X, t.j. mnozinu, na ktorej je f homeomorfizmus. Z konstrukcie K;
vyplyva, Ze L; je jednoducho stvisld (K7 je oblast ohrani¢en4 elipsou). Nech
M = {i; L; nie je jednoducho suvisla } je neprazdna a j je jej minimélny
prvok. Ozna¢me S; = X \ L;. Potom kedZe L; je stvisla, tak S; je nestvisla,
teda existuji disjunktné otvorené mnoziny Uj;, V; také, ze U; UV; 2 S; a
U;NSj, V; N S; st neprazdne. Kedze f je na X homeomorfizmus, moézme
definovat U;_1 = £ 1(U;), Vj—1 = f~1(V;). Kedze f~1(0K;) = 0K,_1, tak
navyse plati Sj_1 = f~1(S;). Potom z vety 7 vyplyva, ze U;_1, V;_1 st
otvorené, disjunktné a plati:

Ui UV = f 1 U) U (V) = fF7HU;uV;) 2 F7H(8)) = i1 (2:34)

NavySe U;_1NSj_1 = f_l(Uj)ﬂf_l(Sj) = f_l(UjﬂSj), c¢ize U;_1NSj1
a analogicky V;_1 N S;_1 st neprazdne. Z toho plynie, Ze S;_1 je nestvisla,
a teda L;_1 nie je jednoducho suvisla a dostavame sa k sporu. O

Veta 12. K je suvisld.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze K je nestvisla. Teda z definicie existujt
disjunktné a otvorené mnoziny U, V také, 22 UUV D K aUNK, VNK
st neprazdne. K je suvisld a kedze K; C |J;2; K; = K CU UV, tak jedna
z mnozin U N K1, V N K je prdzdna. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to
U. Kedze U N K je neprazdna, tak existuje x € U N K. Teda x € K a kedze
K = J;2, K;, tak existuje najmensie j také, ze x € K. Cize x € K;nNU a
z toho K; NU # (. Avak K; C Kj ateda K; NV 2 K1 NV # (). Z toho
dostavame, Ze K; je nesuvisla, ¢o je v spore s tym, Ze K; je suvisla pre kazdé
i. Teda K je suvisla. O

Veta 13. K je jednoducho suvisld.
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Dokaz. Kedze L; C P C X, sta¢i uvazovaf ako priestor mnozinu X, t.j.
mnozinu, na ktorej je f homeomorfizmus. Sporom. Predpokladajme, ze K
nie je jednoducho stvisla.

Potom zo suvislosti K dostavame, ze

S:X\K:X\GLi:ﬁ(X\Li):ﬁSi (2.35)
=1 i=1 i=1

nie je savisla. Cize existuju disjunktné a otvorené mmnoziny U, V také Ze
UNV 2>SaUns, VNS saneprazdne. Oznaéme T; = S; \ (UUV). Kedze
L;, U, V st otvorené, tak T; je uzavreta. Navyse kedze S; je suvisld, tak T;
je neprazdna. Plati T;y; C T;. Kedze K;11 D K; a 0K;11 NOK; = (), tak
0K, NOK; =0 pre i # j. Teda T = (2, T; je neprazdna a plati:

T = ﬁTi: ﬁ(Si\(UUV)) - GSi\(UUV) =S\ (UUV) #0. (2.36)
i=1 i=1 =1

Tym sme dostali spor s predpokladom U UV D S, teda S je stvisla a K je
jednoducho suvislé. O

2.4 Riemannova veta

Riemannova veta sama o sebe poskytuje dodlezité tvrdenie v komplexnej
analyze. Zarucuje, ze lubovolnd otvorend a jednoducho suvislda podmnozina
komplexnej roviny (okrem celej C ) sa da bijektivne a holomorfne zobrazit
na jednotkovy disk. Toto tvrdenie je do znac¢nej miery prekvapivé, kedze
jednoducho suvislé mnoziny v C mozu byt komplikované, napr. ich hranicou
moze byt v ziadnom bode nediferencovatelna krivka nekoneénej dlzky, aj
ked mnozina sama o sebe je ohrani¢ena. Skutoé¢nost, Ze takdto mnoZina sa
d& bijektivnou a uhly zachovavajicou funkciou zobrazit na jednotkovy disk
vobec nie je intuitivna.

Veta 14 (Riemannova). Nech U C C = R? je otvorend a jednoducho
suvisld. Potom existuje bijektivne holomorfné zobrazenie h : U — D, kde D
je otvoreny jednotkovy disk.

KedZe h je bijektivne a holomorné, h je konformné zobrazenie, a teda
aj uhol zachovavajace. Intuitivne povedané, také zobrazenie zachova tvar
dostatoéne malého vzoru, len jeho otocenim, alebo natiahnutim.

Dodajme eSte, ze f je v podstate jednoznacénd : ak z € U a ¢ je lu-
bovolny uhol, potom existuje jediné zobrazenie h spliiajice vyssie uvedené
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podmienky s dopliiujicou vlastnostou: h(z) = 0 a argument derivéicie h v
bode z je rovny ¢.

V nasom pripade Riemannova veta zarucuje existenciu konformného zo-
brazenia h : K — D, teda implikuje, ze K je homeomorfna s jednotkovym
diskom. Toto je kluc¢ové pre zavedenie tedrie rotacného ¢isla f na OK. Aj
ked numerické simulacie naznacuju, ze 0K je homeomorfné kruznici, v sku-
to¢nosti to nemusi byt pravda. Body 0K mozeme rozlisif na dosiahnutelné
(cestou z vnutra K) a nedosiahnutelné. Pre orientaciu zachovavajici home-
omorfizmus G maju dosiahnutelné body 0K dobre definované rota¢né ¢islo.
Vysledky nadvizujice na Riemannovu vetu o zobrazeni( Alligood, York 1992
[1], Collingwood, Lohwater 1966 [6]) umoziuji definovat rotacné ¢islo ho-
meomorfizmu G na 0K nasledovne.

Caratheodory (1913) [4] zarucuje existenciu kompaktifikdcie K* mnoziny
K takej, Ze homeomorfizmus h : K — D sa d4 rozsirit na K*. Oznac¢me h*
roziirenie h na K*. Zobrazenie G = h* o G o (h*)~! je orientaciu zacho-
vavajici homeomorfizmus D\ D — D\ D a teda ma rotané é&slo p(G).

Definujeme p(G) = p(G).

Ostéva otvorend otazka, ¢i je G definované v nasom pripade (2.1) orien-
taciu zachovavajiuce. Numerické simulacie to naznacuji, na dokaze momen-
talne pracujeme. Problémom rota¢ného ¢isla ako funkcie parametra navyse
je, Ze nie je jasna zavislost kompaktifikdcie od parametra.



Kapitola 3
Rotacné ¢islo

V tejto kapitole predstavujeme zaklady tedrie okolo pojmu rota¢ného dcisla.
Rotacné cislo je invariantna charakteristika orientaciu zachovavajiaceho zo-
brazenia f z kruznice na kruznicu, ktora postihuje kvalitativne znaky zobra-
zenia. Inymi slovami, podstatu dynamiky trajektdrie iteracii f vieme uchopit
jedinym c¢islom. Rotacné ¢islo takisto zachytéva existenciu periodickych bo-
dov zobrazenia.

V prvej casti definujeme pojem rotacného ¢isla pomocou liftu zobraze-
nia f (Hale, Kogak 1991 [10]) a uvddzame jeho vlastnosti. Predstavujeme
alternativnu definiciu (Guckenheimer, Holmes 1983 [9]), ktora nadm umozni
z iného pohladu porozumiet jeho invariantnosti. V druhej ¢asti sa zaoberame
rota¢nym ¢islom zobrazenia zavisl7m na parametri ako funkciou daného pa-
rametra. Uvadzame typické znaky a vlastnosti tychto funkcii.

3.1 Definicia rota¢ného disla

Definicia 6. Nech f : S' — S je homeomorfizmus kruznice. Homeomor-
fizmus F : R — R je liftom zobrazenia f, ak plati f(e2™0) = ¢2>miF(0),

Podotknime, Ze F' nie je urcené jednoznacne, avSak ak F aj G su liftom
f, tak F' = G + n pre nejaké n € Z. Pomocou liftu f vieme jednoducho ob-
jasnif aj pojem orienticiu zachovavajici homeomorfizmus. f je orientdciu
zachovavajuci homeomorfizmus, ak F' je neklesajuca.

Pomocou liftu F' mézeme definovat rotacné ¢islo f.

Definicia 7. Nech f je orientdciu zachovdvajici homeomorfizmus a F jeho
lift. Oznacme

Frt) —t
po(F,t) = lim L

n— oo n

(3.1)

Cislo
p(f) = po(F,t) (mod 1) (3:2)
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nazyvame rotacné c¢islo zobrazenia f.

Geometricky mozeme p(f) vnimat ako priemerny uhol otocenia bodu ¢
na kruznici iteraciou f. Ako definicia navodzuje, p(f) je invariant zobrazenia
f a ako uvidime neskoér, popisuje jeho zékladné kvalitativne ¢rty. Zakladné
vlastnosti rotacného ¢isla zhftia nasledovna veta.

Veta 15. Nech S je orientdciu zachovdvajici homeomorfizmus s liftom F.
Potom

(1) limita definugica po(F,t) existuje a je nezdvisld od t € R,
(2) p(f) nezavisi od volby F a

(3) p(f) je spojitd v f.

Do akej miery zachytéva p(f) dynamiku trajektérii bodov ndm predstavi
nasledujtca veta. Racionalita rota¢ného ¢isla totiz tizko stvisi s existenciou
periodickych bodov zobrazenia f.

Veta 16. p(f) € Q & f md periodicky bod. Presnejsie p(f) = p/q, kde p/q
je v normalizovanom tvare, prdave vtedy ked f md periodicky bod periddy p.

3.1.1 Alternativna definicia

Rotacné ¢islo mozeme definovat plne inym sposobom, ktory je vSak vyssie
nacrtnutému ekvivalentny. Alternativna definicia nm umozZni z inej strany
uchopit pojem rotacného ¢isla a jeho jednoznacnost. Neskor pomocou nej
budeme simulovat rotac¢né ¢islo G.

Ozna¢me S! jednotkovii kruznicu a uvazujme homeomorfizmus f : S —
S'. S' ynimame ako mnozinu {e?™}, kde 6 uvazujeme ( mod 1). Dolezi-
tym predpokladom je vlastnost zachovania orientdcie. Na S' mame orien-
taciu, ktort by f malo zachovavat. Mozme formulovat nasledovne: Nech
f : S' — 8! je orientaciu zachovavajtci difeomorfizmus a z < y < z
v zmysle orienticie S. Potom f(z) < f(y) < f(z). Tato poziadavka za-
chovania orientacie znac¢ne ovplyviiuje dynamiku zobrazenia na kruznici, asi
do tej miery, ze f mé asymptoticky ”skoro” rovnaki dynamiku ako pevné
otocenie R, definované predpisom R, = 0 + «.

Nech f: S! — 8! je orientaciu zachovavajiici difeomorfizmus a zvolme
orientaciu S'. Zvolme Iubovolny bod = € S! a rozdelme S' na dva obliky
Io = [z, f(x)) a I1[f (), 7). Pre lubovolny bod y € S!, definujme

1 ) )
py(f) = lim E(poéet prvkov mnoziny {f*(y)|0 <i<nA f'(y) € Ip}).
(3.3)
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trajektorie y, ktoré lezia v Iy. Zaujimavé si vlastnosti takto definovaného

Py(f)~

Veta 17. p,(f) existuje a je nezdvisle od y.

S touto vetou uvadzame aj podstatu jej dokazu, ktory ndm umozni lepsie
nahliadnut pric¢iny tejto invariantnosti.

Doékaz. Oznaéme N (y, k) pocet prvkov mnoziny {fi(y)[0 <i < n A fi(y) €
Io} ateda py(f) = lim, o 1/nN(y,n). Pre N plati:

(1)
N(y,k+1) = N(y,k) + N(f*(y), ); (3.4)

(2) Pre Tubovolné y, 2 € St a k€ Z

IN(y, k) — N(z,k)| < 1. (3.5)

Prvé pozorovanie plynie priamo z definicie. Druhi ¢ast dostaneme analyzou
bodov nespojitosti funkcie N(y,k) premennej y. Kedze hranicu Iy tvoria
body x a f(z), body nespojitosti musia byt tvaru f~%(x) pre k > i > —1.
Ak vSak y < z a y, z su dostato¢ne blizko f~1(x) a y < f~i(z) < z, tak
fily) <z < fi(2) < f(z) a f(y) < f(x) < f7Y(2). Teda jediné mozné
body nespojitosti st f~*(x) a f(x). Ak f~¥(x) # f(z), potom f~*(z) a f(x)
rozdeluji S! na dva obliky, na ktorych je N(y, k) konstantna s hodnotami
lisiacimi sa o jedna.

Z tychto pozorovani dostdvame nerovnost
[N (y,nk +1) = (nN(y, k) + N(y,1))| < n. (3.6)

A pre n — oo vidime, Ze p,(f) existuje a

. (3.7)

| =

I0u(F) = TN (0 B)| <

Spolu s (3.5) ihned dostavame, zZe p,(f) je nezavislé od y a moézme pisat
p(f). Cislo p(f) je rota¢nym ¢islom f. O

Poznamka 3. Analogickou dvahou, len pre priebeh N (y, k) pri zmene bodu
x, sa da ukdzat, Ze p(f) je nezavislé aj na volbe x, ak p(f) # 0 alebo 1.
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Obr. 3.1: Graf rota¢ného ¢isla p(w, €) ako funkcia w pre pevné 0 < € < 1.

3.2 Rotacné ¢éislo v zavislosti od parametra

Ako aj v nasom pripade, ¢asto je potrebné zaoberaf sa zobrazenim zavislym
na parametri. Tedria o rotacnom c¢isle nam poskytuje urcité vysledky pri
studiu takyjchto zobrazeni.

Sktimajme najprv na priklade, ako moze vyzerat p(A). Uvazujme

flw,e,2) = F(w,€,2) (mod 1) =w+z + % sin(2rz) (mod 1)  (3.8)

Pre 0 < e < 1je f: S — S! difeomorfizmus, kedze F(w,e,r + 1) =
F(w,e,x) + 1 a (d/dx)F(w,e,x) > 0. Pre e = 1 je f homeomorfizmus, pre
€ > 1 nie je bijektivne. Rotacné ¢islo f teda moézeme uvazovat pre 0 < e < 1.

F'(w,e,x0) — xo

(3.9)

plw,€) = lim -

Pre ¢ = 0 pripad degeneruje na pevné otocenie o uhol w, ¢ize p(w0) = w.
Pre kazdé pevné € = €, kde 0 < € < 1, mé rotacné ¢islo p(w, €) nasledovné
vlastnosti.

(1) p(w,€) je neklesajuca a spojita funkcia w.

(2) PreIubovolné racionalne p/q existuje interval I, /, s neprazdnym vnit-
rom taky, ze pre kazdé w € I/, je p(w,€) = p/q.

(3) Pre Iubovolné « iraciondlne existuje jediné w také, ze p(w,€) = a.
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Typicky priebeh p(w, €) pre pevné 0 < € < 1, nazyvany ”Diablovo schodisko”
(obr. 3.2) je prikladom Cantorovej funkcie.

Vseobecnejsie sa o priebehu p(A) ako funkcii parametra dozvieme z na-
sledovného vysledku. Uvazujme fy : S* — S! jedno parametrick triedu
difeomorfizmov. Funkcia p(A\) = p(f)) ndm déva predstavu, ako sa meni
dynamika pri zmene A. Uvazujme f) rastice v A. Plati:

(1) p(A) je neklesajicou funkciou A;

(2) ak p(Xg) = m/n je racionalne a f{* < x pre niektoré z € S', potom
existuje A\ > Ao kde p(A1) = p(Ao);

(3) Lebegueova miera mnoziny {A|p(A) je iracionalne} je kladnd, ak p()\)
nie je konstantna.

0.18

0.16 |
014 | T
012 |
01 —
008 |
0.06 |

004

0.02

Obr. 3.2: Simulacia rota¢ného ¢isla p(G,) pre pevné b = 1.2.

Na zéklade alternativnej definicie rotac¢ného ¢isla vieme simulovat zavis-
lost rota¢ného ¢isla homeomorfizmu G (definovaného (2.1) od parametra a
pre a > 1. Nevieme sice, ako vyzerda 0K pre jednotlivé a, ale vieme, Ze je
stredovo stmerna (G je neparne). Zvolme za referenény bod z z 0K bod
(0,9) € OK A > 0. Potom G(x) = (ag,ay). A teda pre y € 0K vieme
podmienku G*(y) € Iy formulovat ako G (y) > 0AG%(y) < G4(y). Cely po-
stup mozeme zhrnat nasledovne. Dostatoénym poc¢tom iterdcii dostaneme
zo Startovacieho bodu blizko nuly bod y € K. Potom dostatoénym mnoz-
stvom iterécii n y odhadneme p(a) = p(G4) ako < N(y,n). Takto vytvoreny
graf (obr. 3.2) obsahuje skuto¢ne vela spolo¢nych ¢t s vySSie popisanym
grafom funkcie rota¢ného ¢isla od parametra.



Z.aver

Vychédzame z diplomovej prace Bodova (2004) [2], kde bol predstaveny
parametricky model odchylky od rovnovazneho vymenného kurzu vo forme
dvojrozmerného systému diferenénych rovnic. Numerické simulécie ukézali,
ze v pripade nestabilného pevného bodu st trajektérie bodov blizko po-
¢iatku ohranicené a konverguju k invariantnej mnozine.

V tejto praci pokracujeme v analyze systému. V prvej Casti uvadzame
tedriu redukcie na centralnu varietu a pomocou nej dokazujeme vetu platni
pre Sirsiu triedu diskrétnych systémov, ktora objasiiuje pri¢inu zmeny dyna-
miky systému pri prechode parametra a cez kritickti hodnotu jedna. Stale
ostava otvorend otézka stability pevného bodu systému pre a = 1.

V druhej Gasti sa zaoberame pripadom a > 1. Dokazujeme ohranicenost
trajektérii pre konkrétne hodnoty parametra a skimame vlastnosti oblasti
K ohraniéenej invariantnou mnozinou. KedZe K je jednoducho suvisld a G
je na K homeomorfizmus, Riemannova veta o zobrazeniach zarucuje existen-
ciu konformného zobrazenia h : K — D. Vysledky na nu nadvizujice nam
umoznia rozsirif h na kompaktifikiciu K* a pomocou neho definovat pre
dosiahnutelné body 0K rotacné ¢islo homeomorfizmu G. Uvadzame pojem
rotacného ¢isla a jeho vyznam a vlastnosti pri analyze dynamiky orienté-
ciu zachovavajucich homeomorfizmov kruznice. Zaoberame sa aj priebehom
grafu zavislosti rota¢ného c¢isla od parametra. Numericka simuldcia rotac-
ného ¢isla G ako funkcie parametra a vykazuje podobné ¢rty. Vysledky na-
svedcuju, ze G je orientaciu zachovavajici, na dokaze pracujeme.



Dodatok A

Ohranicenost trajektdrii
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Podla (m,n) = (x —y,y) a (2.6) vieme vyjadrit jednotlivé stradnice m;,
ni, Wi, Vi z Ti, Y; pre 1 > x; > 0 pomocou vztahov:

m; =
n; =

pi =

v, =

Ti —Yi
Yi
T,

ay;(1 —z;) —

ba?

19

e

1
2
3
4

o~~~ o~

kde (z;,y;) st stradnice A; v suradniciach (z,y). Teda pre a = 1, b = 1.2
vieme vypoditat m;, n; a p;, v

{ m; n; Hi %
0 —0.4 0.4 0 0.44
1 0 0.45 | 0.45 | 0.0293
2 0.2 0.35 | 0.55 | —0.1898
3 0.5 0 0.5 —-0.3
4 0.7 —-0.3 0.4 —0.39
5 0.4 —0.4 0 —0.44
6 0 —0.45

>71<-02] <03

Z predchéadzajucej tabulky lahko vypocitame I;; = [p;—1, pi] N [mj—1, m;]:

i\j | 1 2 3 4 5 6 >7
1 | {0} | [0;0.2] | [0.2;0.45] 0 [0.4;0.45] | [0;0.4] | 0
2 |0 0 [0.45;0.5] | [0.5;0.55] | [0.45;0.55] 0 0
310 0 {0.5} [0.5;0.55] | [0.5;0.55] 0 0
4 | 0 0 [0.4;0.5] {0.5} [0.4;0.5] | {04} | 0
5 | {0} | [0;0.2] | [0.2;0.4] 0 {0.4} [0;0.4] |
Parametre §;, ¢; priamky A; 1 A; danej rovnicou
vieme vyjadrit ako:
5 = —HiT Tt (A.6)
Yi — Yi—1
g = i+ 0y (A7)

A teda vieme vycislit d;, €; spolu s ostatnymi pomocnymi vyrazmi.
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il o | & | et | af s | e | &0 R

1| -9]-36] 2% | 044 || —-0125| 045 | -2 || {2,3,5,6}

21 1] 09 | 209 | 0.99 05 | 045 | —0.1 || {3,4,5}
1 7 3.5

3|-%] 05 || —11.55 | —3.85 I 31 -89 {4,5}

4| -%+1] 05 || —495 | -165| 15 | 075 | —45 | {3,5,6}

5(—-4| 1.6 || —0.713 | —0.44 -1 —L8 1 —1.475 || {2,3,5,6}

6|-9| 3.6 —0.125 | —0.45

Najdeme S; = {j € R;| sgn(M;(m) — L;(m)) = sgn(a/d1 — b),kde m €
Ii;} prei € {1,2,3,4,5}. Kedze (M;(m) — Lj(m)) nemeni na I;; znamienko,
staci urcit hodnotu funkcie v jednom z krajnych bodov I;;. Poznamenajme
este, ze kedze funkcia M;(m) zodpoveda priamke f(A;_1)f(4;) a K; naopak

f(A;—14;), tak M;(p;) = K;(u;) = vi, analogicky pre u;—1. Pre

(1) ¢ = 1je Ry = {2,3,5,6} asgn(a/d; —b) = —1. Pre j € R; urcime
sgn(Mi(m) — L;j(m)). Pre

(a) j =2, I12 =[0;0.2] = [pg, m2]. Potom

Mi(po) = Ki(po) =vo =0.44 (A.8)
f— 62 —_— 1 T e e e T
Loy(po) = T30, 135/~ "~ 0.45 (A.9)

Teda
sgn(My(m) — La(m)) = sgn — 0.01 =sgn(a/01 —b). (A.10)

Teda 2 € R;.
(b) ] = 3, 113 = [02,045] = [mg,ul].

M1 (Ml) = Kl(ﬂl) =V = 0.0293 (All)
€3 1 0.35

L = — == — A.12

3(p1) 1+ 05 1+53M1 6 ( )

7Z toho dostavame:
sgn(My(m) — L3(m)) =sgn —0.1742/6 = sgn(a/d1 —b), (A.13)

¢ize 3 € Ry.
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(C) ] = 5, 115 = [04, 045] = [m5,u1].

Ml(,ul) == Kl(,ul) =1V = 0.0293 (A14)
B S S O
Ls(u1) = 7o, 146/~ 7773 (A.15)

Teda

sgn(My(m) — Ls(m)) = sgn 1.3258/3 # sgn(a/6; —b), (A.16)

ab ¢ Rl.
(d) j =6, I1s = [0;0.4] = [u0, ms5]. Potom
Ml(,u,()) = Kl(,u,()) =1y = 0.44 (A17)
1
Lo(py) = —° =...=-045 (A.18)

1+0s 140"

sgn(Mi(m) — Lg(m)) = sgn 0.01 # sgn(a/d1 — b). (A.19)
Teda 6 ¢ R;.
A z toho uz dostavame R; = {2, 3}.

(2) i = 2 je Ry = {3,4,5} a sgn(a/d; —b) = —1. Pre j € Ry ur¢ime
sgn(Mz(m) — Lj(m)). Pre

(a) j =3, I3 = [0.45;0.5] = [p1, pa)-

M2(H1) == KZ(HI) =V = 0.0293 (AQO)
_oes L 03
Ls(p) 7o, 1467 7% (A.21)

Z toho dostavame:
sgn(Msy(m) — L3(m)) =sgn —0.1742/6 = sgn(a/d2 —b), (A.22)
Cize 3 € Rs.
(b) j =4, Ir4 = [0.5;0.55] = [ms, pa].
Ms(pua) = Ka(pe) =9 = —0.1898 (A.23)

€4 1
L = —
4(#2) 1+ 0, 1+54M2

= ... = 0075 (A.24)
Teda
sgn(My(m) — Ly(m)) =sgn — 0.1148 = sgn(a/d2 — b), (A.25)

ade Rs.
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(C) .7 = 5’ 125 = [045,055] = [Mla,uQ]'

Mg(,ul) == KQ(,LLl) =1V = 0.0293 (A26)
€5 1 1.15
Lam) = 1375, ~ 135, g (A20)

Teda
sgn(Ma(m) — Ls(m)) = sgn 1.3258/3 # sgn(a/é2 —b), (A.28)
abd¢ Ry
Dostavame Ry = {3,4}.

{4,5} a sgn(a/d; —b) = —1. Pre j € Rz urCime

(3) i = 3 je Ry =
) — Lj(m)). Pre

sgn(Ms(m
(a) j =4, Is4 = [0.5;0.55] = [mg, pa].

M3(M2) = K3(M2) = lVy = —0.1898 (A29)
€a 1

L = — =...=-0.075 (A.30

4(p2) o 115, (A.30)

Teda
sgn(Ms(m) — Ly(m)) = sgn — 0.1148 = sgn(a/d3 — b), (A.31)

a4 € Rs.
(b) j =5, Is5 = [0.5;0.55] = [us, pal.

M3(,U,3) = K3(M3) = V3 = —-0.3 (A32)
€5 1 1.1
g — e I I A.
Ls(us) 1405 1+65° g (439

Teda
sgn(Ms(m) — Ls(m)) = sgn 0.2 # sgn(a/d3 — b),  (A.34)
a5 ¢ Ry
Teda Rs = {4}.
(4) i = 4 je Ry = {3,5} a sgn(a/d; — b) = —1. Pre j € Ry uréime
sgn(My(m) — Lj(m)). Pre
(a) j =3, Is3 =[0.4;0.5] = 14, p3]-

My(us) = Kalps) =v3=-03 (A.35)
€3 - 1
1+ 43 1+ 43 Hs
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7 toho dostavame:

sgn(My(m) — Lz(m)) =sgn — 0.3 =sgn(a/ds —b), (A.37)

Cize 3 € Ry.
(b) j =5, I45 = [0.4;0.5] = [14, p13)-
My(us) = Ka(ps) =v3=-0.3 (A.38)
Ls(ps) 1 48:)55 1 J:(ss“i” == (A
Teda
sgn(My(m) — Ls(m)) = sgn0.2 # sgn(a/ds — b), (A.40)
abé¢ Ry.

Z toho plynie R4 = {3}.

(5) i = 5 je Rs = {2,3,6} a sgn(a/d5 —b) = —1. Pre j € R5 urcime
sgn(Ms(m) — L;j(m)). Pre

(a) j =2, Iso =[0;0.2] = [u5, m2]. Potom

Ms(us) = Ks(ps) =vs = —0.44 (A.41)
S 1
L - — ... =045 (A.42
2(15) T4 o, 110,/ 045 (A.42)
Teda
sgn(Ms(m) — La(m)) = sgn — 0.89 = sgn(a/ds —b). (A.43)
Teda 2 € Rs.
(b) j = 3, I53 = [02,04] = [ng,,lj,4].
M5(,U,4) = K5(,U,4) = Vqy = —0.39 (A44)
€ 1 0.7
L3 (p4) - == (Ad4))

1+ (53 B 1+ 53 fa
7 toho dostavame:

sgn(Ms(m) — Ls(m)) =sgn — 3.04/6 = sgn(a/ds — b), (A.46)

¢ize 3 € Rs.
(c) j =6, Iss = [0;0.4] = [p5, 14]. Potom
Ms(ps) = Ks(ps) =vs = —0.44 (A.47)
€6 1
L = - =...=—045 (A.48
6(#s5) 1+ 0g 1+56'u5 ( )
a

sgn(Ms(m) — Lg(m)) = sgn 0.01 # sgn(a/ds — b). (A.49)
Teda 6 ¢ Rs.
Dostavame Rs = {2, 3}.



Literatura

1]

2]

[10]

[11]

Alligood, K.T., York, J.A. (1992) Accessible saddles on fractal basin
boundaries. Ergod. Th. and Dynam. Sys., 12, pp. 377-400.

Bodova, K. (2004) Oscillations of the Foreign Exchange Rate and the
Dewil’s Staircase, Diploma Thesis FMFI UK, advisor Brunovsky P.,
Bratislava.

Brunovsky, P., Dynamické systémy a diferencidlne rovnice, Studijny
materidl, FMFI UK, Bratislava, http://pc2.iam.fmph.uniba.sk /skripta.

Caratheodory (1913) Uber die Begrenzung einfach zusammenhangenden
Gebiete.Math. Ann. 73 (1913), pp. 323-370

Carr, J. (1981) Applications of Center Manifold Theory, Springer —
Verlag, New York, pp.33-36.

Collingwood, E.F., Lohwater, A.J. (1966) Theory of Cluster Sets. Cam-
bridge Tracts in Mathematics and Physics, No. 56 Cambridge Univer-
sity Press: Cambridge, 1966.

Erdélyi, A. (2003) A Delay Differential Equation Model of Oscillations
of Exchange Rates, Diploma Thesis FMFI UK, advisor Brunovsky P.,
Bratislava.

De Grauwe, P., Grimaldi, M. (2002) The Ezchange Rate and its Fun-
damentals. A Chaotic Perspective, CESIfo Discussion.

Guckenheimer, J., Holmes, P. (1983) Nonlinear Oscillations, Dynamical
Systems, and Bifurcations of Vector Fields (AMS 42), Springer—Verlag,
New York, pp. 295-305.

Hale, J., Kogak, H. (1991) Dynamics and Bifurcations (TAM 3), Sprin-
ger —Verlag, New York, pp. 147-166, 444-445.

Iooss, G. (1979) Bifurcations of Maps and Applications, North Holland
Publishing Company, Amsterdam, New York, Oxford, Chapter 5.2.

41



LITERATURA 42

[12] Jeanne, 0., Rose, A.K. (2002) Noise Trading and Ezchange Rate Regi-
mes, Quarterly Journal of Economics 117, May, pp.537-569.

[13] Robinson, C. (1995) Dynamical Systems — Stability, Symbolic Dyna-
mics, and Chaos, CRC Press, Inc., pp. 49-57.



