UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Metody a algoritmy pre modely
stochastickej volatility

DIPLOMOVA PRACA

BRATISLAVA 2007 Emilia Bohackova



Metody a algoritmy pre modely
stochastickej volatility

DIPLOMOVA PRACA

Diplomant: Emilia Bohackova

UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
KATEDRA APLIKOVANEJ MATEMATIKY A STATISTIKY

Matematika

Ekonomicka a finan¢na matematika

Vedici diplomovej prace: doc. RNDr. Viktor Witkovsky, CSc.

BRATISLAVA 2007



Cestne prehlasujem, Ze som tito diplomovi pracu vypracovala samostatne, len s

pomocou nadobudnutych teoretickych vedomosti, konzultacii a uvedenej literattry.

V Bratislave, april 2007 Emilia Bohackova



Dakujem vedtcemu diplomovej prace doc. RNDr. Viktorovi Witkovskému, CSc.
za jeho odborné vedenie, pripomienky, navrhy a za cas, ktory mi venoval pri vypra-

covavani diplomovej prace.



Abstrakt

Volatilita je klucovym faktorom pri uréovani hodnoty aktiva, a teda aj stano-
vovani jeho ceny. K jej odhadovaniu existuje viacero pristupov, pricom pre-
vazuju modely ¢asovo zavislej volatility, nakolko lepSie zachytavaju realitu.
Medzi ne patria aj modely stochasticej volatility (SV modely), v ktorych vo-
latilitu popisuje nepozorovatelny nédhodny proces. Funkcia vierohodnosti v
tychto modeloch sa zvidsa nedé analyticky vyjadrit, preto boli vyvinuté Spe-
cidlne metédy odhadovania pre SV modely. V diplomovej praci sa z nich zame-
riame na MCMC (Markov chain Monte Carlo) metédy a na algoritmy, ktoré
sa v ramci nich pouzivaju. Jednotlivé algoritmy st vhodné na odhadovanie
roznych Specifikacii SV modelov, ¢o sa budeme snazit vyuzit pri aplikécii na

realne data.

KIéové slova: MCMC metddy, stochasticka volatilita, Monte Carlo metédy,

Markovove refazce

Abstract

Volatility plays the key role in determining the value of assets and it is cru-
cial in asset pricing. There are several approaches to volatility estimation
but the most prevailing ones are models of time-varying volatility because
they can better capture the reality. Stochastic volatility models (SV models),
that belong to this class of models, describe volatility by the stochastic la-
tent process. Their likelihood function is mostly intractable therefore special
estimation methods has been proposed for treating SV models. In our thesis,
we focus on MCMC (Markov chain Monte Carlo) methods and on algorithms
they are using. Particular algorithms are appropriate to estimating different
specifications of SV models and we try to utilize this fact when applying these

models on real data.

Keyword: MCMC methods, stochastic volatility, Monte Carlo methods, Mar-

kov chains
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Zoznam skratiek a symbolov

ARCH Autoregressive Conditional Heteroskedasticity

ARMS Adaptive Rejection Metropolis Sampling

ARS Adaptive Rejection Sampling

CLT Central Limit Theorem (centralna limitna veta)

CUSUM Cumulative Sum (kumulativna suma)

DAX Deutscher Aktienindex (Nemecky akciovy index)

DRA Delaying Rejection Algorithm (algoritmus s oddialenym zamietnutim)
EPD Exponential Power Distribution (EPD rozdelenie)

GARCH Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity

GED Generalized Error Distribution (GED rozdelenie)

GMM Generalized Method of Moments (zovSeobecnend metéda momentov)
IS Importance Sampling

MC Monte Carlo

MCMC Markov Chain Monte Carlo

MCSE Monte Carlo Standard Error (Standardné chyba aproximéacie pomocou MC
metody)

M-H Metropolis-Hastings

QML Quasi Maximum Likelihood (metéda kvazi maximélnej vierohodnosti)
RS Acceptance-Rejection Sampling

RW M-H Random Walk M-H (M-H algoritmus s ndhodonou prechadzkou)
SAX Slovensky akciovy index

SDR stochasticka diferencidlna rovnica

SE Standard Error (Standardna chyba)

SGED Skew GED (zosikmené GED rozdelenie)



SIR Sampling/Importance Resampling

SLLN Strong Law of Large Numbers (silny zdkon velkych ¢isel)
S&P500 Standard and Poor’s 500

SV Stochastic Volatility (stochastickéd volatilita)

SVCJ SV with Correlated Jumps in Returns and Volatility (SV model s korelova-

nymi skokmi vo vinosoch a volatilte)

SVIJ SV with Independent Jumps in Returns and Volatility (SV model s nezavis-

Iymi skokmi vo vynosoch a volatilite)

SVJ SV with Jump in Returns (SV model so skokmi vo vynosoch)

B beta rozdelenie
7§ inverzné gama rozdelenie
N normalne rozdelenie

U rovnomerné rozdelenie



Uvod

Volatilita je kIt¢ovym faktorom vo financiach, hlavne v oblastiach investovania
aktiv, ocenovania derivatov a risk manazmente. Dlhé roky pretrvaval predpoklad o
jej konstantnosti, ale nakoniec bola tato hypotéza prekonana a aj empiricky bolo
overené, ze volatilita sa vyvija v ¢ase. To viedlo k rozvoju modelov ¢asovo zavis-
lej volatility, medzi inymi aj modelov stochastickej volatility. SV modely pritom
popisuju volatilitu pomocou nepozorovatelného ndhodného procesu. Takyto sposob
vyjadrenia volatility vSak Castokrat vedie k funkcii vierohodnosti, ktora sa neda
analyticky vyjadrif. Z tohto dovodu bolo na odhadovanie SV modelov navrhutych
mnozstvo Specialnych metdd, z ktorych kazda ma svoje vyhody i nevyhody. Hlavne
v poslednej dobe st velmi rozsirené MCMC metddy zalozené na bayesovskom pri-
stupe a tedrii Markovovych refazcov.

V tejto praci za zaoberame prave metédami odhadovania SV modelov, pricom
sa zameriame na bayesovské metédy a z nich najméa na MCMC metdédy. PopiSeme
jednak ich teoreticky zéklad, jednak algoritmy, ktoré vyuzivaju. Kedze v praktickej
casti prace aplikujeme niektoré MCMC metédy na odhad dvoch konkrétnych SV
modelov, stru¢ne popiseme aj niektoré jednoduché metody konvergencnej diagnos-
tiky MCMC algoritmov.

Préca je rozdelena na Sest cCasti. V prvej casti definujeme volatilitu, popiseme
jej typické vlastnosti a zakladné pristupy k jej modelovaniu. Obsahom druhej ¢asti
st SV modely, ich rozdelenie a takisto aj niektoré konkrétne priklady. V trete;
Casti je zhrnuté teoretické vychodisko MCMC metdd, teda bayesovska statistika,
Monte Carlo integracia a teéria Markovovych retazcov. Tiez st tu predstavené aj
iné simula¢né techniky nez MCMC metody. V Stvrtej Casti sa zaoberame konkrét-
nymi MCMC algoritmami, najprv zakladnymi a potom aj ich rozsireniami. V piatej
Casti sa nachadza stru¢ny prehlad niektorych metdd analyzy vystupu, ktoré patria
do konvergencnej diagnostiky MCMC metéd. Nakoniec v Siestej casti aplikujeme
niektoré z popisanych MCMC metéd na odhadovanie dvoch SV modelov, pricom

pouzijeme data akciovych indexov.



1 Modelovanie volatility

Ceny aktiv na finanénom trhu, napriklad akcii, dlhopisov, irokovych mier a vy-
mennych kurzov, maju prirodzent tendenciu menit sa. Pokial st tieto zmeny velké,
hovorime, ze dané aktiva st volatilné. Presnejsie, volatilita meria relativnu zmenu
ceny aktiva za dany ¢as. V ekonomickej tedrii financi a finan¢nej matematike je
Casto definovana ako (okamzita) standardna odchylka (o) ndhodného Wienerovho
procesu, ktorym je modelovany vyvoj ceny daného aktiva. KedZe zachytava mieru
pohybov cien (fluktuécii) aktiva, pre investorov je aj mierou rizika a neistoty spo-
jenych s budtcou cenou aktiva: vyssia volatilita znamena vyssie riziko.

Volatilita je preto kltcovym faktorom pri ur¢ovani hodnoty aktiva, a teda aj
stanovovani jeho ceny. Z toho vyplyva jej dolezitost tiez v ocemovani derivatov
finan¢nych aktiv, v rozhodovani sa o spotrebe, resp. investiciach, o alokacii aktiv, o
vybere portfélia a v riadeni rizika.

Existuje viacero pristupov k odhadovaniu volatility. Koncepty historickej a im-
plikovanej volatility predpokladaji, ze volatilita sa nemeni v case, je konstantna.
Hoci spréavanie sa aktiva sa d4 nimi popisat, tento predpoklad je realite velmi vzdia-
leny. Napriklad Black-Scholesov model nie je schopny vysvetlit znamy fenomén vo-
latility smile, ktory tiez sved¢i o tom, Ze volatilita sa s ¢asom meni. Tento poznatok

je dnes povazovany za samozrejmy a bol experimentalne overeny.

1.1 Zakladné typy modelov

Doteraz bolo navrhnutych mnozstvo ekonometrickych modelov, ktoré sa snazia
popisat problém ¢asovo zavislej volatility. Jednym z dvoch hlavnych pristupov st
pritom GARCH modely, v ktorych je variancia (0?) vyjadrend ako funkcia pred-
chadzajucich pozorovani ceny aktiva a predchadzajicich hodnot variancie. GARCH
modely st zovseobecnenim ARCH modelov, ktoré varianciu vyjadruji jednoduch-
sie, len ako funkciu predchadzajucich cien aktiva. Autormi tejto triedy modelov su
Engle (1982) a Bollerslev (1986). Dnes uz existuje mnozstvo modifikécii zakladného
GARCH modelu, ktoré su stale siroko vyuzivané hlavne kvoli faktu, ze na odhad
parametrov tychto modelov sa daji pouzif standardné metédy odhadovania (napr.
metéda maximélnej vierohodnosti). NavysSe tieto modely st schopné zachytif mnohé
z typickych vlastnosti volatility.

Druht skupinu tvoria SV modely, zalozené na predpoklade, ze volatilita sama
sleduje latentny (nepozorovatelny) nahodny proces, zavisly alebo nezavisly od pro-
cesu popisujuceho vynosy aktiva. Moze ist o diskrétny proces (napr. autoregresny)

alebo spojity proces, kedy je volatilita riesenim stochastickej diferencialnej rovnice.



V jednotlivych modeloch boli navrhnuté rozne typy SDR, ktoré vychadzali jednak
z intuicie a z toho, aby sa s nimi dalo pomerne jednoducho analyticky narabat,
jednak aby ¢o najlepsie zachytavali (zvolené) empiricky pozorované vlastnosti vola-
tility. Oproti GARCH modelom je odhad parametrov SV modelov neporovnatelne
tazsi, pretoze nemusi existovat analyticky vyjadritelna funkcia vierohodnosti. Na
odhad tychto modelov bolo preto navrhnutych viacero ekonometrickych metéd, z
ktorych mnohé st vypoctovo narocné. AvSak vdaka rychlemu rozvoju vypoctovej
techniky hlavne v poslednych rokoch sa SV modely stali atraktivnou alternativou

k doteraz pouzivanym GARCH modelom.

1.2 Typické vlastnosti volatility

Rozhodovanie o vybere typu modelu, respektive o Specifikacii modelu je ovplyv-
nené empiricky pozorovanymi typickymi vlastnostami volatility (stylized facts). Schop-
nost reprodukovaf tieto vlastnosti je ziaduci znak dobrého modelu a prave nespl-
nenie tejto poziadavky je najcastejsSim kritériom na zamietnutie modelu. Zvycajne
vSak nie je snahou zachytit a vysvetlit vSetky typické vlastnosti volatility naraz
jednym modelom, ale iba zvolené znaky, na ktoré sa autori zameraju.

Typické vlastnosti volatility st dnes uz dobre preskiimané a popisané. St vy-
sledkom viac ako polstoro¢ného studia financénych casovych radov zo Statistického
hladiska, pri ktorom bolo zistené, Ze zmeny cien aktiv a finanénych nastrojov na
rozliénych trhoch a za rozlicné ¢asové obdobia maji spolo¢né netrivialne vlastnosti.
Tykaju sa samotnych casovych radov vynosov aktiv, ich rozdelenia a tiez ich vola-
tility.

Medzi typické vlastnosti volatility vynosov aktiv patria:

e zhlukovanie (clustering)

Zhlukovanie volatility znamenad, Ze velké zmeny ceny aktiva st ¢asto nasledo-
vané opit velkymi zmenami a malé zmeny malymi zmenami, pricom zmeny sa
chapu v absolutnom vyjadreni (teda Tubovolného znamienka). Kvantitativne
sa tato vlastnost prejavi ako kladnd, signifikantné a pomaly klesajica autoko-
relacnd funkcia absolttnej hodnoty vynosov alebo ich $tvorcov, hoci vynosy
samotné su nekorelované. Zhlukovanie volatility je tzko spété s leptokurtic-

kym rozdelenim vynosov (tzn. rozdelenie ma tazké chvosty), ¢o zachytavaju
aj ARCH modely.

e pretrvavanie (persistence)

O volatilite hovorime, Ze je perzistentné alebo tiez, Ze mé vlastnost dlhej pa-



miite (long memory), ak jej okamzita Groven ovplynuje ocakévani budicu
hodnotu volatility na viac obdobi dopredu, resp. ak trva isty cas, kym sa
volatilita vrati na svoju dlhodobt troven. Tato vlastnost priamo vyplyva zo
zhlukovania volatility a zodpoveda pomalému klesaniu autokorelac¢nej funkcie
absolutnej hodnoty vynosov alebo ich stvorcov. Bolo navrhnutych viacero veli-
¢in, pomocou ktorych sa meria perzistencia volatility: miera dopredného pretr-
véavania (forward persistence), miera kumulativneho pretrvavania (cumulative

persistence), polcas pretrvavania (half-life of persistence).

pritahovanie sa k dlhodobej trovni (mean-reversion)

Zo zhlukovania volatility tiez vyplyva, Ze obdobie vysokych hodné6t volati-
lity bude nakoniec nasledované “normalnou” trovilou volatility a takisto po
obdobi s nizkou volatilitou nastane nakoniec narast volatility na “normalnu”
uroven. Vlastnost mean-reversion teda znamend, Ze existuje akasi dlhodobo
ustélend (“normalna”) troven volatility, na ktori by sa volatilita mala na-
koniec po roznych fluktuédcidch vratit. Z toho dovodu by vsetky predpovede
dostatoéne vzdialenych budicich hodnot volatility mali konvergovat k tejto
urovni bez ohladu na ¢as, v ktorom boli robené, teda nemali by byt ovplyvnené
okamzitou hodnotou volatility. Nie je zatial jednoznac¢né, ¢i ustalend troven
volatility zostédva konstantnéd alebo sa moze zmenit, napriklad nasledkom ne-

jakej institucionéalnej zmeny.

efekt zo zadlzenia alebo pakovy efekt (leverage effect)

Leverage efekt vyjadruje asymetricky dopad pozitivnych a negativnych zmien
ceny akcii na volatilitu, konkrétne negativnu korelaciu volatility a vynosov
akcii. Je to sposobené tym, Ze poklesom ceny akcii vzrastie miera zadlZenosti
vlastného imania (debt-to-equity ratio) firmy. Dochddza k zvySovanie podielu
cudzieho kapitalu na celkovom kapitali (financial leverage), ¢im sa stavaju
akcie rizikovejsie, a teda volatilita vynosov vzrastie. Podla novsej tedrie naopak
spravy o rasticej volatilite znizia dopyt po akciach kvoli averzii investorov
voci riziku. Nasledny pokles hodnoty akcii sposobi narast volatility, ¢o bude
zodpovedat povodnym spravam. Pre volatilitu tirokovych mier nebola zatial

tato vlastnost zistena.

stibezné pohyby a prelievanie (comovements and spillover)

Viaceré studie dokazuju, ze zmeny ceny a volatility na jednom medzindrodnom

akciovom trhu moézu mat dopad na ceny a volatility na inych medzindrodnych



akciovych trhoch. Ceny a volatility na roznych trhoch mozu byt teda navzajom

korelované.

e suvis s tokom informaécii (link with information arrivals)

Podla niektorych autorov st vynosy aktiv prepojené s tokom informécii. Na-
sledne aj volatilita tizko stuvisi s objemom obchodu, so zavedenim kvot, s
udalostami, ktoré sa daju predpovedat (napr. oznamenie vysky dividend, uve-
rejnenie makroekonomickych ukazovatelov), s uzavierkami trhu a dals$imi re-

levantnymi informaciami.

2 SV modely

V SV modeloch je s ¢asom sa meniaci systém popisany pomocou dvoch zloziek.
Prvou je pozorovatelnd premennd, ktord predstavuje cenu, resp. vynos aktiva a
druhou je nepozorovatelna (stavova) premennd, ktora predstavuje volatilitu, resp.
varianciu vynosu aktiva. Cielom je na zdklade dat odhadnif parametre modelu
a takisto ziskat realizicie latentnej premennej, ktord je pritom casovo zavislym

parametrom popisujicim pozorovatelnii premenni.

2.1 Diskrétne SV modely

Diskrétne modely casovo zavislej volatility sa daji vSseobecne parametricky vy-

jadrit ako

Yil 2t ~ P, 07),
kde y; je vynos aktiva v Case t, z; je jeho volatilita (resp. spojita funkcia volatility) v
case t, P je nejaké standardné rozdelenie pravdepodobnosti, pricom je ¢asto polozené
iy = 0, nakolko nie je zdmerom modelovat tuto vlastnost dat.

V SV modeloch je volatilita z; chapana ako nepozorovatelny parameter zavisly
od svojich predchadzajtucich hodnot z; 1,2 9, ..., 2k, k € N, preto sa SV modely
zaraduju do triedy parameter-driven modelov. Oproti tomu ARCH modely patria
medzi observation-driven modely, lebo volatilita z; je vyjadrena ako funkcia pred-
chadajtcich hodnét pozorovanych vynosov aktiva y:_1, Yi—2, - . ., Ys—i, k € N. Dalsim
rozdielom je, ze v SV modeloch st pritomné az dva druhy Sokov, z ktorych jeden
ovplyviiuje latentny parameter. Vdaka tomu, ak pripustime nenulovi korelaciu me-
dzi Sokmi, je mozné zachytit leverage effect, ktory je vyjadreny prave negativnou
korelaciou medzi tymito Sokmi.

Diskrétne SV modely sa daji pomerne jednoducho zovSeobecnit na viacrozmerny

pripad a tiez existuje ich analogicka spojita reprezentécia.



2.2 Spojité SV modely

V spojitom pripade st data povazované za realizaciu ndhodnej premennej Y; s
hustotou f(y:|2:), kde Y; predstavuje vynos aktiva v ¢ase t a Z; jeho volatilitu (resp.
spojitu funkciu volatility) v ¢ase t. Realizacie volatility Z; st generované z hustoty
f(2¢02), kde 07 reprezentuje parametre latentného stochastického procesu, ktory
volatilita sleduje.

Vo vseobecnosti maju spojité SV modely tvar dvojrozmerného ndhodného pro-
cesu, ktory je kombinéciou Itdovho a Poissonovho procesu (tzv. jump-diffusion pro-

cess alebo Poisson-Gaussian process):
dXt = /,L(Xt, Q)dt -+ U(Xt, 6>th -+ é-tht s (1)

kde X; = (Y3, Z;), 0 € © C R je mnozina vSetkych parametrov modelu, 1 : Rx© —
R? je funcia uréujtca drift (opif pre vymnos aktiva je ¢asto predpoklad nulového
driftu), o : R x © — R?**? je funkcia definujtica volatility (vynosu aktiva a vo-
latility), W; = (WY, WZ)' je dvojrozmerny Brownov pohyb s kovarianénou mati-
cou ¥ = P L& = (&) ,€7) st velkosti skokov vimosu aktiva a volatility a

p 1
N; = (N}, N?) je dvojrozmerny Poissonov proces s intezitami Ay a \z.

Pomocou skokov sa niektoré modely snaZzia zachytit prudké necakané zmeny vo
vyvoji vynosov aktiva a jeho volatility. Do modelu st zahrnuté, ak uvazujeme aspon
jednu z intenzit Poissonovho procesu réznu od nuly. Podla hodnét intenzit delime

modely so skokmi na:
e jednoduché SV modely (bez skokov): Ay =0, Ay =0
e modely so skokmi vo vynosoch (SVJ modely): A\y >0, Ay =0

e modely so skokmi vo vynosoch aj volatilite, ktoré st nezavislé (SVIJ modely):
Ay >0, Az >0

e modely so skokmi vo vynosoch aj volatilite, pricom skoky vo vynosoch si

podmienené skokmi vo volatilite (SVCJ modely): A\y > 0, Az >0

Vseobecny spojity SV model sa dé rozlozit na dve stochastické diferencidlne
rovnice, pricom vynos aktiva sa riadi podla jednej z nich, kym volatilita je rieSenim
druhej SDR. Pokial za aktivum vezmeme akciu, jej vynos je popisany parcidlnou

diferencialnou rovnicou z Black-Scholesovho modelu
dSt = [I/Stdt + UtStth
a Specifikacia SV modelu potom zavisi od vyberu SDR pre volatilitu o;.
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Spojity SV model nie je mozné priamo odhadovat, takisto realizdcie vynosov
aktiva pozname len v izolovanych ¢asovych okamzikoch, preto je nutné model najprv
diskretizovat. Ak A oznac¢ime rozdiel ¢asov, v ktorych pozorujeme vynosy aktiva,

vyuzitim Eulerovej diskretizacie z (1) dostaneme
Xera = X+ p(Xp, 0)A + 0(X0, ) (Wipa = Wi) + Giadin (2)

pricom Poissonov proces sme aproximovali ndhodnou premennou & = (&,&7) s
Bernoulliho rozdelenim, ktora nadobtida hodnotu 1 s pravdepodobnostou AMA (na-
stava skok) a hodnotu 0 s pravdepodobnostou (1 — A)tA (nenastava skok).

Z rovnice (2) vyplyva podmienené rozdelenie vynosov aktiva
Xepal Xe, Jeras &an = N(Xy 4+ A + Jopnbipn, 07 A)

ktoré je kvoli diskretizacii tiez len priblizné. Je dolezité, aby tato aproximacia nespo-
sobila signifikantné chyby v odhadoch parametrov modelu. Tieto mozné odchylky
vSak klesaju s rasttiicou frekvenciou dat, pricom denné data by mali byt uz vhodné

(dostato¢ne “husté”) na pouzitie diskretizovaného SV modelu.

2.3 Volba Specifikacie SV modelu

Doteraz bolo navrhnutych uz mnozstvo réznych SV modelov, ktoré sa lisia

e vo vybere latentnej premennej: volatilita vynosov ¢, variancia vynosov v =
02, log-volatilita vimosov log(c), log-variancia log(v) (moznost jednoduchsej

manipulacie s modelom),

e vo vybere funkcii pre drift a volatilitu spojitého procesu u(Xy,0) a o(Xy,0),
resp. funkcie popisujicej zavislost volatility na jej minulych hodnotéach v dis-

krétnom pripade (moznost zachytenia mean-reversion, leverage efektu),

e vo vybere rozdelenia $okov: normaélne, t-rozdelenie, (zoSikmené) zovSeobec-
nené exponencialne (moznost vysvetlenia empirického leptokurtického rozde-

lenia vynosov),

e v zahrnuti skokov do modelu (moznost vysvetlenia velmi velkych zmien vola-

tility vynosov aktiva),

e v zahrnuti dalsich vysvetlujicich premennych (moznost vysvetlenia dalsich

typickych vlastnosti volatility, napr. pretrvavania).
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Vyber modelu je ovplyvneny nielen zvolenymi vlastnostami volatility, ktoré chceme
pomocou neho vysvetlit, ale aj Struktirou a povodom dat. Pritom vzdy neplati,
ze zlozitej$i model poskytne lepsie vysledky, pripadne by museli byt vyvazené ne-

umerne naroc¢nejsim odhadovanim parametrov modelu a realizacii volatility.

2.4 Konkrétne priklady SV modelov

Zékladnym a asi najpouzivanejsim typom diskrétneho SV modelu je model v
tvare
Yr = 016
log(07,1) = 1+ ¢(log(o7) — p) +oyme
kde y; je vynos aktiva, o, je volatilita vynosu, €, n; ~ IID(0,1) a cor(e,n) = p.

(3)

Log-variancia je popisand AR(1) procesom, vdaka ¢omu tento model pripomina
GARCH model. Casto sa pouziva aj ekvivaleny zapis modelu s vyzitim oznacenia
hy = log(o7?)
y: = exp (0.5h; )€
hipr = po+ ¢(he — p) + oy

Ak v (3), resp. (4) predpokladame, ze Soky st normélne rozdelené a nezavislé, teda

(4)

e, ~ N(0,1) a p = 0, ide o Taylorov model, pre normalitu 7, nazyvany tiez
lognorméalny SV model. Vyhodou tohto modelu je jeho jednoduchost, preto sa ¢asto
pouziva ako zakladny model na porovnanie s inymi zlozitejsimi Specifikdciami.
Spomedzi spojitych SV modelov je velmi popularny Hestonov model, ktory mé

tvar

S, = pSydt + /V, S, dw )

AV, = k(0 — V,)dt + o/ VidW 2
2)

(5)

kde S; je cena akcie, V; je variancia ceny akcie a Wt(l), Wt( st Brownove pohyby
s korelaciou p (tzn. th(l)th@) = pdt). Variancia sleduje mean-reverting proces,
ktory povodne pouzili Cox, Ingersoll a Ross (1985) na modelovanie kratkodobych
trokovych mier. Oblibenost tohto modelu vyplyva z jeho dvoch hlavnych vlastnosti:
pripusta zavislost medzi vynosmi akcie a volatilitou (da sa nim teda zachytit leverage
efekt) a vyplyva z neho ¢iastocne analytickd rovnica na ocenovanie opcii.

V ramci modelov so skokmi SVCJ model zahfna pre isté hodnoty parametrov

aj jednoduchy SV model a SVJ model. D4 sa zapisat nasledovne:
dlog S; = pdt + /VidW) + €Y dN,
vy (6)
AV, = k(0 — V,)dt + oy /VidW) +€VdN, |

kde S; je cena akcie, V; je jej variancia, W}, W) st Brownove pohyby s korelé-

ciou p, N; je Poissonov proces s intenzitou \ a &Y, £V s velkosti skokov, pri¢om
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&V ~exp(uV) a &YV ~ N(p¥ + p’€Y, (6Y)?). Takto $pecifikovany model pouZili
Asgharian a Bengtsson (2006).

Zaujimavy SV model navrhli Cappuccio, Lubian a Raggi (2004), ktori vycha-
dzaju z Taylorovho SV modelu, ale predpokladajt, ze Soky v rovnici pre vynosy

akcie maji SGED rozdelenie (pozri Prilohu 1):

v = Bexp (0.5h;)e

(7)
higr = p+ ¢(hy — p) +ogne

kde y; st vynosy akcie, hy = log (02) je log-variancia vymosov akcie, ¢; ~ SGED(A, v),
pricom E(e) = 0 a Var(e) =1, a . ~ N(0,1). Autori tento model pomenovali
Skew-GED SV model a snazili sa nim o zachytenie asymetrie a tazkych chvostov

podmieneného rozdelenia vynosov akcie.

3 Odhadovanie SV modelov

Podobne ako u vécsiny nelinedrnych modelov s latentnymi premennymi ani v
SV modeloch nie je mozné explicitne vyjadrit funkciu vierohodnosti, ¢o znemoz-
fiuje pouzitie klasickych odhadovacich metéd. Dalej je nutné si uvedomit, Ze nejde
len o odhady parametrov modelu. Zvicsa je dolezitejsie ziskat odhad prave latent-
nej premennej, ¢ize realizacie volatility, pripadne aj jej predikcie. Pritom dimenzia
tejto nepozorovanej premennej je velmi velkd, kvoli omu aj Standardné simula¢né
metédy zlyhavaju. Preto boli SV modely v porovnani s (G)ARCH modelmi dlho
nezaujimavé. V poslednych rokoch vsak doslo k vyraznému rozvoju metéd odha-
dovania vhodnych pre SV modely, ¢asto spojenych s pouzitim uz dostupnej rychle;

vypoctovej techniky.

3.1 Zakladny prehlad metéd odhadovania pre SV modely

Met6dy Statistickej inferencie pre SV modely je mozné rozdelit do dvoch zaklad-

nych skupin. Ide o metddy vyuzivajtce
e Statistické vlastnosti dat (momenty rozdelenia, funkcia vierohodnosti)
e simulac¢né techniky.

Do prvej triedy metdd sa zaraduje GMM a QML. GMM je pomerne jednoduché me-
téda odhadovania vychadzajtca z porovnania teoretickych a empirickych momentov

vynosov. Takto sa daji ziskat odhady parametrov SV modelu, nie vSak realizécie
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volatility. Dalsou nevyhodou tejto metédy je fakt, Ze ziskané odhady nie st inva-
riantné vzhladom na Specifikdciu modelu. V metéde QML sa zasa uvaZzuje o stavovej
reprezentécii (state-space representation) SV modelu, kde sa vyuziva Kalmanov fil-
ter na ziskanie jednak kvéazi funkcie vierohodnosti, a teda odhadov parametrov SV
modelu, jednak odhadov latentnej volatility. Ide zaroven o vyhladzovanie (smoot-
hing) a filtrovanie (filtering), teda vystupom st aj predikcie volatility na jeden
casovy krok dopredu. Co sa tyka realizacie, QML je pomerne jednoduché a da sa
roz$irif aj na viacrozmerné SV modely. Podobne ako GMM, je vsak neefektivna,
pretoze vyuziva len kvazi funkciu vierohodnosti.

Metédy patriace do druhej skupiny sa dalej ¢lenia podla toho, ¢ vychadzaju
z klasického (frekventistického) pristupu alebo z bayesovského pristupu k pravde-
podobnosti. V ramci klasickych simula¢nych metéd ide o metody zalozené na po-
mocnych modeloch (Simulated Method of Moments, Efficient Method of Moments
a Indirect Inference). Ich zédkladnou myslienkou je najst také hodnoty parametrov,
pre ktoré nasimulované data zodpovedaji pozorovanym datam v tom zmysle, Ze
obe skupiny dat buda déavat tie isté odhady v pomocnom modeli. Nastrojom je
teda zvoleny pomocny model, jednoduchy na odhadovanie, pricom je vyuzita jed-
noduchost simulécii v SV modeli. Tieto metédy st dost vypoctovo ndroéné a navyse
ich vystupom nie st realizacie volatility. Bayesovské simulacné metédy slazia ako
prostriedok na pouzitie MC metdd pri numerickom vypocte integralov, ktorymi je
definovana ¢i uz funkcia vierohodnosti, alebo aposteriérna zdruzena hustota pa-
rametrov a volatility (pozri ¢asti 3.2 a 3.3). Patria k nim Importance Sampling,
Sampling /Importance Resampling, Acceptane-Rejection Sampling (pozri ¢ast 3.4)
a Markov Chain Monte Carlo metddy, ktoré podrobnejsie popiSeme v Castiach 3.6
a 4.

3.2 Bayesovska statistika

Rozdiel medzi klasickym (frekventistickym) a bayesovskym pristupom k Sta-
tistike je v uplnej zmene uchopenia problému odhadovania parametrov nejakého
Statistického (ekonometrického) modelu. V klasickej Statistike sa predpokladé, ze
pozname spravnu Struktiru (Specifikiciu) modelu a ze chceme odhadntf skutoént
hodnotu parametrov tohto modelu. Pritom je délezity prave pojem “skuto¢né hod-
nota parametrov”. Klasicka statistika totiz vychadza z predpokladu, ze ista sku-
tocna hodnota parametrov existuje, iba je neznama. Tvrdenie, Ze nejaky parameter
lezi s pravdepodobnostou « medzi hodnotami ¢; a ¢, nemé zmysel. Namiesto toho
treba konstatovat, Ze interval [ci, cs] s pravdepodobnostou « obsahuje skutocéni

hodnotu parametra. Déta a Statistiky na nich zaloZené (ako napr. hranice intervalu
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spolahlivosti) st povazované za ndhodné, zatial ¢o parametre si fixné.

Z bayesovského pohladu neexistuje ni¢ také, ako skutoénd hodnota parametrov
6. Vietko ¢o mame, st data, z praktického hladiska chdpané ako fixné hodnoty. Da-
lej mozeme maft nejak apridrnu predstavu o o¢akavanych hodnotach parametrov,
ktord sa da zhrntf do apriérnej hustoty parametrov p(6) (prior density). Jej pa-
rametre sa nazyvaji hyperparametre. Aposteriérna hustota parametrov p(f|data)
(posterior density) je potom tvorend kombinaciou apriérnej hustoty parametrov a
funkcie vierohodnosti pozorovanych dat p(datal@) (likelihood function), ¢o sa da
vyjadrit /

plolasia) = 1 ﬁ((gztt:"g))g((g))d 5 o p(détalo)p(0).

Tato aposteriorna hustota je jediny kvantitativny a pravdepodobnostny opis toho,

¢o vieme o parametroch modelu. Postacuje vsak na tucely analyzy parametrov, oproti
klasickému pristupu sa da tiez pouzif na dalS$iu analyzu celého modelu (napr. v
tedrii rozhodovania) a na mnohé rozsirenia (napr. optimalny hedging portfélia pri
zachovani neistoty v parametroch modelu).

Kritickou a ¢asto aj frekventistami kritizovanou ¢astou bayesovskej analyzy ne-
jakého modelu je volba apriérnej hustoty parametrov. Jej vyber nie je jednoznaé¢ny,
ale zavisi od presvedcenia Statistika, ktory analyzu vykonava, o dolezitosti informa-
cie obsiahnutej v datach. Ak data (¢ize funkcia vierohodnosti) obsahuji podstatni
informéciu, aposteriérna hustota parametrov bude zavisiet od apriérnej hustoty len
v malej miere, bude teda relativne stabilnd vzhladom na volbu apriérnej hustoty pa-
rametrov. To znamena, Ze plati ist4 asymptotickd vlastnost bayesovského pristupu:
dostatoéné mnozstvo dat (vtedy zahffiaju dostato¢ni informéciu) dominuje nad
fubovolnou apriérnou hustotou parametrov (okrem patologickych prikladov, napr.
nevlastna apriérna hustota).

Typ apriérneho rozdelenia parametrov sa zvycéajne voli tak, aby ulah¢il odvode-
nie aposterérnej hustoty. Casto sa pouzivaju konjugované apriérne rozdelenia, ktoré
maju vlastnost, Zze pre dant funkciu vierohodnosti davaja aposteriérne rozdelenie,
ktoré patri do rovnakej triedy rozdeleni ako apriérne rozdelenie.

Konjugované apriorne hustoty st zname pre mnozstvo pouzivanych funkcii vie-
rohodnosti (pozri Tabulka 1), ale st obmedzené v tvaroch a niekedy ich nemozno
pouzit v konkrétnych modeloch. Flexibilita konjugovanych apriérnych hustot sa dé
iastoCne zlepsit pouzitim ich zmesi (mizture), ¢o vedie k aposteriérnej kombinécii
upravenych konjugovanych zloziek.

Pri volbe apridrnej hustoty parametrov, ktord ma vyjadrovat naSe presveddce-
nie o ich moznych hodnotéach, je dolezitejsia strednd hodnota a variancia (resp. jej

prevratena hodnota (precision)) ako tvar rozdelenia. Velmi ¢asto sa pouziva nein-
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funkcia vierohodnosti .. .
o ) apriorne rozdelenie
(prislusné rozdelenie)

binomické beta
multinomické Dirichletovo
Poissonovo gama
normalne

2

[ neznama, o znama | normalne

2 neznédma | inverzné chi-kvadrat

/4 Znama, o
viacrozmerné normalne
i neznama, V znama | viacrozmerné normalne

[ zndma, V neznama | inverzné Wishartovo

Tabulka 1: Konjugované apriérne rozdelenia pre bezne pouzivané funkcie vierohod-
nosti (Walsh (2002))

formativna apriérna hustota (flat, diffuse prior) tvaru

Ide vlastne o rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b) vyjadrujtce predpoklad, Ze
hodnota parametra bude niekde medzi a a b, ale pritom ziadnu z hodnét medzi
nimi nenadobudne s vi¢Sou pravdepodobnostou nez ostatné. Aposteridrna hustota

v tomto pripade nadobudne tvar
p(fldata) = C p(datald), C' = konst.

teda
p(0]data) o p(datald).

V pripade, ze a = —o0 alebo b = o0, sa takato apriérna hustota nazyva nevlastna
(improper prior), pretoze po zintegrovani na R nedava 1, ale oo. Nevlastné apri-
6rne hustoty mozu sposobit problémy v inferencii (hlavne pri testovani hypotéz a
rozhodovani o vybere modelu), preto ich treba pouzivat opatrne.

Neinformativne apriérne hustoty sa volia hlavne preto, aby sa minimalizoval
ich potencialny vplyv na aposteriérnu hustotu. Samozrejme, ak mame odévodnené
presvedcenie, Ze parametre s vy$Sou pravdepodobnostou nadobudni konkrétne hod-
noty, mozeme pouzit aj (viac) informativne apriérne hustoty. Ako bolo spomenuté
uz vyssie pri dostatoénom mnozstve dat by informécia zahrnutda v datach mala

prevazovat.
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Napriek vyhodam bayesovského pristupu zaujimavym a vyuzivanym sa stal az
v poslednom desatro¢i 20. storocia. Dévodov pomalej adaptéacie tohto alternativ-
neho Statistického pristupu je viacero. Prvym a najdoélezitejsim je zmena chépania
podstaty problému potrebné na prechod od frekvencénej k bayesovskej statistike. Po
storocCiach povazovania parametrov za nezname pevné kvantity Bayes prezentoval
parameter ako ndhodnti premennt s prislusnym rozdelenim, ¢o pre vac¢sinu Statis-
tikov a ekonometrov nebolo jednoduché prijat. Dalsim problémom bola vypoctova
zlozitost spojend s odvadzanim aposteriérnych rozdeleni. Iba v Specidlnych pripa-
doch je aposteriérna hustota vyjadritelna analyticky. Pretoze ide o viacrozmerné
integraly, najcastejSie je nutné pocitat ich numericky. Tieto fazkosti boli odstra-
nené aplikidciou MC metdd na vypocet integralov. Simulacné metdédy sliziace na
aproximaciu integralov boli uz skor vyuzivané vo fyzike, v ekonometrii doslo k ich
rozvoju az v 70. a 80. rokoch 20. storoc¢ia. V poslednych rokoch vdaka vykonnym
pocitacom zazivaju dal$i prudky rozvoj, pricom vyskum sa nezameriava len na vy-
voj novych metdd, ale aj na zlepSovanie, rozvoj a moznosti novej aplikacie tych

starsich.

3.2.1 Pouzitie bayesovského pristupu v SV modeloch

Pre vyuzitie bayesovského pristupu v SV modeloch je nutné rozliSovat nasledu-
juce zlozky modelu: funkciu vierohodnosti, hustotu rozdelenia stavovej premennej
popisujucu jej vyvoj a hustotu rozdelenia parametrov. V modeli povazujeme za
dantt mnozinu pozorovani Y = {Y;} | a snazime sa charakterizovat parametre 6
a stavovil premenntt X = {X;}, teda potrebujeme urcit aposteriérnu hustotu

p(0, X|Y). Podla Bayesovej vety sa da rozlozit
p(0, X|Y) o p(Y']X, 0)p(X|0)p(6),

kde p(Y'|X,0) je funkcia vierohodnosti, p(X|#) je hustota rozdelenia stavovej pre-
mennej daného Specifikdciou modelu a p(f) je hustota apriérneho rozdelenia para-
metrov modelu zachytavajiceho nase presvedcéenie alebo informéacie (nevyplyvajtce
z dat) o parametroch (¢astokrat napriklad kladnost niektorého parametra vyplyva-
juca z jeho ekonomickej interpretacie).

Hustota p(Y'| X, 0), ktortt sme nazvali funkciou vierohodnosti, je v skuto¢nosti
rozsirend funkcia vierohodnosti ((data-)augmented likelihood), pretoze vyjadruje
pravdepodobnosti podmienene nielen na parametroch, ale aj na stavovej premenne;j.
Funkcia vierohodnosti, ako ju pozname z klasickej Statistiky, je vlastne marginalna

funkcia vierohodnosti, ktorti dostaneme zintegrovanim rozsirenej funkcie vierohod-
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nosti cez stavovi premennt
p(Y16) = [ oV, XI0)X = [ p(¥IX.Op(X]6)ax.

Vo vicdsine SV modelov vo financidch sa p(Y'|0) neda analyticky vyjadrit, ¢o znemoz-
nuje pouzitie metédy maximéalnej vierohodnosti. Oproti tomu bayesovské simulacné
metédy nardbaju s rozsirenou funkciou vierohodnosti p(Y'| X, 6), ktora je vdaka pod-
miefiovaniu aj stavovou premennou zvycajne vyjadritelna v uzavretom tvare.

Inym uzitoénym rozkladom aposteriornej hustoty je
p(0, X|Y) o< p(0] X, Y)p(X10,Y). (8)

Vychadza z Hammersley-Cliffordovej vety, podla ktorej zdruzené rozdelenie prav-
depodobnosti sa da jednozna¢ne popisat mnozinou jej tplnych podmienenych roz-
deleni. Vyhoda tohto rozkladu spociva v tom, Ze je jednoduchs$ie charakterizovat
a simulovat z dvoch podmienenych rozdeleni ako zo zdruzeného rozdelenia vysse;
dimenzie. Aj tieto podmienené rozdelenia sa daji dalej rozlozif na ich podmienené
rozdelenia, ¢o moze opif zjednodus$if simuldcie. Ak teda predpokladdme, Ze vek-
tor parametrov 6 sa da rozlozit na k zloziek (jedno- alebo viacrozmernych), t.j.
0 = (04,...,0:), potom rozdelenie prislichajace k p(#|X,Y") je uréené mnozinou

podmienenych rozdeleni s hustotami

p(01|92, 03, Ce ,Hk, X, Y)
p<82‘017937 s 70k7X7 Y)

p(Or|01,02,. .., 0k 1, X,Y).

Podobne zdruzené rozdelenie stavovej premennej p(X |60, Y") je charakterizované mno-
zinou podmienenych rozdeleni p(X;| X 4,0, Y)pret = 1,...,T, kde X_; predstavuje
prvky X okrem Xj.

Co sa tyka volby apriérnych rozdeleni parametrov s prislusnymi hustotami p(#),
ak je to mozné, najcastejsie sa pouzivaji konjugované rozdelenia, aby sa zjednodusil
vypocet aposteriérnych hustot. V ramci SV modelov si treba dat pozor na pouzi-
vanie neinformativnych apriérnych rozdeleni, pretoze nevlastné apriérne hustoty by
mohli viest k vypoctovym problémom a sposobif, Ze aposteriérna hustota by bola
takisto nevlastna.

Na ziskanie odhadov jednotlivych parametrov modelu sa vyuzivaji marginalne

aposteriorne hustoty
p61Y) = [ 906, XIY)dxd0, = [ p(61. 0, X]Y)aXds,
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kde 0; je i-ty prvok vektora parametrov 6 a 6 _;) oznacuje zvy$né parametre modelu.
Za odhad parametra 6; sa Standardne povazuje priemer (pripadne median) tejto
marginalnej aposteriérnej hustoty.

Odhadovanie stavovej premennej je zlozitejsie, rozlisujeme tri druhy odhadov.
Kazdy je zalozeny na prislusnej marginalnej aposteriérnej hustote, ktoré sa lisia v

mnozstve informécii, ktorym podmienujeme:
e vyhladzovanie (smoothing) p(Xi|Y1,...,Yr), t=1,...,T
e filtrovanie (filtering) p(X¢Y1,...,Y:),t=1,....,T
e predikcie (forecasting) p(Xy1|Y1,...,Y,), t=1,...,T.

Odhadovanie realizacii stavovej premennej na zaklade vsetkych dat, teda vyhladzo-

vanie, je staticky problém, riesi sa jednorazovo s pouzitim vsetkych dat Y
pC0IY) = [ pl6.X|Y)dbx

kde X_; predstavuje vSetky realizacie stavovej premennej okrem realizacie v Case t.
Odhad realizacie volatility X; v ¢ase t bude opit dany priemerom (resp. medidnom)
marginalnej aposteriérnej hustoty p(X;|Y").

Zvysné dva typy odhadovani st sekvencné problémy, kedy odhad stavovej pre-
mennej (jej realizacie v Case t) je zalozeny len na stbeznych datach (do ¢asu t).
Metédy na rieSenie sekvenéného odhadovania sa nazyvajua filtracné, patri medzi ne
napr. particle filter a practical filter.

Na ziskanie odhadov parametrov modelu a realizacii stavovej premennej, je teda
nutné poznat aposteriérnu zdruzent hustotu p(f, X|Y') a vediet ju integrovat. Pre-
toze jej tvar byva zlozity (Co plati vo vi¢Sine modelov) a navySe integraly su viac-

rozmerné, na ich vypocet musime pouzif MC metédu integrovania.

3.3 Monte Carlo vypocet integralov

Monte Carlo metody predstavuju siroko vyuzivana triedu algoritmov na simulo-
vanie spravania sa rozliénych fyzikalnych a matematickych systémov. Od ostatnych
simula¢nych metdd sa odlisuji vyuzivanim nahodnych ¢isel, teda s v istom zmysle
stochastické. Kvoli velkému poctu opakovani vypoctov a krokov tychto algoritmov,
st to metddy viac-menej predurcené na realizaciu pomocou pocitacov.

MC metoédy st pomenované po rovnomennom meste v Monaku, znamom pre
svoje kasina, kde sa v hazardnych hrach (napr. v rulete) stale opakuju udalosti so
znamymi pravdepodobnostami. Hoci pozndme viacero izolovanych a nerozvinutych

aplikacii tychto metdéd uz v skorsich rokoch, moderné vyuzitie MC metdd sa datuje
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od 40. rokov 20. storocia, kedy boli pouzité pocas vyvoja atémovej bomby (Ulam,
Metropolis, von Neumann, Fermi).

Monte Carlo metddy st zaloZzené na simulovani celého systému (vSetkych ne-
znamych parametrov) v ¢ase. Ide pritom o velké mnozstvo simulécii, ktoré pred-
stavuji mozné buduce realizaciu sytému. Vysledkom nie st jednotlivé hodnoty, ale
pravdepodobnostné rozdelenie, na zaklade ktorého je potom mozné ziskat odhady
parametrov systému (napr. bodovy odhad sa aproximuje vyberovym priemerom
simulécii).

Aby sme mohli pouzit MC met6dy, nemusime poznat rovnice (oby¢ajné alebo
diferencidlne) popisujice systém. Staci, aby bolo znadme rozdelenie pravdepodob-
nosti (resp. jeho hustota) parametrov systému. Dalou velkou vyhodou MC metéd
je ich podstata - simulovanie realizacii systému. Teda na odhadovanie systému ne-
potrebujeme pozorovat ziadne data ako vysledky experimentov, ktoré su niekedy
komplikované, ¢asovo alebo finanéne narofné, popripade aj nemozné (napr. sys-
témy s nepozorovatelnymi stavovymi premennymi). MC metédy podstatne rozsirili
triedu modelov, ktoré sa daju riesit (odhadovat).

V matematike sa vyuzivaji MC metddy na riesenie roznych problémov, najcas-
tejsou aplikaciou je v8ak Monte Carlo vypocet integralov (MC integration). Tato
metdda je urcend na numericky vypocet integralov pomocou ndhodnych (resp. pse-
udonahodnych) ¢isel, teda ide o algoritmus na ziskanie pribliznej hodnoty kone¢nych
integralov, zvycajne aj viacrozmernych. Klasické numerické metédy vycisluja po-
dintegralnu funkciu na pravidelnej mriezke, metéda MC integrovania voli body, v
ktorych je podintegralna funkcia (resp. jej ndsobok) vyhodnocovana, nadhodne a
nezavisle. Na to je potrebné vhodne rozlozit podintegralnu funkciu f(z) na siéin
hustoty nejakého rozdelenia p(x), ozn. cielova hustota, a inej funkcie g(x). Cielova
hustotu nasledne aproximuje histogram simulécii zo zvoleného rozdelenia a hodnotu
integralu vyberovy priemer funkénych hodnét (funkcie g(z)) tychto simulacii:

| N

1= [ e = [ o= 560N~ xS o) <Ix. O

kde I je integral, ktory chceme vypocitat a xq, ..., xyx je ndhodny vyber z rozdelenia
s hustotou p(z) na oblasti Q ([, p(z)dz = 1). NajjednoduchSou volbou, no nie
vzdy najlepSou (z pohladu velkosti variancie odhadu), je rovnomerné rozdelenie na
oblasti 2. Pomocou rozkladu podintegralnej funkcie sa daju priblizne pocitat nielen
momenty zvoleného rozdelenia s hustotou p(z), ale aj samotné pravdepodobnosti,
ak za g(z) zvolime indikator mnoziny.

Pretoze Iy je viberovy priemer nahodnej premene;j g(X) s realizdciami g(xy,),
n = 1,...,N a strednou hodnotou F(g(X)) = I, podla zdkona velkych ¢isel s
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poc¢tom simulécii idicim do nekonecna konverguje skoro vsade k svojej strednej
hodnote [
In 251, N — .

Navyse, ak Var(g(X)) = 02 je konecnd, podla centralnej limitnej vety je Iy asymp-

a?

toticky normalne rozdeleny so strednou hodnotou I a varianciou

\/N(jN —I) i>./\/(0,0'2).

Standardné chyba takejto aproximécie integralu (9) sa nazjva MCSE a m4 tvar

. o
MCSE =SE(Iy) = —,
kde asymptotickt varianciu o2 z CLT mozeme odhadnif ako vyberovii varianciu

nidhodnej premennej g(X)

R 2
~2 2
7= o1 2 (o)~ Iv)

Vo vSeobecnosti st vyhodami MC integrovania

e konvergencia rddu O(N~1/2) bez ohladu na dimenziu integralu a hladkost

podintegralnej funkcie,

e jednoduchost - algoritmy vykonavaju iba dva typy operécii (generovanie na-

hodnych hodnot, vypocet funkénych hodnot),

e vSeobecnost - d4 sa pouzit aj na oblastiach, kde by klasické kvadratury boli

problematické,
e lepsie zvladanie singularit podintegralnych funkcii.

Tieto vyhodné vlastnosti MC integrovania st vSak viazané na takd hustotu p(x), z
ktorej generovanie ndhodného vyberu je §tandardné a nendroc¢nd tloha !. V mno-
hych pripadoch (pri vyuzivani MC integrovania v rozli¢nych oblastiach) kvoli zlozi-
tému tvaru cielovej hustoty nie st mozné priame simulécie. Vtedy treba siahnut po
niektorej zo simula¢nych technik zaloZenych na vyuziti pomocnych hustot, z kto-
rych sa, naopak, d4 simulovat Tahko. Priklady bayesovskych simula¢nych technik st

uvedené v casti 3.4.

) [13

1Pod vyrazmi “simulovat z hustoty”, “generovat ndhodny vyber z hustoty” rozumieme robenie
nahodného vyberu z rozdelenia, ku ktorému dana hustota prislicha. Podobne “nahodny vyber z

hustoty” znamena nadhodny vyber z rozdelenia s danou hustotou.
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3.3.1 Pouzitie MC integrovania v SV modeloch

Vratme sa teraz spit k SV modelom a oznac¢eniam z casti 3.2.1. Potom apliké-
ciou MC metddy vypoctu integralov pre fubovolni integrovatelnt funkciu f(6, X)

dostaneme

£(0.5) = E,[£(0, X)Y] = / £(6, X)p(8, X|Y)dXd0 ~

1
~ f (g(n)’X(n)) ’
i

kde (9(”), X (")) ,n=1,..., N je ndhodny vyber zo zdruzenej aposteriérnej hustoty
p(0, X]Y).
Ak vhodne zvolime f(0, X) = 6;,i € {1,...,k}, z (10) dostaneme bodovy odhad

jednotlivych parametrov modelu

(10)

A 1
0= B0V~ =Y 0" =1,k

alebo pri f(0,X) = X;, t € {1,...,T}, (10) dava odhad realizacii stavovej premen-

nej v jednotlivych casoch ¢
X, = B[X,|Y] ~ ZX t=1,...,T.

Jediné, ¢o k tymto odhadom potrebujeme, je teda ndhodny vyber zo zdruzenej
aposteriornej hustoty. SV modely vSak patria medzi pripady, kedy priame simulacie
kvoli tvaru p(f, X|Y') nie st mozné, preto musime vyuzit niektort zo simulacnych
technik.

3.4 Bayesovské simula¢né techniky

Tieto metédy sa pouzivaji na generovanie ndhodného vyberu z hustot, z kto-
rych nevieme simulovat priamo. NajcastejSie ide o aposteriérne zdruzené hustoty
potrebné na vypocet integralov MC metédou, preto ich nazyvame bayesovské simu-
la¢né techniky. Kvoli zjednoduseniu zapisu vSak nebudeme pouzivat “bayesovské”
oznacenia funkcii z Casti 3.2, ale zachovame oznacenie cielovej hustoty p(z) ako v
casti 3.3.

Spolo¢nym znakom bayesovskych simulacnych technik je, ze sa vyhna simulo-
vaniu z cielovej hustoty tak, Ze ndhodny vyber urobia z pomocnej hustoty q(x),
ozn. inStrumentéalna hustota (proposal density), z ktorej sa da simulovat priamo.
Nésledne tento vyber nejakym spdsobom upravia, aby predstavoval vyber z cielove;

hustoty.
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3.4.1 Importance Sampling

V IS metéde volime instrumentalnu hustotu ¢(x) tak, aby jej nosi¢ zahfnal nosi¢

cielovej hustoty p(z) a vhodne upravime integral I:
_ _ p() _ _
I= | g(z)p(x)dx = g(x)mq(@cm = [ g(x)w(z)q(z)dr = E, [g(X)w(X)],
kde w(zx) je vahova funkcia (importance weight function) zachytéavajica vztah cie-
fovej a inStrumentélnej hustoty, ktory sa prejavi aj v odhade integralu

N

1 .
I~ i nz:;g(xn)w(xn) = Iy,
kde x1, ...,z x je ndhodny vyber z rozdelenia s hustotou ¢(x). Vyssie vahy, a teda aj

vyznam v priemere, budi mat hodnoty z ndhodného vyberu, ktoré by sa vyskytovali
menej casto pri simulovani z instrumentalnej hustoty, no castejsie pri simulovani z

cielovej hustoty. Odhad je konzistentny a nevychyleny s varianciou

Var(iy) = 3 Var 10w = ([ P - ).

Kritériom na vyber vhodnej instrumentalnej hustoty je minimalizdcia variancie
odhadu. Preto, aby IS metdda bola efektivna, inStrumentalna hustota by mala tva-
rom ¢o najlepsie aproximovat cielovi hustotu. V takom pripade buda vahy w(x;)
blizke k 1 a variancia odhadu bude mala (variancia bude miniméalna, ak inStrumen-
talna hustota bude proporcionalna k cielovej hustote). Tato poziadavka je casto
nedosiahnutelnd, hlavne ak ide o chvosty cielovej hustoty. Vzdy si treba dat pozor
na to, aby pomocnda hustota mala fazsie chvosty ako cielovd, inak moze vahovéa
funkcia nadobudat velmi velké hodnoty. NavySe strednd hodnota vahovej funkcie
E(w(X)) musi byt kone¢na.

Importance Sampling metéda nie je vypoctovo naroéné a netreba pri nej riesit

ani problémy s konvergenciou. Je vSak prakticky nepouzitelna, ak ide o integraly

.....

3.4.2 Sampling/Importance Resampling

Rubin (1988) zaviedol SIR metédu, ktord na generovanie potrebného vyberu
X1, ..., TN Vyuziva vahy z vyberu ziskaného pomocou IS metédy. Postup pri metéde

SIR je nasledovny:

1. vygenerujeme nahodny vyber z7,...,z% z pomocnej hustoty ¢(x) a vypoci-
tame IS vahy w,, = w(z}) = 7% pre vsetky n =1,..., R
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2. znovu urobime ndhodny vyber xy,...,zy, M < R, ale z vektora hodnét

vygenerovaného v kroku 1 s prislusnymi pravdepodobnostami pg;r(xf) =
n—n=1,...,R.

Zf:l Wn
SIR metdda bude opét relativne efektivna vtedy, ak bude pomocna hustota dobre
aproximovat ta cielovii, pretoze iba vtedy budid maf pravdepodobmosti pgigr(x?)
mali varianciu. V opa¢nom pripade, ak budi pravdepodobnosti psrr(z}) prili§ roz-
dielne, treba urobif vyber v prvom kroku s velkym rozsahom. Nésledne je mozné

¢ast z neho, t.j. ¥ s malymi vdhami, zanedbat.

3.4.3 Acceptance-Rejection Sampling

RS metdda je zalozena na simulovani ndhodnych hodnot z instrumentalnej hus-
toty, z ktorych vsak len niektoré prijmeme do (koneéného) ndhodného vyberu. Aby
sme mohli pouzif RS metdédu, inStrumentalna hustota musi byt tzv. (hornou) obél-
kovou funkciou cielovej hustoty (envelope function), teda potrebujeme poznat kon-

stantu c taku, ze
p(x) < cq(x) pre Yo € D, pricom c < oo,

kde D je nosi¢ hustoty p(z).

Algoritmus RS vygeneruje hodnotu x,, ndhodného vyberu nasledovne:
1. vygeneruj y ~ q(x) a u ~ U(0,1)

2. ak u < %, prijmi y a nastav z,, =y

inak zamietni y a opakuj krok 1

Cislo apg = % z kroku 2 sa nazyva pravdepodobnost prijatia (acceptance proba-
bility). Ak by sme sa na dvojicu [y, cq(y)u] pozerali ako na bod v rovine, bude lezat
pod funkciou c¢g(x). Pri rozhodovani o prijati, resp. zamietnuti zistujeme, ¢i lezi aj
pod funkciou p(x): ak &no, prijmeme ho, inak ho zamietneme. Tym je zabezpecené,
ze x-ové suradnice prijatych bodov, teda z1,...,xy, budi ndhodnym vyberom z
hustoty p(z).

Podobne ako u IS metédy, vyhodou RS metddy je jej jednoduchost, ale na
ziskanie jednej hodnoty x,, ndhodného vyberu z cielovej hustoty treba vygenerovat
v priemere aZ ¢ kandidatov z inStrumentédlnej hustoty (miera prijatia (acceptance
rate) = %) Problémom tohto algoritmu teda nie je len potreba poznat hodnotu c,
aby ¢(x) bola obalkou hustoty p(z). Ak inStrumentélna hustota neaproximuje dobre
cielovii hustotu, bude ¢ > 1 (frekvencia zamietnutia bude vysokd), ¢o znamena,

ze bude potrebnych vela vypoctov funkénych hodndt hustoty p(x). V mnohych

24



praktickych problémoch méa p(z) komplikovany tvar, ktory spdsobuje vypoctovi
naroc¢nost jej vyhodnocovania, preto ani tdto metdda nie je vhodnd na vypocet

(hlavne viacrozmernych) integralov.

3.4.4 Adaptive Rejection Sampling

Metédu ARS navrhli Gilks a Wild (1992), resp. Gilks (1992) ako nastroj na
generovanie ndhodného vyberu z jednorozmernej cielovej hustoty p(z), ktord vsak
musi spliiaf predpoklad logaritmickej konkévnosti. Ten algoritmus vyuziva na skon-
struovanie jej hornej obalkovej funkcie, ktora je pouzita ako instrumentalna hustota
q(z). Vylepsenie oproti RS je v znizeni po¢tu vyhodnocovani p(z) vdaka priebez-
nému “zlepSovaniu” ¢(z). Po kazdom zamietnuti kandidata vygenerovaného z ()
totiz ziskant informéciu o p(x) zahrnieme do predpisu ¢(x) tak, ze ¢ bude mono-
ténne klesat. InStrumentélna hustota bude postupne konvergovat k cielovej hustote,
pricom sa jej bude dotykaf prave v zamietnutych kandidatskych bodoch.

Rozsirena je aj verzia algoritmu ARS, ktora navyse vyuziva dolni obalkovi fun-
kciu cielovej hustoty (squeezing function). Dalej pri konstrukcii obalkovej funkcie
(funkcif) mozeme bud pouzit derivaciu logaritmu cielovej hustoty (derivative based
ARS), alebo sa jej naopak vyhnut (derivative free ARS). My popiSeme pripad al-
goritmu s konstrukciou len hornej obalkovej funkcie a bez vyuzitia derivacie (vtedy
totiz netreba, aby bola cielova hustota spojite diferencovatelnd).

Predpokladajme teda, Ze cielova hustota p(x) je na svojom nosici D logaritmicky
konkavna (log-concave), ¢ize jej logaritmus je konkavna funkcia

In f(b) —In f(a) _ Inf(c) —Inf(b)
b—a c—b

Va,b,c € D také, ze a <b < c.

Nech S, = {z;;i=0,...,n+ 1} je stfasnd mnoZina bodov usporiadanych vzo-
stupne, pri¢om zy a z,.1 moézu byt aj nekoneéné limity oblasti D. Dalej nech
L; ;(z;S,) pre 1 <i < j < n predstavuje priamku prechadzajicu bodmi [z;, In p(x;)]
a [z;,Inp(z;)], pre ostatné (i, 7) nech L; ;(z;S,) nie je definovana.

Definujeme po ¢astiach linedarnu funkciu h,(x) (hull function):
ho(x) = min [Li—1:(7; Sp), Lit1,i+2(8;0)] T ST < Ty, (11)

ktoréd je obalkovou funkciou funkcie Inp(x) (teda Inp(z) < h,(z) Vz € D), ¢o je
dosledkom predpokladanej logaritmickej konkavnosti cielovej hustoty p(x). Instru-
mentalna hustota bude potom dana predpisom

gul) = iexp (), (12)

2ak b nie je definované, potom min{a,b} = min{b,a} = a
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I (x)

log p(x)

Obr. 1: Grafické znazornenie ARS metddy, y je vygenerované z hy(x)

kde

Cp = /exp hy(z)dz. (13)
Je to po ¢iastkach hustota exponencidlneho rozdelenia, a teda sa z nej da simulovat
priamo. Dal$ou vyhodnou vlastnotou g, (z) je, Ze je aktualizovana vzdy po vypocte
funkénej hodnoty hustoty p(x).

ARS algoritmus vygeneruje hodnotu x4 z cielovej hustoty nasledovne:
1. inicializuj n a S,
2. vygeneruj y ~ ¢n(+)

3. vygeneruj u ~ U(0,1)

4. ak u > exs%’j(y), potom
ZAMIETNUTIE:
nastav S,41 = S, U{y} a preusporiadaj body v S,,1 vzostupne
zvys n o 1 a chod spit na krok 2
inak
PRIJATIE:

nastav x4 = y.
5. vrat x4.

Po kazdom zamietnuti kandidata y v kroku 4 sa zvysi pocet dotykovych bo-

dov funkecii Inp(x) a h,(z) o jeden, ¢im sa zmensi ¢, a znizi sa pravdepodobnost
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It (x)

T log p(x)

Obr. 2: Grafické znazornenie ARS metddy, zamietnuty bod y je zahrnuty do mnoziny

S5, na zaklade ktorej je zostrojend aktualizovand funkcia hs(x)

zamietnutia nového kandidéata v dalSej iteracii. Opakovanim krokov 2-5 ARS algo-
ritmu dostaneme nahodny vyber z cielovej hustoty p(z), pricom pravdepodobnost
zamietania bude stéle klesat vdaka postupne sa zlepsujtcej funkcii h, ().

Pri neohranicenej oblasti D by mohli nastat komplikacie, preto ak D je neohra-
nicend zlava, Startovacie body v S, treba zvolit tak, aby smernica L; o(z;.S,) bola
kladna. Podobne, ak je D neohranicend sprava, musi byt splnené, ze L,,_1 ,(z;S,,)
bude mat zadporni smernicu.

Priemerny podet iterdcii potrebnych na prijatie jednej hodnoty zalezi na volbe
Startovacich bodov S,, a na predpise cielovej hustoty p(z). Vo vSeobecnosti umiest-
nenie Startovacich bodov nemé na efektivnost algoritmu velky vplyv, doélezity je
hlavne ich pocdet. Malo by to byt ¢islo asporn 3. Celkovo je ARS metéda velmi
efektivna, no pouzitelnd len na generovanie ndhodného vyberu z jednorozmernej
logaritmicky konkavnej hustoty. Aj ked viicsina Standardnych jednorozmernych roz-
deleni a mnohé uplné podmienené rozdelenia z pouzivanych bayesovskych modelov
ttto vlastnost spliiajii, vznikla potreba nardbania aj s logaritmicky nekonkavnymi
funkciami hustot. ZovSeobecnenim ARS metddy bola vytvorena ARMS metdda,
pomocou ktorej je mozné generovat ndhodny vyber zo vSeobecnej (aj logaritmicky

nekonkavnej) jednorozmernej cielovej hustoty (pozri ¢ast 4.4.3).

Metody, ktoré sme uviedli, volia instrumentalnu hustotu tak, aby vhodne apro-
ximovala cielovii hustotu a zaroven, aby sa z nej dalo priamo simulovat. Ak mé
cielova hustota velkt dimenziu alebo zloZity tvar, splnit obe pozadované vlastnosti

inStrumentéalnej hustoty casto nie je mozné. Vtedy moZzeme pouzit domyselnejsie
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simula¢né metddy zalozené na tedrii Markovovych refazcov, a to MCMC metddy.

3.5 Markovove retazce

V tejto Casti uvedieme zakladnt teériu Markovovych retazcov, na ktorej su za-
lozené MCMC metody. Pojde o podstatné definicie a vlastnosti, pricom najprv sa
budeme zaoberat Markovovymi refazcami s kone¢nou mnozinou stavov (finite state
space Markov chains), nasledne retazcami so vSeobecnou mnozinou stavov (general

state space Markov chains) a nakoniec stru¢éne zhrnieme konvergenénu tedriu.

Pozn. 1 Pod Markovovym retazcom budeme rozumiet Markovov retazec s diskrét-

nym casom (discrete-time Markov chain ).

3.5.1 Markovove retazce s kone¢nou mnozinou stavov

Definicia 3.5.1 Markovov retazec {X;},.r, T = Z., je nahodny proces nadobida-
Jiici hodnoty z mnoZiny stavov (state space) X ® a sphiafici Markovovu vlastnost

(tieZ “memoryless” property)

P(Xoi1 = 21| Xn =20, X1 = 21, .., Xo = 29) =
= P(Xn11 = Tp1|Xn = ) Vne T Vr; € X.

Ak X, = x;, hovorime, Ze retazec v case t je v stave .
j ) j

Markovova vlastnost znamena, Ze jediné informécia z minulych nadobudnutych hod-
not retazca, ktort potrebujeme na predikciu nasledujicej hodnoty, je len terajsi stav
retazca. Inak sa da povedaft, Ze pri danom st¢asnom stave refazca st minulé a bu-
dice stavy nezavislé.

Jednotlivé retazce st definované ich zaciatoénym pravdepodobnostnym rozdele-
nim stavov p(0) a pravdepodobnostami prechodu (transition probabilities) P(X,11]|X,).

Rozdelenie (stavov) retazca v ¢ase n € T' je dané vektorom
p(n) = (pu(z),z € X), kde p,(z) = P(X, =1z) VrelX.

Na toto rozdelenie sa d& pozeraf aj ako na marginalne rozdelenie ndhodnej premen-
nej X,,. Pravdepodobnosti prechodu P(X,+1 = z;|X, = z;) vyjadruji pravdepo-
dobnost toho, ze retazec v jednom ¢asovom kroku prejde zo stavu z; do stavu x;.

Tieto pravdepodobnosti zasa zodpovedaji podmienenému rozdeleniu X, 1|X,,.

3Tu teda uvazujeme o X s koneénym poétom prvkov.
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Definicia 3.5.2 Markovov retazec {X;},.p sa nazjva staciondrny alebo homogénny

(v case), ak pravdepodobnosti prechodu nezdvisia od ¢asu, t.j.
Dij = P(Xn+k+1 = xj|Xn+k = .TZ) = P(Xn+1 = JIJ|Xn = ZEZ) \V/ZEZ',Z']' € X,\V/k? € N, Vn e T.

Odteraz budeme uvazovat len homogénne Markovovove retazce. V tomto pripade
mozeme p;; usporiadat do matice (pravdepodobnosti) prechodu (transition proba-
bility matriz) P = (pij)e;e;ex- Je to stochastickd matica, tzn. Stvorcovd matica,
ktorej prvky st nezaporné ¢isla a sucty po riadkoch davaju 1.

Pod pravdepodobnostami prechodu k-teho rddu rozumieme pravdepodobnosti

prechodu retazca zo stavu z; do stavu z; za k ¢asovych krokov
pij(k) = P(Xoyp = 2| X, = 1), w50, € X, keNneT.
Takisto ich moZno zapisat do matice (pravdepodobnosti) prechodu k-teho radu
P(k) = (pij(k))zs2;e-

Veta 3.5.1 Pre homogénny Markovov retazec {X;},.p plati

P(n +m) = P(n)P(m) Yn,meT (14)
P(n) =P" VneT (15)
p(n) = p(0)P(n) Vn eT. (16)

Rovnice (14) z vety (3.5.1) sa nazyvaji Chapman-Kolmogorovove rovnice. Této
veta hovori, Ze pokial pozname zaciatocné pravdepodobnostné rozdelenie a maticu

pravdepodobnosti prechodu, poznéame spravanie sa refazca vo vSetkych c¢asoch z T'.

Definicia 3.5.3 Pravdepodobnostné rozdelenie m = (7;),,e(x) sa nazjva limitné
(aj rovnovazne alebo stabilizované) rozdelenie retazca, ak

lim p(n) = .

n—oo
Teda ak 7 existuje, potom bez ohladu na to, aké bolo zaciatocné pravdepodob-
nostné rozdelenie p(0), Markovov retazec bude konvergovat (s n — oo) k nadhodne;
premennej X,, s limitnym pravdepodobnostnym rozdelenim 7. Navyse toto limitné

rozdelenie bude jediné a bude spliiaf 7P = 7.

Definicia 3.5.4 Vektor v = (vj)y,cx, ktory splia

Uj >0 VQT]‘ eX (17)
d =1 (18)
T;EX

VP = (19)
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sa nazyva staciondrne (alebo invariantné) rozdelenie retazca uréeného maticou pre-

chodu P.
Pozn. 2 Rownice (19) sa nazyvaji aj globdlne rovnice rovnovdhy (general balance ).

Z definicie (3.5.4) je zrejmé, ze ak raz dosiahneme staciondrne rozdelenie (pri-
padne v nom za¢neme), t.j. v = p(m) pre nejaké m € T, uz sa nebude s ¢asom
menit, teda rozdelenie ndhodnych premennych v nasledujtcich ¢asoch X,, bude tiez
v, tzn. p(n) = v pre ¥n > m. Stacionarne rozdelenie je teda invariantné vzhladom

. X v /. v ’ v v
na maticu prechodu. Markovov retazec s koneénym poc¢tom stavov ma vzdy aspon
jedno stacionarne rozdelenie.

Limitné rozdelenie je nutne stacionarnym rozdelenim a ak existuje, je aj jedinym

stacionarnym rozdelenim. O limitnom rozdeleni retazca hovori aj nasledujica veta.

Veta 3.5.2 Ak existuju

lim p;;(n) = n; V,, x; € X,

n—oo

potom existuju aj

lim pn<$]) =Ty V.Tj e X.

Limitné rozdelenie teda existuje, ak matica prechodu konverguje v ¢ase a bude dané

Tubovolnym riadkom prave tejto limitnej matice prechodu

P(n) — _ , N — 0.
m

Naopak, stacionarne rozdelenie nemusi byt aj limitnym rozdelenim, teda méoze
existovat, aj ked matica prechodu nekonverguje v ¢ase. Prakticky je TahSie najst
stacionarne ako limitné rozdelenie refazca. Preto v snahe najst limitné rozdelenie
refazca ndjdeme stacionarne rozdelenie, o ktorom musime dokézat, Ze bude aj hla-

danym limitnym rozdelenim.

Definicia 3.5.5 Markovov retazec, pre ktory existuje prdve jedno jeho staciondrne
rozdelenie, nazgvame ergodicky (ergodic). V opacnom pripade nazveme retazec ne-

ergodicky (non-ergodic ).

Pre existenciu ergodického Markovovho refazca existuje viacero postacujucich pod-

mienok. Jednou z nich je nasledujica veta.
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Veta 3.5.3 (Markovova) Ak existuje n € N také, Ze vSetky prvky matice P si
kladné (t.j. nenulové), potom Markovov retazec s maticou pravdepodobnosti pre-

chodu P je ergodicky.

Pre Markovov refazec s koneénou mnozinou stavov je ergodickost ekvivalentna

s dvojicou inych vlastnosti, a to neredukovatelnost a aperiodickost.

Definicia 3.5.6 Markovov retazec {X;},.p s konecnou mnoZinou stavov X sa na-

zgva neredukovatelny (irreducible) alebo nerozlozZitelny (indecomposible), ak
Voo € X, #x; IkeN:  pi(k)>0.

Pre neredukovatelny refazec teda plati, Zze vSetky stavy si dosiahnutelné za koneény
pocet krokov, ¢ize refazec sa moze dostat z Tubovolného stavu do vSetkych ostatnych

stavov konecnym poc¢tom krokov.

Definicia 3.5.7 Markovov retazec {X;},.p s konecnou mnoZinou stavov X sa na-

zyva aperiodicky, ak
Pozn. 3 NSD(kq, ks, ...) oznacuje najuicsi spoloény delitel cisel kq, ko, . . ..

Markovov refazec je aperiodicky, ak ziaden stav z X nemad periddu, teda neexistuju
Casti mnoziny stavov, z ktorych by refazec nadobtidal hodnoty iba v pravidelnych

casovych intervaloch.

Veta 3.5.4 (Ergodicka) Pre lubovolny neredukovatelny a aperiodicky Markovov
retazec { X}, evistuje take rozdelenie retazca m = (7;)z,ex, Ze plati

lim p;;(n) =7, Va;,z; € X.

n—oo

Z tejto vety a vety (3.5.2) vyplyva, Ze m bude limitné a jediné stacionarne rozdelenie
stavov refazca, teda refazec je ergodicky. Preto aj viaceri autori definuju ergodicky
Markovov retazec ako retazec, ktory je neredukovatelny a aperiodicky. Z neredu-
kovatelnosti vyplyva existencia a jednoznacnost stacionarneho rozdelenia, zatialco
aperiodicita zabezpeci, ze toto rozdelenie bude aj limitnym rozdelenim.

Vlastnosti Markovovho refazca nutné na existenciu jeho limitného rozdelenia,
vSak nehovoria ni¢ o tvare tohto rozdelenia. Preto ak by sme chceli zistit, ¢i je
nejaké rozdelenie limitnym rozdelenim retazca, overime najprv postacujicu pod-
mienku existencie jediného stacionarneho rozdelenia, ktorou je reverzibilita retazca,
a nasledne ukazeme, ze je aj limitnym rozdelenim. Takyto pristup bude potrebny v
MCMC metodach.
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Definicia 3.5.8 Markovov retazec sa nazyjva reverzibilng (v éase) (time-reversible ),
ak ezistuje take rozdelenie ™ = (7;)y,ex, Ze vzhladom narn matica prechodu P =

(Pij)zi2,ex Tetazca spliia podmienky reverzibility
TiPij = TjDji V.CEi, Z; e X. (20)
Pozn. 4 Rownice (20) sa nazgvaji aj lokdlne rovnice rovnovihy (detailed balance ).

Tak ako stacionarita znamenala rovnovahu s ¢asom idiicim dopredu, reverzibilita
znamend obojsmernt rovnovahu - ak raz dosiahne reverzibilny Markovov retazec
rovnovéazne rozdelenie, pravdepodobnost prechodu do nejakého stavu bude rovnaké
pre ¢as iduaci dopredu i dozadu. Lahko sa overi, Ze po zosumovani oboch stran
rovnic (20) cez x; € X dostaneme globalne rovnice rovnovahy, 7P = 7, tzn. =
bude stacionarne rozdelenie retazca. Reverzibilita je teda silnejSia vlastnost ako
stacionarita, no pri overovani podmienok reverzibility sa vyhneme sumovaniu cez
mnozinu stavov X. V praxi mavaju diagonalne prvky P casto zlozity tvar, preto

dalsou vyhodou je, Ze tieto podmienky staci overovat len pre z; # ;.

3.5.2 Markovove retazce so vieobecnou mnozinou stavov

Napriek pociato¢nej snahe vyhradit termin Markovov refazec len pre nahodny
proces s kone¢nou (resp. spo¢itatelnou) mnozinou stavov (s diskrétnym alebo spoji-
tym Casovym parametrom), aplikicie ukazali nutnost rozsirit definiciu aj na retazec
so v8eobecnou mnozinou stavov. My budeme opit uvazovat iba Markovove retazce
s diskrétnym casom.

V tejto Casti bude teda mnozina stavov X' ITubovolna (vSeobecna) mnozina, na
ktorej existuje o-algebra, ozn. F(X), a T' = Z,. Markovova vlastnost, ktort musi
Markovov retazec spliiaf, ma tvar

P(Xo1 €AX, =20, X1 =2p1,...,Xo=120) =
= P(X,11 € A|X,, = z,), Vn e T\VA € F(X),Vz; € X.

Retazec je dany
e zaiatoénym rozdelenim uréenym pravdepodobnostnou mierou p na F(X)

e prechodovym (pravdepodobnostnym) jadrom (transition (probability) kernel)
P={P(z,A),r € X,Ac F(X)},

pre ktoré plati
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1. pre vetky A € F(X) je P(-, A) nezaporna meratelna funkcia na X

2. pre kazdé x € X je P(z,-) pravdepodobnostnd miera na F(X),

nasledovne

P Xo€ Ag, X1 €Ay, ..., Xpp1 € Apia) =

(21)
/ / / p(dxo) P(xo, dxy) ... P(Tn, Any1), n €N
:E()GA() IleA]_ TnEAn

Vyraz (21) definuje tzv. koneéno-rozmerné rozdelenie Markovovho retazca a ak plati
pre vSetky n € N, Markovov retazec sa nazyva homogénny s pociatoénym rozdele-
nim p a prechodovym jadrom P(x, A).

Prechodové jadro je zovSeobecnenim pravdepodobnosti prechodu Markovovych

refazcov s koneénym poctom stavov
P(z,A) = P(X,41 € Al X, =1x), VYre X AcFX).

Podobne mézeme definovat aj prechodové jadro k-teho radu (k-step probability
transition kernel) {P’C r,A),r € X, Ae F(X } kde

1 z€A
0 z¢ A

PO(x, A) = 8,(A) =

PHa.A) = [ Pl dy) PP 5 4) = P € ALK, = 2).
X
Veta 3.5.5 Pre lubovolné m také, Ze 0 < m < n, plati

P (xz,A) = /){Pm(q:,dy)P”m(y,A), re X, Ae F(X). (22)

Rovnice (22) st Chapman-Kolmogorovove rovnice pre homogénny Markovov retazec
so vSeobecnou mnozinou stavov.
Tazsie je definovat aj limitnt pravdepodobnostni mieru retazca, potrebujeme k

tomu ur¢it sposob konvergencie dvoch pravdepodobnostnych mier.

Definicia 3.5.9 Nech p a v su pravdepodobnostné miery na tom istom pravdepo-
dobnostnom priestore (2, F). Potom celkovd variaénd vzdialenost (total variation

distance) je dand

() = v()ll = sup|u(A) = v(A)]

Limitnou pravdepodobnostnou mierou Markovovho retazca potom rozumieme takt

pravdepodobnostnii mieru 7, pre ktora plati

lim ||P*(z,:) —7(-)]|=0  pre VrelX.

n—oo
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Definicia 3.5.10 Pravdepodobnostnd miera m na (X, F (X)) s vlastnostou
(A) = / r(dn)P(z, A) VA € F(X)
x

sa nazyva staciondrna alebo invariantnd miera Markovovho retazca s prechodovym
jadrom P(z,A).

Opit plati, Ze limitnd miera je staciondrnou mierou Markovovho retazca.

Definicia 3.5.11 Cas prvého ndvratu (first return time) do mnoziny A definujeme
T4 =inf{n > 1, X, € A}.

Definicia 3.5.12 Markovov retazec sa nazyva ¢-neredukovatelny (¢-irreducible),
ak existuje miera ¢ na (X, F(X)) takd, Ze pre VA € F(X) plati

P(A) >0=P(ta <o0) >0 Vredk.

Analogicky ako u Markovovych retazcov s kone¢nou mnozinou stavov, ¢-neredukovatelnost
znamend, ze retazec zacinajuci v lubovolnom bode x € X nadobudne hodnotu z
mnoziny A nenulovej miery (vzhladom na ¢) s nenulovou pravdepodobnostou. Da
sa to vyjadrif aj tak, Ze pre kazda taki mnozinu A existuje n > 1: P"(x, A) > 0.

Plati, Ze ak je Markovov refazec s limitnou mierou 7w ¢-neredukovatelny, potom

. . . 7 . 7 . vl . . > ’
7 je jedina stacionarna miera a retazec je aj m-neredukovatelny.

Definicia 3.5.13 ¢-neredukovatelny Markovov retazec je periodicky, ak existuji

disjunktné mnoziny Ay, Ay, ..., Ag C X,d > 2 (nazyvané periodicky rozklad) také,

v

ze

P(ZL‘,Al) =1 \V/$€Ad

Ak d = 1, Markovov retazec sa nazjva aperiodicky.

Veta 3.5.6 Pre ¢-neredukovatelny aperiodicky Markovov retazec so staciondrnou

pravdepodobnostnou mierou 7 plati

lim ||P"(z,:) —7(-)]| =0 pre m-s.v. r € X.

n—od

V praxi ¢asto konvergencia pre skoro vSetky x vzhladom na mieru 7 nestaci, pretoze
refazec zacina v konkrétnom bode, ¢o je mnozina nulovej miery, a teda konvergencia

prechodového jadra k 7 by nebola zarucena.
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Definicia 3.5.14 Mnozina A sa nazyva Harris-rekurentnd, ak
P ({X:},cp € A nekonecne casto |Xo =z) =1 Vo € A.

p-neredukovatelny retazec {X;},.p sa nazyva Harris-rekurentny, ak vsetky mnoZiny
A€ F(X) také, ze p(A) > 0, si Harris-rekurentné.

Pozn. 5 {{X,},.; € A nekonecne casto} := \y_, Upen {Xr € A}

Harris-rekuretnost je pre Markovove refazce s koneénou mnozZinou stavov ekviva-

lentné s neredukovatelnostou.

Definicia 3.5.15 Harris-rekurentny aperiodicky Markovov retazec sa nazjva ergo-

dicky.

Veta 3.5.7 Pre ergodicky Markovov retazec so staciondrnou pravdepodobnostnou

mierou T plati
lim | P"(z,-) —7(:)]| =0 Ve e X.

n—oo

Ak teda Markovov refazec spliia silnej$iu podmienku (ako je ¢-neredukovatelnost),
a to Harris-rekurentnost, prechodové jadro konverguje k 7 pre Tubovolny zaciatocny
bod z € X.

Na overenie stacionarity nejakej pravdepodobnostej miery je tak isto mozné

pouzit reverzibilitu retazca.

Definicia 3.5.16 Markovov retazec sa nazyjva reverzibilng, ak existuje takd prav-

depodobnostnd miera 7, Ze jeho prechodové jadro splia

/W(dflf)P(I,B) = / 7(dx)P(z, A) VA, B € F(X). (23)
A

B

Pozn. 6 Podmienka (23) sa niekedy skratene zapisuje v tvare
m(dx)P(z, dy) = 7(dy) P(y, dx), (24)

ktory je analogiou lokalnych rovnic rovnovdahy, tu vsak ide o pravdepodobnosti mno-

Zin a nie stavov z X.

Ak v (23) polozime A = X, dostaneme

/Xw(dx)P(x,B)—/w(dx)—ﬂ(B) VB e X,

B

t.j. z reverzibility refazca vyplyva stacionarita .
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3.5.3 Konvergen¢na teéria Markovovych retazcov

Pri splneni podmienok konvergencie plati pre homogénne Markovove retazce ob-
doba silného zakona velkych ¢isel a centralnej limitnej vety. Pre Markovove refazce s
kone¢nou mnozinou stavov st tymito podmienkami neredukovatelnost a aperiodic-
kost (t.j. ergodicita) retazca. SLLN a CLT maju tvar uvedeny nizsie.

Aby boli spomenuté tvrdenia platné pre Iubovolni zaciatoéni pravdepodob-
nostni mieru Markovovho refazca so vSeobecnou mnozinou stavov, nestaci iba ¢-
neredukovatelnost a aperiodicita refazca, pretoze konvergencia by nemusela byt za-
rucend, ak by refazec zacinal v nejakom bode - mnozine s nulovou mierou (podobne

ako pri podmienkach existencie limitnej pravdepodobnostnej miery). Oznac¢me
p=Elg) = [ gloym(dr)
X
XN
i — (n)
MN = N ; g(x

kde 2, ... 2N st realizacie Markovovho refazca {X,;}ier.
SLLN plati pre Harris-rekurentny Markovov proces so stacionarnou pravdepo-

dobnostnou mierou 7 a fubovolnt funkciu g(z) taka, ze E[|g(z)|] < oo, t.j.
in =% p, ak N — oo, (25)

Pozn. 7 iy sa nazyva aj ergodicky priemer.

Pre CLT st potrebné este silnejsSie predpoklady, okrem Harris-rekurentnosti re-
tazca a existencie staciondrnej pravdepodobnostnej miery 7 musi byt Markovov
refazec navySe bud geometricky ergodicky, alebo V-rovnomerne ergodicky (vzdy s

prislusnymi podmienkami na funkciu g(z)). Potom plati

\/N(“”—_;‘) L2, N(0,1), ak N — oo, (26)
ON
kde
1 N 1 N N N-1 N — k
U?V:NZVWW 9(X2)] +NZZC X)) =y +2) -
k=1 k=1 1=1 k=1
Teda
VN (jix — ) > N(0,0%), ak N — oo,
kde .
oC =7 +2> W (27)
k=1
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Definicie tychto silnejsich predpokladov konvergencie st pomerne zloZité (pozri
Meyn a Tweedie (1993)), preto ich nebudeme uvadzat. Ich splnenie je dokdzané
pre rozne typy uloh a konkrétnych MCMC metéd, preto v jednotlivych aplikaciach

sa zvicSa overuje uz len ergodicita retazca a podmienky reverzibility.

3.6 Uvod do MCMC metéd

Podobne ako simula¢né techniky (popisané v casti 3.4), aj Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) metédy sa vyuzivaju na ziskanie “ndhodného vyberu” (tieZ nazy-
vaného aj MCMC vyber) z cielového rozdelenia, z ktorého nie je mozné simulovat
priamo. V skutocnosti vSak nejde o ndhodny vyber, teda realizacie nezavislych rov-
nako rozdelenych ndhodnych premennych s danym rozdelenim, ale o realizacie vhod-
ného Markovovho retazca. Vhodny retazec bude taky, ktorého limitnym rozdelenim
bude prave cielové rozdelenie. Myslienku MCMC simulécii prvy pouzil Metropolis
(1953) ako metédu na efektivne simulovanie energetickych trovni atémov v krys-
talickej Strukture. Hastings (1970) ju neskor zovSeobecnil a prispdbil na vyuZitie v
statistickych tilohach.

Cielom MCMC metdd je teda zostrojif také prechodové jadro, aby nim dany
Markovov retazec mal mnozinu stavov zhodnu s nosi¢om cielovej hustoty a aby
cielové rozdelenie bolo jeho limitnym rozdelenim. Ide o obrateny problém ako v kla-
sickom pristupe tedrie Markovovych retazcov, kde na zéklade znalosti prechodového
jadra hladdme limitné rozdelenie.

Nech p(z), x € X (X je ¢asto otvorend podmnozina R? a hustoty sa berti vzhla-
dom na Lebesgueovu mieru), je cielovéa hustota, v ktorej netreba poznat normovaci

koeficient. Potom prislusné cielové rozdelenie 7(-) je dané
z)d
m(A) = fA p()
f xP (x
)

Na skonstruovanie prechodového jadra P(z, -) sa vyuziva pomocné prechodové jadro

Q(z,-), dané instrumentalnou hustotou ¢(zx,y), s vlastnostami
1. Q(xz,-) je rozdelenie, z ktorého vieme simulovat,
2. pre Vz,y € X vieme vyd¢islit hodnotu ¢(z,y).

Vyber instrumentalnej hustoty ¢(z,y) nutne nesavisi s cielovou hustotou p(z), v
podstate mozme zvolif fubovolnt hustotu, ktora spliia vlastnosti 1 a 2.

Pri sti¢asnom stave x, v ktorom sa Markovov refazec nachédza, vygenerujeme z
Q(z, ) kandidata y na nasledujuci stav a prijmeme ho s pravdepodobnostou a(x, y)

(acceptance probability). V takom pripade sa refazec pohne zo stavu x do stavu
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y. Inak ho zamietneme a retazec zostane v stave z. Vysledné prechodové jadro pre
[ubovolni mnozinu A C X je potom dané suctom pravdepodobnosti pohnutia sa x

a pravdepodobnosti zotrvania v x

Ple.A) = [ ataatedy + 140 (1= [ atepateais),  @s)

kde I4(z) je indikdtor mnoziny A a q(z,y)a(zr,y) je hustota zodpovedajica prav-
depodobnosti prijatia stavu y (a teda pohnutia sa z x).

Pravdepodobnost prijatia «(z,y) (ktord vplyva na konstrukciu prechodového
jadra) definujeme tak, aby boli splnené podmienky reverzibility cielového rozdele-
nia 7(-) vzhladom na prechodové jadro P(z,-). Tie zabezpecia, ze dané rozdelenie
bude stacionarnym rozdelenim Markovovho retazca {X;},.,. Na to, aby bolo sku-
to¢ne aj limitnym rozdelenim, musi retazec splitat aj podmienky konvergencie (v
zmysle celkovej variacnej vzdialenosti P™(z,-) a 7(+), t.j. rozdelenie X,, ~ 7), ¢izZe
¢-neredukovatelnost a aperiodickost, resp. Harris-rekurentnost a aperiodickost.

V takom pripade plati pre Markovov retazec SLLN, tzn. charakteristiky cielo-
vého rozdelenia mozeme vypocitat Monte Carlo metédou presne ako s pouzitim

ndhodného vyberu z p(x)

1= [ gt = [ gaar = Efo(0) = 3 g™ = v (20)

kde M, ..., ™) st realizécie Markovovho refazca.

Dnes uz existuje mnozstvo algoritmov na zostrojenie prechodového jadra s poza-
dovanymi vlastnostami, vychadzaju vsak z dvoch zakladnych algoritmov - Metropolis-
Hastingsovho a Gibbsovho. MCMC algoritmy sa daji pouzit na generovanie MCMC
vyberu v podstate z fubovolného (aj velmi komplikovaného mnohorozmerného) roz-
delenia. Jedind podmienka na toto rozdelenie je, aby bolo mozné vy¢islit jeho hus-
totu (nie nutne normovani) v fubovolnom bode z X.

Stacionarita cielového rozdelenia pre Markovov refazec je teda zabezpecenda kon-
Strukciou prechodového jadra, ktord je vzdy sucastou MCMC algoritmu. V jednotli-
vych aplikaciach tychto metéd vsak treba zvlast overit splnenie podmienok konver-
gencie. Aj ked to ¢asto nie je problém, neexistuje ziaden vSeobecny postup. Mnohi
autori sformulovali kritérid, ktoré zabezpecia ¢-neredukovatelnost a aperiodickost,
ale len pre Specifické problémy na zéklade typu algoritmu, tvaru a dimenzie cielove;
hustoty a typu mnoziny stavov retazca. V praktickych implementaciach MCMC me-
t6d so vSeobecnou mnozinou stavov nie je s ¢-neredukovatelnostou zviicsa problém.
NavySe ¢asto implikuje aj Harris-rekurentnost. Problémy vSak mozu napriklad na-
stat, ak by mala inStrumentélna hustota lahsie chvosty ako cielova hustota. Taktiez

aperiodicita je vicSinou splnené.

38



Dalsou ziadtcou vlastnostou Markovovho retazca, ktorého realizicie ziskavame
MCMC metdédou, je geometrické ergodicita, pretoze potom plati CLT a na zéklade
odhadu odhadu asymptotickej variancie pre ergodicky priemer je mozné zistit kva-
litu odhadov charakteristik cielového rozdelenia. Opit vSak neexistuje vSeobecny
postup na overenie tejto vlastnosti refazca a je dokdzana (pomocou overenia mi-
norizacnej alebo driftovej podmienky) len pre rézne konkrétne algoritmy a tvary
cielovych hustot. Podobne je to v oblasti urc¢ovania kvantitativnych mier konver-
gencie, kde sa tiez mnohi autori snazili odvodif hranice pre ¢as a pocet iteracii
potrebnych na konvergenciu - no opét len v Specifickych pripadoch tloh. Otézna
zostala aj pouzitelnost tychto vysledkov v praxi.

V aplikaciach MCMC metdd je castejsie dolezitejsia praktickd konvergencia,
ktord sa da urcit pomocou konvergencnej diagnostiky (pozri ¢ast 5). To vSak ni¢
nemeni na tom, Ze pri pouzivani MCMC metdd treba poznat teoretické predpo-
klady, na ktorych st zaloZené a snazit sa ich v ¢o najvicom rozsahu aj analyticky
overit. Tato snaha by mala byf podporend aj faktom, ze vSetky MCMC algoritmy
st vykonéavané na pocitaci, preto nasimulovany Markovov refazec je vzdy len apro-
ximéciou teoreticky zostrojeného retazca. Nastroje konvergencnej diagnostiky teda

v skuto¢nosti pracuju len s realizaciami priblizného, a nie teoretického, retazca.

4 MCMC metddy

4.1 Pouzitie MCMC metod v SV modeloch

Ako uz bolo spomenuté, SV modely patria medzi pripady, kedy priame simulécie
z aposteriérnej hustoty p(6, X|Y) nie st mozné, pretoze ¢asto nejde o hustotu Zziad-
neho Standardného rozdelenia. Pouzitie MCMC metdd je potrebné najmé vtedy,
ak kvoli velkej dimenzii, pripadne zlozitému tvaru p(6, X|Y') sa nedaji pouzit iné
bayesovské simula¢né techniky.

Siroka vyuzitelnost MCMC metéd na simulovanie v podstate z fubovolnej cie-
Tovej aposteriérnej zdruzenej hustoty vyplyva z faktu, Ze tieto metédy umoziiujt
jej postupny rozklad (podla (8)) na uplné podmienené hustoty mensich dimen-
zii. V extrémnom pripade namiesto simulovania z (7" + k)-rozmernej p(6, X|Y),
MCMC algoritmy na ziskanie potrebnych realizacii Markovovho retazca pouziju
T + k jednorozmernych tplnych podmienenych hustot (p(6;0_;, X,Y),i=1,... k
ap(X¢|X_,0,Y),t=1...,T). Aj roz8irent funkciu vierohodnosti a hustotu rozde-

lenia stavovej premennej mozno zjednodusit rozkladom vyplyvajicim z predpokladu
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markovovskosti
T
p<Y‘X7 9) = p(}/b LR 7YT|X7 0) = HP(Kt‘Y;—la Xt—17 9)
=1
T

p(X10) = Hp(Xt|Xt—1v 0).

t=1
Dalsou vyhodou je, Ze netreba poznaf normovaci koeficient v cielovej hustote
p(0, X|Y), ktory vzhladom na jej komplikovany tvar zvéiéSa ani nie je mozné vypo-

Gitat.

Medzi dve zadkladné MCMC met6dy patri Metropolis-Hastingsov algoritmus a Gibb-
sov algoritmus. Ostatné MCMC metddy st bud ich réznymi obmenami, alebo kom-
bindciami (tzv. hybridné MCMC metédy).

4.2 Metropolis-Hastingsov algoritmus

Nech p(x) je jednorozmerna cielovd hustota s nosicom X a 7(-) k nej prisla-
chajiice rozdelenie. Zvolime $tartovaci bod #(® € X a prechodové jadro Q(z,-) s
hustotou ¢(z,y). Hodnota Q(z,dy) vyjadruje pravdepodobnost prechodu zo stavu
z do stavu y, teda pravdepodobnost, Ze z rozdelenia Q(z,-) vygenerujeme bod y,
ak predchadzajici vybraty bod bol x.

Bod 2" € X dostaneme v (n + 1)-vej iteracii v tychto krokoch:

1. vygeneruj kandidata (na nasledujuci ((n + 1)-vy) stav) y ~ Q(z™, ),

2. vypocitaj pravdepodobnost prijatia

(@()q(z()y
1 p(z™)q(z™,y) = 0

. 2 n n
) min {1, PRI p(a)g(a), y) > 0
a(z'™,y) =

3. s pravdepodobnostou a(z(™, %) prijmi y a prirad 2"V =y,

inak zamietni y a prirad 2t = g™

Prakticky potrebujeme v kroku 3 vygenerovat u ~ U(0,1) a y prijmeme, ak u <
a(x™ y). V opaénom pripade ho zamietneme.

Vyber kandidata y je nahodny a zévisi len od posledného vygenerovaného bodu
™ preto opakovanim krokov 1 - 3 dostavame realizicie Markovovho refazca. Pri
vypocte pravdepodobnosti prijatia by sa normovaci koeficient cielovej hustoty vy-
kratil, preto p(z) moze byt aj nenormovand hustota. Jedind poziadavka na tiu je,

aby sa dala vy¢islit v lubovolnom bode z € X.
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Plati, ze M-H algoritmus generuje realizadcie Markovovho refazca so stacionar-
nym rozdelenim 7. Ako dokaz potrebujeme overitf podmienky reverzibility (24) roz-
delenia 7 vzhladom na prechodové jadro tohto retazca, ktoré je dané vztahom (28).
Pre prvia ¢ast prechodového jadra vyjadrujicu pravdepodobnost pohnutia sa z x

dostaneme

m(dz)Q(z, dy)a(w,y) = [p(w)dr][q(x, y)a (%y)dy]

= min{p(z)q(z,y), p(y)q(y x)}dwdy =

s ) -
)

= [p(y)dyllq(y, v)aly, x)dz] = 7(dy)Q(y, dr)a(y, v)

a pre druht ¢ast prechodového jadra vyjadrujicu pravdepodobnost zotrvania v x

je zrejmé
)t 1) (1= [ ate.ateaiy) = s 14 (1= [ vty a)ie).

m-neredukovatelnost refazca zabezpedi podmienka na instrumentalnu hustotu
p(z) > 0= q(z,y) >0 Ve e X,

tzn. nosi¢ inStrumentalnej hustoty, musi zahfnat nosi¢ X’ cielovej hustoty. Aperiodic-
kost retazca bude splnend, ak hustoty p(z), ¢(x,y) budi spojité (je pritom dolezité,
7e p(z(®) > 0, t.j. Startovaci bod z(*) volime z X). Pri splneni tychto podmienok,
menovatel pravdepodobnosti prijatia bude rovny 0 s nulovou pravdepodobnostou.

Z m-neredukovatelnosti pre M-H algoritmus vyplyva aj Harris-rekurentnost a ak
je X ohranicend v R, pomocou minoriza¢nej alebo driftovej podmienky sa da ukazat
aj geometricka ergodicita.

Okrem toho, Ze instrumentélna hustota musi spliiaf podmienky potrebné na
zabezpecdenie stacionarity cielového rozdelenia a konvergencie retazca, je jej vyber
obmedzeny len tym, aby sa dala vy¢islif v Iubovolnych bodoch x,vy z jej nosic¢a
a aby sme z nej vedeli priamo simulovaf, ¢o ponechava zna¢ni Iubovolu pri jej
volbe. Prave vdaka tomu mézeme volit typ q(z,y), resp. jej skdlovanie, tak, aby
retazec skonvergoval ¢o najrychlejsie alebo aby bol M-H algoritmus vypoctovo ¢o
najjednoduchsi.

Vyber vhodnej inStrumentélnej hustoty pritom zalezi na type tlohy, v ktorej
algoritmus pouzivame a na tvare cielovej hustoty. Existuji niektoré vSeobecné tvary

inStrumentalnej hustoty, pri ktorych nastavaju specialne pripady M-H algoritmu.
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4.2.1 M-H algoritmus s ndhodnou prechadzkou

Ako vidno aj z nazvu tejto metddy, algoritmus generuje kandidatov na nasledu-

juci stav podla modelu ndhodnej prechadzky
y=a"+z 2~ F(),
¢o zodpoveda inStrumentalnej hustote tvaru
qa(z,y) = fly —x) = f(2),

kde f je hustota rozdelenia I’ a pravdepodobnosti prijatia

p(y)f (@™ —y) }
plx™) fly — ™) [

Existuje viacero moznosti pre volbu F', moze ist napr. o rovnomerné, normélne alebo

a(z™,y) = min {1,

t-rozdelenie.

Ak je instrumentalna hustota navyse symetricka, t.j.

q(z,y) = fly —2) = f(z —y) = q(y, ),

pravdepodobnost prijatia sa zjednodusi na tvar
a(z™,y) = min {1, ]%} :
Prave takyto algoritmus navrhli Metropolis et al. (1953), preto sa niekedy nazyva
aj Metropolisov algoritmus.
Zmenami variancie instrumentalnej hustoty v RW M-H algoritme mo6zeme do-
siahnut rychlejsiu konvergenciu alebo vysSiu mieru zmieSavania retazca, ide teda o

ladiaci parameter (tuning parameter).

4.2.2 Nezavisly M-H algoritmus

Hastings (1970) zovseobecnil Metropolisov algoritmus volbou inStrumentalne;j
hustoty v tvare
q(z,y) = q(y).
To znamen4, Ze kandidatov na nasledujuci stav bude algoritmus vyberat nezévisle

od posledného stavu refazca. Zavislost dvoch po sebe idiicich stavov sa vSak zachova

kvoli tvaru pravdepodobnosti prijatia

Tvarom a(a:("),y) sa nezavisly M-H algoritmus podoba na bayesovské simulacné

techniky IS a RS. Takisto bude efektivny vtedy, ak inStrumentalna hustota bude

dobre aproximovat cielovi hustotu.
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4.3 Gibbsov algoritmus

Tento algoritmus sa pouziva, ak je cielova hustota r-rozmernd, r > 2, a teda po-
trebujeme realizacie Markovovho retazca { X;}, ktoré buda r-rozmernymi vektormi.
Stratégia v Gibbsovom algoritme je rozdelit ndhodny vektor X; na k (1 < k < r)
blokov a prechodové jadro definovat ako sté¢in tplnych podmienenych hustot jed-
notlivych blokov vektora. Nasledujtci stav refazca dostaneme potom postupnym
generovanim jednotlivych blokov z tychto tplnych podmienenych hustot, pricom
podmieriovat budeme vzdy naposledy vygenerovanymi hodnotami ostatnych blo-
kov. Vyhoda Gibbsovho algoritmu je v tom, ze Gplné podmienené hustoty maja

mensiu dimenziu a jednoduchsi tvar, ako cielova hustota p(x).

Ak zvolime Startovaci vektor 2(0) = <$§0), . ,$1(€0)>, vektor ("1 = (xﬁ"“), T

dostaneme v (n + 1)-vej iteracii nasledovne:

1. vygeneruj :EYLH) ~D (mﬂxén), xé"), . ,x,(gn)>

2. vygeneryj 8" ~ p <x2]x§"+1), M ,a:,(g"))

3. vygeneruj xénﬂ) ~D <x3|x§"+l), xénﬂ), xfln), e ,xlin)>
4. vygeneruj :(:,(:H) ~p <xk\x§"+1), 2 ,xl(fgl)).

(n+1)-vy vektor MCMC vyberu ziskame teda prechodom cez k —1 “medzihodnét”

(zﬁ“”, ZL’én), . ,x,@)

(xgnﬂ), a:én+1), x:g") . ,:Bé")>

n+1 n+1 n
(0, . g, )

ktoré zéavisia len od predchadzajiceho vygenerovaného vektora (™, preto Gibbsov
algoritmus simuluje Markovov retazec s prechodovym jadrom danym hustotou

k
pg(:z:, Z/) = Hp(yi!yl, e Y1, Tig 1,y - - - 7%)- (31)

i=1
Gibbsov algoritmus sa da chéapat ako Specidlny pripad M-H algoritmu, ktorym

budeme generovat i-tu zlozku vektora ("1 . Ingtrumentalna hustota bude mat tvar

P Yi|T—; —i =T _
q(z,y) = (ile—s) -y i=1,...,k
0 inak
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kde z_; = (x1,...,%1,%it1,-..,Tk). Z takto definovanej ¢(z,y) vyplyva prislusna

pravdepodobnost prijatia

N p(x)/p(zi|r ;) a p(x—;) B
pretoze y_; = x_; a pre podmienent pravdepodobnost plati

R L CO ) B 0C)
Pleile—) == ey )

V kazdom kroku jedinym moznym prechodom je teda prechod do stavu y, ktory méa

vsetky okrem i-tej zlozky totozné s predchadzajicim stavom z. Ak zvolime
T = (xgnﬂ), o ,a:ETlrl), xgn), e ,x,&n)> ,

potom nasledujuici stav bude

n+1 n+1 n n
y= (2, 0 0,

¢o je prave i-ta “medzihodnota” z Gibbsovho algoritmu.

Niektoré podmienky konvergencie pre Gibbsov algoritmus sa daju oproti pod-
mienkam vSeobecnejSieho M-H algoritmu zjednodusit, pricom vo vécSine aplikacii
st Tahko splnitelné. Co sa tyka rozdelenia vektora na bloky, odporti¢a sa vytvaraft
ich ¢o najmenej a hlavne zlozky vektora s vysokou korelaciou by mali byt v tom
istom bloku, inak by mohla byt konvergencia velmi pomal.

Gibbsov algoritmus je zaloZeny na predpoklade, Ze vieme generovat hodnoty
z jednotlivych uplnych podmienenych hustot p(y;|z_;). Niektoré bloky mozu byt
jedno- alebo dvojrozmerné a z ich prislusnych tplnych podmienenych hustot sa da
simulovat priamo. Inak musime vyuzit iné simula¢né techniky, napr. ARS alebo aj
M-H algoritmus (v takom pripade uz ide o hybridny MCMC algoritmus, pozri ¢ast
4.4).

4.4 Rozsirenia zakladnych algoritmov

Kvoli potrebam v praxi vzniklo mnozstvo rozsireni zakladnych algoritmov. Mnohé
st zalozené na kombinovani prechodovych jadier zakladnych MCMC algoritmov v
ramci simulovania jediného Markovovho refazca, aby sa dosiahla lepsia alebo rych-
lej$ia konvergencia. Nazjvaju sa hybridné MCMC metédy. Dalsie typy MCMC me-
t6d sa snazia rieSit problém nevyhnutnosti vytvéarat pre Specifické tlohy zvlastne
algoritmy. Pomocou adaptivnych stratégii sa tieto MCMC algoritmy snazia prispo-
sobit jednotlivym modelom (najmé typom cielovych hustot), ktoré odhaduji, preto

sa nazyvaju adaptivne MCMC metddy.
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4.4.1 Hybridné MCMC metédy

Hybridné MCMC metédy kombinuji vhodné prechodové jadra ndhodnych pro-
cesov, pricom vytvoria bud ich zmes (mizture), alebo cyklus (cycle) tak, aby vy-
sledné prechodové jadro definovalo Markovov retazec s pozadovanym staciondrnym
rozdelenim. Pritom pri pouziti jednotlivych prechodovych jadier osobitne by vysled-
kom simulovania nemusela byt nutne realizicia potrebného Markovovho retazca,
ako je tomu pri ich skombinovani. V MCMC metdde tvorenej zmesou prechodovych
jadier, sa v kazdom kroku jednotlivé jadra vyberaja na zaklade vopred Specifiko-
vanych pravdepodobnosti. V metddach zalozenych na cykle prechodovych jadier sa
jadra pouzivaju pravidelne v stanovenom poradi.

Aj samotny Gibbsov algoritmus je v podstate cyklom prechodovych jadier (ozn.
aj Gibbsove prechodové jadra), ktorymi st uplné podmienené rozdelenia blokov na-
hodného vektora s cielovym rozdelenim. Vysledné prechodové jadro je dané husto-
tou (31). Kedze jednotlivé prechodové jadra v Gibbsovom algoritme st Specialnymi
pripadmi Metropolis-Hastingsovych prechodovych jadier, je prirodzené, ze v Gibb-
sovom algoritme mozeme pouzit aj krok s inym M-H prechodovym jadrom. Vtedy
dostévame algoritmus zndmy pod ndzvom Metropolis-within-Gibbs algoritmus. Vy-
hodné je ho pouzif vtedy, ak nevieme priamo simulovat z Gplnych podmienenych
pravdepodobnosti niektorych blokov ndhodného vektora z Gibbsovho algoritmu.

Podobne, ako v Gibbsovom algoritme pouzivame cyklus Gibbsovych prechodo-
vych jadier, existuje MCMC metdda, ktord vyuziva cyklus jednorozmernych M-H
prechodovych jadier. Nazyva sa One-Variable-at-a-Time M-H algoritmus a umoz-
nuje vlastne M-H simuldcie z viacrozmerného cielového rozdelenia.

Pri pouzivani hybridnych, rovnako ako zdkladnych, MCMC metdd treba daft
pozor, aby vysledné prechodové jadro malo pozadované stacionarne rozdelenie a
takisto, aby simulovanj Markovov refazec spliial podmienky konvergencie. Kvoli
zlozitejsej konstrukeii tychto algoritmov je overenie potrebnych vlastnosti retazca

komplikovanejsie.

4.4.2 Algoritmus s oddialenym zamietnutim

DRA algoritmus patri medzi adaptivne MCMC metdédy a je vlastne uprave-
nou verziou M-H algoritmu. Jeho cielom je pritom zniZif pocet zamietnuti, ktoré
v klasickom M-H algoritme mozu viest k menej efektivnym ergodickym odhadom,
nakolko Markovov retazec pri zamietnuti zostéava v predchddzajicom stave. V DRA
algoritme vsak po zamietnuti kandidata nepriradime do nasledujiceho stavu ten

predchadzajici, ale vygenerujeme dalSieho kandidata, ktorého ako v zdkladnom
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M-H algoritme prijmeme s istou pravdepodobnostou. Tato pravdepodobnost prija-
tia bude dané upravenym predpisom tak, aby cielové rozdelenie bolo staciondrnym
rozdelenim simulovaného Markovovho refazca. Ak aj tohto kandidita zamietneme,
postup generovania dalSieho kandidata moZzeme opakovat bud kym kandidata v
niektorom z krokov neprijmeme, alebo kym po (napr. aj ndhodne) uréenom pocte
krokov proces neukonéime (vtedy nasledujici stav retazca bude zhodny s predchéa-
dzajticim stavom).

Nech 7 je cielové rozdelenie s hustotou p(z) s nosicom X C R? a nech posledna
nasimulované realizacia Markovovho refazca je x. Ako v zdkladnom M-H algoritme
z inStrumentélnej hustoty ¢;(z,-) vygenerujeme kandidéta na nasledujtci stav, y;

(first stage proposal) a vypocitame pravdepodobnost prijatia

P(y1)ai (v1, @) } ‘

a1(z,y1) = min {1’ p(z)q1(z, y1)

Ak y; zamietneme, v druhom stupni z novej instrumentalnej hustoty go(zx, s, ),
ktord moze zévisiet nielen od sucasného stavu retazca x, ale aj od zamietnutého
kandidata y;, vygenerujeme dalsieho kandidéata na nasledujici stav, ys (second stage
proposal). Pravdepodobnost prijatia kandidata z druhého stupiia je definovana tak,

aby pre Markovov retazec platili podmienky reverzibility (24), a to

py2)ar (Y2, y1) a2 (Y2, y1, @) [1 — a1 (y2, 1) } ‘

02,41, 3) = min {1’ p(@)a1(w, y1)a2(, y1, y2)[1 = ea(w, 1))

Po zamietnuti aj kandidata z druhého stupiia, méZzeme tento postup opakovat,

pricom pravdepodobnost prijatia v i-tom stupni bude mat tvar

ai(T, Yy, y) =
— min {1 P ar (Y, vi—1) a2 (Vi Vi1, Yi-2) - - - @Y, Yie1s - - - Y1, T)
7 p(x)%(x,yl)%(%yh%)---C]z‘(%yh---,yi)
1 — a1y, yi-1))[1 — 22(Wis Yim1, ¥i-2)] - - [T — @i(Wir - - -, 91)] }
[1—ai(z,y)|[1 — aalz, y1,92)] - [ — ai(w, 90, .-, 9i0)] )

(32)

Pretoze pravdepodobnosti prijatia v kazdom stupni st konstruované tak, aby
zachovavali podmienky reverzibility, proces oddialenia zamietnutia moéze byt preru-
Seny v lubovolnom stupni. Je dokazané, Ze ergodicky priemer realizacii Markovovho
retazca zostrojenych pomocou DRA algoritmu je efektivnejsi (Tierney, Mira (1999))
ako pri realizaciach ziskanych zakladnym M-H algoritmom.

Je pravda, ze opakovanim stale dalSich stuptiov DRA algoritmu sa zvysuje jeho
vypoctova zlozitost oproti zakladnému M-H algoritmu. Treba si v8ak uvedomit, Ze
ziskané hodnoty cielovej hustoty v zamietnutych kandidatoch zo skorSich stupnov

nie st zbyto¢né. Informaciu z nich vyuzijeme pri vybere kandidata v neskorsich
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stupnoch, a to stale v ramci jednej iteracie, teda pred urcenim nasledovného stavu
retazca. V- M-H algoritme by tym doslo k poruseniu Markovovej vlastnosti retazca,
kdezto v DRA algoritme ndm prave takyto spésob umoznuje do¢asné prispdsobenia

(zlepSenia z pohladu kvality generovania kandidatov) inStrumentélnej hustoty.

4.4.3 Adaptive-Rejection Metropolis Sampling

Metoda ARMS patri tak isto do adaptivnych MCMC metdd, konkrétne je adap-
tivnym zovSeobecnenim Specialneho pripadu nezavislého M-H algoritmu vyuzivaja-
ceho RS na simulovanie z inStrumentalnej hustoty. ARMS metdéda kombinuje vy-
hodny sposob ARS metddy (¢ast 3.4.4) na skonstruovanie instrumentalnej hustoty a
M-H algoritmus tak, Ze sa d4 pomocou nej simulovat aj z logaritmicky nekonkévnej
hustoty. ARMS metédu navrhli Gilks, Best a Tan (1995) ako nastroj na simulo-
vanie z fubovolnej jednorozmernej tiplnej podmienenej hustoty v ramci Gibbsovho
algoritmu.

Nech p(z) je aplnd podmienenéd hustota (mdze byt aj nenormovand), z ktore;
posledné nasimulovana hodnota je xp. Pomocou ARMS algoritmu chceme z p(x)

vygenerovat novi hodnotu x,,. Oproti ARS algoritmu sa zmeni len predpis funkcie
hp(x):

hn(x) = maX[Li,i—i-l(xa Sn)7 min Lz’—l,i(xa Sn), Lz’+1,z’+2($, Sn)]u 4 (33)

Ty ST < T,
st¢asnd mnozina bodov S,, priamky L, ;(z,S,) a instrumentalna hustota g¢,(z)
zostant definované rovnako ako v ARS algoritme (pozri ¢ast 3.4.4). Zaciatotné body

x; z S, vSak musia byt zvolené nezavisle od xp. Funkcia h,(z) uz vo vSeobecnosti

nebude obalkovou funkciou logaritmu cielovej hustoty, ¢o je zndzornené na obrazku

(3).

ARMS algoritmus potom vygeneruje bod x;; v nasledujtucich krokoch:
1. inicializuj n a S, nezavisle od zp

2. vygeneruj y ~ qy,(+)

3. vygeneruj u ~ U(0,1)

(¥)
4. ak u > ex}fhi(y), potom

ARS ZAMIETNUTIE:
nastav S,41 = S, U{y} a preusporiadaj body v S,41 vzostupne

zvys n o 1 a chod spiit na krok 2
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I (x)

log p(x)

Obr. 3: Grafické znazornenie ARMS metddy, hs(x) nie je obalkovou funkciou log p(z)

inak
ARS PRIJATIE:

nastav x4 = y.

5. vygeneruj u ~ U(0, 1)

: p(xa) min{p(zp),exp hn(zp)}
6. ak © > min {1, (e M {p(za) oxp ()] }, potom

M-H ZAMIETNUTIE:
nastav r; = rp
inak
M-H PRIJATIE:

nastav xp; = x4.

7. vrat zy,.

Ak by p(z) bola logaritmicky konkdvna, ARMS algoritmus by sa zredukoval na
ARS algoritmus, pretoze h, z (33) by nadobudla tvar (11) (teda tvar h, z ARS) a
nasledne v kroku 6 by vzdy nastalo prijatie.

Dobra volba startovacich bodov v S, je délezitd z viacerych dovodov. Fakt,
ze su zvolené nezavisle od xp, zabezpedi stacionaritu cielového rozdelenia v ramci
Gibbsovho algoritmu. Dalej vhodné $tartovacie body mézu znizif pravdepodobnost
zamietnutia v kroku 6, pri¢om na ich vyber sa da vyuzit funkcia exp hn(z) (N je
hodnota n, pri ktorej sme presli na krok 5) z predchadzajucej iteracie Gibbsovho
algoritmu. Nakoniec, aby sa ARMS metdda dala pouzif aj na neohrani¢enom nosici
hustoty p(x), Startovacie body musime volit opét podla pravidiel opisanych v ARS

metode.
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5 Analyza vystupu MCMC metod

Hoci stt mnohé z teoretickych vysledkov pre konvergenciu MCMC metéd slubné,
zviéSa st zalozené na velmi pracnych vypoctoch, ktoré sa musia vykonévat pre jed-
notlivé implementacie MCMC algoritmov zvlast. Navyse teoretické postupy nie st
vSeobecné a ani ich zavery nie su ¢astokrat jednoducho vyuzitelné v praxi. Preto pre
praktické pouzitie MCMC metdd je dolezitejsSie rozpoznat praktickti konvergenciu,
na c¢o sa vyuzivaju rozne metddy konvergencnej diagnostiky.

Prakticka konvergencia zahtna

e stanovenie poctu simulécii Ny, ktoré nebudeme zahfiiat do ergodického prie-
meru, aby sme minimalizovali vplyv zvolenej Startovacej hodnoty Markovovho

refazca (tato prechodna faza refazca sa nazyva burn-in period);

e stanovenie celkovej dizky N simulovaného refazca, aby sme ziskali MCMC

vyber zo stacionarneho rozdelenia retazca;

e zistenie miery zmieSavania retazca (mixing), ktora hovori o tom, nakolko na-

simulované hodnoty pokryvaja celd mnozinu stavov.

Konvergenénd diagnostika predstavuje metédy (formy Statistickej analyzy) na
stanovenie praktickej konvergencie. Nezarudi vSak stanovenie konvergencie spolah-
livo a vzdy, preto iba o 1iu sa opierat nemozeme. Napriklad v pripade, ak je miera
zmieSavania refazca mald (slow mixing), t.j. hodnoty nasimulovaného retazca nepo-
chadzaju z celej mnoziny stavov, ale len z nejakych jej ¢asti, mnohé diagnostické na-
stroje zlyhaju. AvSak vo vicsine pripadov nam konvergencéna diagnostika poskytne
veelku dobrii predstavu o nasimulovanom refazci.

Vyber vhodnych diagnostickych néastrojov zavisi od konkrétneho problému, v

ktorom MCMC metédy pouzivame. Kritériami pre vyber by mali byt
e aplikovatelnost nastroja pre pouzity MCMC algoritmus,
e vypoctova narocnost a celkova zlozitost pouzitia nastroja,
e pocet nasimulovanych retazcov, ktoré néstroj pouziva,

e typ vystupu, ktorého konvergenciu nastroj monitoruje (celé rozdelenie alebo

len skalarne funkcie jeho parametrov),

e interpretovatelnost vysledkov nastroja (nakolko je nutna subjektivna inter-

pretéacia alebo skuisenost pouzivatela).
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Samozrejme, ze kazda metdda konvergencnej diagnostiky mé svoje vyhody i nevy-
hody, takze vyber bude ovplyvneny aj subjektivym hodnotenim dolezitosti toho-
ktorého kritéria.

Medzi najjednoduchsie nastroje konvergencnej diagnostiky patria metody na-
zyvané analyza vystupu (output analysis). Ide o (niekedy aj neformélne) met6dy
zalozené na monitorovani vybraného vystupu zo samotného nasimulovaného Mar-
kovovho retazca. Tieto néastroje patria medzi najlahsie implementovatelné, pretoze
nevyzaduju ziadne dodato¢né simulacie, a daji sa pouzif pre Tubovolny MCMC

algoritmus, pretoze pouzivaju iba hodnoty nasimulovaného refazca.

5.1 Odhad MCSE

Standardnd chyba MC aproximécie integralu (29), teda ergodického priemeru,

je vyjadren4d pomocou asymptotickej variancie 0% (27) z CLT

A 1 e’} 2
MCSE = SE(jiy) = \;LN - = <'yo + 2ka>
k=1

a urcuje presnost tohto bodového odhadu. Na odhadovanie o2 bolo navrhutych
viacero metdd, z ktorych kvoli jej jednoduchosti uvedieme metédu skupinovych
priemerov (batch means method).

V metéde skupinovych priemerov nasimulovany Markovov refazec dlzky N s

N) rozdelime na m skupin (batches) rovnakej velkosti (pri-

padne okrem poslednej) b = L%J a pre kazdu definujeme priemer (batch mean)

hodnotami =, ... !

kb
. 1 i
g =4 E g(z), k=1,....,m—1

i=(k—1)b+1
1 N
7 e (@)
R H )
(m—1)b+1

Podla (ur¢itého znenia) CLT st tieto skupinové priemery jiy; asymptoticky ne-
zévislé a rovnako rozdelené s rozdelenim N (u, "—bz) 7Z toho vyplyva, ze 0% mdzeme
odhadnut ako

= 1ZMN1<—MN : (34)
k=1

Otézkou pri tejto metéde zostéva volba dlzky jednotlivich skupin b. Musi spliiat
1 < b < N, pricom sa odporuca, aby pocet skupin m nebol prilis velky (podla

niektorych autorov, aby nepresiahol 30).
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Odhad asymptotickej variancie metédou skupinovych priemerov nie je vo vse-

obecnosti konzistentny, ak vsak definujeme

N
by = [N°], mN_{?y
kde o € (0,1) (¢asto sa voli @ = 0.5), dostaneme konzistentny odhad o2. Nasledne
jeho pouzitim ziskame asymptoticky spravny interval spolahlivosti pre ergodicky

priemer /iy s polomerom

~

ol
tmelﬁa

kde t,,, 1 je prislusny kvantil Studentovho t-rozdelenia s my — 1 stupiiami volnosti.

5.2 Odhad dlzky burn-in a stanovenie konvergencie

Najjednoduchsou, no naozaj neformalnou, metédou na odhad dizky burn-in je
zobrazenie trajektdrie (¢ize nasimulovanych hodnot) refazca v zavislosti od ¢asu
(tzv. trace plot). Ak nebude na grafe zrejmy trend, dizka burn-in bude ¢as, od
ktorého uz budu realizcie refazca relativne ustélené. Do grafu je mozné zobrazit
aj priebezny priemer (teda priemer vsSetkych realizacii do ¢asu, v ktorom ho zo-
brazujeme), potom sa nazyva aj running mean plot. Ak sa nasimulovany retazec
zjavne neustalil na nejakej hodnote, konvergencia este nebola dosiahnuta. Samoz-
rejme nejde o ziadne spolahlivé metédy na urcenie konvergencie, davaju vsak (prvi)
hrubt prestavu o nasimulovanom retazci.

Jednoduchym a formalnym pristupom na urcenie celkového poc¢tu simulécii V,
a teda na detekciu dosiahnutia konvergencie, je metdda zalozena na vypocte MCSE
pomocou konzistentnej metédy skupinovych priemerov (popisand v casti 5.1). N
stanovime tak, aby prislusny intervalovy odhad ergodického priemeru bol ¢o najp-
resnejsi (teda aby mal ¢o najmensi polomer). Zvolime si hodnotu ¢, ktord bude
reprezentovat uz dostatocni presnost, a N budeme zvicsovat (Cize simulovat dalsie

hodnoty refazca), az kym nebude splnend podmienka

A

o
tmN—l\/_N

kde p(N) = el(n < n*) an* > 0,n* € Z, je fixné. Pouzitie indikdtora p(N) ma

+p(N) <, (35)

zabezpecif, aby simuldcie neboli ukoncené prili§ skoro, pretoze pre malé N nie je
odhad & dobry. Z podmienok (geometrickd ergodicita Markovovho retazca), ktoré
zabezpedia konzistentost odhadu &2, tieZ vyplyva, Ze s pravdepodobnostou 1 néj-
deme dostatocne velké N v kone¢nom dase, teda Zze konvergencia bude dosiahnuté
za koneény pocet simulacii. Podmienku (35) vSak treba overovat rozumne casto,

aby sa podstatne nezvysila vypoctova narocnost MCMC algoritmu.
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5.3 Odhad miery zmiesSavania

Dalsim uzitoénym grafom je graf odhadnutych autokorelacii (ako funkcie ope-
ratora posunu v ¢ase), ktory indikuje mieru zmieSavania refazca. Pomaly klesajici
priebeh naznacuje malt mieru zmiesavania, to znamenad, ze hodnoty neboli simulo-
vané z celej mnoziny stavov a treba v simuléciach pokracovat. Opiit ide o formélne
nepodlozent a subjektivne interpretovatelnii metédu.

CUSUM metéda (Yu a Mykland (1998), Brooks (1996)) je graficko-Statisticka
metoda, ktora dava kvalitativnu mieru zmieSavania vyuzivajic priebeh kumulativ-
nych stm nejakej skaldrnej Statistiky, ktord odhadujeme z realizéacii (M, ... =)
jedného nasimulovaného refazca. Postup zostrojenia priebehu kumulativnych stm
(CUSUM path plot) je nasledovny:

1. vypocitame ergodicky priemer Statistiky g(-)

1 .
iy = ——— E (4)
HN N — N, g(x™),

kde N, dlzka je burn-in,

2. vypocitame kumulativne (¢iastkové) sumy

t

S't: Z (g<x(J)>_/lN>a t:NO+1a---7N7
Jj=No+1

3. zobrazime {S}} vzhladom na t pre t = Ny + 1, ..., N a spojime susedné body

useckami.

O rychlosti zmieSavania potom svedéi hladkost vysledného grafu kumulativnych
stm, a to: hladky priebeh indikuje malti mieru zmieSavania, kym “strapaty” ( “hairy”)
priebeh hovori o velkej miere zmieSavania.

Nedostatok metddy - subjektivnost uréovania hladkosti priebehu kumulativnych
stm - sa snazili autori odstranit stanovenim referenéného grafu kumulativnych stm.
Ten je zalozeny na ndhodnom vybere z norméalneho rozdelenia so strednou hod-
notou a varianciou, ktoré sa rovnaju prislusnym vyberovym momentom realizacii
Markovovho retazca. Dobra miera zmieSavania potom zodpovedé velkej podobnosti
referencného CUSUM grafu a grafu kumulativnych sim zostrojeného na zaklade
hodndt Markovovho refazca.

Brooks (1996) nakoniec matematicky definoval “strapatost” pomocou

1 ak S, 1 >5; a S; <S5, alebo S’j,l <S;a8;>8,

dj - )
0 inak
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j=No+1,...,N —1. Potom

D, = d N, 2<t<N
= t—NO— Z ot2t<
Jj=No+1

nadobtda hodnoty medzi 0 a 1, pricom 0 znamena tuplne hladky priebeh a 1 zna-
mena maximalne ”strapaty” priebeh. d; ma hodnotu 1, ak je bod (j, S, ;) lokélnym
extrémom priebehu kumulativnych stim, teda ) d; vlastne vyjadruje kolkokrat tra-
jektoéria g(x7) pretne fiy. D4 sa ukazat, Ze D; je realizaciou binomického rozdelenia

so strednou hodnotou 0.5 a varianciou preto podla zdkona velkych ¢isel

1
4(t7N07].) )
pre dostato¢ne velké t budi D; normalne rozdelené a konvergenciu mozeme konsta-

tovat, ak aspon 100(1 — §)% z nich lezi v intervaloch

1 1
05 —uay|———F——=,004+uay | —F——=
( S\t —N,— 1) +“2\/4(t—N0—1)>’
)>. Hranice tychto intervalov st urcené

kde ua je prislusny kvantil N <0 5, W
za predpokladu, Ze d; s nezavislé a rovnako rozdelené, preto ich treba brat len
priblizne.

Pomocou $tatistiky D, sa da uréit aj dizka Ny burn-in. Ak méme N nasimulo-

vanych hodnot Markovovho retazca, postup je nasledovny:

e zvolime n = 2—1\6, no = 5 a na zaklade tychto prvych n hodnot (pricom za dlzku

burn-in povazujeme ng) vypocitame hodnotu D,
e predchadzajici vypocet opakujeme pre prvych 2n,4n, ..., N realizacii refazca,

e zobrazime priebeh hodnét D,,, Ds,, ..., Dy a cas, od ktorého sa tato postup-

nost ustali na nejakej hodnote, oznac¢ime ¢*.

DIiZku burn-in méZzeme nésledne odhadnif ako

R +*
N() — E

6 Prakticka aplikacia MCMC metod na odhado-

vanie SV modelov

V tejto Casti prace ukazeme praktické pouzitie MCMC metdéd pri odhadovani SV
modelov. Konkrétne pojde o dva typy SV modelov - Taylorov (log-normélny) SV
model a SGED SV model, pricom prvy z nich budeme odhadovat dvoma réznymi
metédami. V kazdom z problémov pouzijeme tri sady dat, a to vynosy akciovych
indexov S&P500, DAX a SAX. Na ziskané vysledky nakoniec aplikujeme popisané
metody analyzy vystupu.
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6.1 Popis dat

Na praktickt analyzu sme zvolili spomenuté tri akciové indexy. Ako zastupcu
Ameriky sme vybrali S&P500, ktory je u odbornikov povazovany za Standardné
meradlo vykonnosti amerického akciového trhu, z eurépskych indexov sme siahli
po DAX-e, ktory je zasa vedicim nemeckym akciovym indexom. SAX sme zvolili
preto, lebo sme sa chceli aplikovat SV modely aj na slovenské déta. Zdrojom dat boli

internetové stranky <http://finance.yahoo.com/> a <http://www.bsse.sk/>.

Taylorov SV model SGED SV model

S&P500 | 30. 4. 2003 - 20. 4. 2007 | 25. 4. 2005 - 20. 4. 2007
DAX 23. 5. 2003 - 20. 4. 2007 | 9. 5. 2005 - 20. 4. 2007
SAX 5. 3.2003 - 20. 4. 2007 | 24. 3. 2005 - 20. 4. 2007

Tabulka 2: Rozsah pouzitych dat

Pre Taylorov SV model sme pouzili 1001 a pre SGED SV model 501 hodnét
Sy kazdého z indexov za roky uvedené v Tabulke 2. Vynosy Y; indexov sme ziskali

standardnou logaritmickou transformaciou

Y; =log S;41 — log Sy = log

¢im sa zmensSil rozsah dat o 1. Deskriptivne charakteristiky takto upravenych dat
st uvedené v Tabulke 3. Hodnoty Sikmosti a Spicatosti naznacuji, Ze marginalne
rozdelenia vynosov indexov st mierne lavostranne zoSikmené a maja tazsie chvosty
ako normalne rozdelenie.

Na simulovanie, odhad parametrov modelov a realizécii volatility, ako aj na ana-
Iyzu vystupu sme pouzivali MATLAB 7.0.4, v ktorom sme naprogramovali vsetky

potrebné funkcie.

6.2 Taylorov SV model

Pri volbe parametrizacie modelu a sposobe jeho odhadovania sme vychadzali z

¢lanku Jacquier, Polson a Rossi (1994). Uvazujeme teda model v tvare:

Y = \/Fth

logvi 1 = a+ Blogv, + ogny,

pricom €, 1; ~ N(0,1) st nezavislé. Dalej oznac¢ime vynosy indexov Y = {y;},,

varianciu vynosov V = {v;}I_; a parametre modelu 0 = {«, 8,0%}, kde T = 1000.
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Taylorov SV model SGED SV model
S&P500 | DAX SAX S&P500 | DAX SAX

pocet pozorovani || 1000 1000 1000 500 500 500

priemer 0.0482 | 0.0956 | 0.0924 || 0.0489 | 0.1074 | -0.0248
median 0.0857 | 0.1263 | 0.0589 | 0.0874 | 0.1686 | 0.0094
minimum -3.5343 | -3.5162 | -5.0268 || -3.5343 | -3.4633 | -4.2268
maximum 2.2138 | 4.2530 | 4.0738 | 2.1336 | 2.6051 | 4.0738
stand. odchylka | 0.6994 1.0029 | 1.0611 || 0.6397 | 0.9097 | 0.9422
Sikmost -0.1574 | -0.2308 | -0.2732 || -0.3174 | -0.4089 | -0.3886
Spicatost 3.9038 | 4.0208 | 6.3346 | 5.3203 | 3.9260 | 7.3922

Tabulka 3: Deskriptivne charakteristiky vynosov

S vyuzitim rozkladu (8) moézeme zdruzenu aposteriérnu hustotu vyjadrit v tvare

p(V,0Y) o< p(V]0,Y)p(0|V,Y)
< p(V|0,Y)p(e, Blog, V.Y )p(oF|a, 3, V,Y).

Simulovanie parametrov modelu
Rovnica pre log-varianciu je vlastne jednorozmerné linedrna regresia, preto ak

zvolime Standardné apridrne rozdelenia parametrov
a, 5~ Na, A)
oy ~ZIG(b, B),
ich plné podmienené rozdelenia budi maft tvar
o, Bloz, VY ~ N(a*, A*)
ohla, B,V,Y ~ IG(b*, BY).
Upravené hyperparametre st dané vztahmi

at =A(A"a+ o fW'Z), A=A+ o WW) !
T

b* =b+ 7 B*=B+(Z — W@_U%)'(Z —Wo_,2),
kde
Z = (logvs,...,logvr)
1 logu;
W =
1 logwvr_q
0 o2 = (o, )"
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Simulovanie realizacii variancie
Podmienend aposteriérna hustota pre varianciu sa dé rozlozit na jednorozmerné
uplné podmienené hustoty nasledovne

T
p(v‘07Y) X p(Y|97 V)p(vye) X Hp(vt’vtfbvﬂrlaeay)a

t=1

pricompret =1,.... T

p(Ut) = P(Ut|Ut—17Ut+1, 0, Y) X p(yt|Ut7 Q)P(Ut+1|vt7 0)p(vt|vt—17 9) X

1 2 1 —a— 31 1)?
ocvt2exp(—2y—t)xexp<—(ogvt o - Blogui i) )vt_lx

V¢ 20’%[

X exp (_ (logvi11 — a — Blog Ut)Q) _

202,
1 2 1 — )2
= v, 2 exp (—Qy—é) v; ! exp (——( qugﬁ ) ),
t

_ a(l=p) + B(logvi_1 + logves1) o2 ok

kde

He = ) - .
1 + 52 1 + ﬂZ
Potrebné vy a vy, ziskame z rovnice pre varianciu takto

logvy = a + Blog v, + ogno, no ~ N(0,1)
logvry1 = a+ Blogvr + ounr, nr NN(OJ)-

Aj ked hodnoty variancie budeme simulovat po jednom, ani tieto jednorozmerné
uplné podmienené hustoty nie st hustotami ziadneho Standardného rozdelenia,
preto pouzijeme RS metédu kombinovant s M-H algoritmom. Za instrumentalnu
hustotu ¢(z) pre RS metédu sme zvolili hustotu rozdelenia ZG(d, D;) s parametrami

danymi
1 —2exp (0?)
1 —exp (0?)

D, = (d— 1) exp (p; + 0.50%) + 0.5¢7,

d=0.5+

pretoZe dobre aproximuje cielovii hustotu. Kedze RS doplnime aj M-H krokom, kon-
Stantu ¢ nemusime volit tak, aby inStrumentéalna hustota bola obalkovou funkciou

cielovej hustoty, preto
p(m)
q(m)

kde m = d%tl je modus zvoleného inverzného gama rozdelenia. Kandidata y prijatého

=11

?

v RS algoritme, prijmeme za novy stav refazca, ak ho prijmeme aj v M-H kroku,

ktory zodpoveda nezavislému M-H algoritmu s instrumentalnou hustotou
f(@) o< min {p(z), cq(x)}.
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V opacnom pripade je novy stav rovny predchadzajicemu.

Druhy sposob, ktory sme pouzili na simulovanie hodnét variancie je ARS me-
téda, pretoze jednorozmerné podmienené hustoty p(x) st logaritmicky konkévne
funkcie (podla Geweke (1994)).
MOMC viber {a®, 500,02, V) )"
ridnym MCMC algoritmom:

z p(V,0|Y") ziskame teda nasledujicim hyb-

Jj=1

1. z Uplnych podmienenych rozdeleni simulujeme jednotlivé parametre

(a) (o), B0)) 7 p(%mff?{(j_l), V0U=YY) priamo
(b) O-?i(j) z p(a]al), 30 V=1 Y) priamo

2. z uplnych podmienenych rozdeleni simulujeme po jednej zlozky vektora va-
riancii
vlfj) z p(vt|v§i)1,vt(i;1),0(j),yt), t=1,...,T
bud pomocou kombinacie RS metédy a M-H algoritmu alebo pomocou ARS
metddy.

Hodnoty hyperparametrov apriérnych rozdeleni parametrov modelu sme zvolili

0 10 0
a = 5 A= )
1 0 10
b=25 B =0.025

Startovacie hodnoty parametrov modelu sme vygenerovali z ich apriérnych rozdeleni

a Startovacie hodnoty variancie z ZG(2.5,0.25).

Vysledky

Celkovo sme urobili N = 5000 simulécii, z ¢oho Ny = 1000 predstavovalo burn-
in. Vystupom simuléacii su trajektorie jednotlivych parametrov modelu a realizacii
variancie. Bodové odhady sme z nich dostali ako vyberovy priemer. Dalej pre vietky
bodové odhady sme vypocitali odhady MCSE, standardnych odchylok a 95%-nych
intervalov spolahlivosti. Tieto hodnoty st zhrnuté v Tabulke 5 v Prilohe 2.

Pomocou priebehov trajektérii s priebeznymi priemermi sme overili, Ze dizka
burn-in by mala byt dostato¢na, hlavne pri pouziti ARS metédy. Co sa tyka miery
zmieSavania, na zaklade grafov autokorelacii, kumulativnych sim a mier “strapa-
tosti” mozeme konstatovat, Ze lepsia bola dosiahnuté pouzitim ARS metddy. Pritom
sme skiimali mieru zmieSavania retazca len na podmnozine mnoziny stavov prisli-

chajicej parametrom SV modelu. Najlepsia bola dosiahnuta pre parameter (3, a to
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pre vSetky tri sady dat a obe metédy odhadovania. V Prilohe 2 st na ilustraciu
zobrazené uvedené grafy pre parametre modelu odhadovaného metédou ARS pre
akciovy index SAX.

Nakoniec na obrazkoch 4 a 5 sii zobrazené odhadnuté realizacie variancie vyno-
sov jednotlivych indexov v porovnani so samotnymi vynosmi. Vidno, ze prudkym
vykyvom hodno6t vynosov zvicsa zodpovedaju vyssie hodnoty odhadnutych varian-
cii.

Z pohladu kvality odhadov i konvergencie sa nam celkovo javila lepSie pouzité
metéda ARS, avSak za cenu dlhSieho trvania simulécii (cca. 2, 5-ndsobne dlhsie

oproti kombinacii RS metédy a M-H algoritmu).

6.3 SGED SV model

Model sme zostavili a odhadovali na zaklade ¢lankov Cappuccio, Lubian a Raggi
(2004) a Kim, Shephard a Chib (1998). Model ma teda tvar:

= [Fexp (%) €

hiyr = p+ ¢(he — p) + omny,
pricom ¢ ~ SGED(\,v) a n, ~ N(0,1) st nezavislé, h, = logv, = exp (u/2).
Prepokladame, ze
Elg] =0, Varlg]=1
2
o (7).
Dalej oznac¢ime vynosy indexov Y = {y;}L |, log-varianciu vynosov H = {h;}L | a
parametre modelu 6 = {1, ¢, 0%, \, v}, kde T = 500.
Opiit s vyuzitim rozkladu (8) vyjadrime zdruZent aposteriérnu hustotu nasle-
dovne
p(H,0]Y) o< p(H|0,Y)p(0]H,Y) o
oc p(H|0,Y)p(plo, oty A v, HY )p(6lp, o7, N v, H Y ) x
x p(of|p, & A v HLY )p(N s &, 03, v, H, Y )p(vi, 6, 0, A, HY).

Simulovanie parametrov modelu
Ak oznac¢ime jednotlivé parametre 6;, Giplné (aposteriérne) podmienené hustoty

parametrov maju tvar

T—-1
p(0:10_s, H,Y) o< p(6:)p(hal6—:) [ [ p(husa|hu, 0-5) pre p, ¢ a o
t=1
T-1
(010, H,Y) o p(8:) [ plwelhes60—) pre A a v.
t=1
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Obr. 4: Odhadnuté realizacie variancie v Taylorovom SV modeli pomocou RS M-H
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Obr. 5: Odhadnuté realizacie variancie v Talorovnom SV modeli pomocou ARS
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Simulovanie u
Pre parameter p uvazujeme neinformativnu apriérnu hustotu, z ktorej pren vyplyva

tvar iplného podmieneného rozdelenia
plo, o3 N\ v, HY ~ N(c*,C¥),

s hyperparametrami danymi

1 o2 T—1
Tt 2203 (e — oh)
t=1

UH H

2
oA

’ - T(1-¢)*

ct=C"

Simulovanie ¢

Apriérnu hustotu pre parameter ¢ Specifikujeme

b—1 B-1
() x (#) (%) , b,B>0.5,

pricom prakticky nasimulujeme ¢* ~ B(b, B) a polozime ¢ = 2¢* — 1. Z tplnej

podmienenej hustoty

pto o r 1y () (152) 0 s (a0,

202,
T-1
Xexp( 0 thﬂ—ﬂ d(hy — )])
t=1

sa ned4 simulovat priamo, ale je logaritmicky konkdvna, preto pouzijeme ARS me-
tédu.

Simulovanie 0%
Pre parameter 0% zvolime konjugovani apriérnu hustotu rozdelenia ZG(a, A), teda
Uplnd podmienend hustota bude hustota rozdelenia ZG(a*, A*) s hyperparametrami

upravenymi nasledovne

T 1 —
a*:a+§, A*=A+§<(h1 +;ht+1—ﬂ o(h )]2>

Simulovanie )\ a v

Aby Soky €, v rovnici pre vynosy mali stredntt hodnotu 0 a varianciu 1, zavedieme
€& = )\QX + /\17

kde X ~ SGED(\,v), \y = —E(X)//Var(X) a \y = 1/y/Var(X).

KedZe za apriérne rozdelenia parametrov A a v zvolime
)\Nu<)\L,)\H), IJNU(VL,VH),
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uplné podmienené hustoty tychto parameterov maju tvar

T
1 1 1 1
PO 0.0k 1.3) < T e (—glet”) |1 som 00 (Gt )

T
) v . 11
p(vlp, &, 0%, A H,Y) o Hmexp <—§|Zt| ) {l—l—sgn()\zt)’y (§|>‘Zt’ 7;” ,

t=1
pricom
eXp (—%)yt -\
2y = ’
A2

I'(a) = [;° e "t*!dt je gama funkcia, y(z,a) = ﬁ Jy e7't*"dt je netiplnd gama

funkcia. Na simulovanie z tychto hustot vyuzijeme ARMS metdédu, lebo nejde o

logaritmicky konkévne funkcie.

Simulovanie realizacii log-variancie
Podmienend aposteriérna hustota variancie p(H|0,Y") sa da znova rozlozit na jed-

norozmerné Uplné podmienené hustoty tvaru

p(h't|h’—t7 0, Y) X p(yt|ht7 e)p(ht+1|htv g)p(ht|ht—1, 9) X

h 1 1 1
scexp (3 ) exp (~lal”) [+ s0m )7 (vl )|

coxp (g e = o~ )

2
20%

1
X €xp (—?[ht—,u—qb(ht_l—,u)]Q), t=2,...,T—1
H

a pre krajné zlozky vektora variancii plati

p(hi|h-1,0,Y) o< p(y1|h1, O)p(ha|hi, 0)p(h1]0),

p(hrlhr,8,Y) o< p(yr|hr, O)p(hr|hr-1,0).
Z predpisov tychto hustot je zrejmé, ze priame simulécie nie st mozné, namiesto toho
pouzijeme dvojstupniovy DRA algoritmus. V prvom stupni pdjde o nezavisly M-H

algoritmus s in§trumentalnou hustotou ¢; danou rozdelenim N (d, D;) s parametrami

2
9 * *
d= 1 +H¢2, Dy = h} +0.5d[y? exp (—h}) — 1],

kde
Glhi—1 + hiyr — 2p
1+ ¢? ’
kym v druhom stupni zvolime inStrumentalnu hustotu z RW M-H algoritmu dant

rozdelenim N (0, D).

hi = p+

MOMC viber {5, 60), o3, \0), 10, H(j)}N
staneme hybridnym MCMC algoritmom:

z p(H,0|Y) aj v tomto modeli do-
7j=1
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1. z tplnych podmienenych rozdeleni simulujeme po jednej zlozky vektora log-

variancii

1
h 2z p(hh 0,09 ), t=1,....T
pomocou DRA algoritmu

2. z Uplnych podmienenych rozdeleni simulujeme jednotlivé parametre

(a) U z p(o|pU=0, pb= U= \G-D F0)) priamo

(b) ¢V z p(ploy 20) =1 U A=Y H @) pomocou ARS metédy
() D z p(ulor?, ¢@ -1 AG-D HG)) priamo

(d) vU (l/|a ) ¢@) 1) AG-1 HO)) pomocou ARMS metédy
(&) AD 7 p(Ao2D | ) @) 1) H(j)) pomocou ARMS metddy.

Hodnoty hyperparametrov apriérnych rozdeleni parametrov modelu sme zvolili

a=25 A=0.025
b=20, B=15
AL=-3 Ag=3

I/Lzl I/H:3.

Startovacie hodnoty p sme vygenerovali z A/(0, 20), startovacie hodnoty ostatnjch

parametrov modelu z ich apriérnych rozdeleni a Startovacie hodnoty variancie z
N (u(‘)), - :(00))2)
Vysledky

V tomto modeli sme tiez urobili celkovo N = 5000 simulécii, z ¢oho Ny = 1000
bola dlzka burn-in. Bodové odhady jednotlivich parametrov modelu aj realizacii
log-variancie sme ziskali opét ako vyberovy priemer z ich trajektérii, ktoré boli
vystupom modelu. V Tabulke 4 v Prilohe 2 st uvedené aj odhady ich MCSE, Stan-
dardnych odchylok a 95%-nych intervalov spolahlivosti. NajzaujimavejSie parametre
SGED SV modelu st A a v, pretoze hovoria o asymetrii a chvostoch rozdelenia
vynosov. Vysledky potvrdzuja, ze rozdelenia vynosov vSetkych troch indexov st
Tavostranne zoSikmené a pre S&P500 a SAX maju tazké chvosty. Pouzitie SGED
rozdelenia pre Soky v rovnici vynosov bolo teda adekvatne.

Odhadnuté realizacie variancie takisto pomerne dobre odrazaju fluktuacie vy-
nosov indexov, ¢o je zachytené v grafoch na obrazku 6.

Z vysledkov analyzy vystupu, v rdmci ktorej sme pouzili uz spomenuté metddy,

vyplyva pomerne malé miera zmiesavania v podstate pre vSetky parametre modelu.

63



2 —
1
of
1f |
-2 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
estV
1 T
05 WM
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(a) S&P500
Y
T
2 - —
O 1 l‘
_2 - -
4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(b) DAX
Y
5 T
0
-5 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
estV
3 T

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(c) SAX

Obr. 6: Odhadnuté realizicie variancie v SGED SV modeli
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Ako priklad uvadzame v Prilohe 2 grafy pre parametre A a v akciového indexu
S&P500. Znamené to teda, ze by bolo potrebné zvysit celkovy pocet simuléacii a aj
dlzku burn-in. Nemozno vsak konstatovat, ze hybridna MCMC metéda, ktort sme
pouzili v tomto modeli, je menej efektivna nez metéda z Taylorovho SV modelu,
pretoze SGED SV model je zlozitejsi (kvoli comu sme v 1iom volili aj mensi rozsah

pouzitych dat).

65



Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali metédami odhadovania SV modelov. Z mnozstva
modelov, ktoré boli na tento c¢el navrhutné sme sa zamerali na MCMC metdédy kvoli
ich Sirokej vyuzitelnosti a aj vyuzivanosti. Ddlezitou stcastou prace je popis teore-
tického pozadia tychto metdd, teda bayesovsky pristup, Monte Carlo integrovanie
a tedria Markovovych refazcov. Prvé dve témy stvisia viac s praktickym pouzitim
MCMC metéd, zatial ¢o na tedrii Markovovych retazcov je zaloZend ich konvergen-
cia. Povazujeme za velmi dolezité oboznamit sa aj s touto strankou MCMC metdd,
aby mohli byf spravne pouzivané. Dalej sme popisali konkrétne algoritmy, ktoré
MCMC metédy vyuzivaja, a tiez ich niektoré rozsirenia. S ohladom na praktické
pouzitie sme sa venovali aj niekolkym metédam konvergencnej diagnostiky.

V praktickej ¢asti prace sme demonstrovali pouzitie MCMC metdd. Aplikovali
sme ich pritom na dva konkrétne SV modely, Taylorov SV model a SGED SV mo-
del. Pouzili sme data troch akciovych indexov: S&P500, DAX a SAX, konkrétne
ich vynosy. V kazdom z modelov sme vyuzivali MCMC algoritmy tak, aby bolo
odhadovanie spravne (algoritmy sme volili podla tvaru cielovych hustot), a pritom
efektivne (pouzili sme aj adaptivne algoritmy). Na vysledky odhadovania sme apli-
kovali aj jednoduché metédy konvergencnej diagnostiky, ktoré pri SGED SV modeli
svedcili o slabej konvergencii nasimulovaného retazca, ktora by sa mohla zlepsit bud
vyssim poc¢tom celkovych simulécii alebo nejakou zmenou metédy odhadovania. Pre
Taylorov SV model sme z pohladu konvergencie konstatovali celkom dobré vysledky,
samozrejme s ohladom na jednoduchost metdd analyzy vystupu.

Co sa tyka rozsirenia prace, dobrym nametom je skiimanie dalgich dvoch sposo-
bov odhadovania volatility v SV modeloch, a to filtrovanie a predikcie, nakolko my

sme sa venovali len vyhladzovaniu.
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Priloha 1

SGED rozdelenie

SGED rozdelenie je zovSeobecnenim GED rozdelenia (nazyvaného aj EPD roz-
delenie). GED rozdelenie sa pouziva na modelovanie tazkych chvostov rozdelenia
nejakej ndhodnej premennej, pricom SGED rozdelenie umoziuje zaroven zachytit
aj asymetriu jej rozdelenia.

SGED rozdelenie je charakterizované dvojicou parametrov A a v. Parameter A
vyjadruje asymetriu tohto rozdelenia, zatial ¢o v meria, aké tazké ma chvosty. Ide

o spojité rozdelenie, s hustotou

vexp (—0.5|z]")
2T

1
flz;\v) = {1 + sgn(A\x)y (0.5|)\x|”, ;)} v, e R v>0,

kde I'(a) = [ e "t*"'dt je gama funkcia, v(z,a) = ﬁfom e~t 1dt je netiplna

gama funkcia.

Péarne (centralne) momenty SGED rozdelenia st dané
LI

re)

a neparne (centralne) momenty st

- sgn(A)T (=2) ( IAlY 1 7‘+1>
v B » )
r(1) I+ A v v

kde B(z,p,q) je distribu¢na funkcia beta rozdelenia.

el X" =2

Speciadlnymi pripadmi tohto rozdelenia st normélne rozdelenie, ak A = 0 a v = 2,
a GED rozdelenie, ak A = 0. Pre v < 2 m& SGED rozdelenie fazsie chvosty ako
normélne rozdelenie, pre v > 2 zasa lahSie chvosty. ZoSikmené bude, ak A # 0, a to
lTavostranne pri A < 0 a pravostranne pri A > 0. Tieto vlastnosti SGED rozdelenia

su zachytené na obrazku 7.
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Obr. 7: SGED rozdelenie pre rozne hodnoty parametrov
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Priloha 2

Vysledky praktickej Casti

SGED SV model

S&P500 DAX SAX

[ -1.1072 -0.3210 -0.5692
MCSE 0.0211 0.0065 0.0151

SD 0.6530 0.1085 0.1901
95%-ny int.spol. || [1.1493,-1.0651] | [-0.3341,-0.3080] | [-0.5994,-0.5390]
¢ 0.9357 0.8699 0.8665
MCSE 0.0043 0.0033 0.0033

SD 0.0418 0.0357 0.0389
95%-n§ int.spol. || [0.9271,0.9442] | [0.8633,0.8764] | [0.8599,0.8731]
o2, 0.0180 0.0639 0.1651
MCSE 0.0112 0.0049 0.0096

SD 0.0093 0.0417 0.0986
95%-ny int.spol. | [0.0158,0.0201] | [0.0542,0.0736] | [0.1459,0.1844]
A -0.2927 -1.3759 -0.0625
MCSE 0.0164 0.0623 0.0025

SD 0.2829 0.9488 0.0940
95%-n§ int.spol. || [-0.3152,-0.2703] | [-1.5004,-1.2515] | [-0.0675,-0.0574]
" 1.4885 2.0766 1.0332
MCSE 0.0210 0.0426 0.0033

SD 0.2754 0.5097 0.0851
95%-ny int.spol. || [1.4466,1.5304] | [1.9913,2.1618] | [1.0265,1.0398]

Tabulka 4: Aposteriérne priemery a ich $tatistiky v SGED SV modeli
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Obr. 13: Priebeh kumulativnych sim parametrov, SGED SV model, S&P500
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Obr. 15: Priebeh autokoreléacii parametrov, SGED SV model, S&P500
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