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Abstrakt

Nahodny vyvoj trokovej miery a s nim spojena ¢asova Struktira vyvolava u financ-
nych analytikov zaujem vedief modelovat rézne tvary redlnych vynosovych kriviek. V
sucastnosti existuje vela modelov, ktoré sa snazia identifikovat faktory vplyvajice na
casovua Struktiru.

Cox-Ingersoll-Ross(CIR) model je jednym z najrozsirenejsich rovnovaznzch modelov ¢a-
sovej Struktury. V préci je predstaveny novy pristup odhadu parametrov tohto modelu
v dvojfaktorovom prevedeni. Predpokladame, ze okamzita trokova miera je sucet dvoch
skrytych faktorov, z ktorych kazdy sleduje stochasticky mean-reversion proces. Pomo-
cou hustoty rozdelenia danych faktorov sa zaoberame spriemernenou cenou diskontného
dlhopisu vzhladom na tieto procesy. Kalibraciu modelu a odhady parametrov ziskavame
minimalizdciou sumy Stvorcov rozdielov medzi teoretickou CIR vynosovou krivkou a re-
alnou trhovou vynosovou krivkou. Hlavnym cielom je pomocou takto nakalibrovanych
parametrov zachytit rézne tvary éasovych struktir, ktoré nie st dosiahnutelné pomocou

jednofaktorového modelu.

KItcové slova: Casova struktira, vimosova krivka, Cox-Ingersoll-Ross(CIR) model,

mean-reversion proces.
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Uvod

Stochasticky vyvoj arokovej miery a s nou spojena aj c¢asova Struktira je predmetom
sktimania uz niekolkych generacii vyskumnikov. Jej poznanie je ddlezité v ekonomickom
svete, ako aj pri ocetiovani derivdtov trokovych mier. Prave preto vznika stale velké
mnozstvo literattry zaoberajicej sa otazkou: Cim s ovplyvnené pohyby vynosov dlho-
pisov?

Diplomova préaca sa zaobera jednym z multifaktorovych modelov vyvoja tirokovej miery.
Jej cielom je predstavit moznti metédu jeho kalibricie. Vychddzame z predpokladu, Ze
okamzitd urokova miera je si¢tom nezdvislych skrytych faktorov. Kedze tieto skryté fak-
tory nie st pozorovatelné, pokusime sa spriemernit vynosové krivky vzhladom na tieto
faktory.

V prvej kapitole definujeme zakladné pojmy pre vyvoj irokovej miery a vzédjomné vztahy
medzi cenou dlhopisu a drokovou mierou. Druh4 kapitola je venovana prehladu existu-
jucich jedno a viacfaktorovych modelov. Pri viacfaktorovych modeloch uvadzame rozne
moznosti zahrnutia dalsich faktorov. V tretej kapitole odvodime parcidlnu diferencidlnu
rovnicu pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom modeli a taktiez pre viacfaktorovy mo-
del, kde zostavame vo vSeobecnej tirovni s blizsie nespecifikovanymi faktormi. V stvrtej
kapitole je odvodeny model, ktorého kalibraciou sa v préaci zaoberame. Konkrétne ide
o multifaktorovi verziu Cox-Ingersoll-Ross modelu [5], kde krédtkodoba tirokova miera
je dana ako sucet nezavislych stochastickych procesov. Pre tento model existuje ex-
plicitné rieSenie parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu. Kedze jednotlivé
faktory st nepozorovatelné veli¢iny, pomocou hustoty rozdelenia tychto skrytych fak-
torov odvodime spriemernenti cenu dlhopisu. Mozni metédu kalibracie tohto modelu
predstavuje piata kapitola. Na zaver, v poslednej kapitole, prindSame vysledky kalibra-
cie spriemernenych vynosovych kriviek pre konkrétne realne ¢asové struktury trokovej
miery a pomocou tychto vysledkov diskutujeme vlastnosti modelu a komplikécie pri

kalibréacii.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Zakladny kontrakt, ktorého hodnoty v ¢ase sii ovplyvnené tirokovymi mierami, je bez-
kuponovy dlhopis. Je to zévizok vyplatit vopred dohodnuti sumu v ¢ase splatnosti 7.
Cena takéhoto dlhopisu sa v ¢ase meni v zavislosti od doby do maturity, fluktuacii dro-
kovej miery a inych faktorov. Vo vSeobecnosti je funkcia ceny dlhopisu P(t,T") klesajtca
s ¢asom priblizujicim sa k dobe splatnosti. Nomindlna hodnota dlhopisu je hodnota,
ktord méa byt vyplatend v ¢ase splatnosti T'. Pre diskontné dlhopisy predpokladdme, Ze
P(T,T) = 1. Pomocou cien dlhopisov vieme potom uréif aj tirokové miery v danom

¢ase. Pri spojitom tiroceni je cena dlhopisu s dobou splatnosti T' v ¢ase ¢t dané vztahom:
P(t,T) = e BEDT—1)

Pre trokové miery potom plati:

In|P(t, T
R(t,T) = _7[T(— ; )]
Casovi zéavislost vinosu dlhopisu od ¢asu do maturity vyjadruje casovd struktira vroko-
vych mier. Jej grafickd podoba sa nazyva aj vynosovd krivka. Zaciatok vynosovej krivky
urcuje tzv. okamZita irokovd miera, ¢o znamené hodnota R(t,T') pre ¢as t bliziaci sa k
dobe splatnosti T

r(t) = A11'1tr_r)10 R(t,t + At),
resp.

r(t) = _8ln(];§jt,T))‘

V praxi sa okamzité trokova miera ztotoznuje s overnight-om, ¢o je Grokova miera na

velmi kratke obdobie.



Dalsim dblezitym typom trokovych mier si forwardové trokové miery. Hodnoty
tychto urokov s urcené bezarbitraznymi cenami forwardovych kontraktov. Obchod je
zaloZeny na dohode v ¢ase t, v ktorej sa jedna strana zaviaze kupif dlhopis v ¢ase T} za
cenu z s dobou splatnosti 7. Z podmienky bezarbitraznosti vychadza ako jedind mozna

cena takéhoto kontraktu hodnota x = ﬁg%g Forwardovd trokovd miera f(t,T1,T2)

platné v ¢ase t na obdobie (77,7T%) sa uréi zo vztahu

t, 11 7TQ)(TQ —Tl)

z=e 1

Podobne ako pri trokovych mierach, pre 7o — T dostavame okamzitiu forwardovi tro-
kovi mieru f(t,Ty):

F6.T0) = Jim f(6T3, Ty + A)



Kapitola 2

Prehlad modelov ¢asove;j

Struktary trokovych mier

Casovd Struktira trokovej miery vyjadruje funkéni zévislost vynosu default-free cen-
ného papieru od doby do splatnosti (¢as do maturity). Jej grafické vyjadrenie sa nazyva
vynosovd krivka. Poznanie Casovej struktary poskytuje finanénym analytikom néstroj
pre predpovedanie, ako vplyvaju zmeny v podkladovych aktivach na tvar vynosovej
krivky. Dalej budeme za podkladové aktivum povazovat bezkupénovy dlhopis. Casova
struktura ceny dlhopisu je teda funkciou ¢asu do maturity, stavovych premennych ako
overnight a rdoznych parametrov modelu. Na nasledujtcich obrazkoch je prehlad roznych
tvarov vynosovych kriviek. Samotny vyvoj irokovych mier je charakterizovany prostred-
nictvom cien dlhopisov.

Medzi tradi¢né pristupy modelovania ¢asovej Struktiry patri snaha zachytit jej tvar po-
mocou dynamiky kratkodobej irokovej miery. Nemusi vSak vzdy ist len o kratkodobu
urokovi mieru, niektoré modely uvazuju aj o forwardovej urokovej miere, alebo dlhodo-
bej Grokovej miere.

Existuju dva hlavné typy modelov ¢asovej Struktury:

Rovnovéazny (equilibrium) model: Vychadza zo stcastného stavu podkladového cen-
ného papiera a berie do ivahy aj preferencie investora. Zaroven predpoklada sto-
chasticky vyvoj jedného alebo viacerych exogénnych faktorov. Vystupom z modelu
je podiatocnd casova Struktura a jej dynamika. Nedostatkom tohto typu modelu
je, Ze nie vzdy vystihuje sic¢asnt vynosovi krivku. Vhodnym nastavenim (kalibra-
ciou) parametrov mozno vsak tento nedostatok odstranit. Prikladom rovnovazneho

modelu je Vasickov model [2], Cox, Ingersoll, Ross model [2].



Bezarbitrazny (noarbitrage) model: Vstupom do modelu je po¢iato¢énd ¢asova Struk-
tura, a teda model automaticky presne vystihuje sii¢asny stav. Vystupom st odvo-
dené cielové ceny aktiva, za predpokladu absencie arbitraznych prilezitosti. Patria
sem napriklad modely Ho and Lee [8],v ktorom sa zameriavaji na pohyby vyno-
sovych kriviek, alebo Heath, Jarrow and Morton model [2], ktory sleduje zmeny
forwardovych arokovych mier. Posledny spominany model v sebe nezahina Mar-
kovov proces, ¢o znamend, ze ich praktické pouzitie je vzhladom na vypoctovi
naro¢nost znacne obmedzené. Autori ¢lanku [8] pomocou tohto modelu predstavili

moznost ocenenia derivatov urokovej miery.

2.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely patria medzi najjednoduchsie modely arokovej miery. Celd ca-
sova Struktura je uréend len jednym faktorom, za ktory sa tradi¢ne berie kratkodoba
urokova miera. Predpokladame, ze r; sleduje spojity Markovov stochasticky proces [2],

ktory je opisany nasledovnou stochastickou diferencidlnou rovnicou:
dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw, (2.1)

kde p(r,t) tvori deterministicki zlozku a oznacuje drift, zatial ¢o o(r,t) je wvolatilita

spolu s dw (zmena tzv. Wienerovho procesu) sposobuje ndhodné fluktuécie.

Definicia 2.1.1 Standardny Wienerov proces {w(t),t > 0} je t - parametricky systém

ndhodngch velic¢in. Plati:

prirastky dw st navzdjom nekorelované v case,

e E(dw) =0, teda strednd hodnota je nulovd,

var(dw) = dt, teda variancia je linedrnou funkciou ¢asu, ¢iZe mozZeme povedat, Ze

plati: dw =~ ev/dt, kde € je ndhodnd premennd s normdalnym rozdelenim.

Podla tvaru funkcii p(r,t) a o(r,t) vznikla Siroka skala jednofaktorovych modelov. Spo-

menieme tie najrozsirenejsie:



e Merton, 1973
Najstarsi model vyvoja trokovej miery. Vychadza z predpokladu, ze tirokova miera

je normalne rozdelend, ¢im teoreticky moze nadobudat aj zdporné hodnoty:

d?”t = ﬁ?"tdt + O'th.

e Vasicek, 1977
Jeden z prvych 1-faktorovych modelov spominanych v literatare. Rovnako ako
Mertonov model, aj v tomto pripade moze urokovéa miera nadobidat zaporné hod-
noty. Predpoklada, ze okamzita miera sleduje Ornstein-Uhlenbeck proces s kon-

Stantnymi koeficientami:

dry = k(0 — ry)dt + odW,.

e Dothan, 1978
Vznik tohto modelu bol podnieteny poziadavkou, aby trokova miera nadobudala
kladné hodnoty. Dothan predstavil lognormalny model pre irokova mieru, v kto-

rom logaritmus drokovej miery sleduje Brownov pohyb s konstantnym driftom:

dry = kridt + ordWy.

e Exponencialny Vasickov model
Predpokladé Ze logaritmus okamzitej irokovej miery sleduje Ornstein-Uhlenbeck

proces s kladnymi konstantami s, 6:

dry = 1(0 — klogry)dt + orydW;.

e Cox-Ingersoll-Ross (CIR), 1985
Ide o mean-reverting proces s ¢asovo konstantnymi koeficientami, v ktorom okam-

zit4 rokova miera nenadobuda zaporné hodnoty:

dry = k(0 — r¢)dt + o+/ridW;.

e Ho a Lee, 1986

Ide o prvy bezarbitrazny model arokovej miery, v ktorom r sleduje proces:
dr = 0(t)dt + odW,

kde o, je konstantna, zatial ¢o 6(t) je funkcia zavisla od ¢asu, ktord mé zabezpecit,

aby model dobre fitoval pociato¢na casovu Struktiaru:

0(t) = F;(0,t) + o*t.
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e Hull a White, 1990
Tento bezarbitrazny model predstavuje rozsirenie CIR a Vasickovho modelu, v

ktorom je dynamika kratkodobej Grokovej miery opisana rovnicou:
dry = (0(t) — a(t)ry)dt + o(t)dWs.

Zéavislost koeficientov 0(t), a(t), o(t) od éasu umozni zhodu so sicastnou ¢asovou

gtruktarou. Treba poznamenat, Ze nie v8etky koeficienty musia byt zavislé od ¢asu.

O vyuziti jednofaktorovych modelov pri oceniovani réznych finanénych aktiv a ich po-
rovnani sa mozno docitat v ¢lanku [7].

Treba podotkniit, Ze vSetky spominané modely opisuji dynamiku kratkodobej Grokove;
miery. V praxi vSak tato miera na trhu neexistuje, preto sa stotoziiuje s overnight-om,
¢o je jednodniova medzibankova miera.

V sacastnosti su jednofaktorové modely vystavené znacnej kritike. Prvym nedostatkom
je predpoklad, ze vSetky vynosy dlhopisov su perfektne korelované s maturitami - vlast-
nost jasne nekonzistentné s realitou a empirickymi pozorovaniami. Dalsim dévodom na
kritiku je fakt, Ze jednofaktorové modely poskytuju len niekolko tvarov vynosovych kri-
viek, zvyCajne len monotdénne rastiice alebo klesajuce krivky. Dalo by sa teda povedat,
Ze nie je v silach jednofaktorovych modelov dostato¢ne charakterizovat ¢asova Struktiru
urokovych mier a jej meniaci sa tvar v ¢ase. Naopak, pozitivna vlastnost je relativne

jednoduché forma explicitného rieSenia pre ceny dlhopisov.

11



2.2 Multifaktorové modely Casovej Struktury

O vplyve viacerych faktorov na vyvoj trokovej miery v sucastnosti uz niet pochyb. K
tomuto presvedceniu viedla hlavne snaha zachytif rozmanitejsie podoby vynosovych kri-
viek, ako aj vysvetlif neredlne ¢rty jednofaktorovych modelov. Vzhladom na to vzniklo
mnoho teoretickych studii, ktoré uvadzaju viacfaktorové oceniovanie dlhopisov. Viacero
faktorov teda prinasa vicsiu flexibilitu do modelu, na druhej strane vsak rastie naroc-
nost analyzy takychto modelov a s tym stvisiace explicitné rieSenia pre ceny dlhopisov.
Pocet faktorov, ktoré by dokonale opisovali dynamiku tirokovej miery, zostdva aj nadalej
velmi subjektivnou premennou. Empirické testy ukazuju, ze az 99% pohybov vynosovych
kriviek je zachytenych troma faktormi. Litterman a Scheinkman [6] sa vo svojej praci
detailnejsie zaoberali konkrétnou Specifikaciou tychto troch faktorov. Pomocou faktoro-
vej analyzy zistili, ze st to vSeobecnd Uroven trokovej miery, sklon vynosovej krivky a
krivost vynosovej krivky, ktord je spidjand s volatilitou procesu.

Tvar multifaktorového modelu moze byt rézny. Vo vSeobecnosti mozeme jeho dvojfak-

torovy pripad zapisat nasledovnym systémom:

dr = p,(r,y, t)dt + o, (r,y, t)dws,
dy = py(r,y, t)dt + oy (r,y, t)dws, (2.2)

kde predpokladdme, ze medzi dvoma Wienerovymi procesmi wi a we je konstantna ko-
relacia p.

K vzniku roéznych tvarov multifaktorovych modelov viedlo uvedomenie si, ze vyvoj tro-
kovej miery moze zavisiet od vyvoja inych faktorov. Tieto faktory bud priamo stuvisia s
kratkodobou trokovou mierou, napriklad dlhodoba trokova miera, stochasticka volati-
lita, alebo méze ist o iné pozorovatelné makroekonomické veli¢iny®.

Tak ako v pripade jednofaktorovych modelov, spomenieme niekolko z prvotnych mode-

lov, resp. tie najznamejsie:

e CIR, 1985
CIR model je vo velkej miere prezentovany ako jednofaktorovy, avsak v ¢lanku [5]
autori predstavili jeho predizenie na dvojfaktorovy, kde za druhy faktor zvolili exo-
génne urcent infliciu. Tento model sa ukazal ako vyhodny, najmé pri nominalnom

ocenovani.

!Napriklad Duffie and Kan (1996), Berardi (2001), Dewachter a kol. (2001a, 2002)

12



e Longstaff a Schwartz, 1992 [3]
Druhym faktorom v tomto modeli je volatilita trokovej miery. Vyhodou oproti

CIR modelu je fakt, ze dynamika volatility je dana endogénne.

e Brennan a Schwartz, 1979
V tomto modeli je kratkodoba trokova miera tlacend k dlhodobej rovnovéaznej

miere, ktora tiez sleduje stochasticky proces.

e Schaefer a Schwartz, 1984

Model vyuziva rozptyl medzi dlhodobou a kratkodobou trokovou mierou.

e Modely s volatilitou
Do tejto kategérie patri velké mnoZstvo modelov. Volatilita je do istej miery po-
vazovand za intuitivny faktor, pretoZe je hlavnym determinantom pri ocenovani
finan¢énych derivatov. Vysledky empirickych pozorovani [14] potvrdzuja jej sto-
chasticky charakter. Patria sem uz spominany Longstaff a Schwartz model, Chen

(1996)%, Hull a White (1990) a iné.

Vsetky spomenuté modely tvoria jeden typ multifaktorovych modelov, v ktorych je
vyvoj jednotlivych faktorov navzajom korelovany. Existuje vSak este iny pristup k mul-
tifaktorovym modelom, v ktorom sa predpoklada, Ze kratkodoba trokova miera je stcet
skrytych faktorov, nepozorovatelnych premennych. O faktoroch predpokladame, Ze st
navzajom nezavislé a sleduji nejaky druh stochastickych procesov. Takyto tvar ma na-
priklad multifaktorova verzia CIR modelu. Vyhodou v tomto pripade je, ze model posky-
tuje relativne jednoduché riesenie pre ceny dlhopisov prave vdaka nezavislosti faktorov.
Vseobecny tvar takéhoto modelu moZeme zapisat nasledovnym systémom:

r = Z’ri’
i=1
’I“i(t) = MKW,t)dt—l— O’i(’l“i,t)dWZ'. (23)

2Ide o trojfaktorovy model, znamy ako model so stochastickym priemerom a stochastickou volatilitou.

13



Kapitola 3
Cena dlhopisu

Ako sme uz spominali, zdkladom modelov pre vyvoj tirokovych mier (ich spojitej verzie)
je predpoklad, ze vyvoj okamzitej tirokovej miery r(t) je uréeny stochastickou diferen-
cidlnou rovnicou

dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw.

Ceny dlhopisov a tym aj ¢asové Struktary urokovych mier st urcené ako riesenie par-

cialnej diferencialnej rovnice.

3.1 Odvodenie ceny dlhopisu v jednofaktorovom modeli

Cena dlhopisu P(r,t,T) je funkcia okamzitej tirokovej miery, ¢asu ¢t a maturity 7. S vy-
uzitim postupu v [10] a aplikovanim Itévej lemy [2] dostaneme stochasticki diferencidlnu
rovnicu pre funkciu P

dP = pp(r,t)dt + op(r,t)dw, (3.1)
kde

oP 0P 1 ,0°P opP

He= o TR T2 e T T

S ciefom zachovat bezarbitrazne prostredie skonstruujeme portfélio pozostévajice z dl-

hopisu s maturitou 77 a «y dlhopisov s maturitou 75. Hodnota tohto portfélia bude:
m=Pi(r,t,T1) +vPa(r,t,T3).
Zmena hodnoty portfélia za ¢as dt je:
dm = dPy + vdPs.

Po dosadeni do (3.1) a po tprave dostdvame, Ze na vytvorenie bezrizikového portfélia

potrebujeme zvolit v = — Z}PD E%g
Zmena hodnoty portfdlia je teraz deterministicka, bez stochastického ¢lena:
T
in = (urlms) = 220 up(r2) ) at
O'P(TQ)

14



Aby nevznikla moZnost arbitraze, musime zabezpecit, aby bol vynos portfélia rovny

okamzitej Grokovej miere, a teda:

pup(Ty) +ypup(T2) = rP(T1)yrP(T3),
z ¢oho vyplyva
rP(Th) — pp(Th) _ rP(Ty) — pp(T2)
O'P(Tl) op (TQ) )
T4to rovnica nezavisi od maturity T, pretoze T7 a T5 boli lubovolné. Funkcia
TP(% ta T) B MP(Tv t? T)
O'P(n tv T)

At,r) = (3.2)

sa nazyva trhova cena rizika.
Dosadenim pp a op do (3.2) dostavame odvodent parcialnu diferencialnu rovnicu pre

cenu dlhopisu P(r,t,T):

— 4+ (u— — +-0"— —rP=0,t 1 .
. (L — Ao) . 20 3 r 0,t € (0,7) (3.3)

P(r,T,T) = 1.

Funkciu A = A(r,t) treba urc¢if. Napriklad vo Vasi¢kovom modeli je tato hodnota kon-
Stantnd, kym v CIR modeli je ndsobkom +/r. Pre takto urcené hodnoty trhovej ceny
rizika st zndme aj explicitné riesenia parcidlnej diferencidlnej rovnice (3.3). V préci [11]
autor predstavil odvodenie explicitného riesenia pre vseobecny tvar jednofaktorového
modelu

dr = k(0 — r)dt + or”dw,

pre Vasickov (v = 0) a CIR model (y =1/2).
Konkrétne pre CIR model a A(r,t) = A/ méa cena dlhopisu s ¢asom do maturity
T=1T—1 tvar

P(r,1) = A(r)eBr,
ktory po dosadeni do (3.3) vedie k nasledovnému systému diferencidlnych rovnic:
A(r) = kOA(T)B(r),
B(r) = — (5 + \o)B — %JZB(TV +1, (3.4)
A(0) =0,B(0) =0.
Z [10] vyplyva, Ze rieSenim tohto systému je:

2(1 — e(T=17)
2y + (K +A+)(eT7 1)
Oy lh AN (T—1)/2 20/0"

SR ey ey wra ey v ) I (35)

B(t,T) =

kde
v =V (k+ )2+ 202
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3.2 Cena dlhopisu v multi-faktorovom modeli

V jednofaktorovom modeli zavisela cena dlhopisu od vyvoja okamzitej tirokovej miery a
doby splatnosti. Specifikovanim funkcie trhovej ceny rizika sme vedeli uréit celdt vynosovt
krivku.

V multifaktorovom modeli bude cena dlhopisu zavisiet aj od dalsich faktorov, o ktorych
predpokladame, Ze taktiez sleduju nejaky stochasticky proces.

V nasledujtcej casti odvodime cenu dlhopisu pre dvojfaktorovy model. Cena v multi-
faktorovom modeli by sa odvodila podobne. Inspirovani postupom v [10] vychddzame

zo vSeobecného tvaru dvojfaktorového modelu:
d'l" == ,ufT‘ (t7 T? y)dt + Opr (t7 T? y)dw17

dy = py(t,r,y)dt + oy (t,r,y)dws,

kde r je okamzitd Grokova miera a y je zatial neSpecifikovany faktor. Jeho bliz§im urce-
nim sa budeme zaoberat neskor. Vzajomnu koreldciu prirastkov wy a we oznacime p.
Aplikovanim viacrozmernej Itovej lemy pre cenu dlhopisu P(t,r,y) dostdvame stochas-

ticku diferencidlnu rovnicu pre cenu P:

dP = p(T)dt + o1(T)dw; + o(T')dwa, (3.6)
kde

) 0P OP 0P LR L0t 8P
= — + fp— — 40—+ -0, —5 + ooy p——,
K at " Hrar TH ey T 2% g2 T 2% g, P oray

oP oP

T)=0,— T =0,—.

o1(T) = 0y, 02(T) = 0y 3y

Podobne ako v pripade jednofaktorového modelu, zostrojime portfélio z dlhopisov so

splatnostami v ¢asoch T7, Ty, T3 v mnozstvach 71, Y2, V3:
7w =mP(T1) + 72 P(T2) + v3P(T3).
Zmena ceny portfélia za cas dt je
dm = v1dP(T1) + 72dP(Ts) + v3dP(T3).
Po dosadeni za dP(T;) dostaneme:

dm = (V1p(T1) + v21(T2) + y3p(T3)) dt +
+ (mo1(Th) + y201(12) + v301(13)) dwy +
+ (m102(T1) + v202(12) + v302(13)) dws.

Portfélio bude bezrizikové, ak zvolime také mnozstva dlhopisov, Ze vyrazy pri ¢lenoch

dwy a dws budi nulové:
y101(Th) + v201(T2) + v301(T3) = 0,
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y102(Th) + Y202(T2) + v302(13) = 0,

a teda bude platit
dr = (y1p(T1) + v2p(T2) + v3p(T3)) dt.

Pre zachovanie bezarbitrazneho prostredia sa musi v kazdom okamihu vynos z portfélia

rovnat okamzitej trokovej miere, a teda:

Yp(T1) + veu(T2) +y3(T3) = r(n P(Th) + 1 P(T2) + 3 P(T3)).

Hodnoty 71, 72, 3 buda riesenim systému rovnic:

o1(Th) o1(T3) o1(T3) 7 0
o2(Th) o2(13) o2(T3) Y | =
uw(Ty) —rP(Ty) p(Tz) —rP(Tz) w(Ts) —rP(T5) 73 0

Tento systém bude mat netrividlne rieSenie, ak je matica systému singularna. V takom

pripade st riadky linedrne zavislé a existuju funkcie A1 a Ag, nezavislé od T také, ze:
IU,(T) — TP(T) = )\10'1(T) + AQO’Q(T).

Dosadenim za u, o1, o2 dostavame parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P:

opP opP OP 1 ,0°P 1 ,0°P o*p _
E—|—(,LLT—AlUT)E—F(My—)\QO'y)a—y—{—gO'Tw—Fgaya—gﬂ—FO’ray[)ar—ay—TP—0, (37)

s koncovou a okrajovymi podmienkami:

PO,r,y) = 1, prevr > 0,Vy € R,
P(r,0,y) = 1,
P(r,400,y) = 0, preVy € R.

Funkcie A\; a As rovnako ako v jednofaktorovom modeli predstavuja trhovi cenu rizika
pre r a y. Pre ziskanie konkrétneho riesenia (3.7) potrebujeme tieto funkcie zvolit a

takisto potrebujeme Specifikovat druhy faktor y.
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Kapitola 4

Multifaktorovy CIR model -

odvodenie modelu

V predchadzajtcej Casti sme odvodili parcidlnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu v
jedno a viacfaktorovych modeloch. V nasledujicej kapitole predstavime multifaktorovia
verziu CIR modelu. V multifaktorovom CIR modeli sa o kratkodobej trokovej miere

predpoklada, Ze je dand ako stucet K skrytych faktorov,

K
r= Zyz',
i=1

ktoré s nezavislé a sleduju Bessel square root difizny proces:
dy; = ki (0; — yi)dt + 0i\/yidw;, i=1,... K. (4.1)

Mézeme si v§imnut, ze dynamika kazdého faktoru mé tvar jednofaktorového CIR modelu
s parametrami k;,04,0;,\;. k; predstavuje rychlost pritahovania faktoru r; k dlhodobej
rovnovaznej hodnote 6;. 0;,/7; je volatilita procesu a \;y/; je trhova cena rizika. Kedze
kazdy faktor sleduje proces totozny s procesom v jednofaktorovom CIR modeli, zostavaju

zachované aj vlastnosti CIR modelu [5]:
e Hodnoty trokovych mier r; nadobtidaja len kladné hodnoty,
e Volatilita procesu je rastiica s rastiicou hodnotou r;,

e Existuje rozdelenie pre proces r; v ustalenom stave.
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V dalgich krokoch analyzy modelu budeme uvazovat o pripade dvoch faktorov, ¢ize

budeme skimat dvojfaktorovy CIR model. Jeho konkrétny tvar je potom:

ro= T+,
d’l“l = K1 (01 — T’l)dt + U1\/ﬁdw1,
dry = RQ(@Q — T'Q)dt + 02\/7°—2dw2, (4.2)

kde Wienerove procesy wi a we st nezavislé. Kedze trhova cena rizika pre r1 resp. ro je
dana ako A1,/71 resp. A2,/r2, existuje pre tento model aj explicitné rieSenie, analogické
k rieSeniu pre jednofaktorovy CIR model.

Vychadzajic z [5], rieSenie pre cenu distkontného dlhopisu v éase 7 = T — ¢ do doby

splatnosti je dané nasledovne:
P(1,71,73) = Ay (1) Ag(7)e BrTIn=Balmirz (4.3)

kde funkcie A;(7) a B;(7) su rieSenim systému diferencidlnych rovnic (3.4). Pre lepsiu

orientaciu toto rieSenie pripominame:

Bi(r) A D , (1.4
(Vi + Ki + A (€% = 1) + 2
2y;e(FitAity)T/2 2rificr}
Ai(r) = . , 7 >0, (4.5)

(ki + i+ X)€" = 1) 4+ 2
i = (ki + Ai)* +207)°,
Nésledne, z ceny dlhopisu (4.3) vieme vyjadrit vynos dlhopisu v ¢ase 7 do maturity:

In P
R(r)= (T,n,m)’

T

¢o modzeme zapisat ako linedrnu kombinéciu:

In A;(7 B;(1)r;
=3 ) | Bl
Zaujimavéa otazka vzniké pri vypocte konkrétnych cien dlhopisov uréenych takymto mo-
delom. KedZe nepozndme presné hodnoty r1 a r9, nemoézeme ich priamodciaro dosadit
do (4.3). Pozname vSak hodnotu ich st¢tu, a teda je potrebnd metéda zakomponovania
tejto informécie do ceny dlhopisu. Jednou z moznosti je spriemernenie ceny dlhopisu

vzhladom na sudet faktorov r; a ra.
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4.1 Hustota rozdelenia faktorov

Ako sme uz uviedli, procesy r1 a 79 nie st priamo pozorovatelné. Pozndme vsak ich
rozdelenie hustoty, [5] a podobne [10].

Vychadzajac zo stochastickej diferencidlnej rovnice procesov r1 a ra:
dr = k(0 — r)dt + o/rdw, (4.6)

pravdepodobnostné rozdelenie hustoty trokovej miery v Case ¢, podmienené jej pocia-

toénym stavom v Case s je dané:

F(r(s), si0(8), 1) = ce ™ (%)q/ I, (u)?), (4.7)
kde
_ 2K
¢ = 0.2(1 e—n(t 5))
u = cr(s)e "
v = cr(t),
_ 2k0
q = 0_2 17

a I,(-) je modifikovand Besselova funkcia prvého druhu radu ¢ ([13]). Zakladné charakte-
ristiky rozdelenia podmieneného stavom procesu v ¢ase s sa daju odvodit priamodiarymi

vypoctami:
EG®lr(s) = r(s)et) 1 g(1 — =r-9))
0.2
Ua?"(’l“(t”r(s)) == T(S) <—> (eili(tfs) _ e*?li(tfs)) +

K

+ 0 <£) (1 — e rlt=9)2, (4.8)

Analyzou ocakdvanej hodnoty a variancie procesu r si moZeme vSimnut, Ze ak Kk — oo,
strednd hodnota sa blizi k 6 a variancia k 0. Naopak, ak x — 0, strednd hodnota sa
blizi k aktualnej trokovej miere a variancia k hodnote o?r(t)(s — t). Tato skutocnost
potvrdzuje vlastnosti mean-reversion procesu.
Pre rozdelenie (4.7 existuje aj jeho limitna verzia pre ¢ — oo, (pozri napr. [9]). Toto
znamend, ze ak Grokova miera sleduje mean reversion proces (teda k,0 > 0), rozdelenie
procesu 7 sa limitne blizi ku gamma rozdeleniu. Funkcia hustoty uz potom nezavisi od
pociatocného stavu 7(s), zavisi len od parametrov modelu a jej limitny tvar je:
. 0 ak y <0,

tlggof(t,y’y(s)) = { ﬁ (z_,;)qul e*%yq ak y > 0.

Preznacenim limitného tvaru dostavame funkciu hustoty ndhodnej premennej s Gamma

rozdelenim s parametrami (a, b):

f(r)y= a—be*“rrbfl, (4.9)



kdeazi—’;,b:%‘—’f,prer>0.

Charakteristiky gamma rozdelenia procesu (4.6) st:

E(r)y = 0,
var(r) = 02—2:. (4.10)
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4.2 Spriemernena cena dlhopisu

V predchadzajucich castiach sme ukazali, Ze rieSenie parcidlnej diferencialnej rovnice
(3.7), ak oba faktory sleduju CIR - modifikdciu stochastického procesu (4.6), vieme vy-
jadrit v explicitnom tvare (4.3). Cenu dlhopisu P(7,r1,r2) vieme pre dané 7 a hodnoty
r1 a ro presne urcit. Kedze r1 a r9 st skryté faktory a na redlnom trhu nie st pozoro-
vatelné, budeme sa zaoberaf spriemernenim ceny dlhopisu vzhladom na ich sudet. Ich
sucet pozname, je to kratkodobé trokova miera 7.

KedZe pozname rozdelenia procesov r1 a 7o (4.9), moZeme spriemernif cenu dlhopisu

vzhladom 71 + ro = r, kde hodnota r je zndma z redlnych dat:

Jo P(m,71,72) f1(r1) f2(r2)dridrs
Jo J1(r1) f2(r2)drydrs ’

E(P(r,r1,r2)|lr1 + 12 € Q) = (4.11)

kde f; je hustota procesu r;, P(T,71,7r2) je cena dlhopisu (4.3) a Q oznacime tzv. prav-

depodobnostny pas so stredom 7:
Qe=<r—e,r+e>.

Po substitiicii premennych ro = r — r; a stlacenim pravdepodobnostného péasu: € — 0

mozeme cenu dlhopisu pretransformovat na tvar:

1 r4+e—r
ﬁ(T,’I“l,T‘ _rl) _ lim fO fr €e— 7"11 ]jJrT 7;177‘_Tl)fl(rl)fQ(r_rl)dTerl
=0+ 1 f() fr : Tll fl Tl)fz(T - 7“1)d7‘2d7“1
2f0r P(T, ry,Tr — Tl)fl(’l“l)fg(?“ — 7“1)d7"1
2 [y f1(r1) fa(r —r1)dr '

Pre lepsiu orientaciu, zavedieme este oznacenie zjednodusujuce (4.11):

= /7‘ f1(s) fa(r — s)ds
0

P(r,r) = /7‘ P(r,ri,r —r1) f(ry,7r)dr,

0
fi(r) fo(r —m1)
M(r) '

Nakoniec, vztah pre spriemernenti cenu dlhopisu m4 tvar:

f(’l“l,’l“) =

P(r,r) = /07" P(r,ry,r — 1) f(ryry)dr. (4.12)

Podobnym spésobom, spriemernené ¢asova struktira:

R(7,7) :/Or {—lnP(T’“’““)] F(r,r1). (4.13)

T

Dosadenim vyrazov pre cenu dlhopisu (4.3) mézeme spriemernent cenu dlhopisu vyjadrit

v tvare:

F(T,T‘) = A1A2632r/ 6(32731)“]0(7‘, Tl)dﬁ. (4‘14)
0
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Pre kompletné vyjadrenie spriemernenej ceny v zmysle vSetkych parametrov mame dve

moznosti. Prvou je priame dosadenie parametrov do funkcie hustoty f(r,r1) v (4.14):

o T (BQ*Bl+a27a1)T‘1 (bl_l) _ (bgfl)d
P(r,r) = AyAge Per Joe ™ (r—r1) "1

Jo e@-anp( (g — ) e-Ddry

, (4.15)

kde a; = 20”21, b; = 2’;—3@, a funkcie A; = A;(7), B; = B;(7) st funkciami ¢asu 7.
7 7
Druhy sposob vyjadrenia nam umoznuje tvar funkcie v integréli. Ide o tzv. Kummerove

hypergeometrické funkcie, ktoré sa daju vyjadrit podla [13] pomocou gamma funkcie.

Lema 4.2.1 Plati nasledujica rovnost:

T(H)I(1 + c)

SORUTY p b 14b4e —
T(l+b+o), 1(b, 145+ ¢, —ar),

s
/ e~ b (r — x)°dr = rrte
0

funkcia 1F1 sa dd rozvinit do radu:

a ala+1) 4
Fi(a,b,z) =1+ — —_—
1 1(@, ,Z) + ZZ+ b(b—l—l)z +

V zmysle predchadzajtcej lemmy vyjadrime M (r) a funkciu hustoty f(r,71):

M(r) = /Orfl(ﬁ)fz(mdﬁ

by _bs
_ a, g —asr bi+ba—1
= —= ¢ @y Fy(by,b1 + ba, —(a1 — ao)r),
F(b1+b2) 1 1( 1,01 2 ( 1 2) )

kde a; resp. b;, pre ¢ = 1,2 si parametre gamma rozdelenia z funkcie hustoty f;.

Podobne, vyjadrenim hustoty f(r,r1):

frir) = e fa(r) falr — 1) =

M(r)
_ 1 F(bl + b2) 1 —(a1—a2)r1,.b1—1 bo—1
- 1F1(b1, by + bz, —(a1 — ag)T) F(bl)r(bg) rbit+b2—1 € "1 (T 7“1) ] ’

Nakoniec, po dosadeni do ceny dlhopisu (4.14), dostavame:

—pyr1F1(b1,b1 + ba, (By — B1 +ag — a1)r)

P =AA
(r,7) 1526 1F1(b1,b1 + b2, (a2 — a1)r)

(4.16)
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Na obrazku 4.2 st priklady spriemernenej vynosovej krivky pre rézne kombinécie

suctov r1 + ro.

Na obrazku 4.2 uvadzame roézne tvary vynosovych kriviek, ktoré sme dostali pri

roznej volbe parametrov modelu. Konkrétne hodnoty parametrov pre tieto vynosové

krivky uvddzame v tabulke 4.1. MoZeme si v8imnut, Ze model spriemernenej vynosovej

krivky naozaj poskytuje siroké spektrum tvarov.

] o1 (D) 91 92 )\1 )\2

0.8 {05] 14 | 0.012 | 0.03 0.2 0.1

3.8 10.8]1.05|0.025 | 002 | -3.2 8.1

11.2 | 5.6 | 8.44 | 0.091 | 0.022 13 | 17.65

0.5 [06]0.34|0.021 | 0.022 | -0.05 | 5.65

0.5 [06]0.34 | 0.031 | 0.022 | -0.05 | 5.65

06 |14] 23 | 0.01 0.2 2.5 -1

K1
(a) || 0.6
(b) || 0.6
(c) || 6.9
(d | 1
(e) || 1
(f) || 2.3

Tabulka 4.1:

Hodnoty parametrov pre krivky na obrazku 4.2.
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Obr. 4.1: Vynosové krivky pre rozne kombinacie r1 + 79 = r. Zvyraznena hodnota je

spriemernend vynosova krivka.
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Obr. 4.2: Priklady spriemernenych vynosovych kriviek pre rézne volby parametrov.
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Kapitola 5
Kalibracia parametrov modelu

Vo finan¢nej literatire vyvinuli uz mnoho metdd pre kalibraciu modelov. Spomedzi vSet-
kych spomenieme tie najrozsirenejsie. Maximum Likelihood, ML je metéda, ktora sa vo
velkom vyuziva najméi tam, kde sme schopni vyjadrit likelihood funkciu.

Ak st stavové premenné nepozorovatelné veli¢iny, najvhodnejsia metéda je Kalmanov
filter, ktory ma dlht tradiciu v ekonometrickom pristupe. Casto sa pouziva v spojeni s
QML-Quasi Mazimum Likelihood metédou. V tomto pristupe, Kalmanov filter slizi na
generovanie nepozorovatelnych procesov a nasledne, pouzitim QML metédy sa ziskavaja
kalibrované parametre. Pouzitie tejto metédy vyzaduje znalost podmienenej hustoty
rozdelenia stavovej premennej, ktord v pripade CIR modelu je prave okamzita trokova
miera.

Dalsou metédou na odhad parametrov st Monte Carlo simuldcie, alebo Zovseobecnend
metdda Momentov. MCMC-Markov Chain Monte Carlo metéda je nastroj pre odha-
dovanie modelov, ktoré sii ne-normalne, alebo ne-linedrne. Tato metéda vychadza z
podmienenych rozdeleni parametrov, preto je velmi doélezité zvolit spravne typ rozdele-
nia. V opa¢nom pripade je kalibracia ¢asovo velmi néroc¢né.

Iny typ metdd predstavuje priamy fit ceny dlhopisu, alebo jeho vynosu na realne tdaje
v ur¢itom ¢asovom obdobi. Kalibracia modelu sa nesie v zmysle minimalizacie ucelovej
funkcie, ktord moze byt napriklad rozdiel medzi redlnou vynosovou krivkou a vymnoso-
vou krivkou vypocitanou modelom. Vyhodou tejto metédy je, ze vyuziva celit ¢asovi
struktaru, teda kazdy bod vynosovej krivky.

Z obrovského po¢tu modelov pre kalibraciu parametrov je zlozité vybraf ten najefek-
tivnejsi. Niektoré pristupy sa zdaju byt mélo flexibilné, najméi kvoli podmienkam, pri
ktorych je mozné ich pouzit. Na druhej strane, zvySenim flexibility a tym lepSieho od-

hadu vynosovych kriviek rastie ¢asova a vypoctova narocnost.
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5.1 Minimalizacia acelovej funkcie

Metéda, ktorti pouzijeme na kalibraciu parametrov modelu imituje metédu najmensich
Stvorcov, avSak s tym rozdielom, Ze v nasom pripade pdjde o nelinedrny pripad. Za-
kladom metédy najmensich stvorcov je minimalizicia sti¢tu Stvorcov rozdielov redlnych
hodné6t a prislusnych hodnot ziskanych modelom.
Na rovnakom principe budeme postupovat aj pri kalibrovani parametrov dvojfaktoro-
vého CIR modelu. Zadefinujeme tcelovi funkciu, ako vazeny priemer Stvorcov rozdielov
realnej vynosovej krivky a krivky vypocitanej modelom:

min Uy = mmll %(RZ — RY)*7? (5.1)

nm 4=\ 3l i :
0.
kde R;,j =1,...m je realna vynosovéa krivka dlzky m v ¢ase i = 1,...n. Hodnoty R;
zodpovedaji trokovym mieram pre diskontny dlhopis v ¢ase 7; do maturity. Vahy v
tomto pripade predstavuju Casy 7;. KedZe uvazujeme 7 € (0,1 >, intuitivne by sa dalo
ocakévat, ze model lepsie zachyti redlnu vynosova krivku pri vys$ich hodnotach maturity
dlhopisu, teda pri 7 — 1. Vznikéd teda otazka, ako zvolit vektor vdh, aby ¢o najlepsie
aproximovali redlnu vynosovu krivku. Vzhladom k tejto intuicii sa budeme zaoberat este
jednym typom tucelovej funkcie:
min Uy = mmil %(RZ — R)? (5.2)
mn L=\t il
i,

kde budeme predpokladat, ze vSetky vahy st uniformne rovné 1.

Ucelové funkcia U, rovnako pre pripad Uy, aj Us, je funkcia 8 parametrov, konkrétne
U = U(k1, K2,01,02,01,02, A1, A2).

Pojde teda o hladanie minima v 8-rozmernom priestore. Prirodzend otézka by bola, ¢i
existuje sposob, ktorym by sa podarilo zredukovat pocet premennych. V jednofaktorom
modeli to je mozné. V ¢lanku [12] je predstavend metéda kalibracie 1-faktorového CIR
modelu. Ide o tzv. dvojfazovii minmaxova metdédu, ktorej prva faza zahina redukciu
priestoru parametrov a néasledne najdenie minima na 1-dimenzionalnej krivke. V druhej
faze je pouzitd metdéda maximum likelihood na néjdenie globalneho maxima vzhladom
k ziskanej 1-dimenziondlnej krivke. Agregiciu v 1-faktorovom modeli umoznil najmi
fakt, ze rychlost priftahovania x a prémia za riziko A sa v funkcidch A,B vyskytuje len v
tvare si¢tu k + A, na ¢o poukézal Pearson and Sun (1994). Islo o nasledovnu agregéciu

parametrov:
K+AX+n  2k0

277 y P = ?a
kde n = /(k+ A)2+202. V zmysle tejto agregacie sa daju prepisat aj funkcie A, B

v cene dlhopisu. To znamena, 7ze ceny dlhopisu a nasledne aj celd vynosova krivka su

B=e" &= (5.3)

funkciami troch parametrov 3, £ a p.
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Dvojfaktorovy CIR model sa od jednofaktorového lisi v tom, ze podobnii agregaciu
parametrov nevieme spravit. Sposobil to hlavne fakt, Ze v spriemernej cene dlhopisu
vystupuju funkcie hustoty, ktorych tvar neumoznuje transformaciu parametrov na agre-
gaty (5.3). Z toho vyplyva, Ze spriemernené ceny dlhopisov a prislusné ¢asové struktury

budu funkciami 8 parametrov.
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Kapitola 6

Analyza tdajov a numerické

vysledky

6.1 Zdroj dat

Okamzita drokova miera 7y, ktora v modeloch vyvoja trokovej miery sleduje stochas-
ticky proces vyjadreny rovnicou (2.1), vyjadruje v redlnom svete vynos dlhopisu s matu-
ritou vo velmi kratkom ¢asovom tseku. Takéto hodnoty st vSak nepozorovatelné, a teda
sa okamzita urokova miera stotoznuje s overnight-om, ¢o je jednodnova medzibankova
miera.

Existuje mnoho verejne dostupnych medzibankovych mier, z eurépskych patria medzi
najrozsirenejsie LIBOR(London Interbank Offered Rate), EURIBOR(Euro Interbank
Offer Rate), EONIA (Euro Overnight Index Average), ...

LIBOR je fixovany na dennej baze britskej bankovej asocidcie(BBA). Je odvodeny z
priemernej hodnoty medzibankovych depozitnych mier zo svetovo najlikvidnejsich bank,
pokial ide o schopnost poskytnit vysoky tver na medzibankovom trhu.

EURIBOR je tirokova miera, za ktort si poZi¢iavajt panelové banky! tvery na EU me-
dzibankovom trhu.

EONIA je standartné urokova miera pre depozity v euro-mene. Stanovuje ju Eurdpska
centralna banka ako vazeny priemer zo vSetkych overnight-ovych transakcii z nezabez-
pecenych tverov na medzibankovom trhu.

Kalibraciu parametrov nasho modelu sme uskutocnili na datach LIBORu. Tuto refe-
ren¢nd mieru sme zvolili najmé preto, lebo patri medzi svetovo najpouzivanejsie krat-
kodobé trokové miery. Medzi krajiny, ktoré sa orientuju na LIBOR, patria napr. USA,
Kanada, Svaj¢iarsko a samozrejme Velka Britania.

EURO-LIBOR a USD-LIBOR c¢asové strukiury obsahuja diskontné dlhopisy s nasledu-

!Panelové banky - skupina bank, ktorad pozostava z najvicsich ¢lenov Euro menového trhu. Zazna-
menavaji najobjemnejsie transakcie v ramci Euro-trhu a zabezpecuju stabilitu a likviditu. Tieto banky

nemusia mat sidlo v EU [16].
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jucimi maturitami: 1 a 2 tyZdne, a postupne 1 az 12 mesiacov, spolu to tvori 14 hodnét
¢asovej Struktury. Priklady niektorych ¢asovych Struktur EURO-LIBORu sa nachadzaja

na obrazku ¢.6.1.

0.03 : : 0.035
0.028¢
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0.026|
0.025¢
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0.022 0.02 :
5 10 15
0.038 0.041
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0.036|
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0.032 : : 0.036

Obr. 6.1: Realne ¢asové struktary 2006. Po riadkoch: 3. februéra, 3. marca, 9. oktdbra,

20. decembra
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6.2 Vysledky kalibracie modelu

V nasledujicej casti prezentujeme vysledky kalibracie pre rozne zvolené casové struk-
tary z dat LIBORu.

Zakladom kalibracie bola minimalizicia ucelovej funkcie (5.1), ktorej vysledky sme
priamo porovnali s vysledkami minimalizacie s uniformnou téelovou funkciou (5.2). Pre
porovnanie uvadzame aj hodnoty odhadnutych parametrov, ako aj hodnotu ucelovej
funkcie. Prirodzene sa d& odakdvat, Ze hodnota minimalnej Gcéelovej funkcie bude pre
uniformny typ (5.2) vyssia. Je to sposobené hlavne tym, ze ¢as do maturity 7 < 1, z
¢oho vyplyva, ze pri vahach sz budit hodnoty vazenej sumy Stvorcov o 10 az 100 nizsie
ako v pripade uniformnej Gcelovej funkcie.

Cielom minimalizacie v oboch pripadoch bolo minimalizovanie funkcie 8 premennych,

pre ktoré sme stanovili zédkladné ohrani¢enia, uvedené v tabulke 6.2.

parameter | dolné | horné
K 0 00
;i 0 00
0; 0 0.2
i -00 00

Tabulka 6.1: Ohrani¢enia na parametre pri kalibracii.

Sila pritahovania x k dlhodobo rovnovaznej hodnote € by mala nadobtudat len ne-
zdporné hodnoty a podobne aj volatilita o. Kedze 6 je rokova miera, ocakdvame, Ze
nebude vyssia ako 20% a napokon nesmie byt ani zadporna, pretoze to neumoziuje CIR
model. Trhova miera rizika moze nadobudat aj kladné hodnoty, ocakava sa vsak, ze bude
zaporna.

Na optimalizaciu sme pouzili minimaliza¢ni funkciu fmincon v programe Matlab®. V
kazdom kroku pocitame diskrétne hodnoty spriemernenej ceny, resp. vynosu v ¢asoch
75,7 = 1,...,n a v jednotlivych diioch ¢ = 1,...,m. Tie nasledne pouzijeme na vypocet
ucelovej funkcie.

Na nasledujuacich obrazkoch je priklad odhadu parametrov a casovej struktury z dat LI-
BORu, konkrétne EURO-LIBORu. Zvolili sme optimalizaciu cez 5 dni. V tabulke (6.2)
su vysledky optimalizacie pre oba typy ucelovej funkcie pre zvolené redlne casové Struk-
tary. Mézeme si vSimnut, Ze hodnota céelovej funkcie Uy je rddovo 10-krat vyssia. Takyto
vysledok sme ocakévali kvoli uz spominanej volbe vahovych koeficientov Tj2. Hodnota
odhadnutych trhovych mier rizika nesplnila nase ocakavania, nadobudla vysoko kladné
hodnoty. Tento fakt vSak nie je chyba, je zname, Ze redlne data EURO-LIBORu mézu
zahitiat aj kladné hodnoty trhovych cien rizika. Ostatné odhadnuté parametre splnili

oCakévania. Porovnanim vysledkov z minimalizacie oboch tcéelovych funkecii si mozeme
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vSimnut, Ze parametre nie si Uplne totozné, ¢o je vSak spdsobené roznymi vihami v

ucelovych funkciach.

K1 K9 o1 09 01 0s A Ao U(l‘10_8)
Ui | 6.954 | 11.219 | 5.624 | 8.444 | 0.091 | 0.022 | 13.07 | 17.65 1.531
Us | 4.787 | 11.507 | 7.689 | 11.714 | 0.068 | 0.097 | 21.91 | 29.43 19.05

Tabulka 6.2: Priklad kalibrécie parametrov na reélnych ¢asovych struktirach LIBORu

v rozmedzi 5 dni.

Na obrazku (6.2) je vysledok optimalizacie ucelovej fcie Uy pre kazdy den. Kazda
vynosova krivka vychadza z overnightu prislusného dila a vyvyja sa podla procesu s
parametrami danymi v tabulke (6.2) . Mozeme si v§imnut, Ze synchrénna optimalizécia
cez 5 dni pomerne dobre vystihuje aj redlne ¢asové Struktiry v kazdom dni zvI4st. Z
pohladu na grafy je zrejmé, ze model nezachytil body ¢asovej Struktiry s nizkou matu-
ritou. Zaroveni vSak mézeme konstatovat, Ze pre vysSie maturity je vypocitana vynosova
krivka dobrou aproximéciou.

Pre nizsie maturity, naopak, mame lepsie vysledky z optimalizacie tcelovej funkcie Us.
Tu je vsak aproximécia pre vySSie maturity horSia ako v pripade ucelovej funkcie Uj.
Grafy pre ta istt péticu dni st na obrazku (6.2).

KedZe sme spriemernenti vynosova krivku ziskali kalibrovanim realnych ¢asovych struk-
tar z 5 dni, zaujimavym pozorovanim by mohol byt fakt, ¢i spriemernend vynosova
krivka dobre odhaduje aj priemerné reélne hodnoty. Na obréazkoch (6.2), (6.2) je zobra-
zend spriemernend vynosova krivka, ktord vychadza z priemeru overnightov prislusnych
5 dni. Aj v tomto pripade mézeme pozorovat, ze t¢elova funkcia U; ndm lepsie odhadne
vy$Sie maturity, zatial ¢o Us lepsie odhaduje zacdiatok Gasovej Struktury.

Z uvedenych vysledkov vyplyva, Ze pre kompletné zachytenie realnych casovych Struk-
tar potrebujeme vhodne zvolif vektor vah v celovej funkcii. Navrhovanym rieSenim by
mohlo byt zahrnutie nejakého dodatoéného parametra do optimalizacie, vdaka ktorému

by sme ziskali lepsi vektor vah.
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Obr. 6.2: Vysledok minimalizacie Uy z 5 dni.
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Obr. 6.3: Vysledok minimalizacie U, z 5 dni.
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Obr. 6.4: Spriemernené vynosova krivka cez U; porovnand s priemerom realnych c¢aso-

vych struktar 5 dni.
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Obr. 6.5: Spriemernena vynosova krivka cez U, porovnand s priemerom realnych caso-

vych struktar 5 dni.
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6.3 Problémy pri optimalizacii

V tejto Casti by sme chceeli poukdzat na problémy, ktoré vznikali pri kalibracii modelu. V
kazdom optimaliza¢nom kroku pocitame spriemernent hodnotu ceny dlhopisu (4.15. Pri
tychto vypocétoch ndm program castokrat zlyhéval, najmé z numerického hladiska. Hlav-
nou pric¢inou je tvar vztahu pre spriemernent hodnotu. V tiom hodnota exponencidlne;j

By=Bitaz—a1)1 je velmi citlivd na volbu parametrov, ktoré vstupuja do funkeii

Casti el
B; a a;. Pri nevhodnej volbe parametrov ¢astokrat hodnota exponentu nadobtdala ex-
trémne hodnoty a néasledne cely vypocet zlyhal. Aby sme sa vyhli tymto extrémom,

zistili sme, ze treba vhodne zvolit poc¢iatoéné parametre tak, aby vyraz

2/’4}292 2/’4}292
o3 o3

a2 — a1 =

nenadobudal velké zdporné hodnoty. Za velké hodnoty v tomto pripade pokladdme na-
priklad mensie ako -500.

Dalsim numerick§m obmedzenim bola minimalizacia téelovej funkcie. Pri minimalizécii
sme sa pohybovali radovo okolo 10~7, ¢o numericky aparat programu Matlab astokréat
povazoval za dosiahnuté optimum a vypocet ukonéil. S cielom pokracovat v optimaliza-
cii sme v kazdej iteracii prenasobili hodnotu tcelovej funkcie hodnotou 1044 a a7 tak sa
nam podarilo dosiahnut optimalne minimum, cca. 10~8. Mocninu, v tomto pripade 4.4,

sme ziskali postupnym skasanim, napriklad pre 3 alebo 5 nam vypocet zlyhal.
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Z.aver

V diplomovej praci sme sa zaoberali multifaktorovym modelom vyvoja tGrokovej miery.
Konkrétne vychadzame z multifaktorovej verzie CIR modelu, v ktorej je okamzita tro-
kova miera dana ako stcet nezavislych stochastickych procesov. Hlavnou témou bolo na
zédklade hustoty rozdelenia skrytych faktorov spriemernif ceny dlhopisov vzhladom na
sucet faktorov. Takto spriemerneny model sme pouzili pri kalibréacii parametrov. Zakla-
dom kalibracie bola minimalizécia tcelovej funkcie, ktora predstavovala vazeny priemer
stvorcov rozdielov medzi redlnymi vynosovymi krivkami a krivkami vypocitanymi mode-
lom. V stvrtej kapitole uvadzame priklady spriemernenych vynosovych kriviek pre rézne
kombinacie parametrov. Tymto dokazujeme lepSiu schopnost dvojfaktorového modelu
zachytit rozne tvary vynosovych kriviek, ktoré jednofaktorovy model neposkytuje.
Jednym z dalsich cielov bola kalibracia parametrov pomocou redlnych déat. Z vysledkov
sa ukazalo, ze pre dokonaly odhad redlnej ¢asovej Struktiry potrebujeme citlivejsie zvolit
vektor vah, ktory vystupuje v minimalizovanej tcelovej funkcii.

Priestor pre dalSie skiimania vznikd najméi pri volbe vahovych koeficientov v kalibracii
parametrov modelu. Navrhovanym rieSenim by mohlo byt pridanie dalsieho parametra,
ktory by umoznil lepsie ohybanie spriemernenej vynosovej krivky a tym aj lepsi odhad

realnej vynosovej krivky.
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Priloha

Program pre kalibraciu parametrov dvojfaktorového CIR modelu:

global R; global r; global Tau; global cnt;
global

MaxPocetIteracii;

global parametre_in; global parametre_out;

global nR1;

data=dlmread (’Tau-December-Libor.csv’); R=data(:,2:6);
Tau=data(:,1);
%Tau(1)=0.01;
for x=1:size(R,1)
for y=1:size(R,2)
R(x,y)=R(x,y)/100;
end
end r=R(1,:);
parametre_in = Nastav_premenne; cnt=0;
MaxPocetIteracii=100; MaxPocetFunkcii = 100000; zaciatok=now;
%obmedzenia na parametre
lowerb=[0,0,0.0001,0.0001,0,0,-Inf,-Inf,-100];
upperb=[Inf,Inf,Inf,Inf,0.1,0.1,Inf,Inf,100];
[X,FVAL,EXITFLAG,0UTPUT] =
fmincon(@A,parametre_in,
(1,01,0,0],lowerb,upperb, [],
optimset(’TolFun’,le-7,’Tolx’,1le-7, MaxIter’,
MaxPocetIteracii,’LargeScale’,’off’, ’MaxFunEvals’ ,MaxPocetFunkcii));
koniec=now;
%vykreslenie vysledku
for i=1:size(R,2)
subplot(3,3,1i)

[Px,Rx]=P_priemer (parametre_out,r(i));
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plot([0:1/60:1],Rx,’Color’,[0.5 0 0.5],’LineWidth’,3);
hold on;
plot(Tau,R(:,i),’0ok’,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,1.5);
end
figure
ERx=mean(R’) ;
[Px,Rx]=P_priemer (parametre_out,mean(r)) ;
plot([0:1/60:1],Rx,’Color’,[0.5 0 0.5],’LineWidth’,3); hold on;
plot(Tau,ERx, ’ok’, ’MarkerSize’,5, ’MarkerEdgeColor’, ’k’, ’MarkerFaceColor’,’k’);

function ff = A (param)

global r; global R; global nRl; global Tau; global
MaxPocetIteracii;
[P1]=pocitaj_P(param); F=0;
%Ucelova funkcia
Vahy =Tau."2;
for t=2:length(Tau)
for s=1:size(P1,2)
F=F+Vahy (t)*(R(t,s)+log(P1(t,s))/Tau(t))"2;
end
end ff=F/((length(Tau)-1)*size(P1,2));
ff=ff*x1074.4;

function [P1] = pocitaj_P(nove)

global r; global R; global Tau; global nR1;
kl=nove(1l);
k2=nove(2); sl=nove(3); s2=nove(4); tl=nove(5); t2=nove(6);
L1=nove(7); L2=nove(8);

gamal=sqrt ((k1+L1) "2+2%s1°2);

gama2=sqrt ((k2+L2) "2+2xs272) ;

alfl = 2%k1/s1°2;

alf2 2%k2/8272;

%alfa2-alfal

alfx = alf2 - alfi;

lamdal=alfixt1;
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lamda2=alf2*xt2;
for s=2:length(Tau)
bl =
2% (1-exp(-gamal*Tau(s)))/
(2xgamal*exp(-gamal*Tau(s))+(k1+L1+gamal)* (1-exp(-gamal*Tau(s))));
b2 =
2% (1-exp(-gama2*Tau(s)))/
(2*gama2*exp (-gama2+*Tau(s) ) +(k2+L2+gama2) * (1-exp (-gama2*Tau(s)))) ;
al = [(2xgamal*exp(Tau(s)*(kl+Ll+gamal)/2))
/ (2*gamal+(k1+L1+gamal) * (exp(gamal*Tau(s))-1))]"lamdal;
a2 =
[(2xgama2+*exp (Tau(s) * (k2+L2+gama?2) /2))
/ (2*xgama2+(k2+L2+gama?2) * (exp (gama2*Tau(s) )-1) )] "lamda2;
for m=1:size(R,2)
rr=r(m) ;
Fl=inline (’exp((b2-bl+alfx)*rr*x)*x~ (lamdal-1)*(1-x) " (lamda2-1)’);
F2=inline(’exp(alfx*rr*x)+*x~ (lamdal-1)*(1-x)~ (lamda2-1)’);
Cl=abs(quad(F1,0,1,[]1,[],b1,b2,alfx,lamdal,lamda2,rr));
Mi=abs(quad(F2,0,1,[],[],alfx,lamdal,lamda2,rr));
%Cl=hypergeom(lamdal,lamdal+lamda2, (b1-b2+alfx)*rr) ;
#M1=hypergeom(lamdal,lamdal+lamda2,alfx*rr) ;
%Cena dlhopisu za den m a cas s
P1(s,m) = al*a2%exp(-b2*rr)*C1/M1;
nR1(s,m)= -log(P1(s,m))/Tau(s);
end;

end;
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