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Abstrakt

Témou tejto prace st metddy rieSenia tlloh nelinedrnej regresie. Pri tlohéch s
velkymi reziduami klasické metédy nevykazuji dobré vysledky, kedZe pri vy-
pocte druhej derivacie danej funkcie zanedbavaja niektoré cleny. Pri tlohéach s
malymi reziduami sa tieto zanedbané vyrazy blizke nule, ale pri velkych rezidu-
ach st nenulové a ich zanedbanim vznikaji znacné chyby vo vypoctoch. Preto
je pri tlohach s velkymi reziduami nutné aproximovat druhé derivécie inym
spdsobom, napriklad pomocou kvazinewtonovskych aproximécii.

Cielom tejto prace je spracovat prehlad o modernych metddach rieSenia tloh
nelinedrnej regresie, vybrané metédy naprogramovat a realizovat na nich nume-
rické experimenty.



Obsah

Uvod vii
1 Nelinearna regresia 1
1.1 Uvoddoregresie . . . .. .. ... 1
1.1.1 Odhad parametrov . . . . . . . ... ... ... ... .. 2
1.2 Uloha nelinearnej regresie . . . . . .. .. ... ... ..., 2
1.2.1 Derivéacie regresnej funkcie . . ... ... ... ... ... 3
1.2.2 Ulohy s malymi reziduami . . . . .. .. ... ....... 4
1.2.3 Ulohy s velkymi reziduami. . . . .. .. ... ....... 4
2 Metddy riesenia 5
2.1 Uvod k metédam nelinedrnej regresie . . . . . . . . . ... .... 5
2.1.1 Spadové metédy . . . ... ... ... ... 6
2.1.2 Newtonovametdda . . . . . .. .. ... .. ... ... 7

2.1.3 Metddy s ohrani¢enym krokom a regulariza¢né metddy
metddy . . ... 7
2.2 Klasické metédy . . . .. ... .. 8
2.2.1 Gauss-Newtonovametéda . . . . . . ... ... ... ... 8
2.2.2 Levenberg-Marquardtovametéda . . . . . . . .. .. ... 9
23 Moderné metédy . . . . . ..o 10
2.3.1 Kvéazinewtonovské metédy . . . . . ... ..o 10
2.3.2 Hybridndmetéda . . . . . . ... ... 12
2.3.3 Broydenova metéda s interpolaciou . . . . . . .. ... .. 12
2.3.4 QN metdda s upravenou kvazinewtonovskou podmienkou 15
3 Numerické experimenty 17
3.1 Teoreticky popis experimentov . . . . .. ... ... ... ..., 17
3.1.1 Pouzité metédy . . . . . . ... 17
3.1.2 Pouzité funkcie . . . . . . ... 19
3.1.3 Popisalgoritmov . . . ... ... Lo o 19
3.2 Vysledky . . . . . . . 21
3.3 Porovnaniemetéd . . . . .. ... ..o L 26
3.4 Porovnanie volby dlzky kroku . . . .. . ... ... ... ..... 29



OBSAH vi

4 Zaver 31
Vypis programu 32

Literatira 38



Uvod

V tejto préaci sa budeme zaoberat metédami rieSenia tlohy nelinedrnej regresie,
ktort moézeme zapisat v tvaroch:

(00 = SIEGIE = 58607 E60).

min F(x) =

DN | =

kde f je zadand vektorova funkcia f : R™ — R™, m > n.

Vsetky metddy na rieSenie tloh nelinedrnej optimalizacie patria medzi ite-
racné metédy. Zo zvoleného Startovacieho bodu xg generuji postupnost bodov
X1, X2, ..., ktord by mala konvergovat k optimalnemu rieseniu. V tychto meto-
dach je nutné v kazdej iteracii nejakym spésobom aproximovat druhé derivacie
funkcie F, kedZe ich vypocet by bol ¢asovo prili§ narocény.

Pri klasickych metddach sa Hessian aproximuje len jeho linedrnou zlozkou,
pri¢om sa zanedbéva ¢ast obsahujica rezidud. Tieto metédy st vhodné pri tlo-
hach s malymi reziduami. Vtedy je zanedbana zlozka dostatocne maléd na to,
aby sa aproximécia Hessidnu prilis nelisila od jeho skutoc¢nej hodnoty.

Pri dlohach s velkymi reziduami je vSak zanedbana zlozka prili§ velka, a
teda takato aproximécia Hessidnu je pomerne nepresna. Klasické metédy kon-
verguju k optimalnemu rieSeniu prili§ pomaly, resp. vobec nendjdu optimalne
rieSenie. Preto je pri takychto tlohach potrebné aproximovat Hessian inym spo-
sobom tak, aby zahtnal aj odhad reziduélnej zlozky. To sa da napriklad pouzitim
kvazinewtonovskych metéd, ktoré vytvaraji aproximaciu Hessidnu postupne v
niekolkych iterdcidch na zdklade informécii z predchadzajicich iterécii.

Cielom tejto prace je spracovat prehlad o modernych metédach rieSenia
tloh nelinedrnej regresie, vybrané metédy naprogramovat a realizovat nume-
rické experimenty.

Préaca je ¢lenend nasledovne: v prvej casti st zhrnuté teoretické podklady
nelinearnej regresie. V druhej casti st popisané niektoré metédy riesenia tiloh
nelinedrnej regresie, pricom doraz je hlave na moderné metdédy. Tretia ¢ast ob-
sahuje numerické experimenty, v ktorych sa porovnavaja klasické a moderné
metddy na roznych typoch tloh nelinedrnej regresie.
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Kapitola 1

Nelinearna regresia

1.1 Uvod do regresie

V Statistike sa Gasto stretdvame s problémom hladania vztahu medzi dvoma
mnozinami premennych, z ktorych je aspon jedna nadhodné, resp. podlieha na-
hodnym fluktudcidm a chybam merania. V regresnych tlohach mame obvykle
jednu zavislt (vysvetlovanil) premennt y, ktorej vyvoj chceme modelovat v za-
vislosti od hodnot nezavislych (vysvetlujicich) premennych z1, zs,. .. 2. Hla-
déame teda taku funkciu g, aby platilo

y~g(x1,22,. .. 2k) (1.1)

Tato zavislost hladame na zdklade m nameranych hodnoét vysvetlujtcich pre-
mennych a vysvetlovanej premennej. Vo vzfahu (1.1) je rovnost len priblizn4,
nakolko zahfiia aj spominané fluktudcie, Sum a chyby merania, kvoli ktorym nie
je mozné zévislost vyjadrif presne.

V praxi ¢asto vieme uréit typ (triedu) funkcie g podla teoretickych poznat-
kov (napr. vieme, Ze medzi danymi premennymi je polynomiélna alebo expo-
nencidlna zavislost). Potom podla nameranych hodnét uréujeme len parametre
0 € R™ tejto funkcie. Matematicky potom mozeme (1.1) upresnit:

y%g(xla:E?a"'xkae) (12)

Napriklad pri polynomiélnej zavislosti moze byt teoreticky vztah

y = fo + rz1 + Bl (1.3)

a uréujeme len hodnotu parametra 6 = (8o, 41, 32)7 . Prikladom exponenciélnej
zévislosti moze byt vztah
y ~ ael” (1.4)
kde uréujeme parameter § = (a, )7
PodTla tvaru funkcie g v zévislosti od parametra 6 rozdelujeme regresiu na
linearnu a nelinedrnu. Pri linedrnej regresii zavisi funkcia g od parametrov line-
arne (vysvetlujlice premenné x; sa mozu vyskytovat aj v mocninéch, sti¢inoch
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a pod.) O nelinedrnej regresii hovorime vtedy, ak je funkcia g nelinedrna v pa-
rametri 6, ¢ize podla [BW88] asponi jedna derivécia funkcie g podla niektorého
z parametrov ; zavisi aspon od jedného parametra 6;.

Vztah (1.3) je prikladom linedrnej zavislosti (t.j. ide o tlohu linedrnej regre-
sie), vztah (1.4) je typickym prikladom nelinedrnej zavislosti (iloha nelinedrnej
regresie).

1.1.1 Odhad parametrov

Pri odhade parametrov 6 obvykle skimame rezidud, teda rozdiely medzi name-
ranymi hodnotami y; a predpokladanymi hodnotami g(x!, 6).

Na urcenie parametrov 6 sa Casto vyuziva metéda najmensich Stvorcov. V
tejto metéde hladdme odhad parametrov 6 tak, aby sa minimalizoval stéet dru-
hych mocnin rezidui. Predpokladajme, ze mame m pozorovani (x,y;) a vzfah
(1.2) v tvare

yi=g(x,0)+e i=1,2,....,m. (1.5)

Pri¢om predpokladame, Ze strednd hodnota E(g;) = 0 a § € R". Potom odhad
parametra € pomocou metédy najmensich Stvorcov najdeme ako

i=1

6 = Arg Min (F(@) = f:(fl-(e))2 0 e R”) : (1.6)

kde f; = y; — g(x',0). Casto sa pouziva tvar (1.6) prenasobeny konstantou 1/2

(o)

KedZe hladdme argument minima, tadto iprava nemeni rieSenie tlohy a je
vyhodna pri metdédach, ktoré vyuzivaju derivacie funkcie F'.

V dalSej ¢asti budeme pouzivat trochu zmenené oznacenie - pdovodni pre-
mennu ¢ nahradime premennou x, kvoli zachovaniu konzistencie oznacovania s
uz publikovanymi pracami na tito tému.

N =

6 = Arg Min (F(e) = 0 e R”) . (1.7)

1.2 Uloha nelinearnej regresie
V tejto praci sa budeme zaoberat metédami pre rieSenie tlohy nelinedrnej re-

gresie. Majme zadana vektorova funkciu f : R™ — R™ kde m > n. Chceme
minimalizovat ||f(x)||, ¢o je ekvivalentné s rieSenim tlohy

Min F(z) =

N =

>_(itx)? (1.8)

kde f; : R" — R, ¢ =1...m s jednotlivé zlozky funkcie f.
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Uloha nelinearnej regresie je $pecidlnym tvarom tlohy hladania globalneho
extrému danej funkcie
Min {F(x)|x € R"} (1.9)

kde F' : R"™ — R. Takéato tloha sa d4 riesit pomocou metdd nelinedrneho progra-
movania za predpokladu, ze funkcia F' je konvexnd. V opa¢nom pripade (¢o je aj
pripad tdlohy nelinedrnej regresie) sa vo vSeobecnosti riesi velmi fazko. Viséina
metdéd nelinedrneho programovania riesi len jednoduchsi tvar tlohy - hladanie
lokdlneho extrému. Pri hladani lokdlneho extrému sa daji vyuZif zname po-
znatky, ze v bode minima z* je F'(x*) =0 a F"(x*) > 0.

Ulohy neline4rnej regresie sa daju riesif pomocou metéd pre nelinearne prog-
ramovanie, avSak efektivnejsie je rieSenie pomocou specialnych metéd pre tGlohy
nelinedrnej regresie, ktoré vykazuju rychlejsiu konvergenciu ako vSeobecné me-
tddy nelinedrneho programovania.

1.2.1 Derivacie regresnej funkcie F(x)

Pri rieseni tloh nelinearnej regresie sa ¢asto vyuziva rozvoj funkcie f do Taylo-
rovho radu, kde st potrebné prvé, resp. druhé derivacie danej funkcie.
Jakobidn funkcie f je matica J(x), kde

@60 = 500, (1.10)

Pre funkciu F(x) definovant podla (1.8) potom plati

O ¥ af;

a teda gradient funkcie F(x) je
VF(x) = F'(x) = J(x) f(x). (1.12)

Pri vypoctoch budeme potrebovat ¢asto aj druhé derivacie. Vychadzajic zo
vztahu (1.11) vidime, Ze druha parcidlna derivacia a Hessidn funkcie F'(x) maji
tvar

m 8fz 8f1 82fi
ax]&vk Z<5% %) g )+ filx )6xjaxk (X)> (1.13)

V2F(x) =F'(x) = +Z fi(x)E" (x (1.14)
= Jx)' (x)+A(x).

Pri rieSeni tdloh je vSak dost vypocétovo naroéné pocitat presni hodnotu
A (x), preto sa v klasickych metddach této ¢ast zanedbdva. Pri moderngch me-
tédach sa ju snazime nejakym jednoduch$im sposobom aproximovat.
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1.2.2 Ulohy s malymi reziduami

Pri klasickych metddach sa prepokladé, ze rezidud f;(x) st dostatoéne malé, a
teda mozeme v (1.14) zanedbat ¢len A(x) = Y7 | fi(x)f! (x). Potom sa obvykle
druhé derivécie aproximujtt pomocou Jakobianu, teda V2F(x) ~ J(x) " J(x). Vo
vSeobecnosti sa ned4 explicitne povedat, kedy ide o tilohu s malymi reziduami.
Zavisi to od typu pouzitej funkcie, nameranych hodnét a pod. Podrobnejsie sa
tymto metédam budeme venovat v kapitole 2.2.

1.2.3 Ulohy s velkymi reziduami

Pri alohéch s velkymi reziduami je vyraz y .-, fi(x)f/(x) prili§ velky na to,
aby sa zanedbal. Pri pouziti klasickych metéd v tychto pripadoch dostavame
znacne nepresné vysledky, resp. tieto metddy uplne zlyhévaja, kedze zanedba-
nim tohto ¢lenu dostaneme velmi nepresnii aproximéaciu V2F(x). Pri tiloh4ch s
velkymi reziduami je preto potrebné aproximovat druhé derivéicie inym sposo-
bom, napriklad pomocou kvdzinewtonovskych aproximécii. Tymto metédam je
venovana kapitola 2.3.



Kapitola 2

Metody riesenia uloh
nelinearnej regresie

2.1 Uvod k metédam nelinearnej regresie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat roznymi metédami rieSenia tloh nelinedrne;
regresie. Pripomenieme, Ze mame zadana vektorova funkciu

fx):R"—R™ m>n
a chceme najst Arg Min ||f(x)]|2.
To je ekvivalentné s hladanim argumentu minima funkcie

1

) = 5 S (00 = 3 IEG)I” = 586 TE ).
i=1

N =

Vsetky metddy na rieSenie tloh nelinedrnej optimalizacie patria medzi ite-
ra¢né metddy. Zo zvoleného Startovacieho bodu xg generuji postupnost bodov
X1, X2, ..., ktord by mala konvergovat k optimalnemu rieseniu. Konvergencia
k bodu minima sa zabezpecuje spddovou podmienkou: F(xk41) < F(xx). Tato
podmienka zabezpedi pokles funkénej hodnoty v kazdej iteracii, vdaka ¢omu by
mala metéda skonvergovat do bodu lokdlneho minima.

Pri iteraénych metddach rozliSujeme roznu rychlost konvergencie k optimal-
nemu rieSeniu, ktortt uréujeme pomocou odchylky e; = x; — x* (x* oznacuje
optimélne riesenie), ako napr.

e Linedrna konvergencia ak |le;+1]| < alle;]], 0<a<1
e Superlinedrna konvergencia ak % — 0 prei— oo
:

e Kuadratickd konvergencia ak |le;11 = O(||e;|?)
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Typické iteracia takejto metody vyzera:
e nijdenie smeru h,
e urcenie vhodnej dlzky kroku A\ v tomto smere,
e vipocet novej iteracie: krok z povodného bodu v smere h dizky .

Jednotlivé metédy riesenia tloh nelinedrnej regresia sa lisia v spdsobe vypoctu
smeru h a dlzky kroku \.
V dalSej casti predstavime niektoré zakladné typy itera¢nych metdd, z kto-

.....

2.1.1 Spadové metddy

Z rozvoja funkcie F' do Taylorovho radu dostaneme
F(x + Ah) = F(x) + Ah' VF(x) (2.1)

Hovorime, Ze smer h je spadovy v danom bode x, ak funkcia F'(x + Ah) je
klesajucou funkciou premennej A v bode A = 0. To znamena, Ze v bode x je
funkcia F'(x) klesajica v smere h. Z Taylorovho rozvoja funkcie F' dostaneme
nasledujicu definiciu spadového smeru:

Smer h je spadovy smer pre funkciu F' v bode z, ak plati:

h'VF(x) < 0. (2.2)

Ak neexistuje smer h, ktory by spliial (2.2), potom nutne musi byt VF(x) = 0,
a teda x je stacionarny bod.

Najstrmsi smer (t.j. smer, v ktorom zaznamenéme najvicsi pokles) je smer
h = —VF(x). Metéda vyuzivajica v kazdej iterdcii tento smer sa nazjva gra-
dientnd metdda. Aj ked tédto metdda vyberd lokdlne najlepsi smer, jej konvergen-
cia v blizkosti optimélneho rieenia je dost pomala (metéda konverguje linedrne).
Gradientnd metéda vsak vykazuje dobré vysledky v zaciatocnej faze riesenia,
ked sa bod iterdcie nachadza daleko od optimélneho rieSenia. Na zdklade tychto
poznatkov vznikli hybridné metody. Tieto spajaju dve rdozne metédy riesenia.
Jedna je vhodnd v tvodnej fize (ako napr. spominand gradientnd metdda),
druhé je vhodnejsia v zavere, ked sa nachddzame blizko bodu minima. Problé-
mom hybridnych metéd moéze byt spravne nastavenie podmienky, ktord prepina
medzi jednotlivymi metédami.

Ked méme bod x a k nemu prislichajtci spadovy smer h, potrebujeme este
urcit, ako daleko sa mame z bodu x v smere h posunit v dalsej iteracii. Obvykle
sa pouziva optimdiny krok, teda taka dlzka kroku A, ktora minimalizuje funkciu
®(\) = F(x+ Ah). To znamen4, Ze v smere h sa postivame dovtedy, kym klesa
funkéna hodnota funkcie F.

Typickym prikladom spadovej metédy pre ilohy nelinearnej regresie je Gauss-
Newtonova metdéda (popisana v kapitole 2.2.1).
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2.1.2 Newtonova metdéda

Pri odvodeni tejto metédy vychddzame z predpokladu, Ze x* je stacionarny bod,
teda spliia VF(x) = 0. Z rozvoja do Taylorovho radu dostaneme

VF(x+h) = VF(x) + V?F(x)h. (2.3)

KedZe chceme v nasledujicej iteracii dosiahnutf bod minima, hladdme také h,
aby platilo VF(x + h) = 0. Potom krok h,, v Newtonovej metéde dostaneme
ako riesSenie nasledovnej rovnice:

V2F(x)h, = —VF(x) (2.4)

a dalsia iteracia bude
Xi+1 = X + hn (25)
Za predpokladu, Ze x; je blizko x* je Newtonova metéda velmi dobra, za ur-
¢itych podmienok dosahuje az kvadratickt konvergenciu. Jej nevyhodou je velka
vypoctova nérocnost, kedze v kazdej iteracii je nutné pocitat maticu druhych
derivacii V2F(x).

2.1.3 Metddy s ohrani¢enym krokom a regulariza¢né me-
tody metody

V tjchto metédach sa uréuje optimalna dlzka kroku v nasledujicej iteracii si-
¢asne s hladanim optimélneho smeru.
Predpokladajme, ze mame nasledovny model funkcie F' v okoli bodu x.

F(x+h)~ F(x)+h'c+ %hTBh = L(h), (2.6)

napriklad z rozvoja tejto funkcie do Taylorovho radu. Pre dostato¢ne malé h
je minimum funkcie L blizke minimu funkcie F', preto potrebujeme nejakym
sposobom obmedzit velkost nasledujiceho kroku. Pri metddach s ohrani¢enym
krokom (tzv.trust-region metédach) predpokladdme, Ze tento model je dosta-
tofne presny na A-okoli bodu x a urc¢ime smer dalSej iterdcie ako minimum
funkcie L na tomto A-okoli bodu x:

h = Arg Min (L(h) | [|h]] < A). (2.7)

Pri regularizaénych metédach priddme k minimalizovanej funkcii dalsi ¢len,
ktory je rastiicou funkciou dlzky kroku. Ked hladdme argument minima, sna-
Zzime sa cel§ vyraz minimalizovaf a tym padom sa nutne minimalizuje aj dlzka
kroku. V regulariza¢nych metédach sa krok v dalSej iterdcii urci napr.:

h = Arg Min (L(h) + %uhTh> . (2.8)

VoIbou velkosti parametra p > 0 mozeme ovplyvnif vyslednt dizku kroku.

Podrobnejsie st tieto metddy spolu s dokazmi uvedenych tvrdeni popisané
napr. v [MNTO04]. Medzi regulariza¢né metédy patri aj Levenberg-Marquardtova
metdda, popisovana v kapitole 2.2.2.
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2.2 Klasické metody

Uvedieme tu niektoré klasické metdédy, z ktroych st odvodené mnohé moderné
metddy rieSenia tloh nelinedrnej regresie. Klasické metody st vhodné na rieSenie
uloh s malymi reziduami.

2.2.1 Gauss-Newtonova metoda

Tato metdda je zakladom pre mnohé efektivne metdédy. V $pecifickych pripadoch
moze Gauss-Newtonova metéda dosiahnut aj kvadraticka konvergenciu podobne
ako Newtonova metdda.

Gauss-Newtonova metdda je zaloZend na linednej aproximécii funkcii f v
okoli bodu x. Z Taylorovho rozvoja dostavame

f(x + h) ~ f(x) + J(x)h (2.9)

potom

F(x+h) = %f(x +h)"f(x+h)

%(f(x) +I()h) " (£(x) + I(x)h)

= %fo+hTJTf+%hTJTJh (2.10)
= L(h),

Q

kde f = f(x) a J = J(x). Smer v Gauss-Newtonovej metdde je definovany ako
hg, = Arg Min(L(h)). (2.11)

Pre gradient a Hessian funkcie L(h) plati
VL(h)=J"f+J3J"Jh, V?L(h)=J"J. (2.12)

Vidime, ze V2L(h) nezéavisi od h, je symetrickd a za predpokladu, Ze matica J
mé4 plnd hodnost, je V2L (h) kladne definitna. Potom L(h) m4 jediné minimum,
ktoré ndjdeme ako rieSenie rovnice

(J"Dhg, = -J'f. (2.13)

Ked porovname vypocet smeru v Gauss-Newtonovej metéde (2.13) so sme-
rom Newtonovej metédy (2.4) vidime, Ze rozdiel je jedine vo vypocte matice
druhych derivacii. Pokial je f(x*) = 0, potom V2L(h) ~ V2?F(x) pre x blizko
x*. Vtedy je krok Gauss-Newtonovej metddy takmer zhodny s krokom Newto-
novej metédy, a teda Gauss-Newtonova metéda dosahuje kvadraticka rychlost
konvergencie. Je zaujimavé, Ze rychlost konvergencie je ovplyvnend hodnotou
funkcie F(x) v bode optimélneho riesenia.

Po urceni spaddového smeru este potrebujeme urcit, aky velky krok sa ma
v tomto smere vykonat. V klasickej Gauss-Newtonovej metéde sa pouziva krok
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A = 1. Neskér sa tato metéda vylepsila pridanim optimalnej dizky kroku. Aby
sme vedeli uréit optiméalnu dizku kroku, sledujeme hodnoty funkcie F' z bodu
x v smere h. Hladdme tak( hodnotu A, pre ktori nadobuda funkcia F' v tomto
smere minimum, teda takt dlzku kroku ), ktora minimalizuje funkciu ®(\) =
F(x+ Ah). KedZe h je spadovy smer v bode x, je zarucené, Ze na okoli bodu x
je funkcia F(x) klesajuca.

Existuji dva pristupy k hladaniu optimélneho kroku. Pri presnom hladani
sa snazime v kazdej iterdcii najst ¢o najpresnejsiu hodnotu optiméalneho kroku.
Toto je v8ak ¢asovo dost naro¢né a pokial sa nachddzame v danej iterédcii daleko
od optimélneho riesenia, nemusi byt presné urcenie optimélneho kroku az také
dolezité. Na zaklade tychto poznatkov sa v niektorych metédach vyuziva len
priblizné urcenie optimalneho kroku - krok A urcime tak, aby nastal pokles vo
funkénej hodnote (ale nemusi to byt najvaési mozny pokles).

Jedna iteracia v Gauss-Newtonovej metdde potom vyzera

e Néjdenie smeru hg, ako rieSenie rovnice (2.13),
e Urcenie kroku A,

e Krok v danom smere: X341 = Xz, + Ahgy,.

2.2.2 Levenberg-Marquardtova metéda

Levenberg a Marquardt navrhli zmenit Gauss-Newtonovu metédu na regulari-
zaCnli metddu pouzitim parametra p > 0. Krok hy,, v Levenberg-Marquardtovej
metdde je definovany ako reiSenie nasledovnej rovnice

(JTT + uDhyy, = —J ' (2.14)
Pridanie parametra p mé niekolko vyznamnych efektov:

e Pre kazdé p > 0 je matica koeficientov v rovnici (2.14) kladne definitna.
Tym je zarucené, ze smer hyy, je spadovy.

e Pre velké hodnoty parametra y je hy,, ~ —%VF(X), teda zodpovedd krat-
kemu kroku v smere najvicsieho spddu. Takjto krok je vhodny, ked sa
nachddzame daleko od optimalneho rieSenia (v zaciato¢nej faze iteracii).

e Pre malé y je hy,, = hy,, a teda je vhodny v zéverec¢nych fazach iterécii,
ked sa nachéddzame v blizkosti optimélneho rieSenia.

Vidime, 7e penalizaény parameter y ovplyviiuje nielen smer ale aj dizku kroku.

Preto v Levenberg-Marquardtovej metéde nepotrebujeme vypocet optiméalnej

dlzky kroku v kazdej iteracii. Po¢iato¢na hodnota parametra p je zvolena uzi-

vatelom. V dalSich iterdcidch sa tato hodnota meni v zavislosti od pomeru pri-

rastkov

F(x) — F(x + hyy)
L(0) = L(hym,)

p= (2.15)
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V menovateli je linearna aproximécia funkcie F' popisané pri Gauss-Newtonovej
metéde (2.10).

Velka hodnota koeficientu p naznacuje, ze L(hy,) je dobrou aproximéciou
funkcie F'(x + hy,,). V tom pripade mozeme zmensit hodnotu p, aby sme sa
dostali blizsie ku Gauss-Newtonovej iteracii a urychlili tak konvergenciu k opti-
malnemu rieseniu.

Ak je hodnota p mald, pripadne aj zdporna, poukazuje to na velmi zla ap-
roximéaciu F' pomocou L(hy,,). V tomto pripade by sa mala hodnota parametra
o zvicsit, aby sme dosiahli smer najvicsieho spadu a skratili dizku kroku.

V praxi sa pouziva napriklad takato stratégia zmeny velkosti parametra p:

e ak p < 0.25 tak p— 2p
e ak 0.25 < p <0.75 tak p sa nezmeni

e ak p > 0.75 tak p — u/3.

2.3 Moderné metody

Zakladnéa myslienka algoritmov zaloZenych na Gauss-Newtonovej metdde je ap-
roximacia hessianu (1.14) (J'J + A) vyrazom J ' J. Pri tychto metédach pred-
pokladdme, Ze A = A(x) je malé v porovnani s J'J. Takéto tilohy nazyvame
uloy s malymi reziduami. V opa¢nom pripade maju vyssie spomenuté algo-
ritmy problémy néjst optiméalne rieSenie; ich konvergencia je velmi pomalé a pri
niektorych pripadoch zlyhavaja tplne.

Pre efektivne riesenie tiloh s velkymi reziduami je nutné zahrnat informéciu
o rezidudlnej zlozke obsiahnuttt v A(x) do aproximécie Hessianu. Podla (1.14)

m

A(x) = fi@)f] (x). (2.16)

=1

Pri presnom vypocte tohto vyrazu je nutné vy¢islit mn? druhych derivacii. Vo
vSeobecnosti je toto velmi vypocétovo narocéné, takisto aj nahradenie derivacii
pomocou koneénych diferencii.

Optimalne sa javi aproximovanie pomocou kvazinewtonovskych metéd. Na
rozdiel od metdd nelinedrneho programovania nie je potrebné aproximovat cely
Hessian, kedze ¢ast J'J vieme presne vypodcitat. Kvazinewtonovski aproxima-
ciu tak moézeme pouzit len na A(x).

Dalsi mozny spdsob je pouzit hybridnd metédu, ktord prepina medzi klasic-
kou (napr. Levenberg - Marquardtovou) a kvazinewtonovskou metédou podla
toho, ktora z tychto metdéd vykazuje pre dand funkciu lepsiu konvergenciu. Ta-
kato metdéda je popisand v Casti (2.3.2).

2.3.1 Kvazinewtonovské metody

Zakladnou myslienkou kvazinewtonovskych metdéd (v dalSom texte oznacované
aj ako QN metddy) je aproximécia Hessovej (resp. inverznej Hessovej) matice
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pomocou gradientov vypocitanych v jednotlivych iteraciach. Aproximaciou in-
verznej Hessovej matice odpadd v kazdej iteracii nutnost riesit ststavu linedr-
nych rovnic pri vypocte kroku. Ozna¢me aproximéciu Hessidnu v i-tej iteracii
ako B; a inverzného Hessidnu ako H;. Potom pre B;, H; mozeme odvodif na-
sledovni kvdzinewtonovski podmienku, ktord musia tieto aproximacie spliiaf:

Hiy=p (2.17)

kde y = VF; — VF a p=x; — x (dolnym indexom + sa ozna¢uje hodnota
danej premennej v nasledujicej iteracii, t.j. x = x;, X4 = X;41).

Pri aproximécii v dalSej iteracii vyuzijeme hodnoty vypocitané v predcha-
dzajucej iteracii. Maticu H aktualizujeme podla vztahu

H, = H + AH, (2.19)

kde korek¢na matica AH sa konstruuje pomocou znamych vektorov p,y a ma-
tice H tak, aby H, spliiala kvazinewtonovskt podmienku (2.17).
Casto vyuzivané tvary korekénej matice st napr. tieto:

DFP: AH = Bp_ _ Hyy H (2.20)
BFGS:  AH = (1+ %) ppo  Hvpropy 1 (2.21)
SR1: AH = -Bve-fy)| (2.22)

Pri dlohdch nelinedrnej regresie vSak netreba aproximovat cely Hessidn,
kedze jeho linedrnu zlozku vieme exaktne vypoditat. Majme aproximaciu A (x)
casti Hessianu A (x). Potom aproximécia Hessianu ma tvar B =J7J + A. Ap-
likujeme na B;y; kvazinewtonovskd podmienku:

resp. _
(JiI +A)p=Jf, —J'f (2.24)
Z toho dostdvame analégiu kvazinewtonovskej podmienky pre A (x):
Ap-7, (2.25)
kde
y=Jf -J'£-J J,p. (2.26)

Pri vypocte dalsej iteracie sa potom pre konstrukciu korekénej matice AH
pouzije napr. niektory zo vztahov (2.20 - 2.22), v ktorom sa miesto y dosadi y
z vyrazu (2.26).

Kvazinewtonovské metédy na aproximéciu A (x) nezarucuji konvergenciu
ako u metéd na aproximéciu celého Hessidnu. Dovodm je fakt, Ze matica A(x)
nemusi byt kladne definitnd (¢o je jeden z predpokladov konvergencie danych
metéd) a v skutocnosti je ¢asto aj singuldrna. Kedze je vSak A(x) symetricka,
je logické pozadovat, aby sa aj A(x) upravovala ako symetrickd matica, teda
aby aj AH bola symetricka.
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2.3.2 Hybridna metéda

Tato metdda kombinuje Levenberg - Marquardtovu metédu s kvazinewtonov-
skou metédou. Levenberg - Marquardtova metdda dosahuje kvadratickt kon-
vergenciu, ak je v bode optiméalneho rieSenia F'(x*) = 0 a linedrnu konvergenciu
v ostatnych pripadoch (dokaz v [MNTO04, str.22]), zatial ¢o kvazinewtonovskéd
metdda konverguje vo vSetkych pripadoch superlinedrne. Iteracie sa zac¢inaju
Levenberg - Marquardtovou metédou. Ak sa pocas iterdcii vyhodnoti F(x*)
ako signifikantne nenulova hodnota, metéda prepne na kvazinewtonovsky algo-
ritmus, ktory v tomto pripade dosahuje rychlejsiu konvergenciu. Pocas iteracii
moze nastat aj situdcia, kedy sa algoritmus prepne naspif na Levenberg - Ma-
rquardtovu metodu.
Kritériom na zmenu metdédy je splnenie podmienky

IVF(x)|loo < 0.02F(x) (2.27)

v troch po sebe nasledujucich iteraciach. Splnenie tejto podmienky naznacuje,
Ze postupnost konverguje k optimédlnemu rieSeniu, pre ktoré je VF(x*) = 0 a
F(x*) je signifikantne nenulové.

Pri kvazinewtonovskej metéde méme v danej iteracii aproximéaciu B Hes-
sidanu V2F(x) a krok hg, najdeme riesenim

Bhy, = - VF(x). (2.28)

Na zaciatku méme aproximdaciu Hessianu B =1 a v dalsich iterdciach ju
upravujeme pomocou BFGS metddy

B, =B+ - — (2.29)

kdep=xy—x; y=J]Jip+(J+—J)f(xy); v=Bp, pricom B sa ak-
tualizuje len za podmienky p'y > 0. Na rozdiel od (2.21) tu pouzivame tzv.
priamy tvar BFGS, teda aproximujeme Hessian a nie inverzny Hessian. Preto ma
vzorec (2.29) tvar podobny inverznej DFP (2.20) - ide o tzv. komplementaritu
tychto vzorcov.

Pokial kvézinewtonovska metdda nevykazuje dobri konvergenciu, prepne sa
algoritmus naspit na Levenberg - Marquardtovu metédu. KedZe v bode minima
je [[VF(x*)|| = 0, dobré konvergencia je indikovana rapidnym poklesom hodnoty
IVF(x)|. Ak tieto hodnoty neklesaju dostato¢ne rychlo, algoritmus sa prepne
na Levenberg - Marquardtovu metddu.

2.3.3 Broydenova metéda s interpolaciou

Tato metdda je prevzatd z ¢lanku [Eri97]. V tomto ¢lanku je popisana kvéazine-
wtonovska metdda, ktora pre aproximaciu Hessidnu vyuziva Broydenovu triedu
kvazinewtonovskych aproximacii. Do tejto triedy aproximacii patria napr. aj
spominané BFGS a DFP metddy.
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Majme aproximéciu Hessidanu B a upravujme ju podla vztahu
B. =B+ AB(p,y,B), (2.30)

kde AB je symetricka matica nizkeho stupiia. Broydenovu triedu kvazinewto-
novskych aproximéacii mozeme zapisat v tvare

yy' Bpp'B’

A1B(p,y,B,®) = +®(p ' Bp)uu' 2.31

1 ( ) pTy pTBp ( ) ( )
y Bp

u = —— - —. 2.32

p'y p'Bp (2.82)

Najpouzivanejsie hodnoty parametra ¢ sa

BFGS: & =0 (2.33)
DFP: & =1 (2.34)
T
Py

Broydenova parametricka trieda sa da zapisat aj inym sposobom:

(y -Bp)v +v(y—Bp)' p'(y-Bpjvv'

A-B B = 2.36
2 (paya 7V) VTp (VTp)2 ( )
a prislusné hodnoty parametra v st:
1
T 3
PYy

BFGS: = B 2.37
voye (pTBp) P (2:37)
DFP: v=y (2.38)
SR1: v =y — Bp. (2.39)

Pri tlohdch nelinedrnej regresie budeme aproximovat len nelinedrnu cast
A(x) Hessidnu, jej aproximéciu v k-tej iterdcii ozna¢me Gyg. V tejto metéde
pouzijeme iny tvar kvazinewtonovskej podmienky (2.25, 2.26), a to

yi =Tk = J1) " fi = Gepapr. (2.40)

Jeho vyhodou je, Ze neobsahuje linearny &len JTJ. Tento ¢len moze byt zle
podmieneny, ¢o ma za nasledok nepresné aproximacie. Preto je vyhodnejsie
pouzit tvar (2.40).

Pri rieseni dloh potrebujeme zabezpecit, aby prvky matice Gy neboli prilis
velké. To sa zabezpeci oddelenim velkosti rezidudlnej zlozky od velkosti funkcie
f, teda vo vypoctoch pouzijeme

fr.

yzﬁ = (Jk - Jk—l)Tm

(2.41)
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a potom aproximujeme Hessian pomocou
H, = (J;Jk) + ||kaGk+1 (242)

V tejto metdde sa pri kvazinewtonovskej aproximécii nepouziva pevne zvo-
leny Broydenov parameter ®, ale aj tento parameter sa vo vypocte berie ako
premenné. Ked sa ® moze pri vypoctoch menit, d4 sa ¢asto dosiahnuf ovela
rychlejsia konvergencia ako pri metédach s pevne zvolenym parametrom ®. Na
upravu hodnoty tohto parametra vyuzijeme informacie z predchadzajacich kro-
kov.

KedZe py je ortogonalne na ug, ® sa nedd urcit pomocou informécie obsia-
hnutej v pi. Namiesto toho pouzijeme informaciu z predchédzajicej iteracie.
Vieme lahko aproximovat druht derivaciu v smere p, = X — X,_2. Tato infor-
maciu potom vyuzijeme pri urceni optimalneho ® pre vypocet By ;.

Pri tomto algoritme najskor vypoéitame pomocnt aproximaciu Gy s Iubo-
volnym parametrom ® ako

G = G + A1G (P, ¥} G, ), (2.43)
nasledne vypocitame numerickt aproximéaciu druhej derivacie v smere px:

(£r) " (£, — (fx + JxPyp))

d,=2 A (2.44)
Chceme urcit ® tak, aby platilo d, = p; Gi11Pp, z oho dostaneme
P = 3” P, Gy . (2.45)
P, Gipk(p, uk)?
Novt hodnotu G4 ur¢ime ako
Gii1 = Gi + ®(p} Gipr)uruy (2.46)
a vysledna aproximacia Hessidnu bude
Hy, = I i + || ]| Grtr (2.47)
Smer h uréime ako rieSenie rovnice
Hih = —VF;. (2.48)

DIzku kroku X\ uréime analogicky ako v predchadzajtcich metédach tak,
aby sa minimalizovala funkénd hodnota funkcie F'(x) v smere h, teda ako tzv.
optimalny krok.

Dalsia iterdcia potom bude

Xpt1 = Xg + AhL (2.49)
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2.3.4 QN metdéda s upravenou kvazinewtonovskou pod-
mienkou

Tato metéda je prevzaté z ¢lanku [ZXZ03]. Jeho autori v fiom predstavili novy
tvar kvazinewtonovskej podmienky pre aproximaciu nelinedrnej zlozky Hes-
sianu, ktory odvodili z upravenej kvazinewtonovskej podmienky pre aproximaciu
celého Hessianu.

Riesime tlohu nelinedrnej regresie:

;relﬁar}z F(x) = %f(x)Tf(x) =

Z(ﬁ-(x))Q- (2.50)

N =

Gradient a Hessian funkcie F' maju tvar

VF(x) = J(x)f(x) (2.51)
V2F(x) = J(x)"J(x)+ Z fi(z) V21 () (2.52)
= Jx)"I(x)+A(x) (2.53)

V k-tej iteracii aproximujeme Hessidn pomocou
By = J(z) "I (zx) + Gp. (2.54)

Cast J(zy) " J(x1) vieme presne vypoéitat a vyraz Gy, je aproximéciou vyrazu
A(Xk)

Gy mdZeme aproximovat napr. pomocou (2.36):
G+ = G+A2(pay#aGav) (255)
kde

(y* - Gp)v' +v(y* -Gp)" p'(y* - Gp)vv'
vip (vip)?

A2(p7y#7 G,V) =

(2.56)
y# je aproximéaciou Ap z kvazinewtonovskej podmienky. Existuje viacero
roznych tvarov tejto podmienky, napr.

vyt =Jf - J'f. (2.57)
Takisto sa rozlicné metddy odlisuju tvarom pouzitej funkcie v, napr.
v =y + 7pB°p, (2.58)

kdey =y#* +(J]J:)p, BS=G+J[J;, p=+/p'y/p'B°p, 7 €[0,1]. Pre
7 = 0 dostavame DFP met6du a pre 7 = 1 ide o BFGS metddu. Bolo dokazané,
Ze tieto metédy konverguja superlinearne.

Pokial upravime aproximaciu Hessidnu (2.54) analogicky ako v (2.42)

B=J'J+|f|A (2.59)
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f

N T It

% =3+ -J) T (2.60)

dostavame algoritmus, ktory konverguje superlinedrne pre nenulové rezidud a

dokonca az kvadraticky v pripade nulovych rezidui. Dokaz je uvedeny v [ZXZ03].
Teraz predstavime nova kvazinewtonovska podminku. Pre vSeobecni opti-

maliza¢nt tlohu

min f(x)
maé tato podmienka tvar
B.p=y (2.61)
kde je navrhované y v tvare
¥ = y+——p (2.62)
Pl
v = 3p'ly—6(F,—F). (2.63)

Na zaklade tejto vSeobecnej kvazinewtonovskej podmienky autori ¢lanku
odvodili analogickti podmienku pre aproximéaciu G v tvare

- 3, T
yr=Jf, - Jf + W [(J+ +J)p—-2(Fy - F)|p (2.64)

V [ZXZ03] je tiez odvodené, 7e pre takto navrhnuté y*, §# platia nasledu-

juce vztahy:
p T
T (Ayp— y#)
(|p||>

p T
<m> (Ap=57) = O(plI*) (2.66)

O(lpl*) (2.65)

Z nich vidime, Ze navrhnuté §# je o jeden rad presnejsou aproximaciou A | p ako
povodné y# (2.57). Preto metédy vyuzivajiice §7 dosahuji lepsiu aproximéciu
Hessidnu a tym padom aj rychlejsiu konvergenciu k optiméalnemu rieseniu.



Kapitola 3

Numerické experimenty

V tejto kapitole sa budeme snazit experimentédlne overit vlastnosti roznych me-
téd popisanych v teoretickej ¢asti pri rieSeni réznych typov tloh nelinearnej
regresie. Porovname efektivitu klasickych a modernych metdd pri rieseni tloh s
malymi aj velkymi reziduami.

3.1 Teoreticky popis experimentov

Vsetky vypocty st programované v programovacom jazyku Octave. Octave je
open-source matematicky programovaci jazyk, ktory je z vicsej casti kompati-
bilny s Matlab-om. Octave je volne dostupny na internete (http://www.octave.
org). Vypis pouzitého programu sa nachadza v dodatku tejto prace.

3.1.1 Pouzité metody

V experimentoch sa zameriame na porovnanie klasickych a modernych metod
rieSenia uloh nelinedrnej regresie na tychto metédach:

o Klasické metédy budi reprezentované Gauss-Newtonovou metddou (2.2.1)

e Ako zastupcu modernych metdd v tejto praci pouzijeme kvdzinewtonovskd
BFGS metodu, ktora bola popisana pri popise hybridnej metédy v casti
(2.3.2).

V obidvoch pripadoch pouzijeme tri rozne sposoby volby dlzky kroku:
e Bez optimalizdcie kroku - zvolime optimalny krok A = 1 v kazdj iteracii.

o Cliastocnd optimalizdcia kroku - najprv zvolime krok A\ = 1 a vypoéitame
F(z + Ah). Ak je F(x + Ah) < F(z), pouzijeme dant dlzku kroku, inak
zmensime \ na polovicu a zopakujeme vypocet. Priklad funkcie, kedy sa
da pouzit A = 1 je na obr.3.1 , na obr.3.2 je priklad funkcie, kedy je krok
A =1 prili§ velky a treba ho zmensit.

17
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e Optimalizdcia kroku pomocou kvadratickej interpoldcie - na zaciatku zvo-
lime krok A = 1 a vypo¢itame F(x + Ah). Ak je F(z + Ah) < F(x),
pouzijeme dant dizku kroku, inak aproximujeme F(z) pomocou kvadra-
tickej interpolécie (vyuZijeme funkéni hodnotu v bodoch A =0, A =1 a
hodnotu derivéicie v bode A = 0) a vypocitame A\ ako argument minima
tejto interpolacnej funkcie (obr 3.3).

Phi

0 lambda

Obr. 3.1: Vhodn4 volba kroku A =1

Phi

0 lambda

Obr. 3.2: Nevhodné volba kroku A =1
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Phi

0 lambda

Obr. 3.3: Kvadraticka interpolacia danej funkcie

3.1.2 Pouzité funkcie

Vsetky metédy budeme skiimat na optimalizécii parametrov tychto funkeii:

flabt) — b‘ft (3.1)
2
Falabt) = l‘jfbt (3.2)

kde optimalizujeme parameter x = (a, b).

Vygenerujeme priblizné hodnoty tejto funkcie v m bodoch t1, o, . . . t,,, ktoré
budi predstavovat namerané data y;. Tieto sa budeme snazit aproximovat fun-
kciou tvaru (3.1). Potrebujeme teda urcit také parametre a, b, aby sa minimali-

zoval vyraz
m

F(a,b) =Y (f(a.b,t:) — ;)2

i=1

3.1.3 Popis algoritmov

Na zaciatku vypoctu sa stanovia hodnoty pouzitych konstant, ktoré presnejsie
definuji typ danej ulohy. Ide o konstanty:

e alfa - dolnd hranica pre rezidua
e beta - horna hranica pre rezidua

e gama - Skalovanie ¢asu
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e delta - Skdlovanie optimélneho riesenia

e epsilon - podmienka dosiahnutia optimalneho riesenia

e m - pocet pozorovani

e n - pocet parametrov

e max_iter - maximalny pocet iteracii

e ltype - typ vypoctu optimalneho kroku

e cmax - maximalny pocet iteracii pri urceni optimalneho kroku
e pocet_opakovani - pocet vygenerovanych tloh

Potom je zadefinovanych niekolko pomocnych funkcii, ktoré sa pouzivaju v
priebehu vypoctov. St to funkcie:

e generuj_cas - vygenerovanie ¢asového intervalu ¢
e generuj_rezidua - vygenerovanie rezidui so striedavymi znamienkami

e vypocet_smeru_GN - vypocet Gauss-Newtonovského smeru (rieSenie si-
stavy rovnic (JTJ)hg, = —J 'f)

e smer_QN - vypocet kvazinewtonovského smeru (aproximécia Hessianu po-

T T , “
mocou By =B + ¥ — 5= a vypocet smeru Bhgn = —VF(x))

e vypocet_f_x - pre zadany parameter x = (a,b) a as t vypodéita f(z,1)
e opt_krok - vypocet optimalneho kroku A

— 1ltype=0 - bez optimalizacie kroku
— ltype=1 - ¢iasto¢na optimalizacia kroku

— ltype=2 - optimalizacia pomocou kvadratickej interpolécie

Vypocet prebieha nasledovnym sposobom:

Vygenerujeme ¢asovy interval ¢, na ktorom budeme riegit dant tlohu. Na
tomto intervale zvolime m ekvidistantnych bodov. Zvolime si hodnoty paramet-
rov a,b a pre tychto m bodov vypocitame hodnoty f(a,b,t). Hodnoty a,b buda
predstavovat nami zvolené ”optimalne” riesenie.

Vygenerujeme m hodnot rezidui striedavo z intervalov [a, (] resp. [—5, —a]
a tieto hodnoty pripoé¢itame k hodnotdm funkcie f(a, b, t). Takto dostdvame na-
simulované vysledky obsahujice urc¢ité odchylky od presného riesenia. Striedavé
znamienka u rezidui by mali zabezpeéit, Ze pre vygenerované hodnoty bude aj
nadalej optimélne rieSenie blizke nami zvolenej funkcii (aby sme vedeli porov-
nat kvalitu nadjdeného rieSenia so zvolenym). Aj napriek tomuto opatreniu v8ak
moze nastat situdcia, ze kvoli tymto odchylkam sa vygenerované body posunt
voci povodnej funkcii a optimalne rieSenie uz nebude tvorené nami zvolenymi
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parametrami a,b. Preto pri vypocte optimalnych parametrov vypocitame aj
hodnotu rezidui pri zvolenom rieSeni a pre vypocitané parametre. Porovnanim
tychto hodnot vidime, ¢ vypodet skonvergoval k optimélnemu rieSeniu (prinaj-
horSom vieme povedat Ze nasiel lepsie rieSenie ako s nami zvolné hodnoty).

Dalej uréime $tartovaci bod x a aplikujeme zvolené metédy. Kazda metéda
sa sklada z nasledujuacich krokov:

e Cyklus iteracii

— Vypocet Jakobidanu a funkcnej hodnoty v danom bode x

— Vypocet smeru h (Gauss-Newton alebo kvazinewtonovsky smer)

— Vypocet dlzky kroku A (podla zvolenej metédy)

— Vypocet novej iteracie x;41 = z; + Ah

— Kontrola podmienky optimalneho riesenia, resp. kontrola dosiahnutia

maximéalneho poctu iteracii

e Vypocet rezidui pévodnej ”optimalnej” funkcie a vypocitanej funkcie a ich
porovnanie

e Zapisanie vysledkov

3.2 Vysledky

Na obidvoch funkcidch sme generovali rozne tlohy, ktoré sme nésledne riesili
Gauss-Newtonovou (GN) aj kvazinewtonovskou (QN) metédou. Na zdklade
vlastnosti tychto funkcii boli zvolené nasledovné hodnoty parametrov:

alfa 0

beta 5, 10, 20, 40, 80
gama 1.2

delta 5

epsilon 0.000001

m 20

n 2

max_iter 300

cmax 10

pocet_opakovani 100

Pre kazda zvolena velkost rezidui sme generovali 100 roznych tloh, ktoré
boli nasledne riesené Siestimi metddami (pre obidve metédy sme pouzili vSetky
tri typy volby optimélneho kroku).

Na obréazkoch 3.4, 3.5 je ilustrovana konvergencia Gauss-Newtonovej metddy
pre tieto funkcie. Vidief tu miernu odchylku optimalneho riesenia od povodne;
funkcie, ktora je spdosobend vplyvom rezidui.

V tabulkach (3.1 — 3.12) st vysledky pre jednotlivé velkosti rezidui. Hodnota
priemerny pocet iterdcii udava aritmeticky priemer poctu vykonanych iteracii v



KAPITOLA 3. NUMERICKE EXPERIMENTY 22

kazdom priklade (pokial pre dany priklad metéda neskonvergovala, berie sa ma-
ximélny pocet iterdcii = 300). Hodnota udspesnost vyjadruje, pri kolkych zo 100
testovacich prikladov metdda tispesne skonvergovala k optimalnemu rieSeniu. Za
uspesnu konvergenciu povazujeme taky pripad, kedy je vysledny pocet iteracii
mens{ ako 300 a pre vysledné hodnoty parametrov (a,b) je suma Stvorcov rezi-
dui mensia alebo rovna ako suma Stvorcov rezidui pre nami zvolené optimalne

(a,b).
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metdda GN GN GN GN GN
lambda 0 0 0 0 0
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 34.7 | 42.67 | 31.31 | 43.59 | 56.23
uspesnost 80 78 87 85 81

Tabulka 3.1: funkcia f1, GN metdda, bez optimélneho kroku

metdda GN GN GN GN GN
lambda 1 1 1 1 1
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 13.77 | 18.96 | 14.34 | 18.95 | 16.51
uspesnost 100 99 100 100 100

Tabulka 3.2: funkcia f1, GN metdda, ¢iastocéne optimélny krok

metdda GN GN GN GN GN
lambda 2 2 2 2 2
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 25.76 | 34.58 | 33.37 | 35.42 | 51.61
uspesnost 85 81 87 89 82

Tabulka 3.3: funkcia f;, GN metdéda, optimalny krok

metdda QN QN QN QN QN
lambda 0 0 0 0 0
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 52.95 | 60.26 | 69.11 | 91.17 | 76.84
uspesnost 45 56 57 57 67

Tabulka 3.4: funkcia f1, QN metdda, bez optimélneho kroku
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metdda QN QN QN QN QN
lambda 1 1 1 1 1
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 35.41 | 42.29 | 43.94 | 51.35 | 50.77
uspesnost 83 79 82 85 83

Tabulka 3.5: funkcia f1, QN metdda, ¢iastocéne optimélny krok

metéda QN QN QN QN QN
lambda 2 2 2 2 2
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 49.83 | 50.23 | 58.55 | 68.02 | 93.11
uspesnost 55 64 75 80 79

Tabulka 3.6: funkcia f1, QN metdda, optimalny krok

metdda GN GN GN GN GN
lambda 0 0 0 0 0
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 27.54 | 48.52 | 33.84 | 39.41 | 41.03
uspesnost 75 67 67 68 74

Tabulka 3.7: funkcia fo, GN metdda, bez optimélneho kroku

metdda GN GN GN GN | GN
lambda 1 1 1 1 1
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 47.93 | 13.07 | 13.09 | 13.23 | 14.8
uspesnost 89 90 90 90 89

Tabulka 3.8: funkcia f2, GN metdda, ¢iastocéne optimélny krok
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metdda GN GN GN GN GN
lambda 2 2 2 2 2
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 33.23 | 27.31 | 34.98 | 41.68 | 51.38
uspesnost 70 66 70 71 74

Tabulka 3.9: funkcia f3, GN metdéda, optimalny krok

metéda QN QN QN QN QN
lambda 0 0 0 0 0
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 83.47 | 94.65 | 106.61 | 125.81 | 126.17
uspesnost 39 47 51 47 51

Tabulka 3.10: funkcia f3, QN metéda, bez optimalneho kroku

metdda QN QN | QN QN QN
lambda 1 1 1 1 1
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 75.32 | 71.44 | 84.4 | 86.89 | 86.15
uspesnost 44 55 56 64 73

Tabulka 3.11: funkcia fo, QN metdda, ¢iastocne optimélny krok

metdda QN QN QN QN QN
lambda 2 2 2 2 2
beta 5 10 20 40 80
priemerny pocet iteracii | 108.47 | 104.12 | 103.8 | 129.93 | 133.95
uspesnost 45 48 56 53 56

Tabulka 3.12: funkcia f3, QN metéda, optimalny krok
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3.3 Porovnanie metod

Na obr. 3.6-3.11 vidime graficky porovnanie obidvoch metéd pre rézne typy
optimalneho kroku. Z tychto obrézkov vidno, Ze pre nami zvolené funkcie f1, f
dosahuje Gauss-Newtonova metéda porovnatelné vysledky s kvazinewtonovskou
metddou a nerobia jej problém ani tlohy s velkymi reziduami. Pre takéto funkcie
je totiz v nelinedrnej ¢asti Hessidnu A(x) = Y., fi(x)f/’(x) pomerne maly
vyraz f!'(x), takze aj pre velké rezidud je A(x) pomerne malé a jeho zanedbanie
nesposobuje velké problémy.
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Obr. 3.7: funkcia fy bez optimalizacie kroku
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Obr. 3.8: funkcia fi s ¢iastonou optimalizaciou kroku

Obr. 3.9: funkcia f5 s ¢iastonou optimalizaciou kroku
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Obr. 3.10: funkcia f; s optimalizaciou kroku

Obr. 3.11: funkcia fy s optimalizaciou kroku
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3.4 Porovnanie volby dlzky kroku

Ako je vidno z grafov (3.12-3.15), pri obidvoch metédach vychddzaji najlepsie
vysledky pri ¢iastocnej optimalizacii kroku. Tieto vysledky st v stilade s teoretic-
kymi predpokladmi, Ze nie je nutné v kazdej iteracii presne urcovaft dlzku kroku,
ale staci ked uréime dlzku kroku tak, aby bola zachovana spadovost metédy.

60

Obr. 3.12: Gauss-Newtonova metéda s roznymi typmi kroku (f1)

Obr. 3.13: Gauss-Newtonova metéda s roznymi typmi kroku (fs)
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rezidua

Obr. 3.14: Kvazinewtonovskd metdda s roznymi typmi kroku (f1)

rezidua

Obr. 3.15: Kvazinewtonovskd metdda s roznymi typmi kroku (f2)
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali metddami rieSenia tloh nelinedrnej regresie s vel-
kymi reziduami. Praca poskytla prehlad o modernych rieSeniach tiloh nelineérne;j
regresie, hlavne o roznych typoch kvazinewtonovskych aproximaécii.

Ukézali sme, ze pri tlohéch s velkymi reziduami sa nedd Hessidn aproximovat
len jeho linedrnou zlozkou a je nutné do aproximécie zahrntuf aj informéciu o
rezidudlnej zlozke. Linedrna aproximécia Hessidnu sa d& pri velkych reziduach
pouzit len v pripade tych funkcii, kde je druhé derivéacia dostatoéne mala. V
tom pripade tieto malé druhé derivacie kompenzuja velkost rezidualnej zlozky v
nelinedrnej ¢asti Hessidnu. Na takéto tlohy je mozné pouzit aj klasické metddy,
ako sme mali moznost vidiet v experimentoch.

7 experimentov takisto vidno, Ze pre najdenie optimélneho rieSenia nie je
nutné v kazdej iteracii hladaf optiméalnu dizku kroku. Staci pouzif priblizne
optimalnu dizku, teda taky krok, ktory zarucuje spadovost danej funkcie.

V budicnosti by este bolo dobré zopakovat experimenty aj na inych typoch
funkcii, kde by bolo lepsie vidiet rozdiely v jednotlivych metédach.
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Vypis programu
clear all

function cas=generuj_cas(f,gama, m)
cas=zeros(1,m);
cas(1)=round(rand(1)*gama) ;

tau=(rand (1) *gama) ;
for i=[1:m-1]
cas(i+1)=cas(i)+tau;
endfor

endfunction

function rez=generuj_rezidua(m, alfa, beta)
rez=zeros(l,m);

for i=[1:m]
rez(i)=((-1)"i)*(alfa+rand (1) *(beta-alfa));
endfor

endfunction

function [smer,st]=smer_GN(J, f_x)

st=0;

smer=(J’*J)\(J’*f_x);

if (isnan(smer(1)) == 1) || isnan((smer(2)) == 1)
smer=zeros (size(smer));

st=3;

endif

endfunction

function [smer,st]=smer_QN(f, B, J, J_old, x, x_old, y, t, m, n)
st=0;

dB=zeros(n,n);

p=x_old-x;
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f_x=vypocet_f_x(f,x,y,t,m);
f_x_old=vypocet_f_x(f,x_old,y,t,m);
y=J_old’*f_x_old-J’*f_x;

v=Bx*p;
dB=(y*y’)/(p’*y)-(v*v’)/(p’*v);

if p’*y>0
B=B+dB;
endif

if abs(det(B))<0.001
smer=zeros (size(smer));
st=3;

return;

endif

smer=B\ (J’*f_x);

if (isnan(smer(1)) == 1) || isnan((smer(2)) == 1)
smer=zeros(size(smer));

st=3;

endif

endfunction

function f_x=vypocet_f_x(f,x,y,t,m)
f_x=zeros(m,1);

for i=[1:m]
f_x(1)=y(1)-f(x(1),x(2),t(i));
endfor

endfunction

function lambda=opt_krok(J,f,x,y,t,m,h,ltype,cmax)
if ltype==

lambda=1;

elseif ltype==

lambda=1;

x_base=x;

for i=[1:cmax] ’pocet iteracii
f_x=vypocet_f_x(f,x,y,t,m);
F=sum((f_x)."2);
x_new=x_base+lambda*h;
f_x_new=vypocet_f_x(f,x_new,y,t,m);
F_new=sum((f_x_new)."2);

if F_new<F

break;

else
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lambda=lambda/2;

endif

endfor

elseif ltype==

lambda=1;

x_base=x;
f_x=vypocet_f_x(f,x,y,t,m);
F=sum((f_x)."2);
x_new=x_base+lambda*h;
f_x_new=vypocet_f_x(f,x_new,y,t,m);
F_new=sum((f_x_new)."2);

if F_new>F
lambda=-(1/2)*((-h’*(J’*f_x))/(F_new - F - (-h’*(J’*f_x))));
endif

endif

endfunction

e
h———mm SKRIPT S VYPOCTOM-----—————————--
% zadefinovanie funkcie, ktoru budeme pouzivat
WF1

f=inline (’ (axt)/(b+t)’,’a’,’b’,’t’);
f_a=inline(’t/(b+t)’,’a’,’b’,’t’);
f_b=inline(’-a*xt/((b+t)~2)’,’a’,’b’,’t’);

% HWF2

% f=inline(’a*t*xt/(1+b*t)’,’a’,’b’,’t’);

% f_a=inline(’t*t/(1+b*t)’,’a’,’b’,’t’);

% f_b=inline(’-ax*xtxt/((1+b*t)~2)*t’,’a’,’b’,’t’);

% zadefinovanie konstant a inicializacia premennych
m=20;

n=2;

rand("seed", 2)
alfa=0;

beta=5;

gama=1.25;

delta=5;
epsilon=0.000001;
max_iter=300;
1type=0;

mtype=1;

cmax=5;
pocet_opakovani=100;
stop=0;

stop2=0;
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vystup=zeros (pocet_opakovani, 5);

for k=[1:pocet_opakovani]
% generovanie t
t=generuj_cas(f,gama,m) ;

% generovanie rezidui so striedavym znamienkom
r=generuj_rezidua(m, alfa, beta);

% zvolenie optimalneho riesenia
a_opt=round((rand(1)*delta));
b_opt=round((rand(1)*delta));

% vypocet y

for i=[1:m]

z(i)=f(a_opt, b_opt, t(i));
y(i)=f(a_opt, b_opt, t(i))+ r(i);
endfor

% startovacie hodnoty
a=1;

x=zeros(n,1);
x_new=ones(n,1);
x_old=zeros(n,1);
x(1)=a;

x(2)=b;
B=eye(n,n);
h=zeros(n,1);
J=zeros(m,n);
J_old=zeros(m,n);
stop=0;

stop2=0;

Y%iteracie
poc=0;

while (poc<max_iter && sum((x_old-x_new)."2)>epsilon &&
% vypocet Jakobianu

J_o0ld=J;
for i=[1:m]

stop==0)
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J(@,=f_a(x(1), x(2), t(i));
J(1,2)=f_b(x(1), x(2), t(i));
endfor

% vypocet funkcnej hodnoty
f_x=vypocet_f_x(f,x,y,t,m);

% vypocet smeru

if (mtype==1)

[h,stop]l=smer_GN(J, f_x);

elseif (mtype==2)
[h,stop]=smer_QN(f,B,J,J_old,x,x_old,y,t,m,n);
endif

%vypocet kroku
lambda=opt_krok(J,f,x,y,t,m,h,ltype,cmax) ;

% iteracia
X_new=x+lambdaxh;
x_old=x;

X=X_new;

poc=poc+l;
endwhile

if stop==

if (poc==max_iter)
stop=2;

else

stop=1;

endif

endif

%vypocet funkcnych hodnot vygenerovanej funkcie
w=zeros(1,m);

for i=[1:m]

w(i)=f (x(1),x(2),t(1));

endfor

%vypocet rezidui vyslednej funkcie
%povodna funkcia
sum_rez_f=sum((z-y)."2);
%vygenerovana funkcia

sum_rez_w=sum((w-y)."2);

if sum_rez_f<sum_rez_w
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stop2=2;
else
stop2=1;
endif

vystup(k, 1)=poc;
vystup(k, 2)=sum_rez_f;
vystup(k, 3)=sum_rez_w;
vystup(k, 4)=stop;
vystup(k, 5)=stop2;

endfor

save -text vystup.txt vystup
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