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Abstrakt

Cielom diplomovej prace je popisat najcastejSie pouzivané moderné
techniky na analyzovanie ¢asovych radov a nasledne vyhodnocovanie tychto
radov na zaklade informac¢nych kritérii. Specidlne sa budeme zaoberat
STAR modelmi a informa¢nymi kritériami pre tieto modely. Vhodnost
tychto modelov pre analyzu ¢asovych radov podporime aplikdciou na
realnych datach.

Klacové slova: Modelovanie ¢asovych radov, informa¢né kritéria, STAR
modely

Abstract

The main purpose of this diploma thesis is to demonstrate the modern
techniques used to analyse the given time series by a model and compare it
with alternative models using the information criteria. We will focus on
STAR models a it‘s information criteria. We will prove the need of using
these models in applications on real data.

Key words: Model selection, information criteria, STAR models
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1 Uvod

V poslednom obdobi sa problematika ¢asovych radov sa stala velmi popular-
na. Snaha spoznavat javy a zakonitosti do hibky a vediet skiimané premenné
predikovat (predpovedat nasledujiice hodnoty na zéklade skiimaného ¢asové-
ho radu) nagla svoje opodstatnenie nielen v matematike, ale aj vo finanénom,
bankovom, ¢i ekonomickom sektore ako takom.

Na to, aby sme mohli predikovat budiice hodnoty, musime v prvom rade
byt schopni danému c¢asovému radu priradit "vhodny" model. Na zéklade
tohto modelu potom urc¢ime budice hodnoty.

V suvislosti s vyssie uvedenymi skuto¢nostami ¢elime Styrom zasadnym
problémom:

o Aké zlozité modely pouzit?
e Ako urcit, ktory model je lepsi?

e St dané metody, ktoré sa pouzivaju na vyber "vhodného" modelu aj
matematicky "najvhodnejsie"?

e Ako z realnych dat urc¢it vhodny model?

Z matematického hl'adiska moézeme zostavit schému, ktoria odporica Granger
[11]:

e SPECIFIKACIA MODELU - ur¢enie vhodného modelu
e ODHAD MODELU - vypocet parametrov modelu

e OVERENIE MODELU - urcenie kvality modelu a jeho porovnanie s
inymi modelmi a jeho pripadna modifikacia

e PREDPOVED alebo POPIS - predpovedanie dal$ich hodnot, alebo
popisanie daného problému vyslednym modelom

V nasledujucih kapitolach sa pokisime odpovedat na tieto problémy a
polozime vSeobecny, ako aj matematicky zaklad zvolenym modelom.
Praca sa sklada z tvodu, Siestich kapitol a zaveru.

V druhej kapitole popiseme zakladntu analyzu ¢asového radu - rozklad na
deterministicka a rezidualnu zlozku, tzv. dekompoziciu.



V tretej kapitole sa pokusime zodpovedat prvy problém. Zameriame sa
na triedy modelov.V jednotlivych podkapitolach si prejdeme modely od jed-
noduchych k zlozitejsim, od linedrnych modelov az po nelinedrne modely.
Uvedieme si rozdiely medzi tymito modelmi a pokisime sa v skratke po-
pisat vyhody a nevyhody danych modelov. Budeme sa zaoberat $pecialnou
podtriedou jednorozmernych nelinedrnych modelov, a to viacrezimovymi mo-
delmi.

V stvrtej kapitole sa $pecidlne zameriame na STAR modely, ktoré budu
predmetom sktimania tejto diplomovej prace, vysvetlime si ich povod, uve-
dieme zékladniu charakteristiku a postupne sa prepracujeme cez viaceré typy
prechodovej funkcie STAR modelov.

V piatej kapitole sa poktsime zodpovedat druhy problém, t.j. zameriame
sa na definiciu informac¢nych kritérii a uvedieme si prehlad najpouzivanej-
Sich kritérii od najelementarnejsSich po sofistikované kritéria vyzadujtce isté
matematické znalosti.

Siesta kapitola bude rydzo matematickou kapitolou, kde zhrnieme dote-
rajSie poznatky o vhodnosti vyberu modelu pomocou konzistentnosti infor-
macnych kritérii a pokisime sa aplikovat tieto poznatky pre STAR modely.

Siedma kapitola bude obsahovat modelovanie redlnych dat pomocou vy-
branych modelov za pomoci programu MATHEMATICA. V jednotlivych
podkapitolach si blizsie rozoberieme ziskané vysledky a sformulujeme zévery
o vhodnosti pouzitia jednotlivych tried modelov.

V zéavere sa pokisime zhrnut ciele tejto diplomovej prace a nacrtneme
mozné rozSirenia menovanim d'al$ich oblasti vyuZzitia ¢asovych radov.



2 Analyza casového radu

2.1 Spolo¢ny tvod

Polozme si na zaciatku otazku: Co vlastne je casovy rad?

Z matematického hladiska je to usporiadany siabor dat (y1, 2, ..., Yn) PO-
zorovani premennej Y. Dolny index pozorovania y, reprezentuje Cas

t =1,2,...,n, kde n predstavuje dlzku daného ¢asového radu. Je pocho-
pitelné uvazovat, ze pozorovania y; maji stochasticky charakter, a preto
(y1,Y2, - - -, Yn) budeme povazovat za jednu realizacie stochatického procesu
(Y1,Y5,...,Y,). Kvoli jednoduchosti budeme v nagej préaci pouzivat pre na-

hodnid premennt, ako aj pre jednu jej realizaciu rovnaké oznacenie y;.

Na to, aby sme mohli uvazovat o modeloch pre ¢asové rady, musime prijat
isté predpoklady pre tieto ¢asové rady. Budeme uvazovat len diskrétne ¢asové
rady s ekvidistanénym ¢asovym krokom [6], t.j. rovnakym ¢asovym krokom,
lebo vSetky ekonomické ukazovatele si na dennej, mesacnej, Stvrtrocnej, ¢i
ro¢nej baze. V pripade, ze by sme chceli uvazovat o spojitej premennej,
z pochopitelnych dévodov z nej spravime diskrétnu verziu pouzijic ¢asové
rezy.

Pri pohlade na akékol'vek data si uvedomujeme, Ze ¢asovy rad je tvoreny
dvomi typmi premennych:

e Deterministické premenné

e Stochastické premenné.

Z vyssie uvedeného vyplyva, ze vSeobecne mozeme ¢asovy rad napisat v
tvare aditivnej dekompozicie

Yy = Dt + (C:t. (21)

V praxi sa ¢asto stretavame aj s casovym radom v tvare multiplikativnej
dekompozicie

ye = Dy.&y. (2.2)

Poznamenajme, 7ze prechod od multiplikativneho tvaru k aditivnemu moz-
no previest logaritmickou transformaciou modelu.
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V tejto diplomovej praci v kratkosti zhrnieme dekompoziciu ¢asového
radu a vo zvysku prace budeme uvazovat vyhradne ¢asové rady tvorené sto-
chastickym procesom. Podrobnosti o vlastnostiach a urceni deterministic-
kych premennych mozno najst hlavne v [6].

2.2 Dekompozicia ¢asového radu

Uvazujme casovy rad v aditivnom tvare

yt=ﬂ+5t+(]t+5t, (23)

kde y; je skimany c¢asovy rad, T; je trendova, S; je sezonna, C; je cyklicka a
& je rezidualna zlozka.

2.2.1 Trendova zlozka

Pre jednoduchost uvazujme o trende ako o deterministickej zlozke. Vo vSe-
obecnosti tento predpoklad nemusi byt splneny, trendové zlozka moze byt aj
stochastickd. Tejto problematike sa venuje napr. [9].

Metody na urcenie trendovej zlozky ¢asového radu mozeme rozdelit na
tri zdkladné:

e Subjektivne urceny trend
e Trend urceny matematickou funkciu
e Kizavé priemery.

Prva z uvedenych metod sa prevazne pouziva na urcenie trendu na zékla-
de vizualnej predstavy, kym druha metéda sa snazi matematickou funkciou
opisat trend daného ¢asového radu.

Ako trend urceny matematickou funkciou sa najcastejsie pouzivaju poly-
nomy (hlavne konstantny, linedrny a kvadraticky trend), logaritmické a expo-
nencidlne funkcie. V pripade, ze ide o data z finan¢ného, ¢i ekonomického
sektora, velmi ¢asto uvazujeme logisticka krivku, pripadne jej modifikacie
(vid [5]).

Najadaptabilnejsia z uvedenych metod je metoda kizavych priemerov,
ktora je schopna vyrovnavat sa aj s ¢asovymi radmi, ktorych trend sa v Case
vyrazne meni. Nevyhodou tejto metody je, zZe hou stracame mnozstvo dat,
¢o sa moze vyrazne prejavit pri obmedzenej dizke pozorovanej vzorky.
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2.2.2 SezoOnna zloZzka

Nie menej vyznamni tlohu v dekompozicii ¢asového radu hra sezonna zlozka,
ktorej dolezitost stipa v pripade redlnych dat z ekondémie. Je napriklad
prirodzené, ze najviac penazi Tudia mihaju na Vianoce na darceky a v lete
na dovolenku, kym v ostatnych mesiacoch je spotreba nizsia. Preto v takomto
¢asovom rade bude sezonna zlozka nezanedbatelna. Pozor si treba davat v
pripade pouzitia klzavych priemerov (2.2.1), pretoze tie mozu deformovat
sezonnu zlozku(|6]).

Na dekompoziciu sezénnej zlozky mozno pouzit jednoduchd aritmetickia
metodu zalozeni na centrovani, alebo zlozitejsiu regresni metodu s pouzitim
tzv. dummy premennych. V poslednej dobe velmi dobre vysledky vykazuje
aj metoda zalozena na goniometrickych funkciach sin x a cos .

2.2.3 Cyklicka zlozka

Ide o velmi tazko identifikovatelnu zlozku ¢asového radu. V principe sa
tato zlozka prejavuje az pri vacSom pocte dat z dlhsieho ¢asového obdobia,
ale paradoxne ju mozno interpretovat ako stochasticka zlozku okolo trendu,
preto sa casto z dekompozicie ¢asového radu tplne vynechava a chyba sa
vacsinou vyrovnava pri analyze stochastickej zlozky.

Na presnejsiu analyzu cyklickej zlozky sa vyuziva tzv. spektralna analyza,
ktorej podrobnosti mozno néjst v [6].

Z hladiska ekonomiky je tato zlozka velmi doélezita, kedze pojem "bussi-
nes cycle" sa v poslednych rokoch dostava do popredia.

2.2.4 Rezidualna zlozka

Rezidualna zlozka ostane v ¢asovom rade po odstraneni deterministickych
zloziek, t.j. trendu, sezonnej a cyklickej zlozky. Je tvorend nahodnymi po-
hybmi v ¢asovom rade, ktoré nemaju rozpoznatelny systematicky charakter.
Ako sme uz spomenuli vysSie, v tejto praci sa budeme venovat modelovaniu
reziduélnej zlozky.
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3 Prehl'ad modelov

3.1 Linearne modely - jednorozmerné

V tejto podkapitole sa zameriame na linearne modely, popiSseme ich zdkladné
vlastnosti, ich vyhody a nevyhody a priklady pouzitia.

Po dekompozicii ¢asového radu sme z neho odstranili vSetky determinis-
tické zlozky, t.j. trendovi, cyklicki, sezonnu, pripadne aj iné zlozky. Ostal
nam teda c¢asovy rad v tvare

Yy = gt) (31)

¢o znamenad, 7ze modzeme modelovat stochaticki ¢ast ¢asového radu.

Pre jednoduchost budeme pod pojmom stacionarita ¢asového radu uvazo-
vat slabi stacionaritu, t.j. prislusny ¢asovy rad musi mat konStantni strednu
hodnotu a rozptyl, nakol'ko silné stacionarita vyzaduje invariantnost v ¢ase,

tj. aby F(Ye, Y5 Un) = F(Utiths Yeaths - - Yoo4n), kde F je zdruzend
distribu¢na funkcia.

Definicia 3.1.1. Stochasticky proces {y;} nazgvame (kovariancéne) staci-
ondrny, ak

Ely] = m
D [yt] = o
COU(yt, ys) = Cov(yt-i-k? ys+k) VE, s#t

t.3. kovariancnd funkcia zdvisi len od casovej vzdialenosti nahodniyjch pre-
mennyjch.

Zakladnym stavebnym prvkom pre budovanie tejto tedrie si nezavislé a
identicky rozdelené stochastické procesy. (Budeme pouzivat anglické oznace-
nie i.i.d). éasovy rad je i.i.d, ak su jeho zlozky navzajom nezavislé a vSetky
pochadzaju z toho istého rozdelenia. Z toho vyplyva, Ze ak uvazujeme pozo-
rovanie v ¢ase T', tak hodnota v ¢ase T'+1 nie je ovplyvnena predchadzajticimi
hodnotami a bude mat opét to isté rozdelenie.
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Tieto podmienky st ale ¢astokrat prili§ silné, a preto si pre dalsie acely
vystac¢ime s bielym Sumom. Na zaliatok si definujme biely sum [11]:

Definicia 3.1.2. Stochasticky proces €, pre t = 1,2,...,n, ktory je tvoreny
nekorelovanymi ndahodnymi premennymai s rovnakym rozdelenim pravdepodob-
nosti sa nazyva biely Sum, ak plati, Ze:

Ele] = m obvykle m = 0
Dleg] = o2
covfees] = 0 Vs # t,

kde E[.] je strednd hodnota, D].| je disperzia a cov|.] kovariancia.

Pod oznacenim ¢; budeme v celej diplomovej préaci uvazovat proces bieleho
Sumu.

Kazdy stacionarny proces 1, ktory neobsahuje deterministicki zlozku,
mozeme vyjadrit ako linearnu kombinaciu radu nekorelovanych rovnako roz-
delenych nahodnych premennych, ktora sa oznacuje ako Waldova reprezen-
tacia (alebo tiez linearny proces)

yt—m:€t+¢1€t71+"':Z¢j€t—j> Yo = L.
=0

3.1.1 MA, AR, ARMA modely

Ako sme si povedali, zakladnym stavebnym prvkom linedrnych modelov st
i.i.d ¢asové rady, resp. biele Sumy.

Definicia 3.1.3. UvazZujme casovy rad y;, pret =1,2,...,n. V pripade, Ze
tento casovy rad mozZeme zapisat ako

Yo = € + U161 + oo+ -+ Pyeg (3.2)

hovorime, Ze casovy rad je v tvare MA(q) procesu, teda ide o proces klzavijch
priemerov radu q.

Analogicky mozeme vytvorit ¢asovy rad aj pomocou predchédzajicich
hodnot ¢asového radu y;, z ¢oho dostavame definiciu autoregresného AR(p)
procesu radu p.

14



Definicia 3.1.4. UvaZujme casovy rad y;, pret =1,2,...,n. V pripade, Ze
tento casovy rad mozZeme zapisat ako

Yt = Q1Y+ Q2Yr2+ -+ QY + € (3.3)
hovorime, Ze casovy rad je v tvare AR(p) procesu.

V praxi sa c¢asto stretdvame zo zapisom casového radu pomocou tzv. lag
operatora (operatora spatného posunu) B, definovaného ako

By = yi-1. (3.4)

MA, resp. AR proces potom mozno prepisat ako

¥y = ¥(Be (3.5)
OBy, = €, (3.6)
kde
q .
U(B) =1+ 1B+ 1B+ + 9B =1+ W;B  (37)
j=1
je MA polyném a
p .
$(B)=1-> ¢;B (3.8)
j=1

je AR polyném.
Tato forma zapisu sa vyuziva pre urcenie stacionarity a invertovatelnosti
casového radu.

Najpouzivanejsou triedou modelov je kombinacia MA a AR modelov.

Definicia 3.1.5. UvazZujme casovy rad y;, pret =1,2,...,n. V pripade, Ze
tento casovy rad mozZeme zapisat ako

Y = O1Ys—1+ G0+ -+ OpYi—p+ e+ Y€1 F 260+ -+ Ve, (3.9)

hovorime, Ze casovy rad je v tvare ARMA (p,q) procesu.

15



Analogicky ako pre AR(p), resp. MA(q) procesy, mozeme tento proces
prepisat pomocou lag operatora do tvaru

©(B)y: = ¥(B)e:.
kde U(B), resp. ®(B) definujeme ako (3.7) a (3.8).

3.1.2 Stacionarita a invertovatel'nost

Podla [6] hovorime, Ze ¢asovy rad {y;} je invertovatelny, ak sa da zapisat v
tvare

I(B)y: = e, (3.10)
kde
(B)=1- i I,B7. (3.11)

Zamerajme sa na porovnanie tychto vlastnosti pre AR(p), resp. MA(q),
resp. ARMA (p,q) procesy.

Proces MA(q) je automaticky stacionarny z definicie pre akékol'vek jeho
paramatre. Postac¢ujicou podmienkou(dokaz vid [9]) pre invertovatelnost
tohto ¢asového radu je, ze

II(B) = vV (B) konverguje pre — 1 < B < 1.

Tato podmienka je ekvivalentnd tvrdeniu, ze vSetky korene polynému
U(B) lezia mimo jednotkového kruhu.

Z definicie AR(p) procesu vyplyva, Ze tento proces je invertovatelny bez
nutnosti klast dalsie poziadavky na tento Casovy rad. Analogicky ako pre
MA(q) proces sa da dokazat, ze proces AR(p) je stacionarny, ak vSetky korene
polynomu ®(B) lezia mimo jednotkového kruhu.

Pre ARMA modely nie je ani jedna z podmienok splnena automaticky.
Ale podmienka pre stacionaritu je rovnaka, ako podmienka pre AR(p) proce-
sy a podmienka pre invertovatelnost je rovnaka, ako je podmienka pre MA(q)
procesy.
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Poznamka 3.1.1. Invertovatelnyy ARMA proces moézZeme pre dostatocne vel-
ké k aprozimovat modelom AR(k) (pozri napr. [6]). Tdto vlastnost sa vyuziva
pri odhade parametrov ARMA (p,q) modelov, tzv. "Long AR metddou".

3.1.3 Urcenie vhodného modelu

Ako sme si uz povedali predtym, vybrat spravnu triedu modelov a néasledne
z nej vybrat ten najvhodnejsi model, nie je veImi jednoduché. V tejto pod-
kapitole si rozoberieme postup ako identifikovat model a ako nasledne urcit
jeho rad. Nebudeme sa zaoberat porovnavanim jednotlivych modelov, kedze
to bude népliiou samostatnej kapitoly o informac¢nych kritériach(dalej 1C).

Na identifikdciu modelu si definujme autokorela¢ni a parcialnu autokore-
la¢na fuknciu py, resp. prr, ako aj ich odhady ry , resp. ri podla [6].

Definicia 3.1.6. Uvazujme staciondrny casovy rad {y;}. Potom hodnota
jeho autokorelacnej funkcie v bode k je definovand ako

=2 k= -1,01,... (3.12)
0
kde
Te = COU(yta yt—l—k) - E(yt - H)(yt+k - M)? k=... ) 07 ]-7 cee (313)

Désledok 3.1.1. Z definicie 3.1.6 vyplyjva, Ze odhad vijberovej autokorelacnej
funkcie pre posunutie k md potom tvar

= k= -1,0,1,... (3.15)
Co
kde
n—k _ _
o = (yt_yxg”’“_y), k=0,1,...,n—1,  (3.16)
t=1

Nl
Il
(]
SRS
—~
o
—_
\]
N

.
Il
—

Definiciu parcidlnej autokorela¢nej funkcie mozno najst v [9] a [6], my sa
budeme zaoberat s odhadom jej hodnot, ktoré maju tvar
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k—1
Tk = 2 jo1 Th=1,Tk—j

Tk = i pre kE>1, (3.18)
L= i) Tho1,47;
rao= i (3.19)
kde
Thj = Tk—1,j — TkkTk—1k—j, PT€ ji=12 ..., k—1 (3.20)

Z definicie 3.1.3 MA(q) procesu vyplyva, ze

e = 0 Vk>q (3.22)

Analogicky z definicie 3.1.4 AR(p) procesu vyplyva, ze

e = 0 VEk > D, (323)
re £ 0 Vk>0. (3.24)

Najjednoduchsou a zaroven asi najpouzivanejSou metédou je urcenie radu
na zaklade odhadu hodnot vyberovej autokorelacnej funkcie r, a parcialnej
autokorelacnej funkcie 7.

Na urcenie radu MA procesu hladame bod ¢q taky, Ze

1 q0
|7 |< 2 g(l—i—Zr?) Vk > qo.

J=1

Na urcenie radu AR procesu hladame bod p, taky, ze

1
’ Tkk ’< 2\/; vk > Po-

V pripade, ze takyto bod qg, resp. po existuje, tak potom za vhodnych
kandidatov na model zvolime prislusné AR(pg), MA(qo), resp. ich kombinaciu
ARMA (po,q0) a modely navzajom porovname. V stcasnosti najrozsirenej-
Sou metodou porovnavania modelov je porovnanie na zaklade informac¢nych
kritérii, ktoré si bliz8ie rozoberieme v kapitole 5. Pre naSe ucely sa zatial
obmedzime na konstatovanie, ze informac¢né kritérium nam charakterizuje
vybrany model a jeho minimalizaciou dostavame najlepsi mozny model z
hl'adiska schopnosti "fitovat" déta.
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3.1.4 Odhad parametrov modelu

Na odhad parametrov sa pouziva niekol’ko metod. Uvedieme si tri:
e Yule-Walkerova metoda
e Long AR metoda
e Hannan-Rissanenova procedura.

Yule-Walkerova metéda
Pouziva sa na odhad parametrov modelu AR(p) pre dané p. Vyuzijic
3.1.6 dostavame

Ve = O1Vk—1 + Q2 Vk—2 + -+ OpVh—p T+ i,
kde

0?2 ak k=0
= € ’ 3.25
ak {O inak. ( )

Upravou tejto rovnice dostavame stastavu (p + 1) rovnic o (p + 1) nezna-
mych:

P = G1pr—1+ Gapr—2+ -+ Pppr—p Vk=12,...p (3.26)
po = Gipitdopat ot dppytol k=0 (3.27)

Ak namiesto autokorela¢nej funkcie p, pouzijeme vyberovi autokorelac-
ni funkciu ry, rieSenim tejto stustavy su prislugné parametre AR(p) modelu

¢1a¢27"'a¢p70—62‘

Long AR metbéda
Pouziva sa na odhad parametrov invertovatelného modelu ARMA (p,q)

&

pomocou AR(k) modelu (pre dostato¢ne velké k). Najskor sa pomocou MNS
odhadni parametre AR(k):

Yt = OrYe—1+ Qayro+ -+ Ok + 2 (3.28)
Tieto odhady ¢A1, Qgg, cee qgk sa pouziju na odhad rezidui z

G=1— 011 — o —  — Okl (3.29)
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ktoré sa pouziju na odhad parametrov ARMA (p,q) pomocou MNS

Y = Q11+ DY+ -+ OpU—p+ A1 2 F kot g2, (3.30)

Hannan-Rissanenova procediira Hannan-Rissanenova procedira je
velmi podobnéa Long AR metdde. Pozostava z nasledujicich krokov:

e Lewinson-Durbinov odhad parametrov modelov AR(1), ... AR(kmaz) -
upravenad YW metoda (kde kp,q, je rad long AR metody)

e Vypocet AIC pre vSetky modely a vyber AR (k) modelu s minimalnym
AIC

e Vypocet rezidui vybraného AR(k) modelu

e Odhad parametrov modelov ARMA(p,q) pre p <= min(k, pmaz), resp.
q < Qmaz POmocou MNS

e Vyber jedného, alebo niekol'kych najlepsich modelov na zéklade BIC,

kde AIC resp. BIC ma tvar

AIC = —2in(L) + 2K, (3.31)
BIC = =2in(L)+ Klin(n), (3.32)

kde K je pocet parametrov, L je funkcia vierohodnosti (max-likelihood func-
tion) a n je pocet pozorovani. Viac o nich si povieme v kapitole 5.

Na vyslednom modeli (alebo modeloch) podrobime rezidua diagnostickym
testom, ako je test nulovosti autokorela¢nej funkcie, Portmanteauov test,
test normality, znamienkovy test, test kritickych bodov a mnohé iné (vid
[6]). V pripade, Ze model nie je dostatoéne "kvalitny", je nutné cely postup
(identifikacia, odhad, diagnostika) opakovat.
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3.1.5 Bodové predpovede

Ak diagnostika preukaze vhodnost modelu, okrem popisnych tcéelov moze byt
model ¢asového radu pouzity na predpovedanie budicich hodnot. Oznacme
predpovedani hodnotu v ¢ase t+k ako §;4x. Pojmom predikénd chyba (chyba
predpovede) budeme oznacovat vyraz

Ct+k = Yt+k — Yt+k-

Poznamenajme, ze existuje viacero sposobov ako odhadovat g;,,. Preto
sa ukazuje ako najvhodnejsie odhadovat ¢, pomocou minimalizicie Stvorca
predikénej chyby (SPE z anglického squared prediction error)

SPE(k) = Ele}, .

V praxi sa Casto pouzivaju aj iné kritéria, ako napriklad RMSE (root
mean squared error) a MAE (mean absolute error). St zalozené na priemere
m k-krokovych predpovedi urobenych na modeli zostavenom na n pozorova-
niach. Podrobnejsie sa o nich piSe napr. v ([3], [9]).

1 <, .
RMSE = m Z(yn—l—jln-i-j—k - yn+j)2a (3.33)
j=1
1 & .
MAE = — > | Gnsinti—k = Unti |, (3.34)
j=1

kde 4 jn+j—r Znamend k-krokovi predpoved v ¢ase n + j, urobent na
zaklade informécii do ¢asu n + j — k.

3.1.6 Vyhody/Nevyhody linearnych modelov a priklady pouZitia

Linearne jednorozmerné modely poskytuju relativne slusne vysledky a ich
velkou vyhodou je mnohokrat velmi Tahké interpretacia vysledkov, ako aj
ich celkové porovnanie s realitou. Spravidla sa ako vhodné modely uvadzaja
len modely, kde p+ ¢ < 4,nanajvys 10, lebo pri prilis vysokom pocte vysvet-
Tujucich premennych stipa Casovd naro¢nost vypoctu, ako aj neschopnosti
interpretovat vysledky. Vyssie rady AR modelov sa pouzivaji napr. v geodé-
zii, v ekonomii na modelovanie vymennych kurzov (kde je ¢asto rad modelu

21



7 a viac) a podobne. Vyssie rady MA modelov signalizuju silnta cyklicka
zlozku.

Hlavnou nevyhodou tychto modelov je paradoxne ich jednoduchost. Vel-
mi zle tieto modely predpovedaju budice hodnoty, hlavne pokial ide o realne
data, ktoré su castokrat zavislé od inych premennych, pripadne sami o sebe
maju Specificky povod a charakter.

Najlepsie sa tieto modely uplatiiuji na jednoduchych datach, ktoré nevy-
kazuju velka stochastickost a nemaju velké a necakané Strukturalne zmeny.
Podmienka stacionarity je nevyhnutna. V pripade, ze Casovy rad nie je sta-
cionarny, pouzitie linedrnych modelov je bezvyznamné a nevhodné. Urcite
nie st vhodné napriklad ani na modelovanie vymennych kurzov, ktoré ma-
ju premenliva disperziu(volatilitu). Sluzia skor ako zaklad pre pokrocilejsie
metody a lepSie poznanie dat, s ktorymi sa pracuje.

3.2 NelineArne modely

Je zrejmé, 7e linearne modely nie st vo v§eobecnosti vzdy vhodné na pouzitie.
Castokréat sa stretavame s c¢asovymi radmi, ktoré vykazuju silné nelinedrne
¢rty, a preto je pouzitie klasickych linedrnych modelov nedostato¢né. Do po-
zornosti sa preto dostéavaji nelinearne modely, reprezentované napr. biline-
arnymi modelmi, neur6novymi sietami a viacrezimovymi modelmi. Je nutné
si klast prirodzeny predpoklad, Ze dané modely musia byt okrem schopnos-
ti dobre "fitovat" data aj interpretovatelné. To sa vSak ukazuje v pripade
neurénovych sieti ¢astokrat zlozité, ak nie priam nemozné.
Matematicky mozno nelinearne modely zapisat v tvare podla [11]

Yy = F(Xt, 0) -+ €t (335)

kde Xy = (1, y4—1, - .., Yt—p); 0 je vektor parametrov modelu a tzv. skelet
F (X4, 0) je nelinearna funkcia, ktora je minimalne dvakrat spojite diferen-
covatelna.

V dalsej préaci sa zameriame na triedu viacrezimovych modelov, ktoré
si dobre interpretovatelné a ako sa neskor v aplikdciach ukéze, su aj velmi
dobré na modelovanie redlnych dat. Zakladny prvok tychto modelov je ich
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"riadenie" pomocou jednej, alebo viacerych premennych. V pripade, Ze tieto
premenné nie st pozorovatelné, t.j. ich hodnoty nie s priamo odvoditelné,
hovorime, 7e ide o viacrezimové modely Markovovho typu [10], [21]. V tejto
praci sa budeme zaoberat len modelmi s rezimami uréenymi pozorovatelnymi
premennymi.

Zostavime si podobnu schému ako v kapitole 1. Zacinajic linedrmymi
modelmi prejdeme k nelinedrnym modelom v pripade, Ze pouzitie linedrnych
modelov sa ukazuje ako nedostatocné a casovy rad vykazuje nelinearny cha-
rakter. Zostavime vhodny model, odhadneme jeho parametre, otestujeme
testami nahodnosti a podla potreby modifikujeme. Nakoniec urobime na
zaklade modelu popis procesu, alebo predpovedame budice hodnoty.

3.2.1 Uvod k viacrezimovym modelom

Ako sme si uz povedali vyssie, zdkladom viacrezimovych nelinearnych mode-
lov s, ako uz nazov prezradza, rozne rezimy (stavy) modelu. Tieto rezimy
sa menia na zaklade pozorovatelnych premennych (jednej alebo viacerych).
Zmena stavu moze nastat v ktoromkolvek okamihu ¢asového radu. Z po-
chopitelnych dovodov je zrejmé, ze takto definovany model mé premenlivi
stredni hodnotu, rozptyl a autokorelaciu, v zavislosti na momentalnom stave.
Jednoduchym prikladom viacrezimového modelu moze byt meranie teploty v
zavislosti od ro¢ného obdobia, teda mame definované spravanie v 4 roznych
stavoch.

Vzhladom na to, Ze trieda viacrezimovych modelov je velmi Siroka, v
nasej praci sa obmedzime len na viacrezimové modely s pozorovatelnymi
premennymi, kde kazdy stav mozeme vyjadrit ako AR proces.

3.2.2 TAR modely

Threshold Autoregressive procesy, tzv. TAR procesy si zakladom viacrezi-
movych modelov. Navrhol ich v 80-tych rokoch Tong (vid [24], [23]|). Dy-
namika modelu je zabezpecend tzv. threshold premennou z;, ktora je porov-
navana s referen¢nou hodnotou r. Podla [24], dvojrezimovy TAR proces s
AR(p) v oboch rezimoch ma tvar
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e = o1+ Pr1aYe—1 + P21l Dp Y T €& ak 2z <r
, =
Go2 + P12Yi—1 + G22Ys—o + -+ Dpolip T €& ak z > r.
(3.36)

V literatiire sa Casto stretdvame s maticovym tvarom
Yy = 6151Xt(1 - I[Zt > T] + CI)/QXtI[Zt > T], (337)
kde @, = (Pok, P1k,-- -, Ppi) je vektor neznamych parametrov k-teho

procesu, X; = (1,41, ...,yi—p) a I[A] je indika¢na funkcia nadobudajica 1
v pripade nastania udalosti A a 0 inak.

V pripade, Ze za premenntu z; budeme uvazovat predchédzajicu hodnotu
Yi—a, pre d > 0, hovorime o tzv. SETAR modeloch, z anglického Self-
Exciting TAR modeloch. Pre ne plati

Yt = (I)/lxt(l —Iyr—a >r] + (I;ZXt[[ytfd > 1]+ €,
teda skelet

F(X,0) = &, X,(1 — I[y;_q > 1] + X I [yy—q > 7]

pre 0 = (<151, <152,r, d).
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4 STAR modely

Ako sme si uz povedali vysSie, predmetom tejto diplomovej prace budi STAR
modely. Preto sa pri nich blizsie pristavime. Definujme si ich, vysvetlime si
pojem prechodovej funkcie a zhrnieme zékladné vlastnosti tychto modelov.

4.1 Definicia STAR modelov

Zékladom pre STAR modely st TAR modely. Ich velkou nevyhodou je, ze
indikacna funkcia I[A] je funkcia nespojita, nadobudajica len hodnoty 0 a
1. Tym padom aj prepinanie medzi jednotlivymi AR procesmi je neprirodze-
né. Jedinym vychodiskom, ako urobit tento prechod "hladkym", je zamenit
indika¢na funkciu hladkou funkciou g(z;), resp. g(y) v $pecidlnom pripade.

Potom dostavame jednoduchy model vychadzajuci z [11], upraveny do
tvaru podla ([3], [10])

Y = q)/IXt(]- - G(zta r, rY)) + q)/QXtG(ZU T, 7) + €t (41)

kde @ = (¢ok, P1.k, - - -, Ppi) je vektor neznamych parametrov k-teho pro-
cesu, Xy = (L, y4—1,. .., y—p) a G(z,7,7) je tzv. prechodovd funkcia (hladka
funkcia, ktora s rasticou hodnotou z; prechadza plynule od 0 do 1).

Pre nase ucely si tento model este preformulujeme do tvaru

Yy = CI51XtG(zt, r, '}/) -+ (@2 — (I)l)/XtG(Zta T, ")/) -+ €¢, (42)

Podobne definujme STAR model s m rezimami a m — 1 prechodovymi
funkciami ako

= 6X,G(z,7,7) + (D — (I>1thG(zt, T1,7) F (4.3)

’

+ (P, — P 1) XeG (21, Pin—1, Y1) + €1, rlry << Tyt

4.2 Prechodova funkcia

Zamerajme sa bliz§ie na prechodovi funkciu G(z,r,7). Z definicie STAR
modelu vieme, Ze tato funkcia nadobtida hodnoty medzi 0 a 1. Z 4.1 vyplyva,
ze v pripade hrani¢nych hodnot, t.j. pre G(z;,r,v) = 0, resp. G(z,7,7) = 1,
dostavame prislusny klasicky AR model.
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Najcastejsie sa za prechodovu funkciu voli logisticka funkcia prvého radu,
ktora sa pre svoje dobré vlastnosti hojne vyuziva aj vo finanénom a ekono-
mickom sektore. Prechodova funkcia mé potom tvar

1
1+ exp(zt—r)

G(Zta r, P)/) = Y > 07 (44)

kde parameter v sa nazyva parameter vyhladzovania. Takto definovany
STAR model sa nazyva LSTAR model (logistic STAR model).

Poznamenajme, ze v pripade v = 0 je hodnota G(z;,r,vy) = %, z ¢oho
dostavame AR model. Analogicky pre v — oo dostavame TAR model. Pa-
rameter v — 0 m4 funkciu vyhladzovania, nakolko pre velké hodnoty v je
hodnota vyrazu 1 + exp ?*~") bud velmi blizka k 0, alebo velmi velké, v
zéavislosti od znamienka vyrazu (z; — r), ¢o indikuje, Ze prechod medzi jed-
notlivymi reZimami je takmer okamzity a funkciu G(z, r, ) mozno stotoznit

s indika¢nou funkciou I[A].

Parameter r hré dlohu "threshold" premennej, t.j. prahu medzi dvomi
1

.. . . , . .
rezimami, nakolko v pripade, Ze z; = r, dostavame G(z,7,7) = 3
Iné prechodové funkcie Za prechodovi funkciu si mézeme zvolit aj iné
funkcie. V oblasti ekonomie sa velmi ¢asto pouziva aj exponencidlna funkcia,
ktord mé velmi dobré vyuzitie v pripade absolutnych hodnot premennej z;.

M4 tvar

G(zp,r,y) =1— eyo’p’”*(Z’f”")2 v > 0. (4.5)

Z jej definicie vyplyva, ze G(z,r,v) — 1 pre z; — oo, ako aj pre
zy — —oo. V pripade, Ze z;, = 1 je G(z,1,7) = 0.

Hojne vyuzivanou sa stala aj logistickd funkcia druhého, resp. vyS$Sieho
radu. T4 zodpovedd LSTAR modelu s tromi, resp. viacerymi rezimami.
Prechodova funkcia ma potom tvar

1

G(Zt, r, 7) = 1+ exp—"/(Zt—Tl)(Zt—'r?)

T < T2, v >0, (4.6)

kde r = (Tl,’l“g)/.
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Obréazok 1: Porovnanie logistickych(vlavo) a exponencialnych funkeii (vpra-
vo) pre 7 = 0 a rozne hodnoty parametra -y

V nasej dalej praci sa budeme zaoberat prevazne LSTAR a ESTAR mo-
delmi, ktoré vdaka svojej prechodovej funkeii poskytuju Siroké moznosti vy-
uzitia a je silny predpoklad na ich dobré modelovacie schopnosti na realnych
datach.

4.3 Vystavba STAR modelov

V tejto podkapitole sa budeme venovat vystavbe STAR modelov a na¢rtneme
si odhad parametrov. Postup vystavby STAR modelov sa riadi principom,
"od Specidlneho ku vSeobecnému". Preto je vhodné zacat s jednoduchsimi
linearnymi modelmi a aZz potom, ked nie si splnené podmienky pre ich po-
uzitie, prejst k nelineaArnym modelom. Postup mozno zhrnit do nasledovnej
schémy [11]

e Specifikicia prislusného AR modelu na zaklade IC

e Test linearity oproti nelinearite viacrezimovych modelov
e Odhad parametrov modelu

e Overenie modelu

e Pouzitie modelu na popis, alebo predikciu hodnot

Viac o jednotlivych krokoch mozno najst v [10], [8].
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AR model Modelovanie procesov STAR modelmi mé nepochybne oproti
linearnym modelom niekolko vyhod. Kedze kazdy proces je $pecificky, je
dobré zacat modelovat vSetky procesy najskor linedrnymi AR(p) modelmi.

Na stanovenie parametra p odporac¢ame vybrat niekolko alternativnych
modelov a vhodny model ur¢it na zaklade AIC, alebo BIC. Blizsie si o nich
povieme v dalsiej kapitole.

Test linearity Druhou dolezitou ¢astou je test linearity, ktory nam preuka-
ze, Ci je alebo nie je nutné modelovat proces pomocou STAR modelov. Naj-
castejSie sa linearita testuje pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov, tzv.
LM test. Blizsi popis mozno najst aj v [3],[10], [8].

Odhad parametrov V pripade, Ze linearita bola zamietnutd, pouzijeme
na modelovanie procesu STAR modely . Na zaciatok zac¢iname s dvojrezimo-
vym STAR modelom v tvare 4.2. Na ur¢enie parametrov § = (D1 Doy, 1)
mozeme pouzit nelinedrnu metédu najmensich Stvorcov

- _ B a2
0 = arg meln; [y — F(Xy;0)]°, (4.7)
kde
F(Xt7 0) - q),IXt(]- - G(zt7 T, ’7)) + q)/ZXtG(ZU T, 7) (48)

Overenie modelu Po pouziti STAR modelu na prislusny proces nam osta-
ne rezidualna zlozka, ktort podrobime testom autokorelacie, zvyskovej ne-
linearity (otestujeme dvojrezimovy model oproti trojrezimovému), pripadne
otestujeme normalitu alebo pouzijeme iné testy [10], [8]. Tym ukazeme sprav-
nost nasho modelu a moézeme pouzit model na popis, resp. predikciu hodnét

Predikcia hodnoét Pre jednoduchost uvazujme model v zjednodusenej ver-
zil v tvare

Y = F(yt—la 0) + €t (49)

Potom k-krokova predikcia v ¢ase t + k z informacii v Case ¢ je

Ukt = Elyern | Qe (4.10)
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kde €2; je informac¢nd mnozina v ¢ase t, t.j. poznatky o ¢asovom rade do
casu t. V pripade, ze k = 1 plati, Ze §y11p = Elye1 | Q) = F(y:,0). Vo
vSobecnosti nie je jednoduché najst predpis pre k-krokova predikciu. Jednou
z moznosti je

- / Firgovye + . 0)f(e)de, (4.11)

o0

kde f(.) je hustota e.

Vyratat takéto zlozité integraly je ¢astokrat priam nemozné, a preto sa
v praxi pouzivaju hlavne dve metody - Bootstrap metéda a Monte Carlo
metoda.

Monte Carlo metéda Pre k-krokovia predikciu dostavame

. 1 «—
Yitk|t = E Z F(yt+(k71)|t + €, 9)7 (4-12)

i=0
kde m je dostato¢ne velké ¢islo a ¢; st nahodné ¢isla ziskané z predpo-
kladaného rozdelenia €1 (_1).

Bootstrap metéda Bootstrap metoda je analogickd ako Monte Carlo me-
toda, jedinym rozdielom je, ze pouzivame rezidua odhadnuté z modelu. Pre
k-krokovi predikciu teda dostavame

X 1\ .
Ykt = m Z F(Yer (k-1 + €, 0), (4.13)

i=0
Vyhodou Bootstrap metody oproti Monte Carlo metdde je, Ze nepotre-
bujeme Ziadny predpoklad na rozdelenie €, (_1).
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5 Informacné kritéria

5.1 Uvod

V' predchadzajtcich kapitolach sme si povedali nieco o triedach modelov,
vysvetlili sme si rozdiely medzi modelmi a spomenuli odhadovanie ich pa-
rametrov. Viackrat sme narazili na problém porovnavania modelov medzi
sebou. Je lepsi AR(2) model, alebo ARMA (2,1), pripadne STAR model?
Odpovedou na tiato otazku a zaroven odpovedou na druhy problém zo
schémy v kapitole 1 st informacné kritéria. V tejto kapitole si definujme
niektoré zakladné informac¢né kritéria, vysvetlime si rozdiely medzi nimi.

Prirodzenou snahou pre vyber najvhodnejSieho modelu je minimalizacia
rozptylu bieleho Sumu ¢2. Nech nami sledovany ¢asovy rad je modelovany
ARMA (p,q) modelom. Potom odhad rozptylu bieleho $umu oznaime ako
a;q. Samotna minimalizicia tejto hodnoty c¢astokrat nevedie k spravnemu
cielu, pretoze sa preferuju vysokoradové modely. Problémom vysokorado-
vych modelov sme sa uz venovali v predchadzajicich kapitolach. Preto sa za

optimélne povazuje minimalizacia

Apg = (1 +wa(p, C]))Uf;,qa (5.1)

kde w,(p,q) je tzv. penalizatna funkcia, ktora penalizuje vysokoradové
modely. Je zrejmé, ze funkcia w,(p, q) je pre pevné n rastica v parametroch
p a q. Analogicky pre pevné parametre p a ¢ penaliza¢nd funkcia konverguje
k nule pre n — oo. Viac o nej mozno najst v [6].

Je prirodzené predpokladat, Ze neexistuje model, ktory by presne vysti-
hol realitu a dokonale by fitoval data. Preto sa snazime vybrat najlepsi z
modelov. Je zrejmé, 7e kvalita modelu bude tuzko suvisiet s poc¢tom dat. V
pripade 6000 pozorovani dostavame iny model ako pri 60 pozorovaniach. V
tejto suvislosti ale nardzame na zasadny problém [1]:

Jednoduchost / Zlozitost Celime dvom protichodnym veciam. Jedno-
duché modely su dobre interpretovatelné. Zlozité modely naopak dosahuju
mali odchylku, varianciu. Preto treba vidy uvazit, ¢i zvolime model s vel-
kym poc¢tom parametrov a malou varianciou, alebo model s malym poc¢tom
parametrov, ale s ve[kou varianciou. Tomu problému sa venuje hlavne Foster

[7].
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V nasledujicich podkapitolach si prejdeme historicky vyvin IC, rozdelime
si ich do troch samostatnych tried a predstavime si niekolko informacnych
kritérii ¢asto pouzivanych, resp. vyvinutych, pre ARMA modely. Tieto
informacné kritéria neskor nasli svoj vyznam aj pre zlozitejsie modely.

5.1.1 FPE

Historicky prvym kritériom bolo FPE kritérium uvedené Akaikem v roku
1969. Toto kritérium bolo odvodené pre AR(p) modely, neskor rozsirené pre
ARMA (p,q) modely. Ma tvar

s+t p+q
n—p—4q
Toto kritérium je vSak nekonzistentné a bolo neskor nahradené AIC (Akai-
ke information criterion) a BIC (Bayesian information criterion) pouzivanymi
dodnes.
IC kritéria vznikli ako prirodzena poziadavka porovnavat kvalitativne al-
ternativne modely. Na zéklade tychto kritérii sa stanovi najvhodnejsi model.
V zasade mozeme rozdelit informac¢né kritéria do troch skupin [2]

FPE=¢ (5.2)

e IC zalozené na MSE, alebo MSPE (vid 3.33)
e [C odvodené od Kullbeck - Leiblerovej informacie
e [C zalozené na penalizacii po¢tu parametrov

My sa vSak budeme venovat prevazne poslednym dvom skupinam.

5.1.2 Kullback-Leiblerova informacia

Zékladnym pilierom pre 1C z druhej skupiny sa stala Kullbeck - Leiblerova
informacia, dalej len K-L informécia, ktorej zaklad vznikol v roku 1951 [14].

Mozeme ju interpretovat ako "vzdialenost" medzi "realitou", reprezento-
vanou hustotou rozdelenia pravdepodobnosti f(y) a modelom, reprezentova-
nym pravdepodobnostnou funkciou g(y, 8), kde y su data a 6 sa parametre
modelu odhadované z dat y.

Prirodzenou poziadavkou je definovat vSeobecne platné kritérium, kto-
ré nebude mat ziadne obmedzenia a bude s pravdepodobnostou blizkou 1
vyberat "vhodny" model. Preto moézeme definovat K-L informéciu podla
[18].
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_ f(@)
10.0)= [ ) m e (53)
pre spojité rozdelenie, resp.
I(f,9) =) _pi ln% (5.4)
i=1 !

pre diskrétne rozdelenia, kde p; = P(Y; = y;) je skuto¢na pravdepodob-
nost a ¢; = g(y;,0) je pravdepodobnost daného modelu [2].

Poznamenajme, ze v pripade ak f = g je I(f,g) = 0, t.j. nie je Ziadna
informacné strata.

Pretoze na vypocet K-L informéacie podla 5.3, resp. 5.4 je potrebné po-
znat hustotu rozdelenia f ako aj parametre 6, v praxi sa pouziva minimali-
zacia odhadu relativnej hodnoty K-L informécie, ktoru ziskame nasledovne:

PrepiSeme si

19 = [fom

= /f(a:)lnf(a:)dm—/f(x)lng(x,@)dx.

Oznacme
En(f(y)] = / f(2)In f(x)de
Eyln(gly | 6))] = / £(2) In g, B)d.

Potom
I(f,9) = Ef[ln(f(y))] — E¢[In(g(y | 0))], (5.5)

Prvi strednt hodnotu Ef[In(f(y))] moézeme povazovat za konstantu, pre-
toze popisuje stale ti isti realitu a nemeni sa v zavislosti od pouzitého mo-
delu. Oznac¢ime ju ako neznamu konstantu C. Nésledne potom 5.5 dostava
tvar

I(f,9) =C — E¢[ln(g(y | 9))], (5.6)
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resp.

I(f,9) —C = —Eg[ln(g(y | 0))].

Na urcenie relativnej vzdialenosti modelu od reality staci teda odhadnut
len Ef[In(g(y | #))]. Treba vSak poznamenat, Ze v praxi rozdelenie pravde-
podobnosti f(y) nepozname a len ho odhadujeme, rovnako ako parametre
modelu 6. Podla toho, akti metodu pritom zvolime, ziskame rozne IC zalo-
zené na K-L informécii.

5.2 1IC zalozené na K-L informacii

Predpokladajme, Ze neznadme parametre modelu ¢ si odhadované metédou
maximalnej vierohodnosti a logaritmus funkcie vierohodnosti je

log L(6 | y) = In(g(y,0)).

Najznamejsie kritérium z tejto skupiny je Akaikeho IC. Akaike navrhol
odhadnut relativnu K-L informéciu z empirickych dat a maximalizécie lo-
garitmu funkcie vierohodnosti. Nech K je pocet neznamych parametrov.
Potom vhodny odhad relativnej K-L informacie Ef[In(g(y | €))] (alebo pres-
nejsie I(f,g) — C) je )

In(L(0 | y)) — K.

Akaike potom definoval informacné kritérium (AIC), vynasobenim tohto
odhadu vyrazom —2.

AIC = —2In(L(0 | y)) + 2K, (5.7)
je odhad ocakavanej relativnej vzdialenosti medzi modelom a neznamym
redlnym mechanizmom, ktory generuje pozorované data.
Pre ARMA(p,q) modely ma toto kritérium tvar

AIC = In(o?,) + 2274 (5.8)

n

Pre m-rezimové SETAR modely s n; prvkami v j-tom rezime AR(p;),

j=1,...,m,> " nj =nje toto kritérium definované podla [10]
AIC(py,- . pm) = Y _(njIn6] +2(p; + 1)), (5.9)
=1
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kde 67,7 =1,...,m je rozptyl rezidui v j-tom rezime.

Pre STAR modely je problém ur¢it (vzhladom ku plynulému prechodu z
jedného rezimu do druhého) pocet prvkov v jednotlivych rezimoch. Néavrhu
AIC pre STAR modely sa budeme venovat v kapitole 5.4.

Akaikeho pristup nie je vzdy dostatoc¢ny. V pripade, ze pocet parametrov
K je relativne velky oproti n (ak podiel £ > 40), je nutné upravit AIC do
tvaru

2K (K +1)

AIC, = =2In(L 2K .
C n(L) + +n—K—1

(5.10)

V praxi sa velmi ¢asto stava aj to, ze chceme porovnavat vela modelov
roznych tried, aby sme vedeli ur¢it ten najvhodnejsi. Prave tu sa ukazuje,
ze vSetky informacné kritéria AIC-typu su efektivne len pre tzv. "nested"
modely, t.j. jeden model je len rozsirenim/ziZenim toho druhého, v zmysle
¢lenov. Podrobnejsie vid [19].

5.3 1IC zaloZené na penalizacii poc¢tu parametrov

Do tejto skupiny patria hlavne BIC, SIC, HQIC.

Ako uz bolo naznacené vyssie, druhy ¢len v AIC penalizuje modely vzhla-
dom na pocet parametrov. V nasledujicich podkapitolach si predstavime IC,
ktoré sa od AIC lisia prave v druhom ¢lene, t.j. v penaliza¢nom ¢lene. Ich
snahou je hlavne sa zamerat na konzistenciu (asymptoticka nevychylenost,
rozptyl idici k 0) odhadu pre K. V neposlednom rade je snaha o vyber také-
ho modelu, ktory pre velku testovaciu vzorku, t.j. n — oo, vyberie spravny
model s pravdepodobnostou 1.

5.3.1 Bayesovské informac¢né kritérium - BIC

Hlavnou nevyhodou AIC je jeho asymptoticka nevychylenost a bolo dokédzané
[17], ze AIC ma4 tendenciu vyberat preparametrizované modely.

Prvym, v stcasnosti najpouzivanejsim kritériom, je BIC, odvodené na
zaklade tzv. Bayesovského pristupu, ktory sa oproti AIC lisi iba tym, ze pe-
nalizuje rad modelu logaritmom poctu pozorovani. BIC kritérium ma potom
vo vSeobecnosti tvar
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BIC = —2In(L(0 | y))) + Kln(n) (5.11)
V pripade, 7e proces je modelovany ARMA (p,q) méa toto kritérium tvar

BIC = —2In(0},) + P+ qln(n). (5.12)
’ n
Pre m-rezimové SETAR modely s n; prvkami v j-tom rezime AR(p;),
7=1...,m, Z;nzl n; = n je toto kritérium definované analogicky ako 5.9
podla [10]
BIC(p1y...,pm) = Z(nj In 67 +2(p; + 1) Inny), (5.13)
j=1
kde &?,j =1,...,m je rozptyl rezidui v j-tom rezime.

BIC kritérium odstranilo nedostatok AIC a dodnes sa pouziva hlavne pre
svoju jednoduchost a Tahka spocitatelnost. Vyhodou tohto kritéria je, ze
pravdepodobnost vyskytu realizacie ¢asového radu, pre ktori by BIC neurcilo
spravne rad modelu, je asymptoticky nulova. Z toho vyplyva, ze BIC je silne
konzistentny odhad.

5.3.2 DIC, HQIC

Ako sa neskor ukazalo, hodnoty AIC, resp. BIC su determinované poc¢tom
parametrov K. Tento nedostatok odstranilo zovSeobecnenie, nazyvané aj
DIC(deviance information criterion) v tvare [15]

DIC = pp + D, (5.14)

kde pp =D — D(6) , 0 = E[0 | y], D() = —2in(L) a D = E[D(0 | y)].
Vyhodou tohto kritéria je, ze zohlTadiuje schopnost "fitovat" data, ako aj
rozmery modelu.

Komplexnejsim kritériom sa ukézalo HQ) (Hannan-Quinn) informacné kri-
térium, ktoré vykazuje silni konzistenciu pre konstantu ¢ > 2 pre ARMA
modely. HQIC ma tvar

HQIC = In(02,) + 22" Lin(in(n)). (5.15)

n
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Otéazkou zostava, ¢i je lepSie pouzivat AIC alebo BIC. Odpoved nie je
jednoznacné, kedze obidve IC, podla Reschenhofera, v principe odpovedaju
na iné otazky.

5.4 IC pre STAR modely

Ako uz bolo spomenuté vyssSie, najvac¢sim problémom pre urcenie informac-
nych kritérii pre STAR modely je ich hladky prechod od jedného rezimu k
druhému. Castokrat sa preto autori vedeckych prac zameriavaju skor na
odhad parametrov a celkovi vystavbu STAR modelov, ako na informac¢né
kritéria. Za vSetky spomenime aspon [16]. V tychto pracach sa pouziva AIC,
resp. BIC v §tandardnom tvare.

Nagim cieflom ale bude zamerat sa prave na informacné kritéria. Podla
[20] mame vSeobecny tvar informac¢ného kritéria a navrhneme niekolko ty-
pov penaliza¢nych ¢lenov tohto kritéria, ktoré néasledne overime na reilnych
datach a podporime matematickymi vetami.

5.4.1 VsSeobecny tvar IC pre STAR modely

Uvazujme m-rezimovy STAR model podla definicie 4.3 s n pozorovaniami a
K parametrami. Potom vSeobecny tvar informac¢ného kritéria je

o? An

m)= max In(—— ) — Kkm— 5.16
Qn( ) T1,0Tm (JQ(Tl,...,Tm)) n ’ ( )
kde o2 je variancia reziduf linedrneho modelu, o%(ry, ..., r,,) je variancia

rezidui STAR modelu s m threshold premennymi a A, je nezndma funkcia.

V pripade \,, = 2 dostavame AIC. V pripade \,, = In(n) dostavame BIC.

5.4.2 Nové informac¢né kritéria pre STAR modely

V tejto podkapitole navrhneme nové informacné kritéria pomocou neznamej
funkcie \,,.
Z prvom rade modifikujeme vSeobecne zname informacné kritéria pre tce-

ly STAR modelov.
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NE

AIC(p1, ..., pm) = (n;Ines +2(p; + 1))

.
Il
-

NE

BICC(py,...,pm) = ) _(njna} + (p; + Din(ny))

<.
I
—

NE

HQIC(py, - ,pm) = ) (njIm&7 +2(p; + Din(in(ny))),

<.
I
—

kde podla [3] n; = > 1 | AG;,, AG,; = Gj_1, — Gjy, pricom G, je
prechodové funkcia j-tého rezimu. NavySe G, =1 a G4 = 0.

VzhIadom na to, Zze AIC je nekonzistentny odhad, nebudeme sa pokusat
modifikovat informacné kritéria penaliza¢nym ¢lenom v tvare konstanty. Na-
priek tomu ho budeme v aplikacii pouzivat pre jeho rozsirenost a popularitu.
Zameriame sa hlavne na BIC, kedze BIC je v8eobecne uznavané a pouzivané
kritérium. Budeme sa snazit jeho hlavna zlozku, t.j. In(n;), nahradit podob-

1

nym vyrazom. Tento vyraz ohrani¢ime pomocou ,/n; zhora, resp. njZ zdola.
Takto dostavame dve nové informacné kritéria v tvare

OIC(p1,...,pm) = Z(njln&?—i-(pijl)nf)
j=1
SIC(p1,....pm) = Y _(njIne} + (p; +1)y/m;).

1

<.
I
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6 Konzistentnost informac¢nych kritérii

V tejto kapitole si zhrnieme doterajSie poznatky z literatiry o konzistentnosti
informac¢nych kritérii pre jednotlivé typy modelov a pokusime sa nacrtnut
moznosti ich rozsirenia na STAR modely.

Uvedieme definicie konzistentnosti podla [22].

Definicia 6.0.1. Odhad C’nk parametra Cy, i, na zdklade ddt y(n) sa nazjva
konzistentny (alebo aj slabo konzistentnyj), ak pravdepodobnost, Ze odhad sa
rovnd skutocnej hodnote Ay, konverguje k 1 pre n idice do nekonecna.

P(énk =X) — 1 ak n — 0o (6.1)

Definicia 6.0.2. Odhad C’nk sa nazyva silne konzistentny, ak sa odhad rovnd
skutocnej hodnote \g skoro vsade pre n idice do nekonecna.

Coke = Ao, alebo skoro viade pre n — 0o (6.2)

Odhad parametra C, j, je iny pre kazdu triedu modelov, a preto aj nutné
a postacujice podmienky na slabi, resp. silni konzistenciu st roézne pre
tieto triedy modelov. Zhriime si historicky vyvoj tried modelov a uvedieme
si nutné a postacujuce podmienky pre ne.

6.1 Linearne modely

Historicky najstarsia trieda modelov je velmi dobre zmapovand z hladiska
konzistentnosti odhadov. Uz Hannan sa v roku 1980 zaoberal konzistenciou
odhadov. V [12] dokazal silnt konzistentnost BIC pre ARMA modely, ako
aj pre AR modely ako také.

Vo vSeobecnosti pre informac¢né kritérium v tvare —Ln(é) + () S0 nutné
a postacujice podmienky pre slabt konzistentnost odhadu

Cpr — 00  pren — oo a lim —2* — 0 (6.3)
n—oo M

Sin a White [25] rozsirili tieto poznatky na v8eobecné linedrne a nelinearne
modely za predpokladu, Ze skuto¢ny model sa nachddza medzi uvazovanymi
modelmi.
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V oblasti silnej konzistencie dokazali, ze odhad parametra je silne konzis-
tentny za predpokladu 6.3 a podmienky, Ze penalizacny ¢len ide k nekonec¢nu
rychlejsie ako vyraz In(In(n)).

6.2 SETAR modely

S potrebou aplikicie viacrezimovych modelov vyvstala otazka nutnych a po-
stacujicich podmienok pre nelinearne modely. Z triedy nelinearnych modelov
sa vyvoj zameral hlavne na najjednoduchsiu triedu - triedu SETAR modelov.

Nutné a postacujice podmienky pre SETAR modely definoval Kapetanios
[13], ktory rozsiril pracu svojich predchodcov. Ukazuje sa, ze pri uvazovani
niekol'kych dodato¢nych predpokladov dostavame podobné podmienky ako
pre linedrne modely. Uvedieme si vysledky prace Kapetaniosa.

Pre jednoduchost uvazujme SETAR model s 2 rezimami v tvare

yt = <I;1Xt(1 — I[yt,d > T] + (D/ZXt[[ytfd > T] + €, (64)

Predpoklad 6.2.1. Uvazujme proces y; modelovany SETAR modelom 6./.
Potom
(F(X,8) — 1) = 0, (6.5)

kde F(X,0) = &, X,(1 — I[yr_q > 7] + X I [y—aq > 7).

Predpoklad 6.2.2. ¢, su absoliutne spojité s rovnomerne spojitou, kladnou
hustotou rozdelenia a konecnym sturtym momentom.

Predpoklad 6.2.3. y; su staciondrne s konecngm Sturtym momentom.
Predpoklad 6.2.4. Autoregresnd funkcia je nespojitd.

Predpoklad 6.2.5. Pre p < d, odhad parametra r, t.j. 7, konverguje skoro
vSade k tej istej konstante r*.

Predpoklad 6.2.6. Pre dané r a p plati, Ze | Cpp, — (Coy ey + Crg k) | < C
skoro vsade, pre vietky p, kde C' je kladnd konstanta a C.,, x, je penalizac-
ny clen pre j-ty rezim. Poznamenajme, Ze n; je pocet ddt pre j-ty rezim.
Tvrdenie plati aj pre dané n a k a rozdielne r.

Ak st splnené predpoklady 6.2.1 - 6.2.6, potom platia nasledovné tvrde-
nia:
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Veta 6.2.1. Uvazujme proces y, modelovany SETAR modelom. Potom je
odhad dosiahnuty pomocou informacného kritéria s penalizacnym clenom C,,
slabo konzistentny prdve vtedy, ked plati

Chk —p OO0
On,k

n
On,kl — On,kg —p OO ak ki1 > ko.

—>p0

Veta 6.2.2. Uvazujme proces y, modelovanyy SETAR modelom. Potom je
odhad dosiahnuty pomocou informacného kritéria s penalizacnym clenom C,,
silne konzistentny prdve vtedy, ked plati

O 6 hcC<oo
In(In(n))
On,k N 0
n S.v
Cnii =Cnka 0 <o akky > k.
In(In(n))

Dokazy tychto viet mozno najst priamo v [13].

6.3 STAR modely

V nasej diplomovej praci sa zaoberame STAR modelmi, a preto sa pokisime o
nutné, prip. o postacujice podmienky konzistentnosti IC pre STAR modely.
Pokial je ndm zname, doposial tieto podmienky nikdy neboli sformulované
a matematicky dokazané.

Vyrazny rozdiel, ktory komplikuje pouzitie analdgie dokazov viet pre iné
triedy modelov, je plynuly prechod od jedného rezimu k druhému, t.j. ca-
sovy rad sa nechova ako jeden samostatny rezim, ale ako "zmes" viacerych
rezimov, ¢o zvicSuje nielen pocet parametrov, ale i ndro¢nost dokazov kon-
zistentnosti odhadov.

Napriek tomuto nedostatku budeme vychadzat z dokazov pre SETAR mo-
dely, kedze STAR modely mozeme povazovat pre dostato¢ne velké hodnoty
parametra v za SETAR modely. Z tohto dovodu modifikujeme predpoklady
z Casti 6.2 a sformulujeme vety, zatial bez dokazov.
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Predpoklad 6.3.1. Uvazujme proces y; modelovany STAR modelom s m-
rezimami podla 4.3. Potom

(F(X,0) —y) —, 0, (6.6)
kde

F(Xa 9) = q)/lxtG(Zta r, ’Y) + (‘1)2 - @15XtG(Zt, 1, ’Yl) +. (6-7)
+ (P, — Do 1) XeG (21, T 15 Y1), rlry << Tyt

Predpoklad 6.3.2. Pre dané r a p plati, Ze | C, ) — 2311 Chn, iy |< C skoro
vSade, pre vsetky p, kde C' je kladnd konstanta, C,, x; je penalizacny clen pre
J-ty rezim, n; =Y " AGj a Goy = 1,Gpy = 0. Tordenie plati aj pre dané
n a k a rozdielne r.

Ak platia predpoklady 6.2.2 az 6.2.5 z Casti 6.2 a predpoklady 6.3.1 a
6.3.2, potom platia nasledovné tvrdenia:

Veta 6.3.1. Uvazujme proces y; modelovany STAR modelom s m-reZimamsi
podla 4.3. Potom je odhad dosiahnuty pomocou informacného kritéria s pe-
nalizacngm clenom C,, i, slabo konzistentny prdve vtedy, ked plati

Crr —p OO
an
kL
0 p
On,ki - Cn,k]- _>p &9
pre k; > k; o= 1,...,7—1 J=2,...,m.

Veta 6.3.2. Uvazujme proces y; modelovany STAR modelom s m-reZimamsi
podla 4.3. Potom je odhad dosiahnuty pomocou informacného kritéria s pe-
nalizacngm clenom C,,, silne konzistentny prdve vtedy, ked plati

Gk 0 k<C<oo
In(in(n))
"t 0
n
ke, O k< C< oo
In(In(n))
pre ki > k; 1 = 1,...,5—1 J=2,...,m.



6.4 Konzistentnost IC pre STAR modely

V tejto podkapitole overime konzistentnost informacnych kritérii z ¢asti 5.4.2.
Je zrejmé, 7e AIC nebude konzistentné, lebo nesplita prvi podmienku.

Naopak BIC, resp. HQIC su slabo konzistentné, a BIC je dokonca aj silne
konzistetné kritérium.

Pre nové informac¢né kritéria definované v ¢asti 5.4.2 mozno polahky uka-

zat, Ze maju analogické vlastnosti ako BIC, t.j. st silne konzistetné. Overenie
tohto tvrdenia nechavame (pre jeho jednoduchost) na citatela.
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7 Aplikaicia na realnych datach

V tejto kapitole sa zameriame na aplikaciu doteraz spomenutych poznatkov
na realnych datach. Modelovanie ¢asovych radov mozno bez Gjmy na vSe-
obecnosti pouzivat na akékol vek realne data. V praxi sa stretneme so Sirokym
spektrom dat, napr. od modelovania makroekonomickych ukazovatelov az
po modelovanie stavov a prietokov slovenskych riek.

My sa vS8ak v naSej praci zameriame na makroekonomické ukazovatele a
vymenné kurzy. Po prvé pre ich Tahka dostupnost a doveryhodnost zdroja.
A po druhé kvéli tomu, Ze schopnost predpovedat a modelovat tieto uka-
zovatele sa stalo popularnym a Ziadanym aj vdaka integracii do Europskej
unie, ako aj do eurozony. Momentalne sa sleduje napriklad schopnost splnit
Maastrichtské kritéria pre vstup do eurozony.

Zameriame sa teda na slovenské data, ktoré najviac charakterizuju stav
slovenskej ekonomiky. Konkrétne pojde o

e HPD - stvrtroény hruby domaéci produkt v beznych cenach

INFLACIA - medziro¢né data na mesacnej baze

NEZAMESTNANOST - mesaéné data evidovanej miery nezamestna-
nosti

VYMENNY KURZ USD/SKK - priemerny vymenny kurz NBS na me-
sacnej baze

VYMENNY KURZ EUR/SKK - priemerny vymenny kurz NBS na
mesacnej baze

Vyssie uvedené data pochadzaju zo stranok Narodnej Banky Slovenska,
(www.nbs.sk), ktora niektoré tidaje priamo prebera zo Statistického tradu
SR (www.statistics.sk). Kazdému sledovanému tidaju bude venované samos-
tatna kapitola, zhfhajica vysledky a ich néslednt interpretaciu.

V kazdej casti zistime na zdklade IC, ako aj predikénych chyb, najlepsi
model z triedy STAR modelov, ktory zobrazime spolu s modelovanym ca-
sovym radom rezidui po dekompozicii deterministickych zloziek a prahovou
hodnotou r (modelovany ¢asovy rad zobrazime ¢iernou, model ¢ervenou a
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prahovii hodnotu modrou farbou). Do dalsieho obrazku zobrazime skuto¢né
hodnoty sledovaného ¢asového radu (¢iernou farbou) a hodnoty predpoveda-
né na zaklade modelu (zelenou farbou).

Na modelovanie tychto ukazovatelov pouzijeme vypoctovy systém Mat-
hematica a v iom program, ktory napisal Ing. Tomas Bacigal, interny do-
ktorand na KMaDG SvF STU v Bratislave. Jeho konkrétne ¢asti si zhrnieme
v samostatnej podkapitole.

7.1 Popis programu

V tejto Casti si blizSie popiSeme program Ing. Tomasa Bacigila na analyzu
a predikciu ¢asovych radov pomocou TAR a STAR modelov.

Samotné aplikicia je vyvinutéa pre viacrozmerné (vektorové) modelovanie
¢asovych radov, preto pre nase icely budeme pouzivat len cast tejto aplikicie.
Aplikidciu mozno rozdelit na niekolko ¢asti

e Definicia potrebnych funkcii a premennych
e Dekompozicia deterministickych zloziek ¢asového radu

e Testovanie linearity oproti nelinearite typu STAR a v pripade zamietnu-
tia linearnosti nésledné modelovanie rezidualnej zlozky STAR modelmi

e Predikcia hodnoét a ich porovnanie so skuto¢nym stavom

Na analyzu deterministickych zloziek pouzijeme lineérnu regresiu (odstra-
nime fou trend) a spektralnu analyzu a funkcie sin(z), cos(x) (na odstranenie
sezonnej a cyklickej zlozky).

Z casového radu ndm ostane len rezidualna zlozka. Spravidla uz na ko-
relograme vidno nelinearitu, ktori nasledne podrobime LM testu s nulovou
hypotézou, ze dany casovy rad ma linearny charakter. R4ad linedArneho mode-
lu uréime na zaklade informacnych kritérii. V pripade zamietnutia linearity
modelujeme rezidualnu zlozku dvoj-, pripadne viacrezimovym STAR mode-
lom, s logistickou, resp. exponenciilnou funkciou.
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Poslednou c¢astou je predikcia hodnot. Analyzu ¢asového radu vykonava-
me len na casti dat. Poslednych niekolko udajov, spravidla rok-dva, pouzi-
jeme na porovnanie s predikciami danymi modelom.

7.2 HDP

Ako uz bolo povedané vyssie, budeme modelovat HDP na Stvrtrocnej baze
v stalych cenach v obdobi od roku 1993 do roku 2005. Tento model potom
pouzijeme na predpoved na rok 2006, ktori porovname so skuto¢nymi hod-
notami. Zobrazme si data do grafu (obrazok 2). Z grafu dobre vidno, ze data
budi mat lineadrny rastici trend a silni sezonnu a cyklicka zlozku. Po ich
odstraneni dostavame graf rezidui, ktory budeme modelovat STAR modelmi
(obrazok 2).
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Obrazok 2: Graf dat pouzitych na modelovanie s 4 = 232,16 a ¢ = 53,81
(vlavo) a graf rezidui po odstraneni deterministickych zloziek (vpravo)

Na zéklade LM3 testu modelujeme rezidualnu zlozku STAR modelmi s
2 rezimami. Odhady parametrov, ich standardné chyby, zdkladné vlastnosti
modelov, prislusné informac¢né kritéria a chyby predikcii ndjdeme v nasledu-
jucej tabulke 1, ako aj v zapise vysledného modelu.

Ako vidno, najlep§im modelom (podla predikénej chyby MAE, ako aj
podla informaé¢nych kritérii) je model (hodnoty standardnych chyb odhadov
parametrov budeme pisat za parametrom do zéatvoriek)

Y = [—42,92000,0151) — 0,996(0,0005)¥e—1 — 2, 798(0,0008)¥¢—2] (1 — G(.)) +
[—1, 2480,0027) + 0, 01080,0002) Y11 + 0, 0790,0002) Yt —2] G () + €, (7.1)
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(5[] + [ 7 ]d] o° ] AIC [HQIC | OIC [ BICC | SIC || MAE | RMSE |
212 1-197120|6| 8,1 || 25,95 | 27,92 | 27,33 | 33,19 | 43,86 || 7,23 7,63
-7,64 120 | 4| 53,12 || 31,54 | 31,57 | 32,63 | 40,31 | 58,31 || 3,69 4,03

4 14 |-6,02|20|6 50,53 | 31,82 32,77 | 33,12 | 41,33 | 58,79 || 8,20 9,47
5 |5 |-7,64 |20 |6 | 48,50 || 35,35 | 35,23 | 36,47 | 45,59 | 66,57 || 7,02 9,27
2 | 2 |-7,64 |20 |2 7255 | 24,40 | 24,85 | 25,26 | 30,13 | 41,23 | 3,48 4,24
Tabulka 1: Tabulka pre logisticka funkciu
kde G(.) = _20(1%72 - Vysledny graf modelu a predpovedi moZzno

1+4exp
najst na obrazku 3.
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Obrazok 3: Graf vysledného modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto modelu
porovnanych so skutoénymi hodnotami (vpravo)

HDP nebudeme modelovat exponencialnou funkciou, kedze tato metoda
je pre dané data numericky nestabilna a nedava dobré vysledky (zla podmie-
nost matic). Vo vSeobecnosti ale mézeme povedat, aj vzhladom na dosiahnu-
té vysledky (vysoké hodnoty parametra 7), ze HDP bude lep§ie modelovat
pomocou (SE)TAR modelov.

Model s logistickou funkciou dosiahol miniméalnu hodnotu MAE (a druhu
najmensiu pre RMSE) zaroven s miniméalnou hodnotou pre kazdé informacéné
kritérium, ¢o potvrdzuje dobré vyberové vlastnosti nasich informacnych kri-
térii. Ako vidime z vysledkov, d = 2, t.j. zmena rezimu nastane v zavislosti
od hodnoty pred pol rokom. Z toho moézeme usudit, ze hladky prechod nie
je schopny dostato¢ne dobre vysvetlit vyvoj HDP. Je zrejmé, Ze nan vply-
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va vela dalich exogénnych premennych. Rozptyl rezidui o? je pre tento
model relativne velky, ¢o je vSak sposobené nizkym radom procesov AR v
jednotlivych rezimoch.

7.3 Inflacia

Ako dal$iu veli¢inu budeme modelovat ¢istu inflaiciu na mesa¢nej baze v ob-
dobi od roku 1993 do roku 2005. Tento model potom pouzijeme na predpoved
inflacie v roku 2006 a prvych dvoch mesiacov roku 2007, ktoré porovname
so skuto¢nymi hodnotami. Zobrazme si data do grafu (obrazok 4). Z grafu
dobre vidno, Ze data majua velmi zlozity trend, a preto ich budeme modelo-
vat kubickym trendom, kedze kvadraticky je nedostato¢ny. Je tu pritomna
aj cyklicka zlozka, ale nie taka silna, ako v pripade HDP. Po ich odstraneni
dostavame graf rezidui, ktory budeme modelovat STAR modelmi (obrazok
4).
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Obrazok 4: Graf dat pouzitych na modelovanie s = 8,63 a o = 5,34 (vlavo)
a graf rezidui po odstraneni deterministickych zloziek (vpravo)

Podla vysledku LM3 testu modelujeme rezidualnu zlozku STAR modelmi
s 2 rezimami. Odhady parametrov, ich $standardné chyby, zakladné vlastnosti
modelov, prislusné informacné kritéria a chyby predikcii ndjdeme v nasledu-
jucich tabulkach (2, 3), ako aj v zapise vysledného modelu.

Ako vidno z tabulky 2, najlepsim modelom (podl'a predikénych chyb, ako
aj podla informacnych kritérii) je model

v = [0,1362(0,0005) + 0, 9425000002 ¥e—1](1 — G(.)) +
[—0,23980,0013) + 0, 7040(0,0001)Y:~1]G(.) + €, (7.2)
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Ipi|p2| r | v ]d] o || AIC [HQIC| OIC | BICC | SIC || MAE | RMSE |
2 [ 2 [2,18]10]4] 1,06 18,39 | 23,16 | 23,56 | 31,13 | 57,44 || 0,47 | 0,57
11218103 1,14 14,55 17,73 | 18,00 | 23,05 | 40,66 || 0,43 | 0,54
11218104 1,11 14,48 17,66 | 17,93 | 22,98 | 40,52 | 0,42 | 0,53
2 [ 2 [ 2,18 10| 3| 1,08 | 18,46 | 23,27 | 23,67 | 31,27 | 57,71 || 0,46 | 0,58
2 [ 2 [2,18] 105 1,03 [ 18,33 | 23,00 | 23,48 | 31,05 | 57,25 || 0,52 | 0,62
2 [ 2 [ 2,18 10| 1] 1,00 | 18,44 | 23,22 | 23,65 | 31,23 | 57,85 || 0,46 | 0,58

Tabulka 2: Tabulka pre logisticka funkciu

kde G(.) = — w1~ Vysledny graf modelu a predpovedi mozno

najst na obrazku 5.
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Obrazok 5: Graf vysledného LSTAR modelu (vIavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skuto¢nymi hodnotami (vpravo)
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V tabulke 3 je najlepsim modelom (podl'a predikénych chyb, ako aj podla
informa¢nych kritérii) model

v = [—0,1283,0010) + 1, 1376(0,0006)%—1](1 — G(.)) +
[—0, 0252 0,0006) + 0, 7610(0,0002)¥t—1]G(.) + €, (7.3)

kde G(.) = 1 — exp05w-3-08% " Vysledny graf modelu a predpovedi
mozno najst na obrazku 6.

Obidva modely dosiahli minimélnu hodnotu MAE a RMSE zaroven s
miniméalnou hodnotou pre kazdé informac¢né kritérium, ¢o potvrdzuje dobré
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i [m] * [ 7 [d] > [ AIC [HQIC ] OIC [ BICC | SIC [ MAE | RMSE |
1] 1] 1,03]05]|4|1,14] 15,58 | 19,38 | 19,57 | 25,11 | 43,69 || 0,44 | 0,52
1 1 08 105 (31,14 15,50 | 19,32 | 19,52 | 25,02 | 43,46 | 0,42 0,01
2| 2 0,8 10,53]1,09] 19,52 | 25,26 | 25,54 | 33,87 | 61,91 0,44 0,57
1 1103 ]05(|5]|1,14] 15,56 | 19,36 | 19,54 | 25,07 | 43,58 || 0,47 0,57
212 <058 | 1 |1]1,00| 19,22 24,68 | 25,00 | 33,10 | 60,75 | 0,58 | 0,68
Tabulka 3: Tabulka pre exponencidlnu funkciu
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Obrazok 6: Graf vysledného ESTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skuto¢nymi hodnotami (vpravo)

vyberové vlastnosti nasSich informac¢nych kritérii. Pri porovnani IC a pred-
ikénych chyb pre STAR model s logistickou a exponencidlnou prechodovou
funkciou vidno, Ze na popis dat je vhodnejsi LSTAR model, zatial¢o na pre-
dikciu je mierne lepsi ESTAR model. Inflacia je velmi dobry priklad STAR
modelov, ¢o potvrdzuje hlavne velmi silna predikéna schopnost. Za poznam-
ku stoji aj fakt, ze model vyuziva v jednotlivych rezimoch jednoduchy AR
model, medzi ktorymi prepina na zaklade hodnoty spred stvrt roka.

7.4 Nezamestnanost

Poslednou makroekonomickou veli¢inou, ktord budeme modelovat, je evido-
vand nezamestnanost merand na mesac¢nej baze v obdobi od roku 1993 do
roku 2005. Tento model potom pouZijeme na predpoved na rok 2006 a prvé
dva mesiace roku 2007, ktoré porovname so skuto¢nymi hodnotami. Zobraz-
me si data do grafu (obrazok 7). Z grafu dobre vidno, Ze data buda mat

49



opét kubicky trend (kvoli dvom vyraznym "kopcom"). Vzhladom na oca-
kéavanu silni sezonnu zlozku (s periodou 12) a cyklicka zlozku budeme tieto
data modelovat va¢sim poc¢tom funkcii v tvare sin(kx), resp. cos(kz). Po
odstraneni deterministickych zloziek dostdvame graf rezidui, ktory budeme
modelovat STAR modelmi (obrazok 7).
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Obrézok 7: Graf dat pouzitych na modelovanie s p = 14,49 a ¢ = 2,66
(vlavo) a graf rezidui po odstraneni deterministickych zloziek (vpravo)

Podla vysledkov LM3 testu modelujeme rezidualnu zlozku STAR mo-
delmi s 2 rezimami. Odhady parametrov, ich Standardné chyby, zakladné
vlastnosti modelov, prislusné informacné kritéria a chyby predikcii najdeme
v nasledujucich tabulkach (4, 5), ako aj v zapise vysledného modelu.

Ipi|p2| r | v ]d] o | AIC [HQIC| OIC | BICC | SIC || MAE | RMSE |
1]1]007]20]3]0,11 11,19 15,09 | 15,28 | 20,89 | 39,74 || 0,32 | 0,36
1] 1]007]20]4]012] 11,26 | 15,14 | 15,33 | 20,93 | 39,70 || 0,35 | 0,41
21 21079[20]4]0,10 | 13,74 | 18,57 | 18,96 | 26,58 | 52,97 || 0,36 | 0,40

Tabulka 4: Tabulka pre logisticka funkciu

Ako vidno v tabulke 4, najlepsim modelom pre logisticka funkciu (podla
predikénych chyb, ako aj podla informac¢nych kritérii) je model

Y = [0,16470007) + 0, 9374 (0,0000)Ye-1](1 — G(.)) +
[—0,2184(9,0008) + 1, 06(0,0000)%t—1]G(.) + €, (7.4)
kde G(.) = 1+exp—20<1yt73—0707>' Vysledny graf modelu a predpovedi mozno

najst na obrazku 8.
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Obrazok 8: Graf vysledného LSTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skuto¢nymi hodnotami (vpravo)

Ipi|p2| v |7 ]d] o || AIC [HQIC]| OIC | BICC | SIC | MAE | RMSE |
21 21-081]20]4]0,10] 1328 17,64 | 18,15 ] 25,42 [ 51,29 ] 0,37 | 0,41
1]1]063] 414012 11,10 14,87 | 15,06 | 20,58 | 39,10 || 0,35 | 0,40
1110555 [3]0,12] 11,05 14,76 | 14,95 ] 20,45 | 39,04 | 0,31 | 0,35

Tabulka 5: Tabulka pre exponencialnu funkciu

Ako vidno v tabulke 5, najlep§im modelom pre exponencidlnu funkciu
(podla predikénych chyb, ako aj podla informaénych kritérii) je model

v = [—0,2741(,0000) + 1, 13650 0013)%—1](1 — G(.)) +
[0, 1040(0,0006) + 0, 8518(070007):%_1]6:(.) + €, (75)

kde G(.) = 1 — eap2W-3=0597  Vysledny graf modelu a predpovedi
mozno néjst na obrazku 9.

Obidva modely dosiahli minimalnu hodnotu MAE aj RMSE zéaroven s
minimalnou hodnotou pre kazdé informac¢né kritérium, ¢o potvrdzuje dobré
vyberové vlastnosti nasich informa¢nych kritérii. Napriek dost velkej odchyl-
ke od redlnych dat sa na modelovanie nezamestnanosti ukazuje ako vhodnej-
Sie pouzit exponencidlnu prechodovi funkciu, nakolko v pripade logistickej
funkcie je hodnota parametra v prilis vysoka a indikuje skor (SE)TAR model
ako STAR model. Podobne mozno konstatovat, ze predik¢na schopnost nie
je tak silna, ako v pripade inflacie, i ked dodrzuje spravny trend.
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Obrazok 9: Graf vysledného ESTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skuto¢nymi hodnotami (vpravo)

7.5 Vymenny kurz EUR/SKK

Zamerajme sa aj na vymenné kurzy, konkrétne na modelovanie mesac¢ného
vymenného kurzu EUR/SKK v obdobi od roku 1993 do roku 2005. Tento
model potom pouzijeme na predpoved na rok 2006 a prvé tri mesiace ro-
ku 2007, ktoré porovname so skutoc¢nymi hodnotami. Zobrazme si data do
grafu (obrazok 10). Z dlhodobého hladiska vieme, ze vymenné kurzy maji
silna cyklicka zlozku, preto budeme v regresii klast doraz pravé na nu. Po
odstraneni cyklickej zlozky dostavame graf rezidui, ktory budeme modelovat
STAR modelmi (obrazok 10).
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Obrézok 10: Graf dat pouzitych na modelovanie s © = 38,78 a ¢ = 2,66
(vlavo) a graf rezidui po odstraneni deterministickych zloziek (vpravo)

Na zéklade vystupu z LM3 testu modelujeme rezidudlnu zlozku STAR

modelmi s 2 rezimami. Odhady parametrov, ich Standardné chyby, zakladné
vlastnosti modelov, prislusné informacné kritéria a chyby predikcii najdeme
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v nasledujucich tabulkach (6, 7), ako aj v zapise vysledného modelu.

Ipi|p2| v |7 ]d] o || AIC [HQIC]| OIC | BICC | SIC | MAE | RMSE |
21 210427]20]47]0,21]16,05] 21,61 | 21,91 [ 30,10 | 57,77 ] 0,64 | 0,73
21 210421]20]5[0,20] 15,97 ] 21,57 | 21,85 | 30,08 | 57,74 || 0,63 | 0,71
21 21033[20]3]0,21 ]| 16,18 ] 21,86 | 22,16 | 30,44 | 58,44 || 0,62 | 0,70
1] 1]033]20[3]022]1224] 16,03 | 16,23 | 21,75 | 40,42 || 0,58 | 0,66
2 121-0,03]20]610,20 ] 16,25 | 22,06 | 22,33 | 30,72 | 58,73 || 0,60 | 0,68

Tabulka 6: Tabulka pre logisticka funkciu

Pre logisticka prechodovi funkciu je najlepsim modelom (podla prediké-
nych chyb, ako aj podla informad¢nych kritérii) model

Y = [0,1010(0,0006) + 0,97370,0006)¥e—1](1 — G(.)) +
[—0, 1393(0,0010) + O, 8735(070009)@],5,1]6:(.) —+ €, (76)
kde G(.) = 1+exp—20<1yt73—0733)' Vysledny graf modelu a predpovedi mozno

najst na obrazku 11.
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Obrazok 11: Graf vysledného LSTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skutoénymi hodnotami (vpravo)
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Ipi|p2| r | v ]d] o || AIC [HQIC| OIC | BICC | SIC || MAE | RMSE |
2 2] 06 [20]4]0,22 14,96 | 19,47 | 19,95 | 27,32 | 53,43 || 0,63 | 0,71
2 [ 2 [024] 4 [5]0,20 | 16,13 | 21,86 | 22,14 | 30,46 | 58,38 || 0,60 | 0,68
11]015]20]3]020] 11,44 14,81 | 15,05 20,25 | 38,18 || 0,59 | 0,67
2 [ 2 ]0,69]20]6] 0,20 | 14,58 | 18,79 | 19,33 | 26,49 | 52,11 || 0,60 | 0,69

Tabulka 7: Tabulka pre exponencialnu funkciu

Pre exponencialnu prechodovi funkeiu je najlepsim modelom (podl'a pre-
dikénych chyb, ako aj podla informac¢nych kritérii) model

Y = [O, 1537(070012) + 1, 2437(0,0013)yt71](1 - G()) +
(—0, 0574(0.0005) + 0, 8071 (0 0005)4e1]G(.) + €, (7.7)

kde G(.) = 1 — capP2We-3-019  Vygledny graf modelu a predpovedi
mozno najst na obrazku 12.
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Obrazok 12: Graf vysledného ESTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skuto¢nymi hodnotami (vpravo)

Obidva modely dosiahli minimalnu hodnotu MAE aj RMSE zéaroven s
miniméalnou hodnotou pre kazdé informacné kritérium, ¢o potvrdzuje dobré
vyberové vlastnosti nasich informac¢nych kritérii. Ako vidno z vysledkov, obi-
dva modely maju vysoké hodnoty parametra -, t.j. vhodnejsie je modelovat
tieto ¢asové rady pomocou (SE)TAR modelov. V pripade exponencialnej pre-
chodovej funkcie mozno z tohto dovodu akceptovat zlozitejsi model (s AR(2)
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modelmi v jednotlivych rezimoch), ktory vykazuje skoro identické vysledky,
ale je to vhodnej$i STAR model pre tieto data (vzhladom na vy = 4).

7.6 Vymenny kurz USD/SKK

V suvislosti s modelovanim vymenného kurzu EUR/SKK sa upriamime aj
na modelovanie mesa¢ného vymenného kurzu USD/SKK v obdobi od roku
1993 do roku 2005. Tento model potom pouZijeme na predpoved na rok
2006 a prvé tri mesiace roku 2007, ktoré porovname so skuto¢nymi hodno-
tami. Zobrazme si data do grafu (obrazok 13). V pripade vymenného kurzu
USD/SKK budeme postupovat rovnako ako v pripade EUR/SKK v ¢asti
7.5. Po odstraneni cyklickej zlozky dostdavame graf rezidui, ktory budeme
modelovat STAR modelmi (obrazok 13).
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Obrézok 13: Graf dat pouzitych na modelovanie s © = 35,76 a ¢ = 6,63
(vlavo) a graf rezidui po odstraneni deterministickych zloziek (vpravo)

Podla vysledkov LM3 testu modelujeme rezidualnu zlozku STAR mo-
delmi s 2 rezimami. Odhady parametrov, ich Standardné chyby, zakladné
vlastnosti modelov, prislusné informacné kritéria a chyby predikcii, najdeme
v nasledujucich tabulkach (8, 9), ako aj v zapise vysledného modelu.

Najlepsim modelom (podla predikénych chyb, ako aj podla informac¢nych
kritérif) pre logisticku funkciu je model

v = [0,32240,0009) + 0,8305(0,0005)Ye-1](1 — G(.)) +
[—0, 1575(0,0005) + 0, 7807 0,0000)Yt—11G(.) + €, (7.8)
kde G(.) = —i—o - Vysledny graf modelu a predpovedi mozno

1+4exp
najst na obrazku 14.
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Ipi|p2| v | v ]d] o | AIC [HQIC]| OIC | BICC | SIC | MAE | RMSE |
1] 1]-1,00]20[2]0,58] 13,86 ] 17,51 | 17,63 | 23,06 | 41,12 | 1,10 | 1,48
2 12 [-0,73[20]3[0,56 | 17,91 | 23,40 | 23,71 | 31,84 | 59,46 || 1,02 | 1,32
2 | 2 [-0,73 20| 70,46 | 17,44 | 22,84 | 23,12 | 31,19 | 58,28 || 0,93 | 1,21
1 [ 1-031206]0,61] 14,31 18,11 | 18,29 | 23,82 | 42,33 | 0,09 | 1,23
1] 1[-0,73]20|7]056] 1382] 17,42 | 17,60 | 22,99 | 41,04 || 0,01 | 1,20

Tabulka 8: Tabulka pre logisticka funkciu

Skk
34
32
30
28
26
rok
2006/Q1 2006/Q3 2007/Q1

Obrazok 14: Graf vysledného LSTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skutoénymi hodnotami (vpravo)

Najlep$im modelom pre exponencialnu funkciu je podla predik¢énych chyb
model 7.9 s AR(2) v obidvoch rezimoch, d = 2, r = —1,29 a v = 10. Tento
mé v8ak najvicsie hodnoty vSetkych IC. Je teda najlepsi na predikciu, ale
nie je velmi vhodny na popisné ucely (pre ne by bol lepsi prvy z modelov v
tabulke 9).

v = [0, 544 0,0132) + 0,8490,0013)¥:—1 — 0,915(0,0102) Yt oJ(1—-G(.)) +
[—0,100(0,0005) + 1, 117(0,0006)%—1 — 0, 281(0,0006)¥t—2]G () + €, (7.9)

kde G(.) =1 — exp~10w-24129%  Vysledny graf modelu a predpovedi
mozno najst na obrazku 15.
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(5[] + [7[d] o [ AIC [HQIC] OIC [BICC [ SIC [ MAE | RMSE |
L1 [-129[20[2]057 12,47 15,20 | 15,62 | 20,33 | 37,60 || 1,03 | 1,34
2 [ 2 [-1,20 [ 20 | 3| 0,56 | 16,43 | 20,52 | 21,14 | 28,20 | 54,01 || 1,02 | 1,26
2 [ 2 [-0,45 20| 7] 0,47 | 15,96 | 19,85 | 20,49 | 27,42 | 52,60 | 1,03 | 1,27
2 [ 2 [-1,29[10] 20,53 | 16,78 | 21,34 | 21,82 | 29,23 | 55,57 | 1,01 | 1,25

Tabulka 9: Tabulka pre exponencialnu funkciu
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Obrazok 15: Graf vysledného ESTAR modelu (vlavo) a graf predpovedi tohto
modelu porovnanych so skutoénymi hodnotami (vpravo)
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8 Odporticania a zaver

V tejto diplomovej praci sme zhrnuli zdkladné poznatky o analyze ¢asovych
radov, od dekompozicie az po prehlad zakladnych linearnych jednorozmer-
nych modelov. Na tomto zdklade sme zhrnuli nové moderné metody analy-
zy pomocou nelinedrnych viacrezimovych modelov, pre ktoré sme definovali
v8eobecne zname informacné kritéria a k nim sme doplnili nieko[ko novych
kritérii, ktoré sme v aplikac¢nej casti aspeSne empiricky otestovali.

Ukéazalo sa, ze STAR modely st velmi silny nastroj na modelovanie rezi-
dualnej zlozky mnohych realnych casovych radov. V aplikac¢nej ¢asti bol vSak
pre viaceré casové rady predpoklad hladkého prechodu medzi rezimami pri-
silny a stacili by ndm na modelovanie aj (SE)TAR modely. Je ale zrejmé, ze
STAR modely maji potencial vyborne modelovat hlavne velmi zlozité ¢asové
rady, k ¢omu mozu pomoct aj nami navrhnuté IC pre STAR modely. Velky
potencial vidime aj vo viacrozmernom modelovani pomocou STAR modelov.
Na skimanych datach vidno, Ze na ne vplyva velké mnozstvo exogénnych
zmien, ktoré sa velmi tazko presne popisuju. V pripade vymennych kurzov
by sa lepsie vysledky dosiahli pomocou tspesného modelovania stochastic-
kych pohybov vymenného kurzu a Spekulativnych obchodov na trhu.

V nasej aplikécii sa ukazalo, Ze so stipajicim radom modelu klesa para-
meter o2, ale zarovenn IC penalizuji zvySenie radu zvidSenim svojej hodnoty.
Zachovava sa tym rovnovaha medzi jednoduchostou modelu a presnostou
modelu. Dané vysledky plne potvrdzuju spravnost a vhodnost pouzivania
informac¢nych kritérii pre STAR modely.

V naSej praci sme naznacili budovanie teorie o konzistentnosti tychto
informacnych kritérii a uviedli sme nové tvrdenia, zatial bez dokazu. Vycha-
dzali sme z dosial zverejnenych prac v oblasti SETAR modelov a upravili sme
podla nagich potrieb predpoklady a tvrdenia o konzistentnosti informacnych
kritérii pre SETAR modely.

Tato praca sa dalej moze rozvijat po matematickej stranke, t.j. uplny
a korektny dokaz danych tvrdeni, ako aj v oblasti skiimania kointegracie,
¢ zahrnutia agregacnych operatorov do vypoctov, ¢im by mohol vzniknit
priestor na lepsSie a kvalitnejSie modely.
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