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AbstraktCie©om diplomovej práe je popísa´ naj£astej²ie pouºívané modernétehniky na analyzovanie £asovýh radov a následne vyhodnoovanie týhtoradov na základe informa£nýh kritérií. �peiálne sa budeme zaobera´STAR modelmi a informa£nými kritériami pre tieto modely. Vhodnos´týhto modelov pre analýzu £asovýh radov podporíme aplikáiou nareálnyh dátah.K©ú£ové slová: Modelovanie £asovýh radov, informa£né kritéria, STARmodely

AbstratThe main purpose of this diploma thesis is to demonstrate the moderntehniques used to analyse the given time series by a model and ompare itwith alternative models using the information riteria. We will fous onSTAR models a it`s information riteria. We will prove the need of usingthese models in appliations on real data.Key words: Model seletion, information riteria, STAR models
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1 ÚvodV poslednom období sa problematika £asovýh radov sa stala ve©mi populár-na. Snaha spoznáva´ javy a zákonitosti do h¨bky a vedie´ skúmané premennépredikova´ (predpoveda´ nasledujúe hodnoty na základe skúmaného £asové-ho radu) na²la svoje opodstatnenie nielen v matematike, ale aj vo �nan£nom,bankovom, £i ekonomikom sektore ako takom.Na to, aby sme mohli predikova´ budúe hodnoty, musíme v prvom radeby´ shopní danému £asovému radu priradi´ "vhodný" model. Na základetohto modelu potom ur£íme budúe hodnoty.V súvislosti s vy²²ie uvedenými skuto£nos´ami £elíme ²tyrom zásadnýmproblémom:
• Aké zloºité modely pouºi´?
• Ako ur£i´, ktorý model je lep²í?
• Sú dané metódy, ktoré sa pouºívajú na výber "vhodného" modelu ajmatematiky "najvhodnej²ie"?
• Ako z reálnyh dát ur£i´ vhodný model?Z matematikého h©adiska m�ºeme zostavi´ shému, ktorú odporú£a Granger[11℄:
• �PECIFIKÁCIA MODELU - ur£enie vhodného modelu
• ODHAD MODELU - výpo£et parametrov modelu
• OVERENIE MODELU - ur£enie kvality modelu a jeho porovnanie sinými modelmi a jeho prípadna modi�káia
• PREDPOVE� alebo POPIS - predpovedanie ¤al²íh hodn�t, alebopopísanie daného problému výsledným modelomV nasledujúih kapitoláh sa pokúsime odpoveda´ na tieto problémy apoloºíme v²eobený, ako aj matematiký základ zvoleným modelom.Práa sa skladá z úvodu, ²iestih kapitol a záveru.V druhej kapitole popí²eme základnú analýzu £asového radu - rozklad nadeterministikú a reziduálnu zloºku, tzv. dekompozíiu.8



V tretej kapitole sa pokúsime zodpoveda´ prvý problém. Zameriame sana triedy modelov.V jednotlivýh podkapitoláh si prejdeme modely od jed-noduhýh k zloºitej²ím, od lineárnyh modelov aº po nelineárne modely.Uvedieme si rozdiely medzi týmito modelmi a pokúsime sa v skratke po-písa´ výhody a nevýhody danýh modelov. Budeme sa zaobera´ ²peiálnoupodtriedou jednorozmernýh nelineárnyh modelov, a to viareºimovými mo-delmi.V ²tvrtej kapitole sa ²peiálne zameriame na STAR modely, ktoré budúpredmetom skúmania tejto diplomovej práe, vysvetlíme si ih p�vod, uve-dieme základnú harakteristiku a postupne sa prepraujeme ez viaeré typyprehodovej funkie STAR modelov.V piatej kapitole sa pokúsime zodpoveda´ druhý problém, t.j. zameriamesa na de�níiu informa£nýh kritérií a uvedieme si preh©ad najpouºívanej-²íh kritérií od najelementárnej²íh po so�stikované kritéria vyºadujúe istématematiké znalosti.�iesta kapitola bude rýdzo matematikou kapitolou, kde zhrnieme dote-raj²ie poznatky o vhodnosti výberu modelu pomoou konzistentnosti infor-ma£nýh kritérií a pokúsime sa aplikova´ tieto poznatky pre STAR modely.Siedma kapitola bude obsahova´ modelovanie reálnyh dát pomoou vy-branýh modelov za pomoi programu MATHEMATICA. V jednotlivýhpodkapitoláh si bliº²ie rozoberieme získané výsledky a sformulujeme záveryo vhodnosti pouºitia jednotlivýh tried modelov.V závere sa pokúsime zhrnú´ iele tejto diplomovej práe a na£rtnememoºné roz²írenia menovaním ¤al²íh oblastí vyuºitia £asovýh radov.
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2 Analýza £asového radu2.1 Spolo£ný úvodPoloºme si na za£iatku otázku: �o vlastne je £asový rad?Z matematikého h©adiska je to usporiadaný súbor dát (y1, y2, . . . , yn) po-zorovaní premennej Y . Dolný index pozorovania yt reprezentuje £as
t = 1, 2, . . . , n, kde n predstavuje d¨ºku daného £asového radu. Je poho-pite©né uvaºova´, ºe pozorovania yt majú stohastiký harakter, a preto
(y1, y2, . . . , yn) budeme povaºova´ za jednu realizáie stohatikého proesu
(Y1, Y2, . . . , Yn). Kv�li jednoduhosti budeme v na²ej prái pouºíva´ pre ná-hodnú premennú, ako aj pre jednu jej realizáiu rovnaké ozna£enie yt.Na to, aby sme mohli uvaºova´ o modeloh pre £asové rady, musíme prija´isté predpoklady pre tieto £asové rady. Budeme uvaºova´ len diskrétne £asovérady s ekvidistan£ným £asovým krokom [6℄, t.j. rovnakým £asovým krokom,lebo v²etky ekonomiké ukazovatele sú na dennej, mesa£nej, ²tvr´ro£nej, £iro£nej báze. V prípade, ºe by sme heli uvaºova´ o spojitej premennej,z pohopite©nýh d�vodov z nej spravíme diskrétnu verziu pouºijú £asovérezy.Pri poh©ade na akéko©vek dáta si uvedomujeme, ºe £asový rad je tvorenýdvomi typmi premennýh:

• Deterministiké premenné
• Stohastiké premenné.Z vy²²ie uvedeného výplýva, ºe v²eobene m�ºeme £asový rad napísa´ vtvare aditívnej dekompozíie

yt = Dt + Et. (2.1)V praxi sa £asto stretávame aj s £asovým radom v tvare multiplikatívnejdekompozíie
yt = Dt.Et. (2.2)Poznamenajme, ºe prehod od multiplikatívneho tvaru k aditívnemu moº-no previes´ logaritmikou transformáiou modelu.10



V tejto diplomovej prái v krátkosti zhrnieme dekompoziiu £asovéhoradu a vo zvy²ku práe budeme uvaºova´ výhradne £asové rady tvorené sto-hastikým proesom. Podrobnosti o vlastnostiah a ur£ení deterministi-kýh premennýh moºno nájs´ hlavne v [6℄.2.2 Dekompozíia £asového raduUvaºujme £asový rad v aditívnom tvare
yt = Tt + St + Ct + Et, (2.3)kde yt je skúmaný £asový rad, Tt je trendová, St je sezónna, Ct je ykliká a

Et je reziduálna zloºka.2.2.1 Trendová zloºkaPre jednoduhos´ uvaºujme o trende ako o deterministikej zloºke. Vo v²e-obenosti tento predpoklad nemusí by´ splnený, trendová zloºka moºe by´ ajstohastiká. Tejto problematike sa venuje napr. [9℄.Metódy na ur£enie trendovej zloºky £asového radu m�ºeme rozdeli´ natri základné:
• Subjektívne ur£ený trend
• Trend ur£ený matematikou funkiu
• K¨zavé priemery.Prvá z uvedenýh metód sa prevaºne pouºíva na ur£enie trendu na zákla-de vizuálnej predstavy, kým druhá metóda sa snaºí matematikou funkiouopísa´ trend daného £asového radu.Ako trend ur£ený matematikou funkiou sa naj£astej²ie pouºívajú poly-nómy(hlavne kon²tantný, lineárny a kvadratiký trend), logaritmiké a expo-neniálne funkie. V prípade, ºe ide o dáta z �nan£ného, £i ekonomikéhosektora, ve©mi £asto uvaºujeme logistikú krivku, prípadne jej modi�káie(vi¤ [5℄).Najadaptabilnej²ia z uvedenýh metód je metóda k¨zavýh priemerov,ktorá je shopná vyrovnáva´ sa aj s £asovými radmi, ktorýh trend sa v £asevýrazne mení. Nevýhodou tejto metódy je, ºe ¬ou stráame mnoºstvo dát,£o sa m�ºe výrazne prejavi´ pri obmedzenej d¨ºke pozorovanej vzorky.11



2.2.2 Sezónna zloºkaNie menej významnú úlohu v dekompozíii £asového radu hrá sezónna zloºka,ktorej doleºitos´ stúpa v prípade reálnyh dát z ekonómie. Je napríkladprirodzené, ºe najvia pe¬azí ©udia mí¬ajú na Vianoe na dar£eky a v letena dovolenku, kým v ostatnýh mesiaoh je spotreba niº²ia. Preto v takomto£asovom rade bude sezónna zloºka nezanedbate©ná. Pozor si treba dáva´ vprípade pouºitia k¨zavýh priemerov (2.2.1), pretoºe tie m�ºu deformova´sezónnu zloºku([6℄).Na dekompozíiu sezónnej zloºky moºno pouºi´ jednoduhú aritmetikúmetódu zaloºenú na entrovaní, alebo zloºitej²iu regresnú metódu s pouºitímtzv. dummy premennýh. V poslednej dobe ve©mi dobre výsledky vykazujeaj metóda zaloºená na goniometrikýh funkiáh sin x a cos x.2.2.3 Cykliká zloºkaIde o ve©mi ´aºko identi�kovate©nú zloºku £asového radu. V prinípe satáto zloºka prejavuje aº pri vä£²om po£te dát z dlh²ieho £asového obdobia,ale paradoxne ju moºno interpretova´ ako stohastikú zloºku okolo trendu,preto sa £asto z dekompozíie £asového radu úplne vyneháva a hyba savä£²inou vyrovnáva pri analýze stohastikej zloºky.Na presnej²iu analýzu yklikej zloºky sa vyuºíva tzv. spektrálna analýza,ktorej podrobnosti moºno nájs´ v [6℄.Z h©adiska ekonomiky je táto zloºka ve©mi d�leºitá, ke¤ºe pojem "bussi-nes yle" sa v poslednýh rokoh dostáva do popredia.2.2.4 Reziduálna zloºkaReziduálna zloºka ostane v £asovom rade po odstránení deterministikýhzloºiek, t.j. trendu, sezónnej a yklikej zloºky. Je tvorená náhodnými po-hybmi v £asovom rade, ktoré nemajú rozpoznate©ný systematiký harakter.Ako sme uº spomenuli vy²²ie, v tejto prái sa budeme venova´ modelovaniureziduálnej zloºky.
12



3 Preh©ad modelov3.1 Lineárne modely - jednorozmernéV tejto podkapitole sa zameriame na lineárne modely, popí²eme ih základnévlastnosti, ih výhody a nevýhody a príklady pouºitia.Po dekompozíií £asového radu sme z neho odstránili v²etky determinis-tiké zloºky, t.j. trendovú, yklikú, sezónnu, pripadne aj iné zloºky. Ostalnám teda £asový rad v tvare
yt = Et, (3.1)£o znamená, ºe m�ºeme modelova´ stohatikú £as´ £asového radu.Pre jednoduhos´ budeme pod pojmom staionarita £asového radu uvaºo-va´ slabú staionaritu, t.j. príslu²ný £asový rad musí ma´ kon²tantnú strednúhodnotu a rozptyl, nako©ko silná staionarita vyºaduje invariantnos´ v £ase,t.j. aby F (yt1 , yt2, . . . , ytk) = F (yt1+h, yt2+h, . . . , ytk+h), kde F je zdruºenádistribu£ná funkia.De�níia 3.1.1. Stohastiký proes {yt} nazývame (kovarian£ne) stai-onárny, ak

E[yt] = m

D[yt] = σ2

cov(yt, ys) = cov(yt+k, ys+k) ∀k, s 6= tt.j. kovarian£ná funkia závisí len od £asovej vzdialenosti náhodnýh pre-mennýh.Základným stavebným prvkom pre budovanie tejto teórie sú nezávislé aidentiky rozdelené stohastiké proesy. (Budeme pouºíva´ angliké ozna£e-nie i.i.d). �asový rad je i.i.d, ak sú jeho zloºky navzájom nezávislé a v²etkypohádzajú z toho istého rozdelenia. Z toho vyplýva, ºe ak uvaºujeme pozo-rovanie v £ase T , tak hodnota v £ase T+1 nie je ovplyvnená predhádzajúimihodnotami a bude ma´ opä´ to isté rozdelenie.
13



Tieto podmienky sú ale £astokrát príli² silné, a preto si pre ¤al²ie ú£elyvysta£íme s bielym ²umom. Na za£iatok si de�nujme biely ²um [11℄:De�níia 3.1.2. Stohastiký proes ǫt, pre t = 1, 2, . . . , n, ktorý je tvorenýnekorelovanými náhodnými premennými s rovnakým rozdelením pravdepodob-nosti sa nazýva biely ²um, ak platí, ºe:
E[ǫt] = m obvykle m = 0

D[ǫt] = σ2

cov[ǫtǫs] = 0 ∀s 6= t,kde E[.] je stredná hodnota, D[.] je disperzia a cov[.] kovariania.Pod ozna£ením ǫt budeme v elej diplomovej prái uvaºova´ proes bieleho²umu.Kaºdý staionárny proes yt, ktorý neobsahuje deterministikú zloºku,m�ºeme vyjadri´ ako lineárnu kombináiu radu nekorelovanýh rovnako roz-delenýh náhodnýh premennýh, ktorá sa ozna£uje ako Waldova reprezen-táia (alebo tieº lineárny proes)
yt −m = ǫt + ψ1ǫt−1 + · · · =

∞
∑

j=0

ψjǫt−j , ψ0 = 1.3.1.1 MA, AR, ARMA modelyAko sme si povedali, základným stavebným prvkom lineárnyh modelov súi.i.d £asové rady, resp. biele ²umy.De�níia 3.1.3. Uvaºujme £asový rad yt, pre t = 1, 2, . . . , n. V prípade, ºetento £asový rad m�ºeme zapísa´ ako
yt = ǫt + ψ1ǫt−1 + ψ2ǫt−2 + · · ·+ ψqǫt−q (3.2)hovoríme, ºe £asový rad je v tvare MA(q) proesu, teda ide o proes k¨zavýhpriemerov rádu q.Analogiky moºeme vytvori´ £asový rad aj pomoou predhádzajúihhodn�t £asového radu yt, z £oho dostávame de�níiu autoregresného AR(p)proesu rádu p. 14



De�níia 3.1.4. Uvaºujme £asový rad yt, pre t = 1, 2, . . . , n. V prípade, ºetento £asový rad m�ºeme zapísa´ ako
yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · · + φpyt−p + ǫt (3.3)hovoríme, ºe £asový rad je v tvare AR(p) proesu.V praxi sa £asto stretávame zo zápisom £asového radu pomoou tzv. lagoperátora (operátora spätného posunu) B, de�novaného ako

Byt = yt−1. (3.4)MA, resp. AR proes potom moºno prepísa´ ako
yt = Ψ(B)ǫt (3.5)

Φ(B)yt = ǫt, (3.6)kde
Ψ(B) = 1 + ψ1B + ψ2B

2 + · · · + ψqB
q = 1 +

q
∑

j=1

ΨjB
j (3.7)je MA polynóm a

φ(B) = 1 −
p

∑

j=1

φjB
j (3.8)je AR polynóm.Táto forma zápisu sa vyuºíva pre ur£enie staionarity a invertovate©nosti£asového radu.Najpouºívanej²ou triedou modelov je kombináia MA a AR modelov.De�níia 3.1.5. Uvaºujme £asový rad yt, pre t = 1, 2, . . . , n. V prípade, ºetento £asový rad m�ºeme zapísa´ ako

yt = φ1yt−1 +φ2yt−2 + · · ·+φpyt−p + ǫt +ψ1ǫt−1 +ψ2ǫt−2 + · · ·+ψqǫt−q (3.9)hovoríme, ºe £asový rad je v tvare ARMA(p,q) proesu.15



Analogiky ako pre AR(p), resp. MA(q) proesy, m�ºeme tento proesprepísa´ pomoou lag operátora do tvaru
Φ(B)yt = Ψ(B)ǫt.kde Ψ(B), resp. Φ(B) de�nujeme ako (3.7) a (3.8).3.1.2 Staionarita a invertovate©nos´Pod©a [6℄ hovoríme, ºe £asový rad {yt} je invertovate©ný, ak sa dá zapísa´ vtvare

Π(B)yt = ǫt, (3.10)kde
Π(B) = 1 −

∞
∑

j=1

ΠjB
j . (3.11)Zamerajme sa na porovnanie týhto vlastností pre AR(p), resp. MA(q),resp. ARMA(p,q) proesy.Proes MA(q) je automatiky staionárny z de�níie pre akéko©vek jehoparamatre. Posta£ujúou podmienkou(d�kaz vi¤ [9℄) pre invertovate©nos´tohto £asového radu je, ºe

Π(B) = Ψ−1(B) konverguje pre− 1 ≤ B ≤ 1.Táto podmienka je ekvivalentná tvrdeniu, ºe v²etky korene polynómu
Ψ(B) leºia mimo jednotkového kruhu.Z de�níie AR(p) proesu vyplýva, ºe tento proes je invertovate©ný beznutnosti klás´ ¤al²ie poºiadavky na tento £asový rad. Analogiky ako preMA(q) proes sa dá dokáza´, ºe proes AR(p) je staionárny, ak v²etky korenepolynómu Φ(B) leºia mimo jednotkového kruhu.Pre ARMA modely nie je ani jedna z podmienok splnená automatiky.Ale podmienka pre staionaritu je rovnaká, ako podmienka pre AR(p) proe-sy a podmienka pre invertovatelnos´ je rovnaká, ako je podmienka pre MA(q)proesy. 16



Poznámka 3.1.1. Invertovate©ný ARMA proes m�ºeme pre dostato£ne ve©-ké k aproximova´ modelom AR(k) (pozri napr. [6℄). Táto vlastnos´ sa vyuºívapri odhade parametrov ARMA(p,q) modelov, tzv. "Long AR metódou".3.1.3 Ur£enie vhodného modeluAko sme si uº povedali predtým, vybra´ správnu triedu modelov a následnez nej vybra´ ten najvhodnej²í model, nie je ve©mi jednoduhé. V tejto pod-kapitole si rozoberieme postup ako identi�kova´ model a ako následne ur£i´jeho rád. Nebudeme sa zaobera´ porovnávaním jednotlivýh modelov, ke¤ºeto bude nápl¬ou samostatnej kapitoly o informa£nýh kritériah(¤alej IC).Na identi�káiu modelu si de�nujme autokorela£nú a pariálnu autokore-la£nú fukniu ρk, resp. ρkk, ako aj ih odhady rk , resp. rkk pod©a [6℄.De�níia 3.1.6. Uvaºujme staionárny £asový rad {yt}. Potom hodnotajeho autokorela£nej funkie v bode k je de�novaná ako
ρk =

γk

γ0
, k = . . . ,−1, 0, 1, . . . , (3.12)kde

γk = cov(yt, yt+k) = E(yt − µ)(yt+k − µ), k = . . . , 0, 1, . . . (3.13)
µ = E(yt) (3.14)D�sledok 3.1.1. Z de�níie 3.1.6 vyplýva, ºe odhad výberovej autokorela£nejfunkie pre posunutie k má potom tvar

rk =
ck

c0
, k = . . . ,−1, 0, 1, . . . , (3.15)kde

ck =

n−k
∑

t=1

(yt − ȳ)(yt+k − ȳ)

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1, (3.16)

ȳ =

n
∑

t=1

yt

n
. (3.17)De�níiu pariálnej autokorela£nej funkie moºno nájs´ v [9℄ a [6℄, my sabudeme zaobera´ s odhadom jej hodn�t, ktoré majú tvar17



rkk =
rk −

∑k−1
j=1 rk−1,jrk−j

1 −
∑k−1

j=1 rk−1,jrj

pre k > 1, (3.18)
r11 = r1, (3.19)kde

rkj = rk−1,j − rkkrk−1,k−j, pre j = 1, 2, . . . , k − 1. (3.20)Z de�níie 3.1.3 MA(q) proesu vyplýva, ºe
rkk 6= 0 ∀k > 0, (3.21)
rk = 0 ∀k > q. (3.22)Analogiky z de�níie 3.1.4 AR(p) proesu vyplýva, ºe
rkk = 0 ∀k > p, (3.23)
rk 6= 0 ∀k > 0. (3.24)Najjednoduh²ou a zárove¬ asi najpouºívanej²ou metódou je ur£enie ráduna základe odhadu hodn�t výberovej autokorela£nej funkie rk a pariálnejautokorela£nej funkie rkk.Na ur£enie rádu MA proesu h©adáme bod q0 taký, ºe

| rk |< 2

√

√

√

√

1

n
(1 +

q0
∑

j=1

r2
j ) ∀k > q0.Na ur£enie rádu AR proesu h©adáme bod p0 taký, ºe

| rkk |< 2

√

1

n
∀k > p0.V prípade, ºe takýto bod q0, resp. p0 existuje, tak potom za vhodnýhkandidátov na model zvolíme príslusné AR(p0), MA(q0), resp. ih kombináiuARMA(p0,q0) a modely navzájom porovnáme. V sú£asnosti najroz²írenej-²ou metódou porovnávania modelov je porovnanie na základe informa£nýhkritérií, ktoré si bliº²ie rozoberieme v kapitole 5. Pre na²e ú£ely sa zatia©obmedzíme na kon²tatovanie, ºe informa£né kritérium nám harakterizujevybraný model a jeho minimalizáiou dostávame najlep²í moºný model zh©adiska shopnosti "�tova´" dáta. 18



3.1.4 Odhad parametrov modeluNa odhad parametrov sa pouºíva nieko©ko metód. Uvedieme si tri:
• Yule-Walkerova metóda
• Long AR metóda
• Hannan-Rissanenova proedúra.Yule-Walkerova metódaPouºíva sa na odhad parametrov modelu AR(p) pre dané p. Vyuºijú3.1.6 dostávame

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + · · · + φpγk−p + ak,kde
ak =

{

σ2
ǫ ak k = 0,

0 inak. (3.25)Upravou tejto rovnie dostávame sústavu (p+ 1) rovní o (p+ 1) nezná-myh:
ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + · · ·+ φpρk−p ∀k = 1, 2, . . . , p, (3.26)
ρ0 = φ1ρ1 + φ2ρ2 + · · · + φpρp + σ2

ǫ k = 0. (3.27)Ak namiesto autokorela£nej funkie ρk pouºijeme výberovú autokorela£-nú funkiu rk, rie²ením tejto sústavy sú príslu²né parametre AR(p) modelu
φ1, φ2, . . . , φp, σ

2
ǫ .Long AR metódaPouºíva sa na odhad parametrov invertovate©ného modelu ARMA(p,q)pomoou AR(k) modelu (pre dostato£ne velké k). Najsk�r sa pomoou MN�odhadnú parametre AR(k):
yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · · + φkyt−k + zt (3.28)Tieto odhady φ̂1, φ̂2, . . . , φ̂k sa pouºijú na odhad reziduí ẑt

ẑt = yt − φ̂1yt−1 − φ̂2yt−2 − · · · − φ̂kyt−k, (3.29)19



ktoré sa pouºijú na odhad parametrov ARMA(p,q) pomoou MN�
yt = φ1yt−1 +φ2yt−2 + · · ·+φpyt−p + ẑt +ψ1ẑt−1 +ψ2ẑt−2 + · · ·+ψqẑt−q (3.30)Hannan-Rissanenova proedúra Hannan-Rissanenova proedúra jeve©mi podobná Long AR metóde. Pozostáva z nasledujúih krokov:
• Lewinson-Durbinov odhad parametrov modelov AR(1), ... AR(kmax) -upravená YW metóda (kde kmax je rád long AR metódy)
• Výpo£et AIC pre v²etky modely a výber AR(k) modelu s minimálnymAIC
• Výpo£et reziduí vybraného AR(k) modelu
• Odhad parametrov modelov ARMA(p,q) pre p <= min(k, pmax), resp.
q < qmax pomoou MN�

• Výber jedného, alebo nieko©kýh najlep²íh modelov na základe BIC,kde AIC resp. BIC má tvar
AIC = −2ln(L) + 2K, (3.31)
BIC = −2ln(L) +Kln(n), (3.32)kde K je po£et parametrov, L je funkia vierohodnosti (max-likelihood fun-tion) a n je po£et pozorovaní. Via o nih si povieme v kapitole 5.Na výslednom modeli (alebo modeloh) podrobíme reziduá diagnostikýmtestom, ako je test nulovosti autokorela£nej funkie, Portmanteauov test,test normality, znamienkový test, test kritikýh bodov a mnohé iné (vi¤[6℄). V prípade, ºe model nie je dostato£ne "kvalitný", je nutné elý postup(identi�káia, odhad, diagnostika) opakova´.

20



3.1.5 Bodové predpovedeAk diagnostika preukáºe vhodnos´ modelu, okrem popisnýh ú£elov m�ºe by´model £asového radu pouºitý na predpovedanie budúih hodn�t. Ozna£mepredpovedanú hodnotu v £ase t+k ako ŷt+k. Pojmom predik£ná hyba (hybapredpovede) budeme ozna£ova´ výraz
et+k = yt+k − ŷt+k.Poznamenajme, ºe existuje viaero sp�sobov ako odhadova´ ŷt+k. Pretosa ukazuje ako najvhodnej²ie odhadova´ ŷt+k pomoou minimalizáie ²tvorapredik£nej hyby (SPE z anglikého squared predition error)
SPE(k) = E[e2t+k].V praxi sa £asto pouºívajú aj iné kritéria, ako napríklad RMSE (rootmean squared error) a MAE (mean absolute error). Sú zaloºené na priemere

m k-krokovýh predpovedi urobenýh na modeli zostavenom na n pozorova-niah. Podrobnej²ie sa o nih pí²e napr. v ([3℄, [9℄).
RMSE =

√

√

√

√

1

m

m
∑

j=1

(ŷn+j|n+j−k − yn+j)2, (3.33)
MAE =

1

m

m
∑

j=1

| ŷn+j|n+j−k − yn+j |, (3.34)kde ŷn+j|n+j−k znamená k-krokovú predpove¤ v £ase n + j, urobenú nazáklade informáií do £asu n+ j − k.3.1.6 Výhody/Nevýhody lineárnyh modelov a príklady pouºitiaLineárne jednorozmerné modely poskytujú relatívne slu²ne výsledky a ihve©kou výhodou je mnohokrát ve©mi ©ahká interpretáia výsledkov, ako ajih elkové porovnanie s realitou. Spravidla sa ako vhodné modely uvádzajúlen modely, kde p+ q < 4, nanajvý² 10, lebo pri príli² vysokom po£te vysvet-©ujúih premennýh stúpa £asová náro£nos´ výpo£tu, ako aj neshopnostiinterpretova´ výsledky. Vy²²ie rády AR modelov sa pouºívajú napr. v geodé-zii, v ekonómii na modelovanie výmennýh kurzov (kde je £asto rád modelu21



7 a via) a podobne. Vy²²ie rády MA modelov signalizujú silnú yklikúzloºku.Hlavnou nevýhodou týhto modelov je paradoxne ih jednoduhos´. Ve©-mi zle tieto modely predpovedajú budúe hodnoty, hlavne pokia© ide o reálnedáta, ktoré sú £astokrát závislé od inýh premennýh, prípadne sami o sebemajú ²pei�ký p�vod a harakter.Najlep²ie sa tieto modely uplat¬ujú na jednoduhýh dátah, ktoré nevy-kazujú ve©kú stohastikos´ a nemajú ve©ké a ne£akané ²trukturálne zmeny.Podmienka staionarity je nevyhnutná. V prípade, ºe £asový rad nie je sta-ionárny, pouºitie lineárnyh modelov je bezvýznamné a nevhodné. Ur£itenie sú vhodné napríklad ani na modelovanie výmennýh kurzov, ktoré ma-jú premenlivú disperziu(volatilitu). Slúºia sk�r ako základ pre pokro£ilej²iemetódy a lep²ie poznanie dát, s ktorými sa prauje.
3.2 Nelineárne modelyJe zrejmé, ºe lineárne modely nie sú vo v²eobenosti vºdy vhodné na pouºitie.�astokrát sa stretávame s £asovými radmi, ktoré vykazujú silné nelineárne£rty, a preto je pouºitie klasikýh lineárnyh modelov nedostato£né. Do po-zornosti sa preto dostávajú nelineárne modely, reprezentované napr. biline-árnymi modelmi, neurónovými sie´ami a viareºimovými modelmi. Je nutnési klás´ prirodzený predpoklad, ºe dané modely musia by´ okrem shopnos-ti dobre "�tova´" dáta aj interpretovate©né. To sa v²ak ukazuje v prípadeneurónovýh sietí £astokrát zloºité, ak nie priam nemoºné.Matematiky moºno nelineárne modely zapisa´ v tvare pod©a [11℄

yt = F (Xt, θ) + ǫt (3.35)kde Xt = (1, yt−1, . . . , yt−p)́, θ je vektor parametrov modelu a tzv. skelet
F (Xt, θ) je nelineárna funkia, ktorá je minimálne dvakrát spojite diferen-ovate©ná.V ¤al²ej prái sa zameriame na triedu viareºimovýh modelov, ktorésú dobre interpretovate©né a ako sa nesk�r v aplikáiah ukáºe, sú aj ve©midobré na modelovanie reálnyh dát. Základný prvok týhto modelov je ih22



"riadenie" pomoou jednej, alebo viaerýh premennýh. V prípade, ºe tietopremenné nie sú pozorovate©né, t.j. ih hodnoty nie sú priamo odvodite©né,hovoríme, ºe ide o viareºimové modely Markovovho typu [10℄, [21℄. V tejtoprái sa budeme zaobera´ len modelmi s reºimami ur£enými pozorovate©nýmipremennými.Zostavíme si podobnú shému ako v kapitole 1. Za£ínajú lineármymimodelmi prejdeme k nelineárnym modelom v prípade, ºe pouºitie lineárnyhmodelov sa ukazuje ako nedostato£né a £asový rad vykazuje nelineárny ha-rakter. Zostavíme vhodný model, odhadneme jeho parametre, otestujemetestami náhodnosti a pod©a potreby modi�kujeme. Nakonie urobíme nazáklade modelu popis proesu, alebo predpovedáme budúe hodnoty.3.2.1 Úvod k viareºimovým modelomAko sme si uº povedali vy²²ie, základom viareºimovýh nelineárnyh mode-lov sú, ako uº názov prezrádza, r�zne reºimy (stavy) modelu. Tieto reºimysa menia na základe pozorovate©nýh premennýh (jednej alebo viaerýh).Zmena stavu m�ºe nasta´ v ktoromko©vek okamihu £asového radu. Z po-hopite©nýh d�vodov je zrejmé, ºe takto de�novaný model má premenlivústrednú hodnotu, rozptyl a autokoreláiu, v závislosti na momentálnom stave.Jednoduhým príkladom viareºimového modelu m�ºe by´ meranie teploty vzávislosti od ro£ného obdobia, teda máme de�nované správanie v 4 r�znyhstavoh.Vzh©adom na to, ºe trieda viareºimovýh modelov je ve©mi ²iroká, vna²ej prái sa obmedzíme len na viareºimové modely s pozorovate©nýmipremennými, kde kaºdý stav m�ºeme vyjadri´ ako AR proes.3.2.2 TAR modelyThreshold Autoregressive proesy, tzv. TAR proesy sú základom viareºi-movýh modelov. Navrhol ih v 80-tyh rokoh Tong (vi¤ [24℄, [23℄). Dy-namika modelu je zabezpe£ená tzv. threshold premennou zt, ktorá je porov-návaná s referen£nou hodnotou r. Pod©a [24℄, dvojreºimový TAR proes sAR(p) v oboh reºimoh má tvar
23



yt =

{

φ0,1 + φ1,1yt−1 + φ2,1yt−2 + · · · + φp,1yt−p + ǫt ak zt ≤ r

φ0,2 + φ1,2yt−1 + φ2,2yt−2 + · · · + φp,2yt−p + ǫt ak zt > r. (3.36)V literatúre sa £asto stretávame s matiovým tvarom
yt = Φ́1Xt(1 − I[zt > r] + Φ́2XtI[zt > r], (3.37)kde Φk = (φ0,k, φ1,k, . . . , φp,k)́ je vektor neznámyh parametrov k-tehoproesu, Xt = (1, yt−1, . . . , yt−p)́ a I[A] je indika£ná funkia nadobúdajúa 1v prípade nastania udalosti A a 0 inak.V prípade, ºe za premennú zt budeme uvaºova´ predhádzajúu hodnotu

yt−d, pre d > 0, hovoríme o tzv. SETAR modeloh , z anglikého Self-Exiting TAR modeloh. Pre ne platí
yt = Φ́1Xt(1 − I[yt−d > r] + Φ́2XtI[yt−d > r] + ǫt,teda skelet
F (X, θ) = Φ́1Xt(1 − I[yt−d > r] + Φ́2XtI[yt−d > r]pre θ = (Φ́1, Φ́2, r, d).
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4 STAR modelyAko sme si uº povedali vy²²ie, predmetom tejto diplomovej práe budú STARmodely. Preto sa pri nih bliº²ie pristavíme. De�nujme si ih, vysvetlíme sipojem prehodovej funkie a zhrnieme základné vlastnosti týhto modelov.4.1 De�níia STAR modelovZákladom pre STAR modely sú TAR modely. Ih ve©kou nevýhodou je, ºeindika£ná funkia I[A] je funkia nespojitá, nadobúdajúa len hodnoty 0 a
1. Tým pádom aj prepínanie medzi jednotlivými AR proesmi je neprirodze-né. Jediným výhodiskom, ako urobi´ tento prehod "hladkým", je zameni´indika£nú funkiu hladkou funkiou g(zt), resp. g(y) v ²peiálnom prípade.Potom dostávame jednoduhý model vyhádzajúi z [11℄, upravený dotvaru pod©a ([3℄, [10℄)

yt = Φ́1Xt(1 −G(zt, r, γ)) + Φ́2XtG(zt, r, γ) + ǫt, (4.1)kde Φk = (φ0,k, φ1,k, . . . , φp,k)́ je vektor neznámyh parametrov k-teho pro-esu, Xt = (1, yt−1, . . . , yt−p)́ a G(zt, r, γ) je tzv. prehodová funkia (hladkáfunkia, ktorá s rastúou hodnotou zt prehádza plynule od 0 do 1).Pre na²e ú£ely si tento model e²te preformulujeme do tvaru
yt = Φ́1XtG(zt, r, γ) + (Φ2 − Φ1)́XtG(zt, r, γ) + ǫt, (4.2)Podobne de�nujme STAR model s m reºimami a m − 1 prehodovýmifunkiami ako

yt = Φ́1XtG(zt, r, γ) + (Φ2 − Φ1)́XtG(zt, r1, γ1) + . . . (4.3)
+ (Φm − Φm−1)́XtG(zt, rm−1, γm−1) + ǫt, r < r1 < · · · < rm−14.2 Prehodová funkiaZamerajme sa bliº²ie na prehodovú funkiu G(zt, r, γ). Z de�níie STARmodelu vieme, ºe táto funkia nadobúda hodnoty medzi 0 a 1. Z 4.1 vyplýva,ºe v prípade hrani£nýh hodn�t, t.j. pre G(zt, r, γ) = 0, resp. G(zt, r, γ) = 1,dostávame príslu²ný klasiký AR model.25



Naj£astej²ie sa za prehodovú funkiu volí logistiká funkia prvého rádu,ktorá sa pre svoje dobré vlastnosti hojne vyuºíva aj vo �nan£nom a ekono-mikom sektore. Prehodová funkia má potom tvar
G(zt, r, γ) =

1

1 + exp−γ(zt−r)
γ > 0, (4.4)kde parameter γ sa nazýva parameter vyhladzovania. Takto de�novanýSTAR model sa nazýva LSTAR model (logisti STAR model).Poznamenajme, ºe v prípade γ = 0 je hodnota G(zt, r, γ) = 1

2
, z £ohodostávame AR model. Analogiky pre γ → ∞ dostávame TAR model. Pa-rameter γ → 0 má funkiu vyhladzovania, nako©ko pre ve©ké hodnoty γ jehodnota výrazu 1 + exp−γ(zt−r) bu¤ ve©mi blízka k 0, alebo velmi ve©ká, vzávislosti od znamienka výrazu (zt − r), £o indikuje, ºe prehod medzi jed-notlivými reºimami je takmer okamºitý a funkiu G(zt, r, γ) moºno stotoºni´s indika£nou funkiou I[A].Parameter r hrá úlohu "threshold" premennej, t.j. prahu medzi dvomireºimami, nako©ko v prípade, ºe zt = r, dostávame G(zt, r, γ) = 1

2Iné prehodové funkie Za prehodovú funkiu si m�ºeme zvoli´ aj inéfunkie. V oblasti ekonómie sa ve©mi £asto pouºiva aj exponeniálna funkia,ktorá má ve©mi dobré vyuºitie v prípade absolútnyh hodn�t premennej zt.Má tvar
G(zt, r, γ) = 1 − exp−γ(zt−r)2 γ > 0. (4.5)Z jej de�níie vyplýva, ºe G(zt, r, γ) → 1 pre zt → ∞, ako aj pre

zt → −∞. V prípade, ºe zt = r je G(zt, r, γ) = 0.Hojne vyuºívanou sa stala aj logistiká funkia druhého, resp. vy²²iehorádu. Tá zodpovedá LSTAR modelu s tromi, resp. viaerými reºimami.Prehodová funkia má potom tvar
G(zt, r, γ) =

1

1 + exp−γ(zt−r1)(zt−r2)
r1 < r2, γ > 0, (4.6)kde r = (r1, r2)́. 26
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Obrázok 1: Porovnanie logistikýh(v©avo) a exponeniálnyh funkií (vpra-vo) pre r = 0 a r�zne hodnoty parametra γV na²ej ¤al²ej prái sa budeme zaobera´ prevaºne LSTAR a ESTAR mo-delmi, ktoré v¤aka svojej prehodovej funkii poskytujú ²iroké moºnosti vy-uºitia a je silný predpoklad na ih dobré modelovaie shopnosti na reálnyhdátah.4.3 Výstavba STAR modelovV tejto podkapitole sa budeme venova´ výstavbe STAR modelov a na£rtnemesi odhad parametrov. Postup výstavby STAR modelov sa riadi prinípom,"od ²peiálneho ku v²eobenému". Preto je vhodné za£a´ s jednoduh²ímilineárnymi modelmi a aº potom, ke¤ nie sú splnené podmienky pre ih po-uºitie, prejs´ k nelineárnym modelom. Postup moºno zhrnú´ do nasledovnejshémy [11℄
• �pei�káia príslu²ného AR modelu na základe IC
• Test linearity oproti nelinearite viareºimovýh modelov
• Odhad parametrov modelu
• Overenie modelu
• Pouºitie modelu na popis, alebo predikiu hodn�tVia o jednotlivýh krokoh moºno nájs´ v [10℄, [8℄.27



AR model Modelovanie proesov STAR modelmi má nepohybne oprotilineárnym modelom nieko©ko výhod. Ke¤ºe kaºdý proes je ²pei�ký, jedobré za£a´ modelova´ v²etky proesy najsk�r lineárnymi AR(p) modelmi.Na stanovenie parametra p odporú£ame vybra´ nieko©ko alternatívnyhmodelov a vhodný model ur£i´ na základe AIC, alebo BIC. Bliº²ie si o nihpovieme v ¤al²iej kapitole.Test linearity Druhou d�leºitou £as´ou je test linearity, ktorý nám preuká-ºe, £i je alebo nie je nutné modelova´ proes pomoou STAR modelov. Naj-£astej²ie sa linearita testuje pomoou Lagrangeovýh multiplikátorov, tzv.LM test. Bliº²í popis moºno najs´ aj v [3℄,[10℄, [8℄.Odhad parametrov V prípade, ºe linearita bola zamietnutá, pouºijemena modelovanie proesu STAR modely . Na za£iatok za£íname s dvojreºimo-vým STAR modelom v tvare 4.2. Na ur£enie parametrov θ̂ = (Φ1́,Φ2́, γ, r)m�ºeme pouºi´ nelineárnu metódu najmen²íh ²tvorov
θ̂ = argmin

θ

n
∑

t=0

[yt − F (Xt; θ)]2 , (4.7)kde
F (Xt; θ) = Φ́1Xt(1 −G(zt, r, γ)) + Φ́2XtG(zt, r, γ) (4.8)Overenie modelu Po pouºití STAR modelu na príslu²ný proes nám osta-ne reziduálna zloºka, ktorú podrobíme testom autokoreláie, zvy²kovej ne-linearity (otestujeme dvojreºimový model oproti trojreºimovému), prípadneotestujeme normalitu alebo pouºijeme iné testy [10℄, [8℄. Tým ukáºeme správ-nos´ ná²ho modelu a m�ºeme pouºi´ model na popis, resp. predikiu hodn�tPredikia hodn�t Pre jednoduhos´ uvaºujme model v zjednodu²enej ver-zii v tvare

yt = F (yt−1, θ) + ǫt (4.9)Potom k-kroková predikia v £ase t+ k z informáií v £ase t je
ŷt+k|t = E[yt+k | Ωt], (4.10)28



kde Ωt je informa£ná mnoºina v £ase t, t.j. poznatky o £asovom rade do£asu t. V prípade, ºe k = 1 platí, ºe ŷt+1|t = E[yt+1 | Ωt] = F (yt, θ). Vov²obenosti nie je jednoduhé nájs´ predpis pre k-krokovú predikiu. Jednouz moºností je
ŷt+k|t =

∫ ∞

−∞

F (ŷt−(k−1)|t + ǫ, θ)f(ǫ)dǫ, (4.11)kde f(.) je hustota ǫt.Vyráta´ takéto zloºité integrály je £astokrát priam nemoºné, a preto sav praxi pouºívajú hlavne dve metódy - Bootstrap metóda a Monte Carlometóda.Monte Carlo metóda Pre k-krokovú predikiu dostávame
ŷt+k|t =

1

m

m
∑

i=0

F (yt+(k−1)|t + ǫi, θ), (4.12)kde m je dostato£ne ve©ké £íslo a ǫi sú náhodné £ísla získané z predpo-kladaného rozdelenia ǫt+(k−1).Bootstrap metóda Bootstrap metóda je analogiká ako Monte Carlo me-tóda, jediným rozdielom je, ºe pouºívame reziduá odhadnuté z modelu. Prek-krokovú predikiu teda dostávame
ŷt+k|t =

1

m

m
∑

i=0

F (yt+(k−1)|t + ǫ̂i, θ), (4.13)Výhodou Bootstrap metódy oproti Monte Carlo metóde je, ºe nepotre-bujeme ºiadny predpoklad na rozdelenie ǫt+(k−1).
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5 Informa£né kritéria5.1 ÚvodV predhádzajúih kapitoláh sme si povedali nie£o o triedah modelov,vysvetlili sme si rozdiely medzi modelmi a spomenuli odhadovanie ih pa-rametrov. Viakrát sme narazili na problém porovnávania modelov medzisebou. Je lep²í AR(2) model, alebo ARMA (2,1), prípadne STAR model?Odpove¤ou na túto otázku a zárove¬ odpove¤ou na druhý problém zoshémy v kapitole 1 sú informa£né kritéria. V tejto kapitole si de�nujmeniektoré základné informa£né kritéria, vysvetlíme si rozdiely medzi nimi.Prirodzenou snahou pre výber najvhodnej²ieho modelu je minimalizáiarozptylu bieleho ²umu σ2
ǫ . Neh nami sledovaný £asový rad je modelovanýARMA(p,q) modelom. Potom odhad rozptylu bieleho ²umu ozna£íme ako

σ2
p,q. Samotná minimalizáia tejto hodnoty £astokrát nevedie k správnemuie©u, pretoºe sa preferujú vysokorádové modely. Problémom vysokorádo-výh modelov sme sa uº venovali v predhádzajúih kapitoláh. Preto sa zaoptimálne povaºuje minimalizáia

Ap,q = (1 + wn(p, q))σ2
p,q, (5.1)kde wn(p, q) je tzv. penaliza£ná funkia, ktorá penalizuje vysokorádovémodely. Je zrejmé, ºe funkia wn(p, q) je pre pevné n rastúa v parametroh

p a q. Analogiky pre pevné parametre p a q penaliza£ná funkia konvergujek nule pre n→ ∞. Via o nej moºno nájs´ v [6℄.Je prirodzené predpoklada´, ºe neexistuje model, ktorý by presne vysti-hol realitu a dokonale by �toval dáta. Preto sa snaºíme vybra´ najlep²í zmodelov. Je zrejmé, ºe kvalita modelu bude úzko súvisie´ s po£tom dát. Vprípade 6000 pozorovaní dostávame iný model ako pri 60 pozorovaniah. Vtejto súvislosti ale naráºame na zásadný problém [1℄:Jednoduhos´ / Zloºitos´ �elíme dvom protihodným veiam. Jedno-duhé modely sú dobre interpretovate©né. Zloºité modely naopak dosahujúmalú odhýlku, varianiu. Preto treba vºdy uváºi´, £i zvolíme model s ve©-kým po£tom parametrov a malou varianiou, alebo model s malým po£tomparametrov, ale s ve©kou varianiou. Tomu problému sa venuje hlavne Foster[7℄. 30



V nasledujúih podkapitoláh si prejdeme historiký vývin IC, rozdelímesi ih do troh samostatnýh tried a predstavíme si nieko©ko informa£nýhkritérií £asto pouºívanýh, resp. vyvinutýh, pre ARMA modely. Tietoinforma£né kritéria nesk�r na²li svoj význam aj pre zloºitej²ie modely.5.1.1 FPEHistoriky prvým kritériom bolo FPE kritérium uvedené Akaikem v roku1969. Toto kritérium bolo odvodené pre AR(p) modely, nesk�r roz²írené preARMA(p,q) modely. Má tvar
FPE = σ2n+ p+ q

n− p− q
(5.2)Toto kritérium je v²ak nekonzistentné a bolo nesk�r nahradené AIC (Akai-ke information riterion) a BIC (Bayesian information riterion) pouºívanýmidodnes.IC kritéria vznikli ako prirodzená poºiadavka porovnáva´ kvalitatívne al-ternatívne modely. Na základe týhto kritérií sa stanoví najvhodnej²í model.V zásade m�ºeme rozdeli´ informa£né kritéria do troh skupín [2℄

• IC zaloºené na MSE, alebo MSPE (vid 3.33)
• IC odvodené od Kullbek - Leiblerovej informáie
• IC zaloºené na penalizáii po£tu parametrovMy sa v²ak budeme venova´ prevaºne posledným dvom skupinám.5.1.2 Kullbak-Leiblerova informáiaZákladným pilierom pre IC z druhej skupiny sa stala Kullbek - Leiblerovainformáia, ¤alej len K-L informáia, ktorej základ vznikol v roku 1951 [14℄.M�ºeme ju interpretova´ ako "vzdialenos´" medzi "realitou", reprezento-vanou hustotou rozdelenia pravdepodobnosti f(y) a modelom, reprezentova-ným pravdepodobnostnou funkiou g(y, θ), kde y sú dáta a θ sú parametremodelu odhadované z dát y.Prirodzenou poºiadavkou je de�nova´ v²eobene platné kritérium, kto-ré nebude ma´ ºiadne obmedzenia a bude s pravdepodobnos´ou blízkou 1vybera´ "vhodný" model. Preto m�ºeme de�nova´ K-L informáiu pod©a[18℄. 31



I(f, g) =

∫

f(x) ln
f(x)

g(x, θ)
dx (5.3)pre spojité rozdelenie, resp.

I(f, g) =
n

∑

i=1

pi ln
pi

φi

(5.4)pre diskrétne rozdelenia, kde pi = P (Yi = yi) je skuto£ná pravdepodob-nos´ a φi = g(yi, θ) je pravdepodobnos´ daného modelu [2℄.Poznamenajme, ºe v prípade ak f ≡ g je I(f, g) = 0, t.j. nie je ºiadnainforma£ná strata.Pretoºe na výpo£et K-L informáie pod©a 5.3, resp. 5.4 je potrebné po-zna´ hustotu rozdelenia f ako aj parametre θ, v praxi sa pouºíva minimali-záia odhadu relatívnej hodnoty K-L informáie, ktorú získame nasledovne:Prepí²eme si
I(f, g) =

∫

f(x) ln
f(x)

g(x, θ)
dx

=

∫

f(x) ln f(x)dx−
∫

f(x) ln g(x, θ)dx.Ozna£me
Ef [ln(f(y))] =

∫

f(x) ln f(x)dx

Ef [ln(g(y | θ))] =

∫

f(x) ln g(x, θ)dx.Potom
I(f, g) = Ef [ln(f(y))] −Ef [ln(g(y | θ))], (5.5)Prvú strednú hodnotu Ef [ln(f(y))] m�ºeme povaºova´ za kon²tantu, pre-toºe popisuje stále tú istú realitu a nemení sa v závislosti od pouºitého mo-delu. Ozna£íme ju ako neznámu kon²tantu C. Následne potom 5.5 dostávatvar

I(f, g) = C −Ef [ln(g(y | θ))], (5.6)32



resp.
I(f, g) − C = −Ef [ln(g(y | θ))].Na ur£enie relatívnej vzdialenosti modelu od reality sta£í teda odhadnú´len Ef [ln(g(y | θ))]. Treba v²ak poznamena´, ºe v praxi rozdelenie pravde-podobnosti f(y) nepoznáme a len ho odhadujeme, rovnako ako parametremodelu θ. Pod©a toho, akú metódu pritom zvolíme, získame r�zne IC zalo-ºené na K-L informáií.5.2 IC zaloºené na K-L informáiiPredpokladajme, ºe neznáme parametre modelu θ sú odhadované metódoumaximálnej vierohodnosti a logaritmus funkie vierohodnosti je

logL(θ | y) = ln(g(y, θ)).Najznámej²ie kritérium z tejto skupiny je Akaikeho IC. Akaike navrholodhadnú´ relatívnu K-L informáiu z empirikýh dát a maximalizáie lo-garitmu funkie vierohodnosti. Neh K je po£et neznámyh parametrov.Potom vhodný odhad relatívnej K-L informáie Ef [ln(g(y | θ))] (alebo pres-nej²ie I(f, g) − C) je
ln(L(θ̂ | y)) −K.Akaike potom de�noval informa£né kritérium (AIC), vynásobením tohtoodhadu výrazom −2.

AIC = −2 ln(L(θ̂ | y)) + 2K, (5.7)je odhad o£akávanej relatívnej vzdialenosti medzi modelom a neznámymreálnym mehanizmom, ktorý generuje pozorované dáta.Pre ARMA(p,q) modely má toto kritérium tvar
AIC = ln(σ2

p,q) + 2
p+ q

n
. (5.8)Pre m-reºimové SETAR modely s nj prvkami v j-tom reºime AR(pj),

j = 1, . . . , m,
∑m

j=1 nj = n je toto kritérium de�nované pod©a [10℄
AIC(p1, . . . , pm) =

m
∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + 2(pj + 1)), (5.9)33



kde σ̂2
j , j = 1, . . . , m je rozptyl reziduí v j-tom reºime.Pre STAR modely je problém ur£i´ (vzh©adom ku plynulému prehodu zjedného reºimu do druhého) po£et prvkov v jednotlivýh reºimoh. NávrhuAIC pre STAR modely sa budeme venova´ v kapitole 5.4.Akaikeho prístup nie je vºdy dostato£ný. V prípade, ºe po£et parametrov

K je relatívne ve©ký oproti n (ak podiel n
K

≥ 40), je nutné upravi´ AIC dotvaru
AICc = −2ln(L) + 2K +

2K(K + 1)

n−K − 1
. (5.10)V praxi sa ve©mi £asto stáva aj to, ºe heme porovnáva´ ve©a modelovr�znyh tried, aby sme vedeli ur£i´ ten najvhodnej²í. Práve tu sa ukazuje,ºe v²etky informa£né kritéria AIC-typu sú efektívne len pre tzv. "nested"modely, t.j. jeden model je len roz²írením/zúºením toho druhého, v zmysle£lenov. Podrobnej²ie vi¤ [19℄.5.3 IC zaloºené na penalizáii po£tu parametrovDo tejto skupiny patria hlavne BIC, SIC, HQIC.Ako uº bolo nazna£ené vy²²ie, druhý £len v AIC penalizuje modely vzh©a-dom na po£et parametrov. V nasledujúih podkapitoláh si predstavíme IC,ktoré sa od AIC lí²ia práve v druhom £lene, t.j. v penaliza£nom £lene. Ihsnahou je hlavne sa zamera´ na konzisteniu (asymptotikú nevyhýlenos´,rozptyl idúi k 0) odhadu pre K. V neposlednom rade je snaha o výber také-ho modelu, ktorý pre ve©kú testovaiu vzorku, t.j. n → ∞, vyberie správnymodel s pravdepodobnos´ou 1.5.3.1 Bayesovské informa£né kritérium - BICHlavnou nevýhodou AIC je jeho asymptotiká nevyhýlenos´ a bolo dokázané[17℄, ºe AIC má tendeniu vybera´ preparametrizované modely.Prvým, v sú£asnosti najpouºívanej²ím kritériom, je BIC, odvodené nazáklade tzv. Bayesovského prístupu, ktorý sa oproti AIC lí²i iba tým, ºe pe-nalizuje rád modelu logaritmom po£tu pozorovaní. BIC kritérium má potomvo v²eobenosti tvar 34



BIC = −2 ln(L(θ̂ | y))) +Kln(n) (5.11)V prípade, ºe proes je modelovaný ARMA(p,q) má toto kritérium tvar
BIC = −2 ln(σ2

k,l) +
p+ q

n
ln(n). (5.12)Pre m-reºimové SETAR modely s nj prvkami v j-tom reºime AR(pj),

j = 1, . . . , m,
∑m

j=1 nj = n je toto kritérium de�nované analogiky ako 5.9pod©a [10℄
BIC(p1, . . . , pm) =

m
∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + 2(pj + 1) lnnj), (5.13)kde σ̂2

j , j = 1, . . . , m je rozptyl reziduí v j-tom reºime.BIC kritérium odstránilo nedostatok AIC a dodnes sa pouºíva hlavne presvoju jednoduhos´ a ©ahkú spo£ítate©nos´. Výhodou tohto kritéria je, ºepravdepodobnos´ výskytu realizáie £asového radu, pre ktorú by BIC neur£ilosprávne rád modelu, je asymptotiky nulová. Z toho vyplýva, ºe BIC je silnekonzistentný odhad.5.3.2 DIC, HQICAko sa nesk�r ukázalo, hodnoty AIC, resp. BIC sú determinované po£tomparametrov K. Tento nedostatok odstránilo zov²eobenenie, nazývané ajDIC(deviane information riterion) v tvare [15℄
DIC = pD + D̄, (5.14)kde pD = D̄ −D(θ̃) , θ̃ = E[θ | y], D(θ̃) = −2ln(L) a D̄ = E[D(θ | y)].Výhodou tohto kritéria je, ºe zoh©ad¬uje shopnos´ "�tova´" dáta, ako ajrozmery modelu.Komplexnej²ím kritériom sa ukázalo HQ (Hannan-Quinn) informa£né kri-térium, ktoré vykazuje silnú konzisteniu pre kon²tantu c > 2 pre ARMAmodely. HQIC má tvar

HQIC = ln(σ2
p,q) + 2c

p+ q

n
ln(ln(n)). (5.15)35



Otázkou zostáva, £i je lep²ie pouºíva´ AIC alebo BIC. Odpove¤ nie jejednozna£ná, ke¤ºe obidve IC, pod©a Reshenhofera, v prínipe odpovedajúna iné otázky.5.4 IC pre STAR modelyAko uº bolo spomenuté vy²²ie, najvä£²ím problémom pre ur£enie informa£-nýh kritérií pre STAR modely je ih hladký prehod od jedného reºimu kdruhému. �astokrát sa preto autori vedekýh prá zameriavajú sk�r naodhad parametrov a elkovú výstavbu STAR modelov, ako na informa£nékritéria. Za v²etky spome¬me aspo¬ [16℄. V týhto práah sa pouºíva AIC,resp. BIC v ²tandardnom tvare.Na²im ie©om ale bude zamera´ sa práve na informa£né kritéria. Pod©a[20℄ máme v²eobený tvar informa£ného kritéria a navrhneme nieko©ko ty-pov penaliza£nýh £lenov tohto kritéria, ktoré následne overíme na reálnyhdátah a podporíme matematikými vetami.5.4.1 V²eobený tvar IC pre STAR modelyUvaºujme m-reºimový STAR model pod©a de�níie 4.3 s n pozorovaniami a
K parametrami. Potom v²eobený tvar informa£ného kritéria je

Qn(m) = max
r1,...,rm

ln(
σ2

σ2(r1, . . . , rm)
) −Km

λn

n
, (5.16)kde σ2 je variania reziduí lineárneho modelu, σ2(r1, . . . , rm) je varianiareziduí STAR modelu s m threshold premennými a λn je neznáma funkia.V prípade λn = 2 dostávame AIC. V prípade λn = ln(n) dostávame BIC.5.4.2 Nové informa£né kritéria pre STAR modelyV tejto podkapitole navrhneme nové informa£né kritéria pomoou neznámejfunkie λn.Z prvom rade modi�kujeme v²eobene známe informa£né kritéria pre ú£e-ly STAR modelov.
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AIC(p1, . . . , pm) =

m
∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + 2(pj + 1))

BICC(p1, . . . , pm) =
m

∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + (pj + 1)ln(nj))

HQIC(p1, . . . , pm) =

m
∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + 2(pj + 1)ln(ln(nj))),kde pod©a [3℄ nj =

∑n

t=1 ∆Gj,t, ∆Gj,t = Gj−1,t − Gj,t, pri£om Gj,t jeprehodová funkia j-tého reºimu. Navy²e G0,t = 1 a Gm,t = 0.Vzh©adom na to, ºe AIC je nekonzistentný odhad, nebudeme sa pokú²a´modi�kova´ informa£né kritéria penaliza£ným £lenom v tvare kon²tanty. Na-priek tomu ho budeme v aplikáií pouºíva´ pre jeho roz²írenos´ a popularitu.Zameriame sa hlavne na BIC, kedºe BIC je v²eobene uznávané a pouºívanékritérium. Budeme sa snaºi´ jeho hlavnú zloºku, t.j. ln(nj), nahradi´ podob-ným výrazom. Tento výraz ohrani£íme pomoou √
nj zhora, resp. n 1

4
j zdola.Takto dostávame dve nové informa£né kritéria v tvare

OIC(p1, . . . , pm) =
m

∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + (pj + 1)n

1
4
j )

SIC(p1, . . . , pm) =

m
∑

j=1

(nj ln σ̂2
j + (pj + 1)

√
nj).
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6 Konzistentnos´ informa£nýh kritériíV tejto kapitole si zhrnieme doteraj²ie poznatky z literatúry o konzistentnostiinforma£nýh kritérií pre jednotlivé typy modelov a pokúsime sa na£rtnú´moºnosti ih roz²írenia na STAR modely.Uvedieme de�níie konzistentnosti pod©a [22℄.De�níia 6.0.1. Odhad Ĉn,k parametra Cn,k na základe dát y(n) sa nazývakonzistentný (alebo aj slabo konzistentný), ak pravdepodobnos´, ºe odhad sarovná skuto£nej hodnote λ0, konverguje k 1 pre n idúe do nekone£na.
P (Ĉn,k = λ0) → 1 ak n→ ∞ (6.1)De�níia 6.0.2. Odhad Ĉn,k sa nazýva silne konzistentný, ak sa odhad rovnáskuto£nej hodnote λ0 skoro v²ade pre n idúe do nekone£na.

Ĉn,k = λ0, alebo skoro v²ade pre n→ ∞ (6.2)Odhad parametra Cn,k je iný pre kaºdú triedu modelov, a preto aj nutnéa posta£ujúe podmienky na slabú, resp. silnú konzisteniu sú r�zne pretieto triedy modelov. Zhr¬me si historiký vývoj tried modelov a uvediemesi nutné a posta£ujúe podmienky pre ne.6.1 Lineárne modelyHistoriky najstar²ia trieda modelov je ve©mi dobre zmapovaná z h©adiskakonzistentnosti odhadov. Uº Hannan sa v roku 1980 zaoberal konzisteniouodhadov. V [12℄ dokázal silnú konzistentnos´ BIC pre ARMA modely, akoaj pre AR modely ako také.Vo v²eobenosti pre informa£né kritérium v tvare −Ln(θ̂)+Cn,k sú nutnéa posta£ujúe podmienky pre slabú konzistentnos´ odhadu
Cn,k → ∞ pre n→ ∞ a lim

n→∞

Cn,k

n
= 0 (6.3)Sin a White [25℄ roz²írili tieto poznatky na v²eobené lineárne a nelineárnemodely za predpokladu, ºe skuto£ný model sa nahádza medzi uvaºovanýmimodelmi. 38



V oblasti silnej konzistenie dokázali, ºe odhad parametra je silne konzis-tentný za predpokladu 6.3 a podmienky, ºe penaliza£ný £len ide k nekone£nurýhlej²ie ako výraz ln(ln(n)).6.2 SETAR modelyS potrebou aplikáie viareºimovýh modelov vyvstala otázka nutnýh a po-sta£ujúih podmienok pre nelineárne modely. Z triedy nelineárnyh modelovsa vývoj zameral hlavne na najjednoduh²iu triedu - triedu SETAR modelov.Nutné a posta£ujúe podmienky pre SETAR modely de�noval Kapetanios[13℄, ktorý roz²íril práu svojih predhodov. Ukazuje sa, ºe pri uvaºovanínieko©kýh dodato£nýh predpokladov dostávame podobné podmienky akopre lineárne modely. Uvedieme si výsledky práe Kapetaniosa.Pre jednoduhos´ uvaºujme SETAR model s 2 reºimami v tvare
yt = Φ́1Xt(1 − I[yt−d > r] + Φ́2XtI[yt−d > r] + ǫt, (6.4)Predpoklad 6.2.1. Uvaºujme proes yt modelovaný SETAR modelom 6.4.Potom

(F (X, θ) − yt) →p 0, (6.5)kde F (X, θ) = Φ́1Xt(1 − I[yt−d > r] + Φ́2XtI[yt−d > r].Predpoklad 6.2.2. ǫt sú absolútne spojité s rovnomerne spojitou, kladnouhustotou rozdelenia a kone£ným ²tvrtým momentom.Predpoklad 6.2.3. yt sú staionárne s kone£ným ²tvrtým momentom.Predpoklad 6.2.4. Autoregresná funkia je nespojitá.Predpoklad 6.2.5. Pre p < d, odhad parametra r, t.j. r̂, konverguje skorov²ade k tej istej kon²tante r∗.Predpoklad 6.2.6. Pre dané r a p platí, ºe | Cn,k − (Cn1,k1 + Cn2,k2) |< Cskoro v²ade, pre v²etky p, kde C je kladná kon²tanta a Cnj ,kj
je penaliza£-ný £len pre j-ty reºim. Poznamenajme, ºe nj je po£et dát pre j-ty reºim.Tvrdenie platí aj pre dané n a k a rozdielne r.Ak sú splnené predpoklady 6.2.1 - 6.2.6, potom platia nasledovné tvrde-nia: 39



Veta 6.2.1. Uvaºujme proes yt modelovaný SETAR modelom. Potom jeodhad dosiahnutý pomoou informa£ného kritéria s penaliza£ným £lenom Cn,kslabo konzistentný práve vtedy, ke¤ platí
Cn,k →p ∞
Cn,k

n
→p 0

Cn,k1 − Cn,k2 →p ∞ ak k1 > k2.Veta 6.2.2. Uvaºujme proes yt modelovaný SETAR modelom. Potom jeodhad dosiahnutý pomoou informa£ného kritéria s penaliza£ným £lenom Cn,ksilne konzistentný práve vtedy, ke¤ platí
Cn,k

ln(ln(n))
→s.v. C k < C ≤ ∞

Cn,k

n
→s.v. 0

Cn,k1 − Cn,k2

ln(ln(n))
→s.v. C k < C ≤ ∞ ak k1 > k2.D�kazy týhto viet moºno nájs´ priamo v [13℄.6.3 STAR modelyV na²ej diplomovej prái sa zaoberáme STAR modelmi, a preto sa pokúsime onutné, príp. o posta£ujúe podmienky konzistentnosti IC pre STAR modely.Pokia© je nám známe, doposia© tieto podmienky nikdy neboli sformulovanéa matematiky dokázané.Výrazný rozdiel, ktorý komplikuje pouºitie analógie d�kazov viet pre inétriedy modelov, je plynulý prehod od jedného reºimu k druhému, t.j. £a-sový rad sa nehová ako jeden samostatný reºim, ale ako "zmes" viaerýhreºimov, £o zvä£²uje nielen po£et parametrov, ale i náro£nos´ d�kazov kon-zistentnosti odhadov.Napriek tomuto nedostatku budeme vyhádza´ z d�kazov pre SETAR mo-dely, kedºe STAR modely m�ºeme povaºova´ pre dostato£ne ve©ké hodnotyparametra γ za SETAR modely. Z tohto d�vodu modi�kujeme predpokladyz £asti 6.2 a sformulujeme vety, zatia© bez d�kazov.40



Predpoklad 6.3.1. Uvaºujme proes yt modelovaný STAR modelom s m-reºimami pod©a 4.3. Potom
(F (X, θ) − yt) →p 0, (6.6)kde

F (X, θ) = Φ́1XtG(zt, r, γ) + (Φ2 − Φ1)́XtG(zt, r1, γ1) + . . . (6.7)
+ (Φm − Φm−1 )́XtG(zt, rm−1, γm−1), r < r1 < · · · < rm−1.Predpoklad 6.3.2. Pre dané r a p platí, ºe | Cn,k −

∑m

j=1Cnj ,kj
|< C skorov²ade, pre v²etky p, kde C je kladná kon²tanta, Cnj ,kj

je penaliza£ný £len pre
j-ty reºim, nj =

∑n

t=1 ∆Gj,t a G0,t = 1, Gm,t = 0. Tvrdenie platí aj pre dané
n a k a rozdielne r.Ak platia predpoklady 6.2.2 aº 6.2.5 z £asti 6.2 a predpoklady 6.3.1 a6.3.2, potom platia nasledovné tvrdenia:Veta 6.3.1. Uvaºujme proes yt modelovaný STAR modelom s m-reºimamipod©a 4.3. Potom je odhad dosiahnutý pomoou informa£ného kritéria s pe-naliza£ným £lenom Cn,k slabo konzistentný práve vtedy, ke¤ platí

Cn,k →p ∞
Cn,k

n
→p 0

Cn,ki
− Cn,kj

→p ∞pre ki > kj i = 1, . . . , j − 1 j = 2, . . . , m.Veta 6.3.2. Uvaºujme proes yt modelovaný STAR modelom s m-reºimamipod©a 4.3. Potom je odhad dosiahnutý pomoou informa£ného kritéria s pe-naliza£ným £lenom Cn,k silne konzistentný práve vtedy, ke¤ platí
Cn,k

ln(ln(n))
→s.v. C k < C ≤ ∞

Cn,k

n
→s.v. 0

Cn,ki
− Cn,kj

ln(ln(n))
→s.v. C k < C ≤ ∞pre ki > kj i = 1, . . . , j − 1 j = 2, . . . , m.41



6.4 Konzistentnos´ IC pre STAR modelyV tejto podkapitole overíme konzistentnos´ informa£nýh kritérií z £asti 5.4.2.Je zrejmé, ºe AIC nebude konzistentné, lebo nesp¨¬a prvú podmienku.Naopak BIC, resp. HQIC sú slabo konzistentné, a BIC je dokona aj silnekonzistetné kritérium.Pre nové informa£né kritéria de�nované v £asti 5.4.2 moºno po©ahky uká-za´, ºe majú analogiké vlastnosti ako BIC, t.j. sú silne konzistetné. Overenietohto tvrdenia nehávame (pre jeho jednoduhos´) na £itate©a.
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7 Aplikáia na reálnyh dátahV tejto kapitole sa zameriame na aplikáiu doteraz spomenutýh poznatkovna reálnyh dátah. Modelovanie £asovýh radov moºno bez újmy na v²e-obenosti pouºíva´ na akéko©vek reálne dáta. V praxi sa stretneme so ²irokýmspektrom dát, napr. od modelovania makroekonomikýh ukazovate©ov aºpo modelovanie stavov a prietokov slovenskýh riek.My sa v²ak v na²ej prái zameriame na makroekonomiké ukazovatele avýmenné kurzy. Po prvé pre ih ©ahkú dostupnos´ a d�veryhodnos´ zdroja.A po druhé kv�li tomu, ºe shopnos´ predpoveda´ a modelova´ tieto uka-zovatele sa stalo popularným a ºiadaným aj v¤aka integráií do Európskejúnie, ako aj do eurozóny. Momentálne sa sleduje napríklad shopnos´ splni´Maastrihtské kritéria pre vstup do eurozóny.Zameriame sa teda na slovenské dáta, ktoré najvia harakterizujú stavslovenskej ekonomiky. Konkrétne p�jde o
• HPD - ²tvr´ro£ný hrubý domái produkt v beºnýh enáh
• INFLÁCIA - medziro£né dáta na mesa£nej báze
• NEZAMESTNANOS� - mesa£né dáta evidovanej miery nezamestna-nosti
• VÝMENNÝ KURZ USD/SKK - priemerný výmenný kurz NBS na me-sa£nej báze
• VÝMENNÝ KURZ EUR/SKK - priemerný výmenný kurz NBS namesa£nej bázeVy²²ie uvedené dáta pohádzajú zo stránok Národnej Banky Slovenska(www.nbs.sk), ktorá niektoré údaje priamo preberá zo �tatistikého úraduSR (www.statistis.sk). Kaºdému sledovanému údaju bude venovaná samos-tatná kapitola, zh¯¬ajúa výsledky a ih následnú interpretáiu.V kaºdej £asti zistíme na základe IC, ako aj predik£nýh hýb, najlep²ímodel z triedy STAR modelov, ktorý zobrazíme spolu s modelovaným £a-sovým radom reziduí po dekompoziií deterministikýh zloºiek a prahovouhodnotou r (modelovaný £asový rad zobrazíme £iernou, model £ervenou a43



prahovú hodnotu modrou farbou). Do ¤al²ieho obrázku zobrazíme skuto£néhodnoty sledovaného £asového radu (£iernou farbou) a hodnoty predpoveda-né na základe modelu (zelenou farbou).Na modelovanie týhto ukazovate©ov pouºijeme výpo£tový systém Mat-hematia a v ¬om program, ktorý napísal Ing. Tomá² Baigal, interný do-ktorand na KMaDG SvF STU v Bratislave. Jeho konkrétne £asti si zhrniemev samostatnej podkapitole.7.1 Popis programuV tejto £asti si bliº²ie popí²eme program Ing. Tomá²a Baigála na analýzua predikiu £asovýh radov pomoou TAR a STAR modelov.Samotná aplikáia je vyvinutá pre viarozmerné (vektorové) modelovanie£asovýh radov, preto pre na²e ú£ely budeme pouºíva´ len £as´ tejto aplikáie.Aplikáiu moºno rozdeli´ na nieko©ko £astí
• De�níia potrebnýh funkií a premennýh
• Dekompozíia deterministikýh zloºiek £asového radu
• Testovanie linearity oproti nelinearite typu STAR a v prípade zamietnu-tia lineárnosti následné modelovanie reziduálnej zloºky STAR modelmi
• Predikia hodn�t a ih porovnanie so skuto£ným stavomNa analýzu deterministikýh zloºiek pouºijeme lineárnu regresiu (odstrá-nime ¬ou trend) a spektrálnu analýzu a funkie sin(x), cos(x) (na odstráneniesezónnej a yklikej zloºky).Z £asového radu nám ostane len reziduálna zloºka. Spravidla uº na ko-relograme vidno nelinearitu, ktorú následne podrobíme LM testu s nulovouhypotézou, ºe daný £asový rad má lineárny harakter. Rád lineárneho mode-lu ur£íme na základe informa£nýh kritérií. V prípade zamietnutia linearitymodelujeme reziduálnu zloºku dvoj-, pripadne viareºimovým STAR mode-lom, s logistikou, resp. exponeniálnou funkiou.
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Poslednou £as´ou je predikia hodn�t. Analýzu £asového radu vykonáva-me len na £asti dát. Poslednýh nieko©ko údajov, spravidla rok-dva, pouºi-jeme na porovnanie s predikiami danými modelom.7.2 HDPAko uº bolo povedané vy²²ie, budeme modelova´ HDP na ²tvr´ro£nej bázev stályh enáh v období od roku 1993 do roku 2005. Tento model potompouºijeme na predpove¤ na rok 2006, ktorú porovnáme so skuto£nými hod-notami. Zobrazme si dáta do grafu (obrázok 2). Z grafu dobre vidno, ºe dátabudú ma´ lineárny rastúi trend a silnú sezónnu a yklikú zloºku. Po ihodstránení dostávame graf reziduí, ktorý budeme modelova´ STAR modelmi(obrázok 2).
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Obrázok 2: Graf dát pouºitýh na modelovanie s µ = 232, 16 a σ = 53, 81(v©avo) a graf reziduí po odstránení deterministikýh zloºiek (vpravo)Na základe LM3 testu modelujeme reziduálnu zloºku STAR modelmi s2 reºimami. Odhady parametrov, ih ²tandardné hyby, základné vlastnostimodelov, príslu²né informa£né kritéria a hyby predikií nájdeme v nasledu-júej tabu©ke 1, ako aj v zápise výsledného modelu.Ako vidno, najlep²ím modelom (pod©a predik£nej hyby MAE, ako ajpod©a informa£nýh kritérií) je model (hodnoty ²tandardnýh hýb odhadovparametrov budeme písa´ za parametrom do zátvoriek)
yt = [−42, 920(0,0151) − 0, 996(0,0005)yt−1 − 2, 798(0,0008)yt−2](1 −G(.)) +

[−1, 248(0,0027) + 0, 0108(0,0002)yt−1 + 0, 079(0,0002)yt−2]G(.) + ǫt, (7.1)45



p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE2 2 -1,97 20 6 88,1 25,95 27,92 27,33 33,19 43,86 7,23 7,634 4 -7,64 20 4 53,12 31,54 31,57 32,63 40,31 58,31 3,69 4,034 4 -6,02 20 6 50,53 31,82 32,77 33,12 41,33 58,79 8,20 9,475 5 -7,64 20 6 48,50 35,35 35,23 36,47 45,59 66,57 7,02 9,272 2 -7,64 20 2 72,55 24,40 24,85 25,26 30,13 41,23 3,48 4,24Tabu©ka 1: Tabu©ka pre logistikú funkiukde G(.) = 1

1+exp−20(yt−2+7,64) . Výsledný graf modelu a predpovedí moºnonájs´ na obrázku 3.
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Obrázok 3: Graf výsledného modelu (v©avo) a graf predpovedí tohto modeluporovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)HDP nebudeme modelova´ exponeniálnou funkiou, ke¤ºe táto metódaje pre dané dáta numeriky nestabilná a nedáva dobré výsledky (zlá podmie-nos´ matí). Vo v²eobenosti ale m�ºeme poveda´, aj vzh©adom na dosiahnu-té výsledky (vysoké hodnoty parametra γ), ºe HDP bude lep²ie modelova´pomoou (SE)TAR modelov.Model s logistikou funkiou dosiahol minimálnu hodnotu MAE (a druhúnajmen²iu pre RMSE) zárove¬ s minimálnou hodnotou pre kaºdé informa£nékritérium, £o potvrdzuje dobré výberové vlastnosti na²ih informa£nýh kri-térií. Ako vidíme z výsledkov, d = 2, t.j. zmena reºimu nastane v závislostiod hodnoty pred pol rokom. Z toho m�ºeme usúdi´, ºe hladký prehod nieje shopný dostato£ne dobre vysvetli´ vývoj HDP. Je zrejmé, ºe na¬ vplý-46



va ve©a ¤al²íh exogénnyh premennýh. Rozptyl reziduí σ2 je pre tentomodel relatívne ve©ký, £o je v²ak sp�sobené nízkym rádom proesov AR vjednotlivýh reºimoh.7.3 In�áiaAko ¤al²iu veli£inu budeme modelova´ £istú in�áiu na mesa£nej báze v ob-dobí od roku 1993 do roku 2005. Tento model potom pouºijeme na predpove¤in�áie v roku 2006 a prvýh dvoh mesiaov roku 2007, ktoré porovnámeso skuto£nými hodnotami. Zobrazme si dáta do grafu (obrázok 4). Z grafudobre vidno, ºe dáta majú ve©mi zloºitý trend, a preto ih budeme modelo-va´ kubikým trendom, ke¤ºe kvadratiký je nedostato£ný. Je tu prítomnáaj ykliká zloºka, ale nie taká silná, ako v prípade HDP. Po ih odstránenídostávame graf reziduí, ktorý budeme modelova´ STAR modelmi (obrázok4).
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Obrázok 4: Graf dát pouºitýh na modelovanie s µ = 8, 63 a σ = 5, 34 (v©avo)a graf reziduí po odstránení deterministikýh zloºiek (vpravo)Pod©a výsledku LM3 testu modelujeme reziduálnu zloºku STAR modelmis 2 reºimami. Odhady parametrov, ih ²tandardné hyby, základné vlastnostimodelov, príslu²né informa£né kritéria a hyby predikií nájdeme v nasledu-júih tabu©káh (2, 3), ako aj v zápise výsledného modelu.Ako vidno z tabu©ky 2, najlep²ím modelom (pod©a predik£nýh hýb, akoaj pod©a informa£nýh kritérií) je model
yt = [0, 1362(0,0005) + 0, 9425(0,0002)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 2398(0,0013) + 0, 7040(0,0001)yt−1]G(.) + ǫt, (7.2)47



p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE2 2 2,18 10 4 1,06 18,39 23,16 23,56 31,13 57,44 0,47 0,571 1 2,18 10 3 1,14 14,55 17,73 18,00 23,05 40,66 0,43 0,541 1 2,18 10 4 1,11 14,48 17,66 17,93 22,98 40,52 0,42 0,532 2 2,18 10 3 1,08 18,46 23,27 23,67 31,27 57,71 0,46 0,582 2 2,18 10 5 1,03 18,33 23,09 23,48 31,05 57,25 0,52 0,622 2 2,18 10 1 1,09 18,44 23,22 23,65 31,23 57,85 0,46 0,58Tabu©ka 2: Tabu©ka pre logistikú funkiukde G(.) = 1

1+exp−10(yt−4−2,18) . Výsledný graf modelu a predpovedí moºnonájs´ na obrázku 5.
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Obrázok 5: Graf výsledného LSTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)V tabu©ke 3 je najlep²ím modelom (pod©a predik£nýh hýb, ako aj pod©ainforma£nýh kritérií) model
yt = [−0, 1283(0,0010) + 1, 1376(0,0006)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 0252(0,0006) + 0, 7610(0,0002)yt−1]G(.) + ǫt, (7.3)kde G(.) = 1 − exp−0,5(yt−3−0,8)2. Výsledný graf modelu a predpovedímoºno nájs´ na obrázku 6.Obidva modely dosiahli minimálnu hodnotu MAE a RMSE zárove¬ sminimálnou hodnotou pre kaºdé informa£né kritérium, £o potvrdzuje dobré48



p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE1 1 1,03 0,5 4 1,14 15,58 19,38 19,57 25,11 43,69 0,44 0,521 1 0,8 0,5 3 1,14 15,50 19,32 19,52 25,02 43,46 0,42 0,512 2 0,8 0,5 3 1,09 19,52 25,26 25,54 33,87 61,91 0,44 0,571 1 1,03 0,5 5 1,14 15,56 19,36 19,54 25,07 43,58 0,47 0,572 2 -0,58 1 1 1,09 19,22 24,68 25,00 33,10 60,75 0,58 0,68Tabu©ka 3: Tabu©ka pre exponeniálnu funkiu
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Obrázok 6: Graf výsledného ESTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)výberové vlastnosti na²ih informa£nýh kritérií. Pri porovnaní IC a pred-ik£nýh hýb pre STAR model s logistikou a exponeniálnou prehodovoufunkiou vidno, ºe na popis dát je vhodnej²í LSTAR model, zatia©£o na pre-dikiu je mierne lep²í ESTAR model. In�áia je ve©mi dobrý príklad STARmodelov, £o potvrdzuje hlavne ve©mi silná predik£ná shopnos´. Za poznám-ku stojí aj fakt, ºe model vyuºíva v jednotlivýh reºimoh jednoduhý ARmodel, medzi ktorými prepína na základe hodnoty spred ²tvr´ roka.7.4 Nezamestnanos´Poslednou makroekonomikou veli£inou, ktorú budeme modelova´, je evido-vaná nezamestnanos´ meraná na mesa£nej báze v období od roku 1993 doroku 2005. Tento model potom pouºijeme na predpove¤ na rok 2006 a prvédva mesiae roku 2007, ktoré porovnáme so skuto£nými hodnotami. Zobraz-me si dáta do grafu (obrázok 7). Z grafu dobre vidno, ºe dáta budú ma´49



opä´ kubiký trend (kv�li dvom výrazným "kopom"). Vzh©adom na o£a-kávanú silnú sezónnu zloºku (s periódou 12) a yklikú zloºku budeme tietodáta modelova´ vä£²ím po£tom funkií v tvare sin(kx), resp. cos(kx). Poodstránení deterministikýh zloºiek dostávame graf reziduí, ktorý budememodelova´ STAR modelmi (obrázok 7).
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Obrázok 7: Graf dát pouºitýh na modelovanie s µ = 14, 49 a σ = 2, 66(v©avo) a graf reziduí po odstránení deterministikýh zloºiek (vpravo)Pod©a výsledkov LM3 testu modelujeme reziduálnu zloºku STAR mo-delmi s 2 reºimami. Odhady parametrov, ih ²tandardné hyby, základnévlastnosti modelov, príslu²né informa£né kritéria a hyby predikií nájdemev nasledujúih tabu©káh (4, 5), ako aj v zápise výsledného modelu.
p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE1 1 0,07 20 3 0,11 11,19 15,09 15,28 20,89 39,74 0,32 0,361 1 0,07 20 4 0,12 11,26 15,14 15,33 20,93 39,70 0,35 0,412 2 0,79 20 4 0,10 13,74 18,57 18,96 26,58 52,97 0,36 0,40Tabu©ka 4: Tabu©ka pre logistikú funkiuAko vidno v tabu©ke 4, najlep²ím modelom pre logistikú funkiu (pod©apredik£nýh hýb, ako aj pod©a informa£nýh kritérií) je model

yt = [0, 1647(0,0007) + 0, 9374(0,0009)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 2184(0,0008) + 1, 06(0,0009)yt−1]G(.) + ǫt, (7.4)kde G(.) = 1

1+exp−20(yt−3−0,07) . Výsledný graf modelu a predpovedí moºnonájs´ na obrázku 8. 50
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Obrázok 8: Graf výsledného LSTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)
p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE2 2 -0,81 20 4 0,10 13,28 17,64 18,15 25,42 51,29 0,37 0,411 1 0,63 4 4 0,12 11,10 14,87 15,06 20,58 39,10 0,35 0,401 1 0,55 5 3 0,12 11,05 14,76 14,95 20,45 39,04 0,31 0,35Tabu©ka 5: Tabu©ka pre exponeniálnu funkiuAko vidno v tabu©ke 5, najlep²ím modelom pre exponeniálnu funkiu(pod©a predik£nýh hýb, ako aj pod©a informa£nýh kritérií) je model

yt = [−0, 2741(0,0009) + 1, 1365(0,0013)yt−1](1 −G(.)) +

[0, 1040(0,0006) + 0, 8518(0,0007)yt−1]G(.) + ǫt, (7.5)kde G(.) = 1 − exp−5(yt−3−0,55)2. Výsledný graf modelu a predpovedímoºno nájs´ na obrázku 9.Obidva modely dosiahli minimálnu hodnotu MAE aj RMSE zárove¬ sminimálnou hodnotou pre kaºdé informa£né kritérium, £o potvrdzuje dobrévýberové vlastnosti na²ih informa£nýh kritérií. Napriek dos´ ve©kej odhýl-ke od reálnyh dát sa na modelovanie nezamestnanosti ukazuje ako vhodnej-²ie pouºi´ exponeniálnu prehodovú funkiu, nako©ko v prípade logistikejfunkie je hodnota parametra γ príli² vysoká a indikuje sk�r (SE)TAR modelako STAR model. Podobne moºno kon²tatova´, ºe predik£ná shopnos´ nieje tak silná, ako v prípade in�áie, i ke¤ dodrºuje správny trend.51
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Obrázok 9: Graf výsledného ESTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)7.5 Výmenný kurz EUR/SKKZamerajme sa aj na výmenné kurzy, konkrétne na modelovanie mesa£néhovýmenného kurzu EUR/SKK v období od roku 1993 do roku 2005. Tentomodel potom pouºijeme na predpove¤ na rok 2006 a prvé tri mesiae ro-ku 2007, ktoré porovnáme so skuto£nými hodnotami. Zobrazme si dáta dografu (obrázok 10). Z dlhodobého h©adiska vieme, ºe výmenné kurzy majúsilnú yklikú zloºku, preto budeme v regresií klas´ d�raz pravé na ¬u. Poodstránení yklikej zloºky dostávame graf reziduí, ktorý budeme modelova´STAR modelmi (obrázok 10).
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Obrázok 10: Graf dát pouºitýh na modelovanie s µ = 38, 78 a σ = 2, 66(v©avo) a graf reziduí po odstránení deterministikýh zloºiek (vpravo)Na základe výstupu z LM3 testu modelujeme reziduálnu zloºku STARmodelmi s 2 reºimami. Odhady parametrov, ih ²tandardné hyby, základnévlastnosti modelov, príslu²né informa£né kritéria a hyby predikií nájdeme52



v nasledujúih tabu©káh (6, 7), ako aj v zápise výsledného modelu.
p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE2 2 0,42 20 4 0,21 16,05 21,61 21,91 30,10 57,77 0,64 0,732 2 0,42 20 5 0,20 15,97 21,57 21,85 30,08 57,74 0,63 0,712 2 0,33 20 3 0,21 16,18 21,86 22,16 30,44 58,44 0,62 0,701 1 0,33 20 3 0,22 12,24 16,03 16,23 21,75 40,42 0,58 0,662 2 -0,03 20 6 0,20 16,25 22,06 22,33 30,72 58,73 0,60 0,68Tabu©ka 6: Tabu©ka pre logistikú funkiuPre logistikú prehodovú funkiu je najlep²ím modelom (pod©a predik£-nýh hýb, ako aj pod©a informa£nýh kritérií) model

yt = [0, 1010(0,0006) + 0, 9737(0,0006)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 1393(0,0010) + 0, 8735(0,0009)yt−1]G(.) + ǫt, (7.6)kde G(.) = 1

1+exp−20(yt−3−0,33) . Výsledný graf modelu a predpovedí moºnonájs´ na obrázku 11.
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Obrázok 11: Graf výsledného LSTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)
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p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE2 2 0,6 20 4 0,22 14,96 19,47 19,95 27,32 53,43 0,63 0,712 2 0,24 4 5 0,20 16,13 21,86 22,14 30,46 58,38 0,60 0,681 1 0,15 20 3 0,20 11,44 14,81 15,05 20,25 38,18 0,59 0,672 2 0,69 20 6 0,20 14,58 18,79 19,33 26,49 52,11 0,60 0,69Tabu©ka 7: Tabu©ka pre exponeniálnu funkiuPre exponeniálnu prehodovú funkiu je najlep²ím modelom (pod©a pre-dik£nýh hýb, ako aj pod©a informa£nýh kritérií) model
yt = [0, 1537(0,0012) + 1, 2437(0,0013)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 0574(0,0005) + 0, 8071(0,0005)yt−1]G(.) + ǫt, (7.7)kde G(.) = 1 − exp−20(yt−3−0,15)2. Výsledný graf modelu a predpovedímoºno nájs´ na obrázku 12.
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Obrázok 12: Graf výsledného ESTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)Obidva modely dosiahli minimálnu hodnotu MAE aj RMSE zárove¬ sminimálnou hodnotou pre kaºdé informa£né kritérium, £o potvrdzuje dobrévýberové vlastnosti na²ih informa£nýh kritérií. Ako vidno z výsledkov, obi-dva modely majú vysoké hodnoty parametra γ, t.j. vhodnej²ie je modelova´tieto £asové rady pomoou (SE)TAR modelov. V prípade exponeniálnej pre-hodovej funkie moºno z tohto d�vodu akeptova´ zloºitej²í model (s AR(2)54



modelmi v jednotlivýh reºimoh), ktorý vykazuje skoro identiké výsledky,ale je to vhodnej²í STAR model pre tieto dáta (vzh©adom na γ = 4).7.6 Výmenný kurz USD/SKKV súvislosti s modelovaním výmenného kurzu EUR/SKK sa upriamime ajna modelovanie mesa£ného výmenného kurzu USD/SKK v období od roku1993 do roku 2005. Tento model potom pouºijeme na predpove¤ na rok2006 a prvé tri mesiae roku 2007, ktoré porovnáme so skuto£nými hodno-tami. Zobrazme si dáta do grafu (obrázok 13). V prípade výmenného kurzuUSD/SKK budeme postupova´ rovnako ako v prípade EUR/SKK v £asti7.5. Po odstránení yklikej zloºky dostávame graf reziduí, ktorý budememodelova´ STAR modelmi (obrázok 13).
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Obrázok 13: Graf dát pouºitýh na modelovanie s µ = 35, 76 a σ = 6, 63(v©avo) a graf reziduí po odstránení deterministikýh zloºiek (vpravo)Pod©a výsledkov LM3 testu modelujeme reziduálnu zloºku STAR mo-delmi s 2 reºimami. Odhady parametrov, ih ²tandardné hyby, základnévlastnosti modelov, príslu²né informa£né kritéria a hyby predikií, nájdemev nasledujúih tabu©káh (8, 9), ako aj v zápise výsledného modelu.Najlep²ím modelom (pod©a predik£nýh hýb, ako aj pod©a informa£nýhkritérií) pre logistikú funkiu je model
yt = [0, 3224(0,0009) + 0, 8305(0,0005)yt−1](1 −G(.)) +

[−0, 1575(0,0005) + 0, 7807(0,0004)yt−1]G(.) + ǫt, (7.8)kde G(.) = 1

1+exp−20(yt−7+0,73) . Výsledný graf modelu a predpovedí moºnonájs´ na obrázku 14. 55



p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE1 1 -1,01 20 2 0,58 13,86 17,51 17,63 23,06 41,12 1,10 1,482 2 -0,73 20 3 0,56 17,91 23,40 23,71 31,84 59,46 1,02 1,322 2 -0,73 20 7 0,46 17,44 22,84 23,12 31,19 58,28 0,93 1,211 1 -0,31 20 6 0,61 14,31 18,11 18,29 23,82 42,33 0,09 1,231 1 -0,73 20 7 0,56 13,82 17,42 17,60 22,99 41,04 0,91 1,20Tabu©ka 8: Tabu©ka pre logistikú funkiu
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Obrázok 14: Graf výsledného LSTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)Najlep²ím modelom pre exponeniálnu funkiu je pod©a predik£nýh hýbmodel 7.9 s AR(2) v obidvoh reºimoh, d = 2, r = −1, 29 a γ = 10. Tentomá v²ak najvä£²ie hodnoty v²etkýh IC. Je teda najlep²í na predikiu, alenie je ve©mi vhodný na popísné ú£ely (pre ne by bol lep²í prvý z modelov vtabu©ke 9).
yt = [−0, 544(0,0132) + 0, 849(0,0013)yt−1 − 0, 915(0,0102)yt−2](1 −G(.)) +

[−0, 100(0,0005) + 1, 117(0,0006)yt−1 − 0, 281(0,0006)yt−2]G(.) + ǫt, (7.9)kde G(.) = 1 − exp−10(yt−2+1,29)2. Výsledný graf modelu a predpovedímoºno nájs´ na obrázku 15.
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p1 p2 r γ d σ2 AIC HQIC OIC BICC SIC MAE RMSE1 1 -1,29 20 2 0,57 12,47 15,20 15,62 20,33 37,60 1,03 1,342 2 -1,29 20 3 0,56 16,43 20,52 21,14 28,20 54,01 1,02 1,262 2 -0,45 20 7 0,47 15,96 19,85 20,49 27,42 52,69 1,03 1,272 2 -1,29 10 2 0,53 16,78 21,34 21,82 29,23 55,57 1,01 1,25Tabu©ka 9: Tabu©ka pre exponeniálnu funkiu
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Obrázok 15: Graf výsledného ESTAR modelu (v©avo) a graf predpovedí tohtomodelu porovnanýh so skuto£nými hodnotami (vpravo)
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8 Odporú£ania a záverV tejto diplomovej prái sme zhrnuli základné poznatky o analýze £asovýhradov, od dekompozíie aº po preh©ad základnýh lineárnyh jednorozmer-nýh modelov. Na tomto základe sme zhrnuli nové moderné metódy analý-zy pomoou nelineárnyh viareºimovýh modelov, pre ktoré sme de�novaliv²eobene známe informa£né kritéria a k ním sme doplnili nieko©ko novýhkritérií, ktoré sme v aplika£nej £asti úspe²ne empiriky otestovali.Ukázalo sa, ºe STAR modely sú ve©mi silný nástroj na modelovanie rezi-duálnej zloºky mnohýh reálnyh £asovýh radov. V aplika£nej £asti bol v²akpre viaeré £asové rady predpoklad hladkého prehodu medzi reºimami pri-silný a sta£ili by nám na modelovanie aj (SE)TAR modely. Je ale zrejmé, ºeSTAR modely majú poteniál vyborne modelova´ hlavne ve©mi zloºité £asovérady, k £omu m�ºu pom�´ aj nami navrhnuté IC pre STAR modely. Ve©kýpoteniál vídíme aj vo viarozmernom modelovaní pomoou STAR modelov.Na skúmanýh dátah vidno, ºe na ne vplýva ve©ké mnoºstvo exogénnyhzmien, ktoré sa ve©mi ´aºko presne popisujú. V prípade výmennýh kurzovby sa lep²ie výsledky dosiahli pomoou úspe²ného modelovania stohasti-kýh pohybov výmenného kurzu a ²pekulatívnyh obhodov na trhu.V na²ej aplikáií sa ukázalo, ºe so stúpajúim rádom modelu klesá para-meter σ2, ale zárove¬ IC penalizujú zvý²enie rádu zvä£²ením svojej hodnoty.Zahováva sa tým rovnováha medzi jednoduhos´ou modelu a presnos´oumodelu. Dané výsledky plne potvrdzujú správnos´ a vhodnos´ pouºívaniainforma£nýh kritérií pre STAR modely.V na²ej prái sme nazna£ili budovanie teórie o konzistentnosti týhtoinforma£nýh kritérií a uviedli sme nové tvrdenia, zatia© bez d�kazu. Vyhá-dzali sme z dosia© zverejnenýh prá v oblasti SETAR modelov a upravili smepod©a na²ih potrieb predpoklady a tvrdenia o konzistentnosti informa£nýhkritérií pre SETAR modely.Táto práa sa ¤alej m�ºe rozvíja´ po matematikej stránke, t.j. úplnýa korektný d�kaz danýh tvrdení, ako aj v oblasti skúmania kointegráie,£i zahrnutia agrega£nýh operátorov do výpo£tov, £ím by mohol vzniknú´priestor na lep²ie a kvalitnej²ie modely.58
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