
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITY KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky

V²eobecná obálková veta
DIPLOMOVÁ PRÁCA

Ivana Kosírová
Bratislava

29. apríla 2007



FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITY KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

Ekonomická a �nan£ná matematika

V²eobecná obálková veta
DIPLOMOVÁ PRÁCA

Diplomant: Ivana Kosírová
Vedúci diplomovej práce: Prof. RNDr. Pavol Brunovský, DrSc.

Bratislava 2007



�estné prehlásenie

�estne prehlasujem, ºe túto diplomovú prácu som vypracovala samostatne
len s pouºitým teoretických vedomostí a uvedenej citovanej literatúry.

V Bratislave, máj 2007 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Po¤akovanie

Touto cestou by som sa chcela po¤akova´ môjmu ²kolite©ovi p.prof. RNDr.
Pavlovi Brunovskému, DrSc., za jeho vysoko odbornú spoluprácu na tejto
diplomovej práci a jeho nesmiernu ochotu a cenné rady.



Abstrakt

Téma diplomovej práce: Obálková veta
Diplomant: Ivana Kosírová
Vedúci diplomovej práce: Prof. RNDr. Pavol Brunovský,DrSc.
Predseda komisie pre obhajoby: Doc. RNDr. Daniel �ev£ovi£,CSc.
Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky;
Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky.
Stupe¬ odbornej kvali�kácie: magister odboru matematika
�pecializácia: ekonomická a �nan£ná matematika
Bratislava: FMFI UK, 2007, 43 s.

Obálková veta má mnohé aplikácie v mikroekonomickej teórii, akými sú
napríklad Royova rovnos´, Shepardova lema, Hotellingova lema a
Viner-Wongova obálková veta. Táto práca zah¯¬a klasické znenie obálkovej
vety pre úlohy na vo©ný ako aj viazaný extrém. Obsahuje aj roz²írenú
verziu Viner-Wongovej vety pre subdiferencovate©né krátkodobé a dlhodobé
náklady, ktorá vychádza z práce A. Horsleyho a A. J. Wrobela.
�alej sa zaoberá platnos´ou obálkovej vety za v²obecných podmienok pre
funkcie h(t) = maxx f(x, t), kde t je jedno aº viacrozmerný parameter bez
²peciálnych predpokladov na argmax.

K©ú£ové slová: obálková veta, hodnotová funkcia
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Kapitola 1

Úvod

Obálková veta je jedným zo základných nástrojov na rie²enie maximaliza-
£ných úloh v mikroekonomickej teórii. Pôvodne bola navrhnutá v roku 1931
kanadským ekonómom Jacobom Vinerom a neskôr prepracovaná americkým
ekonómom Paulom Samuelsonom. Jej slovenský preklad obálková veta z an-
glického envelope theorem nie práve najvhodnej²í. Jej názov je odvodený od
slova obalova´, obklopova´. Obálka je krivka, ktorá obklopuje nejakú triedu
kriviek, z ktorých má kaºdá s obálkovou krivkou aspo¬ jeden bod spolo£ný.
Vinerova obálková veta pôvodne poukazovala na vz´ahy hrani£ných krátkodo-
bých a dlhodobých nákladov.

Vo v²eobecnosti obálková veta hovorí o zmene hodnotovej funkcie pri
zmene parametra. Majme úlohu maximalizácie ú£elovej funkcie f(x, t), kde
t je parameter. Potom hodnotová funkcia de�novaná vz´ahom

h(t) = max
x∈K

f(x, t)

udáva optimálnu hodnotu ú£elovej funkcie pri danej hladine parametra t.
Nech sa maximum ú£elovej funkcie pre t nadobúda v x(t). Obálková veta
dáva do vz´ahu diferenciál hodnotovej funkcie a parciálny diferenciál ú£elovej
funkcie pre x(t) optimálne.

∇h(t) = ∇tf(x, t)
∣∣
x=x(t)

Toto tvrdenie platí len za ²peciálnych predpokladov kladených na x(t), branú
ako funkciu parametra t. V na²ej práci sme sa snaºili oslabi´ tieto predpok-
lady a dokáza´ znenie obálkovej vety v slab²om tvare.
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Práca sa skladá z úvodu, troch kapitol a záveru.

V prvej kapitole sformulujeme obálkovú vetu pre vo©ný aj viazaný ex-
trém a zárove¬ interpretujeme význam Lagrangeových multiplikátorov ako
tie¬ových cien.

Ako sme uº spomínali, obálková veta má ve©a aplikácii v mikroekonomi-
ckej teórii. Mnohé známe lemy sú jej priamym dôsledkom. V druhej kapi-
tole sformulujeme úlohy maximalizácie zisku, maximalizácie úºitku a mi-
nimalizácie výdavkov a pomocou obálkovej vety sformulujeme Hottelingovu
lemu, Royovu nerovnos´ a Shepardovu lemu. Spomenieme aj Viner-Wongovu
obálkovú vetu o vz´ahu medzi krátkodobými a dlhodobými nákladovými
krivkami.

V poslednej kapitole sa budeme venova´ hodnotovej funkcii a jej vlast-
nostiam pri men²ích predpokladoch kladených na ú£elovú funkciu f(x, t).
Nako©ko pre dané t sa maximum môºe nadobúda´ na hranici mnoºiny K
alebo nie je dané jednozna£ne iba pre jedno x(t), teda

G(t) = arg max
x∈K

f(x, t)

je viacprvková mnoºina, nemôºeme známu obálkovú vetu na hodnotovú funkciu
h(t) aplikova´. Najprv v²eobecne de�nujeme hodnotovú funkciu

h(t) = sup
x∈K

f(x, t)

a dokáºeme, ºe je Lipschitzovsky spojitá. Potom sformulujeme tvrdenie naz-
vané ako v²eobecná obálkova veta pre ú£elovú funkciu f(x, t), kde x ∈ K je
kompaktná bez predpokladov diferencova´e©nosti ú£elovej funkcie pod©a x a
C1-hladkosti krivky x(t). Pre jednorozmerný parameter dostaneme slab²iu
integrálnu verziu obálkovej vety a pre viacrozmerný parameter dokáºeme jej
platnos´ skoro v²ade v zmysle Lebegueovej miery. Pokúsime sa o jej apliká-
ciu v teórii optimálneho riadenia pre diskrétne úlohy na kone£nom horizonte.
Nakoniec pre úplnos´ sformulujeme uº známu lemu Benveniste-Schienkmana
pre viacrozmerné konkávne funkcie, ktorá je tieº akousi obálkovou vetou.
Následne ju aplikujeme na dôkaz diferencovate©nosti hodnotovej funkcie pre
diskontované diskrétne úlohy na nekone£nom horizonte.

V závere zhrnieme výsledky tejto práce a na£rtneme ¤a©²ie problematiky,
s ktorými sme sa stretli a pre ktoré by mohla ma´ v²eobecná obálková veta
význam.
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Kapitola 2

Obálková veta

2.1 Obálková veta pre vo©nú maximalizáciu
Najprv zavedieme pojem Obálkovej vety pre prípad maximalizácie funkcie
bez ohrani£ení na premennú x.

(2.1) max
x∈V⊆Rn

{
f(x, t); t ∈ U ⊆ Rl

}

kde t je l-rozmerný parameter.

Obálková veta 2.1.1. Nech U , V sú otvorené mnoºiny v Rl respektíve Rn.
Nech je funkcia f : V × U → R C1-hladká a nech x∗ : U → V je C1-hladká
funkcia taká, ºe

f(x∗(t), t) ≥ f(x, t) x ∈ V ⊆ Rn

Teda je rie²ením úlohy (2.1). De�nujme hodnotovú funkciu h : U → R
nasledovne

h(t) = f(x∗(t), t)

Potom pre v²etky t ∈ U a i = 1, . . . , l platí
∂

∂ti
h(t) =

∂

∂ti
f(x, t)

∣∣∣
x=x∗(t)

Dôkaz. Ke¤ºe h(t) = f(x∗(t), t), derivovaním zloºenej funkcie dostávame

∂h

∂ti
(t) =

∂f

∂ti
(x, t)

∣∣∣
x=x∗(t)

+
n∑

j=1

∂f

∂xj

(x∗(t), t)
∂x∗j(t)

∂ti

4



a ke¤ºe f(x∗(t), t) ≥ f(x, t) a f je C1 hladká, nutne platí

∂f

∂xj

(x∗(t), t) = 0 j = 1, . . . , n

Teda
∂h

∂ti
(t) =

∂

∂ti
f(x, t)

∣∣∣
x=x∗(t)

2.2 Obálková veta pre viazaný extrém
Podobne môºme formulova´ Obálkovú vetu pre optimalizáciu funkcie pri
ohrani£eniach na x.

(2.2) max
x∈Rn

{
f(x, t); gk(x, t) = ck pre k = 1, . . . , m

}

kde t ∈ Rl je parameter exogénne daný, ktorý vstupuje do funkcie f a prí-
padne aj ohrani£ení gk, k = 1, . . . , m. Rie²enie h©adáme pomocou La-
grangeovej funkcie

L(x, t, λ) = f(x, t) +
m∑

k=1

λk(ck − gk(x, t)) x ∈ Rn; t ∈ Rl; λ ∈ Rm

Z nutných podmienok pre viazaný extrém dostávame

∂L

∂xj

(x(t, c), t, λ(t, c)) =
∂f

∂xj

(x(t, c), t)−
m∑

k=1

λ(t, c)
∂gk

∂xj

(x(t, c), t) = 0 i = 1, . . . , n

∂L

∂λk

(x(t, c), t, λ(t, c)) = ck − gk(x(t, c), t) = 0 k = 1, . . . , m

kde x(t, c) a λ(t, c) sú rie²enia systému pre dané t a c. De�nujme hodnotovú
funkciu

h(t, c) = f(x(t, c), t) = L(x(t, c), t, λ(t, c))

Táto nám ur£uje maximálnu hodnotu funkcie f pre daný parameter t a pri
daných ohrani£eniach, preto zavisí od c.
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Obálková veta 2.2.1. Nech sú f, gk pre k = 1, . . . , m C1-hladké funkcie
oboch premenných . Nech rie²enie úlohy (2.2) x(t, c) ako aj prislúchajúci
Lagrangeov multiplikátor λ(t, c) sú C1 hladké a Jacobiho matica s prvkami{

∂gk

∂xj
(x(t, c), t)

}k=1,...,m

j=1,...,n
má hodnos´ m, teda existuje jediné λ(t, c) také, ºe

spolu s x(t, c) sp¨¬a nutné podmienky extrému Lagrangeovej funkcie L(x(t), t, λ(t)).
Potom

∂h

∂ti
(t, c) =

∂f

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

−
m∑

k=1

λk(t, c)
∂gk

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

i = 1, . . . , l

∂h

∂ck

(t, c) = λk(t, c) k = 1, . . . ,m

Dôkaz. Ako v predchádzajúcom prípade pouºijeme pravidlo derivácie zloºenej
funkcie
∂h

∂ti
(t, c) =

∂L

∂ti
(x, t, λ)

∣∣
x=x(t,c); λ=λ(t,c)

+
n∑

j=1

∂L

∂xj

(x(t, c), t, λ(t, c))
∂xj

∂ti
(t, c) +

+
m∑

k=1

∂L

∂λk

(x(t, c), t, λ(t, c))
∂λk

∂ti
(t, c)

=
∂L

∂ti
(x, t, λ)

∣∣
x=x(t,c); λ=λ(t,c)

=
∂f

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

−
m∑

k=1

λk(t, c)
∂gk

∂ti

∣∣
x=x(t,c)

i = 1, . . . , l

Pretoºe z nutných podmienok extrému platí
∂L

∂xj

(x(t, c), t(λ(t, c)) = 0 j = 1, . . . , n

∂L

∂λk

(x(t, c), t(λ(t, c)) = 0 k = 1, . . . , m

Teda nepriamy efekt nekone£ne malej zmeny parametra na zmenu hodnotovej
funkcie h je nulový. Veta sa dá dokáza´ aj z rovnosti h(t, c) = f(x(t), t) iným
spôsobom:

(2.3) ∂h

∂ti
(t, c) =

∂f

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

+
n∑

j=1

∂f

∂xj

(x(t, c), t)
∂xj

∂ti
(t, c) i = 1, . . . , l ,
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z nutných podmienok extrému máme

∂f

∂xj

(x(t, c), t) =
m∑

k=1

λk(t, c)
∂gk

∂xj

(x(t, c), t) j = 1, . . . , n

Zárove¬ platí väzba gk(x(t, c), t) = ck pre v²etky k a derivovaním pod©a ti
dostávame

∂gk

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

+
n∑

j=1

∂gk

∂xj

(x(t, c), t)
∂xj

∂ti
(t, c) = 0

£o nám po dosadení do ( 2.3) dáva

∂h

∂ti
(t, c) =

∂f

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

+
n∑

j=1

m∑

k=1

λk(t, c)
∂gk

∂xj

(x(t, c), t)
∂xj

∂ti
(t, c)

=
∂f

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t,c)

−
m∑

k=1

λk(t, c)
∂gk

∂ti
(x, t)

∣∣
x=x(t)

(2.4)

Podobne dostaneme aj druhé tvrdenie, ktoré poukazuje na význam La-
grangeových multiplikátorov ako tie¬ových cien.

∂h

∂ck

(t, c) =
∂L

∂ck

(x(t, c), t, λ(t, c)) = λk(t, c) k = 1, . . . ,m

Teda ak chceme zmen²i´ ck, na hodnotovej funkcii h(t, c) zaplatíme stra-
tou λk(t, c)4ck, £iºe Lagrangeov multiplikátor prislúchajúci k ohrani£eniu k
je tie¬ová cena, ktorú treba "zaplati´"na hodnotovej funkcii, ak sa sprísni
k-te obmedzenie.
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Kapitola 3

Aplikácie v ekonomickej teórii

3.1 Hotellingova lema
Hotellingova lema bola prvýkrát dokázaná Haroldom Hotellingom. Vz´ah
medzi ponukou tovaru a ziskovou funkciou je £asto pouºivaný v teórii �rmy.
Vezmime si problém maximalizácie zisku, kde �rma vyrába jeden pro-
dukt, pomocou jedného vstupu x s jednotkovou cenou w. Získaný produkt z
daného mnoºstva x je daný produk£nou funkciou f(x). Následne sa predá-
va za jednotkovú cenu p, ktorá je daná exogénne trhom. Potom je zisková
funkcia daná vz´ahom

Π(x, p, w) = pf(x)− wx

Nech x∗(p, w) je také, ºe pre danú cenu produktu p a cenu vstupu w �rma
dosahuje maximálny zisk, teda:

Π(x∗(p, w), p, w) = max
x

Π(x, p, w)

De�nujme funkciu Π∗(p, w) = Π(x∗(p, w), p, w), teda Π∗(p, w) nám udáva
optimálnu hodnotu zisku �rmy pre dané cenové podmienky p a w a niekedy
sa nazýva jednoducho zisková funkcia.

Ak by sa trochu zmenila jedna z cien, ako sa to prejaví na zisku �rmy?
Zdalo by sa, ºe �rma musí celú úlohu rie²i´ odznovu, vypo£íta´ nové opti-
málne mnoºstvo vstupu x∗(p, w), dosadi´ do ziskovej funkcie a vyráta´. Ak
v²ak poznáme obálkovú vetu 2.1.1, sta£í ziskovú funkciu zderivova´ pod©a
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príslu²ného parametra za predpokladu, ºe zisková funkcia sp¨¬a jej predpok-
lady. �peciálne máme

∂Π∗

∂p
(p, w) =

∂Π

∂p
(x, p, w)

∣∣
x=x∗(p,w)

= f(x∗(p, w))

∂Π∗

∂w
(p, w) =

∂Π

∂w
(x, p, w)

∣∣
x=x∗(p,w)

= −x∗(p, w)

Teda ak vzrastie cena produktu p o 4p, v limite pre 4p → 0 sa zisk
�rmy zvý²i o mnoºstvo f(x∗(p, w)) vyrobeného tovaru krát zmena ceny 4p.
Naopak, ak stúpnu náklady na produk£ný faktor w, �rma stratí na mnoºstve
vstupného faktora x∗(p, w). Intuitívne, ak by sa w zmenila o ve©a, v naj-
hor²om prípade môºe �rma stále vyrába´ rovnaké mnoºstvo a teda stratí
nanajvý² x∗(p, w)∆w.

Naviac, ak poznáme ziskovú funkciu �rmy, nemusíme pozna´ produk£nú
funkciu na to, aby sme stanovili optimálne mnoºstvo vstupného faktora. Z
obálkovej vety vyplýva

x∗(p, w) = −∂Π∗

∂w
(p, w)

£o je tvrdenie známe akoHotellingova lema. Zderivovaním ziskovej funkcie
pod©a p zistíme aj optimálne mnoºstvo vyprodukovaného tovaru f(x∗(p, w)).

3.2 Royova rovnos´
Dôsledok obálkovej vety je aj Royova rovnos´. Majme úlohu optimali-
zácie úºitku, kde px a py sú ceny tovarov x a y a I je rozpo£tové obmedzenie.

V (px, py, I) = max
x,y

{
U(x, y); pxx + pyy ≤ I

}

Teda maximalizujeme úºitkovú funkciu vzh©adom na rozpo£tové obmedze-
nie pri danej cenovej hladine, kde V (px, py, I) je nepriama úºitková funkcia,
ur£ujúca optimálnu hodnotu úºitku pri daných parametroch.

Optimálne rie²enie na ohrani£enej mnoºine sa dá nájs´ pomocou La-
grangeovej funkcie

L(x, y, λ) = U(x, y) + λ(I − pxx− pyy)
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ako rie²enie sústavy

∂L

∂x
(xd, yd, λd) =

∂U

∂x
(xd, yd)− λdpx = 0

∂L

∂y
(xd, yd, λd) =

∂U

∂y
(xd, yd)− λdpy = 0

∂L

∂λ
(xd, yd, λd) = I − px x − py y = 0

kde xd = xd(px, py, I) a yd = yd(px, py, I) sa nazývajú Marshallovské dopy-
ty1. Ke¤ºe predpokladáme, ºe úºitková funkcia je rastúca v oboch premen-
ných, teda λd 6= 0, pouºijeme obálkovú vetu 2.2.1 pre Lagrangeovu funkciu
a dostaneme

∂V

∂I
(px, py, I) =

∂L

∂I
(xd, yd, λd) = λd

∂V

∂px

(px, py, I) =
∂L

∂px

(xd, yd, λd) = −λdxd

∂V

∂py

(px, py, I) =
∂L

∂py

(xd, yd, λd) = −λdyd(3.1)

To moºno interpretova´ nasledovne:

• λd je kon²tanta úmernosti zmeny úºitku pri in�nitesimálnej zmene I.
Ak zvä£²íme rozpo£et o jednotku, úºitok sa rádovo zvä£²í o λd.

• Ak cena tovaru x stúpne o jednotku, úºitok nám klesne o x = xd(px, py, I)
jednotiek, z ktorých kaºdá má úºitkovú hodnotu λd(px, py, I).

• Rovnako pri jednotkovej zmene ceny tovaru y. Strata na úºitku sa
rovná zníºeniu úºitku λd(px, py, I) v dôsledku jednotkovej zmeny ce-
ny krát mnoºstvo tovaru y = yd(px, py, I), na ktorom tratíme úºitok.
Správnej²ie by ale bolo poveda´, ºe zmena ceny spôsobí aj zmenu xd

a yd, ale tieto nepriame efekty zmeny ceny sa na zmene hodnotovej
funkcie V neprejavia.

1xd resp. yd sa nazývajú aj uncompensated, lebo zmena cenovej hladiny zmení dosiah-
nute©ný úºitok
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Royova rovnos´ je ²peciálny prepis (3.1) vyjadrujúci Marshallovské
dopyty:

xd(px, py, I) = −
∂V (px,py,I)

∂px

∂V (px,py,I)

∂I

yd(px, py, I) = −
∂V (px,py ,I)

∂py

∂V (px,py ,I)

∂I

3.3 Shepardova lema
Podobne moºno dokáza´ Shepardovu lemu, ktorá sa vz´ahuje k úlohe

minimalizácie výdavkov, ak chceme dosiahnu´ konkrétnu hodnotu úºitku.

E(px, py, v) = min
x,y

{
pxx + pyy; U(x, y) ≥ v

}

Teda E(px, py, v) je výdavková funkcia, ktorá udáva najniº²iu sumu, ktorú
treba minú´ pri danej cenovej hladine px a py, aby sa dosiahol úºitok hodnoty
v.
Úloha sa dá rie²i´ pomocou Lagrangeovej funkcie:

L(x, y, β) = pxx + pyy + β(v − U(x, y))

Optimálne rie²enie nutne sp¨¬a:

∂L

∂x
(xc, yc, βc) = px − βc ∂U

∂x
(xc, yc) = 0

∂L

∂y
(xc, yc, βc) = py − βc ∂U

∂y
(xc, yc) = 0

∂L

∂β
(xc, yc, βc) = v − U(xc, yc) = 0

Prvé dve rovnice systému sa podobajú na rovnice z predchádzajúcej úlohy
maximalizácie úºitku pre βc = 1

λd , ale tretia rovnica je iná. Rie²enia
xc = xc(px, py, v) a yc = yc(px, py, v) sa nazývajú Hicksovské dopyty2.

Rovnako ako v prípade maximalizacie výdavkov môºno pouºi´ vetu
2.2.1, z ktorej vyplýva, ºe derivácia optimálnej výdavkovej funkcie pod©a

2c pochádza z anglického compensated, pretoºe pri zmene cien sa nezmení hodnota
dosiahnutého úºitku
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parametra je rovná derivácii Lagrangeovej funkcie pod©a tohto parametra
pre x = xc, y = yc a λ = λc optimálne.

∂E

∂v
(px, py, v) =

∂L

∂v
(xc, yc, βc) = βc

∂E

∂px

(px, py, v) =
∂L

∂px

(xc, yc, βc) = xc

∂E

∂py

(px, py, v) =
∂L

∂py

(xc, yc, βc) = yc

�o moºno interpretova´ nasledovne:

• Ak chceme zvý²i´ dosiahnutý úºitok o jednotku, musíme zaplati´ βc

naviac, £iºe βc je tie¬ová cena dodato£nej jednotky úºitku.

• Ak cena tovaru x vzrastie o jednotku, nové optimálne výdavky vzrastú
o mnoºstvo tovaru x, ktoré bolo pred zdraºením optimálne. Tento
vz´ah medzi výdavkovou funkciou a Hicksovskými dopytmi sa nazýva
Shepardova lema.

• Rovnako pre tovar y. Ke¤ºe sme predtým optimalizovali, nemôºme
kúpi´ menej tovaru y a kvôli zdraºeniu ani viac, aby sme dosiahli rov-
nakú úrove¬ úºitku v3.

3.4 Viner-Wongova obálková veta
�a©²ou významnou aplikáciou je Viner-Wongova obálková veta, ktorá
má svoje po£iatky vo Vinerovom £lanku o krátkodobých a dlhodobých nák-
ladových krivkách z roku 1931. Spo£iatku sa mu nezdalo, pre£o by pre
©ubovo©ný bod krivky dlhodobých nákladov mali ma´ priemerné dlhodobé
náklady rovnaký sklon ako priemerné krátkodobé náklady pre �xný kapitál
rovný optimálnemu.

Pre jednoduchos´ pouºijeme model s dvoma produk£nými faktormi. Nech
sú celkové, priemerné a hrani£né náklady odvodené z úlohy minimalizácie
nákladov:

(3.2) min
{
wL + rK; f(L,K) = y

}

3V²imnime, si, ºe rozpo£tové obmedzenie nie je dané, automaticky sa prispôsobí, aby
sa mohla daná hladina úºitku dosiahnu´. E(px, py, v) nám udáva, aké musí by´ minimálne.
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Kde w a r sú ceny produk£ných faktorov L a K. Teda môºme de�nova´
funkciu C∗(y), ktorá udáva najniº²iu hladinu nákladov na výrobu tovaru
mnoºstva y. C∗(y) získame rie²ením úlohy (3.2) pre v²etky y. Rie²ením
získame optimálne K∗ = K(y) a L∗ = L(y), preto C∗ závisí len od y, pre
w, r �xné. Nezaujíma nás, aké mnoºstvo y bude �rma vyrába´ na základe
optimalizácie zisku, teda w a r sú pevne dané a y je ná² parameter.

Pozrime sa na nákladovú funkciu v okolí bodu y0. Pre dané mnoºstvo y0

�rma optimálne vyuºíva mnoºtvo K0 a L0 produk£ných faktorov. Predpok-
ladajme, ºe �rma z krátkodobého h©adiska drºí kapitál na hladine K0.

SC(y) = min
L

{
wL + rK0; f(K0, L) = y

}

Pre ©ubovo©né mnoºstvo y rôzne od y0 sú krátkodobé náklady SC(y) vä£²ie
nanajvý² rovné ako dlhodobé náklady C∗(y), lebo tieto sú minimálne náklady
na výrobu mnoºstva y. Samozrejme pre y = y0 sa náklady rovnajú. Vi¤
obrázok 3.2.

SC(y) ≥ C∗(y)

SC(y0) = C∗(y0)

Teda ak predpokladáme hladkos´ nákladových funkcií, dostávame, ºe SC
sa dotýka C∗ v y0 a v okolí y0 je SC vypuklej²ia ako C∗. V y0 majú obe
nákladové funkcie rovnaké derivácie, teda rovnaké hrani£né náklady

(3.3) SRMC(y0) = LRMC(y0)

Naviac, ke¤ºe SC je vypuklej²ia ako C∗ v okolí y0, musí ma´ vä£²iu druhú de-
riváciu: SC

′′
(y) ≥ C∗′′(y). Z toho ale vyplýva, ºe krátkodobé hrani£né nák-

lady SRMC rastú rýchlej²ie resp. klesajú pomal²ie ako dlhodobé hrani£né
náklady LRMC. Preto SRMC pretínajú LRMC v y0 na obrázku 3.1 zospo-
du nahor.

�o sa týka vz´ahu medzi priemernými krátkodobými a dlhodobými náklad-
mi, pre ©ubovo©né mnoºstvo y je SRAC resp. LRAC smernica tetivy, ktorá
spája za£iatok súradnicovej sústavy a prislúchajúci graf.

AC(y) =
C(y)

y
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Obrázok 3.1: Krátkodobé a dlhodobé hrani£né a priemerne náklady

Obrázok 3.2: Krátkodobé a dlhodobé náklady
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Ke¤ºe pre y 6= y0 je SC(y) ≥ C∗(y), je zjavné, ºe táto nerovnos´ platí aj
pre priemerné náklady.

SRAC(y) ≥ LRAC(y)

SRAC(y0) = LRAC(y0)

Pod©a E.Silberberga [10] teda Viner-Wongov diagram jednoducho vyplýva
z faktu, ºe minimum získané pri men²om po£te obmedzení musí leºa´ pod
minimom získaným z viacerých obmedzení (kapitál rovný K0) a v bode, kde
je dodato£né obmedzenie nadbyto£né sa minimá rovnajú.

Obálková veta nemusí by´ zrejmá. Treba si uvedomi´, ºe SC je funkcia y
a K. Teda

SC(y, K) = min
L

{
wL + rK; f(K, L) = y

}

C∗(y) = min
K,L

{
wL + rK; f(K, L) = y

}

= min
K

{
SC(y,K)

}

Teda rovnos´ ( 3.3) sa dá prepísa´ ako

C∗′(y0) =
∂

∂y
SC(y0, K)

∣∣∣
K=K∗(y0)

3.5 Zov²eobecnená Viner-Wongova obálková ve-
ta

Problém nastáva, ak krátkodobé náklady SRC nie sú v²ade diferencovatelné.
Prípadom subdiferencovate©ných krátkodobých nákladov na výrobu elektri-
ckej energie sa zaoberá práca A. Horsleyho a A. J. Wrobela. Ke¤ºe v sku-
to£nosti dva výrobné faktory £asto nebývajú nahradite©né jeden druhým ako
je to napríklad v probléme oce¬ovania ²pi£kového za´aºenia po£as cyklu T ,
nie sú krátkodobé náklady v²ade diferencovate¬é, ale zato v²ade existuje
subdiferenciál (de�nícia A.1, 38).

Nech y je mnoºstvo vyrobenej elektrickej energie, v spojitom prípade je to
vlaste funkcia £asu y(t) na [0, T ]. Pod©a predpokladov funkcia y patrí medzi
esenciálne ohrani£ené na [0, T ] teda y ∈ L∞[0, T ]. Energia nech sa získava
pre jednoduchos´ z jedného typu tepelného zdroja. Potom �xný produk£ný
faktor k je prevádzková kapacita, ktorá sa vskutku nedá nahradi´ variabilným
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produk£ným faktorom v, ktorým je vy´aºenos´ prevádzky. Ak cena v menovej
jednotke za kW a periódu T pre k prevádzkovú kapacitu je r a náklady na
palivo v menovej jednotke za kWh sú w, ktoré budeme ¤alej povaºova´ v
danom £asovom horizonte za nemenné, potom

SRC(y, k) =

{
w

∫ T

0
y(t)dt ak 0 ≤ y ≤ k

∞ inde

Teda ak v priebehu periódy pre nejaký £as t je y(t) rovné k ( teda v £ase t
uº nie je moºnos´ zvý²i´ výkonnos´ prevádzky), kratkodobé náklady SRC sú
konvexné, ale nie sú diferencovate©né. Zato existuje subdiferenciál ∂ySRC.4
Dlhodobé náklady

LRC(y, r) = inf
k

< r, k > +SRC(y, k)

= r sup
t∈[0,T ]

y(t) + w

∫ T

0

y(t)dt(3.4)

Nemôºme pouºi´ VinerWongovu vetu, ktorá by v diferencovate©nom prípade
hovorila, ºe ak k je optimálna prevádzková kapacita pri danej cenovej hladine
r, potom

∇ySRC(y, k) = ∇yLRC(y, r)

Intuitívne by sa mohlo zda´, ºe v subdiferencovate©nom prípade sta£í jednodu-
cho nahradi´ diferenciál ∇ subdiferenciálom ∂, ale toto zdanie je mylné. V
skuto£nosti ∂yLRC(y, r) ⊆ ∂ySRC(y, k) a nie naopak. Aby sme mohli ur£i´
pre aké p z ∂ySRC(y, k) je p zárove¬ z ∂yLRC(y, r), pouºijeme vetu známu
pod názvom Subdi�erential Sections Lemma(SSL). Jej znenie ako aj potrebné
de�nície sa nachádzajú v dodatku A.3 respektíve podrobnej²ie v [13] a [14].
Pod©a nej je zdruºený subdiferenciál ∂y,kSRC(y, k) podmnoºinou kartézskeho
sú£inu ∂ySRC(y, k) a ∂kSRC(y, k). Naviac pre kaºdé p z ∂ySRC(y, k) je úsek
z ∂kSRC(y, k) patriaci ∂y,kSRC(y, k) cez dané p je rovný práve −∂̂kπSR(p, k),

4Pod©a de�nície A.1 p ∈ ∂ySRC(y, k), ak pre dané p nadobúda funkcia

< p, y > −SRC(y, k)

maximum v y. Teda p ∈ ∂ySRC(y, k) ak p(t) ≥ w ke¤ y(t) = k, p(t) = w ke¤ y(t) < k a
p(t) ≤ w pre y(t) = 0 na [0, T ].
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kde πSR je krátkodobá zisková funkcia de�novaná ako

πSR(p, k) = sup
y

< p, y > −SRC(y, k)

=

∫ T

0

(p(t)− w)+k dt(3.5)

Kde funkcia + je de�novaná ako (x)+ = max{x, 0}.
V prípade ziskovej funkcie de�novanej pod©a (3.5), πSR je ako funkcia p

konvexne zdruºená so SRC ako funkciou y pre pevné k a w. Naproti to-
mu je funkcia dlhodobých nákladov LRC de�novaná pod©a (3.4) braná ako
funkcia r konkávne zdruºenou s −SRC ako funkciou k pre y a w pevné.
Teda sa dá poveda´, ºe −LRC je konvexne zdruºená k SRC cez priesto-
ry R a K. Analogicky ako pre funkciu πSR môºme poveda´, ºe cez kaºdé
−r ∈ ∂kSRC(y, k) je úsek ∂ySRC(y, k), ktorý patrí aj zdruºenému sub-
diferenciálu ∂y,kSRC(y, k) rovný práve supradiferenciálu −∂̂y − LRC(y, r),
ktorý je rovný pod©a de�nície supradiferenciálu ∂yLRC(y, r). Ak teda na
oboje funkcie aplikujeme vetu A.3(SSL), dostávame tri ekvivalentné vz´ahy
zapísané v nasledujúcej vete.

V²eobecná Viner-Wongova Veta 3.5.1. Nech SRC : Y × K → R je
konvexná, zdola ohrani£ená funkcia, ktorá de�nuje LRC(y, r) a πSR(p, k)
pod©a (3.4) a (3.5). Potom nasledujúce tri podmienky sú si ekvivalentné.

• p ∈ ∂ySRC(y, k) a r ∈ ∂̂kπSR(p, k)

• (p,−r) ∈ ∂y,kSRC(y, k)

• −r ∈ ∂kSRC(y, k) a p ∈ ∂yLRC(y, r)

Pre zov²eobecnenú obálkovú vetu sa dá vlastne poveda´, ºe ak r ∈ ∂̂kπSR(p, k)
potom p patrí ako ∂ySRC(y, k), tak aj ∂yLRC(y, r).

Ak sa vrátime spä´ k príkladu oce¬ovania ²pi£kového za´aºenia, naozaj
ak v nejakej chvíli je y(t) rovné prevádzkovej kapacite (supt y(t) = k), sku-
to£nos´, ºe r ∈ −∂kSRC(y, k) nám nepovie ni£ okrem toho, ºe r ≥ 0. Pritom
je pre prevádzku optimálne, aby bola vyuºívaná naplno, teda aby pre nejaké
t ∈ [0, T ] bolo y(t) = k. Naproti tomu ak

r =

∫ T

0

(p(t)− w)+dt =
∂πSR

∂k
(p, k)
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Vieme, pre aké r je p zárove¬ z ∂ySRC(y, k) a ∂yLRC(y, r). Zárove¬ nám
vz´ah ukazuje aké má by´ y pri danej cenovej hladine p. Teda y(t) = k ak
p(t) > w, 0 ≤ y(t) ≤ k ak p(t) = w a y(t) = 0 akonáhle p(t) < w. Ak
naviac r 6= ∫ T

0
(p(t)−w)+dt = ∂πSR

∂k
(p, k), prevádzková kapacita na hladine k

nie je pri daných nákladoch r optimálna. V prípade ºe je r vä£²ie, oplatí sa
zniºova´ celkovú kapacitu generátora elektrickej energie, v opa£nom prípade
sa ju oplatí zvý²i´.
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Kapitola 4

V²eobecná obálková veta

4.1 O diferencovate©nosti hodnotovej funkcie
Majme opä´ úlohu maximalizácie funkcie a de�nujme hodnotovú funkciu
nasledovne

(4.1) h(t) = max
x∈K

f(x, t)

Hodnota premennej x, v ktorej sa pre dané t dosahuje maximum funkcie
f(x, t) vzh©adom na x nie je vo v²eobecnosti jediná alebo sa nadobúda pre x
na hranici K. V takom prípade nemôºeme na hodnotovú funkciu aplikova´
obálkovú vetu( 2.1.1), ke¤ºe niesú splnené jej podmienky. V tejto kapitole
sa budeme snaºi´ oslabi´ jej predpoklady a dokáza´ jej platnos´ v slab²om
zmysle.

Nie vºdy musí maxx∈K f(x, t) existova´. Hodnotovú funkciu môºme v
takom prípade de�nova´ nasledovne

(4.2) h(t) = sup
x∈K

f(x, t) t ∈ T

V prípade, ºe dané suprémum je kone£né, môºme sformulova´ nasledovnú
vetu.

Veta 4.1.1. Nech je funkcia f(x, .) na mnoºine T ⊂ Rl β-Lipschitzovská pre
v²etky x ∈ K ⊂ Rn. Nech je f(., t) na K ohrani£ená pre t ∈ T ⊂ Rl. Potom
je aj hodnotová funkcia de�novaná vz´ahom (4.1.1) Lipschitzovsky spojitá s
rovnakou kon²tantou β.
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Dôkaz. Funkcia f je β-Lipschitzovská, teda pre ©ubovo©né t, t′ ∈ T a x ∈ K
platí ∣∣f(x, t)− f(x, t′)

∣∣ ≤ β
∣∣t− t′

∣∣
Pre hodnotovú funkciu môºu pre rôzne t, t′ ∈ T nasta´ dva rôzne prípady:

• Ak je h(t) = h(t′), potom triviálne
∣∣h(t)− h(t′)

∣∣ = 0 ≤ β
∣∣t− t′

∣∣

.

• Ak sa h(t) a h(t′) nerovnajú, bez újmy na v²eobecnosti môºme vzia´
h(t) > h(t′). Z de�nície h(.) existujú také dve postupnosti

{
xk

}∞
k=1

a{
x′n

}∞
n=1

, ºe

(4.3) lim
k→∞

f(xk, t) = h(t) a lim
n→∞

f(x′n, t′) = h(t)

Pre ©ubovo©né zvolené n ∈ N môºme napísa´

h(t′) = f(x′n, t′) + εn

Potom pre postupnos´
{
εn

}∞
n=1

z (4.3) vyplýva

εn → 0 pre n →∞
Pre n existuje kn ∈ N také, ºe pre v²etky k ≥ kn platí

h(t) ≤ f(xk, t) + εn

Potom pre rozdiel hodnotových funkcií dostávame
∣∣h(t)− h(t′)

∣∣ = h(t)− h(t′) ≤ f(xk, t) + εn − f(x′n, t
′)− εn

= f(xk, t)− f(x′n, t
′) ∀k ≥ kn(4.4)

Nasta´ môºu dva prípady.

a. ∃n a k nemu také k′ ≥ kn, ºe f(xk′ , t
′) ≤ f(x′n, t′). Potom môºme

nerovnos´ (4.4) prepísa´ nasledovne:
∣∣h(t)− h(t′)

∣∣ ≤ f(xk′ , t)− f(x′n, t′)

= f(xk′ , t)− f(xk′ , t
′) + f(xk′ , t

′)− f(x′n, t
′)

≤ β
∣∣t− t′

∣∣ + 0
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b. Ak pre ∀n ∈ N a ∀k > kn f(xk, t
′) > f(x′n, t′) aplikovaním limity

pre n →∞ dostaneme

lim
n→∞

f(xk, t
′) ≥ lim

n→∞
f(x′n, t

′) = lim
n→∞

(
h(t′)− εn

)
= h(t′)

Ak n →∞ aj kn →∞ a teda musí nutne aj

f(xkn , t′) → h(t′)

Pre dané kn môºme de�nova´ postupnos´
{
ε̃kn

}∞
n=1

, ε̃kn → 0 pre
n →∞ a

f(xkn , t′) = h(t′)− ε̃kn

Potom pre nerovnos´ (4.4) máme
∣∣h(t)− h(t′)

∣∣ ≤ f(xkn , t)− f(xkn , t′) + f(xkn , t′)− f(x′n, t′)

≤ β
∣∣t− t′

∣∣ + f(xkn , t′)− f(x′n, t′)

= β
∣∣t− t′

∣∣ + h(t′)− ε̃kn − h(t′) + εn

= β
∣∣t− t′

∣∣ + h(t′)− ε̃kn + εn ∀n ∈ N(4.5)

Ke¤ºe f(xkn , t′) > f(x′n, t′) pre ∀n ∈ N, platí aj nasledujúca
nerovnos´

ε̃kn < εn ∀n ∈ N
De�nujme si postupnos´

{
δn

}∞
n=1

vz´ahom: δn := εn − ε̃kn > 0
Platí:

lim
n→∞

δn = lim
n→∞

(
εn − ε̃kn

)
= 0

Teda ak na (4.5) aplikujeme limitu pre n →∞, dostávame
∣∣h(t)− h(t′)

∣∣ ≤ β
∣∣t− t′

∣∣ + δn ∀n ∈ N∣∣h(t)− h(t′)
∣∣ ≤ β

∣∣t− t′
∣∣

�o zna£í, ºe hodnotová funkcia je Lipschitzovsky spojitá s rovnakou kon²-
tantou β.

Pre funkcie f , ktoré sa rovnajú hodnotovej funkcii pre nejaké x ∈ K,
platí ²peciálne lema o Lipschitzovskej spojitosti, kde β kon²tanta je daná
ako supK×T |∇tf(x, t)|.
Dôsledok 4.1.2. Nech je hodnotová funkcia h(t) de�novaná vz´ahom (4.1) a
t ∈ T ⊆ R. Nech je funkcia f(t, x) parciálne diferencovate©ná pod©a t a nech
je ∇tf(x, t) na K × T ohrani£ená, potom je h(t) Lipschitzovská.
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4.2 Obálková veta pre
jednorozmerný parameter

Ako sme uº spomenuli, pre danú hodnotu parametra t nemusí existova´ jed-
iné x, pre ktoré nadobúda f(x, t) svoje maximum na K. Preto sme sa za-
£ali zaobera´ zobrazeniami, ktoré priradia k prvku mnoºinu a volajú sa ko-
re²pondencie. Nasleduje nieko©ko de�nícií vlastností kore²pondencií, ktoré
sú potrebné pre aplikáciu Maximovej vety(dodatok B, 40) a dôkaz obálkovej
vety, platnej za v²eobecnej²ích predpokladov. De�nície ako aj Maximová
veta vychádzajú z práce Nancy L. Stokeyovej a Roberta E. Lucasa [5].

De�nícia 4.2.1. Kore²pondencia Γ : X → Y je zdola hemispojitá(zd.h.)
v x ak Γ(x) je neprázdna a ak pre kaºdé y ∈ Γ(x) a kaºdú postupnos´ xn → x
existuje N ≥ 1 a postupnos´ {yn}∞n=N taká, ºe yn → y a yn ∈ Γ(xn) pre v²etky
n ≥ N .

De�nícia 4.2.2. Kore²pondencia Γ : X → Y je zhora hemispojitá(zh.h.)
v x ak Γ(x) je neprázdna a ak pre kaºdú postupnos´ xn → x a kaºdú pos-
tupnos´ {yn}∞n=N , takú, ºe yn ∈ Γ(xn) pre v²etky n, existuje konvergentná
podpostupnos´ {yn}, ktorá má limitu y ∈ Γ(x).

De�nícia 4.2.3. Kore²pondencia Γ : X → Y je spojitá v x ∈ X ak je
zárove¬ zdola aj zhora hemispojitá v x.

Aby sme mohli pouºi´ Maximovú vetu(dodatok B, 40) na dôkaz hemispo-
jitosti zhora zobrazenia G(t) = arg maxx∈K f(x, t), dokáºeme najprv nasle-
dujúcu lemu.

Lema 4.2.4. Nech K je neprázdna a kompaktná mnoºina. De�nujme zo-
brazenie K : t → x nasledovne K(t) = K ∀t ∈ [0, T ]. Potom zobrazenie K je
kompaktná spojitá kore²pondencia.

Dôkaz. K(t) = K je pre ∀t neprázdna. Pre ∀ tn → t a pre ∀{xn}
(
zjavne

xn ∈ K(tn) = K
)
existuje podpostupnos´ {x̃n}, x̃n → x ∈ K = K(t) z

kompaktnosti K. Teda K je zhora hemispojitá kore²pondencia.
Pre ∀x ∈ K = K(t) a ∀{tn}; tn → t existuje postupnos´ {xn}; xn → x a
xn ∈ K(tn) = K triviálne a teda K je zdola hemispojitá kore²pondencia.
A teda K je kompaktná a spojitá kore²pondencia.
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Nasledujúci obrázok 4.1 slúºi na ilustráciu obálkovej vety v prípade, ºe
ú£elová funkcia f(x, t) nadobúda pre nejaké t maximum pre rôzne x ∈ K.
Teda ak

G(t) = arg max
x∈K

f(x, t) je viacprvková

V tomto prípade je mnoºina K, z ktorej sa vyberá maximum f(x, t), kone£ná.
Z obrázka ©ahko vidno, ºe hodnotová funkcia môºe ma´ zlomy, tieto sú v²ak
zriedkavé. Znenie obálková veta platí vºdy, ak má pre daný parameter t0
mnoºina G(t0) iba jeden prvok. Ani tu v²ak nemôºeme aplikova´ klasickú
obálkovú vetu. Mnoºina K je diskrétna a teda o existencii parciálnej derivácie
ú£elovej funkcie f(x, t) pod©a premennej x nemôºe by´ ani re£i. Ako ukáºeme
v nasledujúcej vete, pre K kompaktnú, hodnotová funkcia h(t) má v²ade
derivácie z©ava aj zprava, pri£om platí:

h′−(t) = min
x∈G(t)

∂f

∂t
(x, t)

h′+(t) = max
x∈G(t)

∂f

∂t
(x, t)

Akonáhle je G(t) jednoprvková, nutne platí

h′−(t) = h′+(t)

a teda derivácia hodnotovej funkcie v takom prípade existuje, ako ilustru-
je obrázok pre hodnotu parametra t3. Taktieº ale vidíme, ºe ak je G(t)
viacprvková, hodnotová funkcia môºe a nemusí ma´ deriváciu ako je to v
prípade parametra t2, ke¤ existuje a parametra t1, ke¤ sa h′−(t) a h′+(t)
nerovnajú.
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Obrázok 4.1: Hodnotová funkcia pre K =
{
x1, x2, x3

}
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Aby sme mohli odvodi´ v²eobecnú obálkovú vetu, najprv ju dokáºeme
pre jednorozmerný parameter t, £o neskôr vyuºijeme pri dôkaze existencie
parciálnych derivácií hodnotovej funkcie viacrozmerného parametra.

Veta 4.2.5. (V²eobecná obálková) Nech x ∈ K, kde K je neprázdna a kom-
paktná a nech f(., t) : K → R je spojitá funkcia pre ∀t ∈ [0, T ]. �alej nech
pre kaºdé x a t existuje ∂f

∂t
(x, t), ktorá je spojitou funkciou oboch premenných,

potom G(t) = arg maxx∈K f(x, t) je neprázdna, kompaktná, zhora hemispojitá
kore²pondencia.

Funkcia h(t) = maxx∈K f(x, t) je diferencovate©ná skoro v²ade na [0, T ] a
ak existuje h′(t), platí

h′(t) =
∂f

∂t
(x̄, t)

pre ©ubovo©né x̄ ∈ G(t).

Dôkaz. K je z lemy 4.2.4 kompaktná a spojitá kore²pondencia a teda môºme
aplikova´ Maximovú vetu (dodatok B, 40), z ktorej vyplýva

G(t) = arg max
x∈K

f(x, t)

je neprázdna, kompaktná, zhora hemispojitá kore²pondencia a funkcia

h(t) = max
x∈K

f(x, t)

je spojitá.
Ako vyplýva z lemy 4.1.2, hodnotová funkcia h(t) je Lipschitovská a teda

aj skoro v²ade diferencovate©ná.1 Sta£í dokáza´, ºe ak má v t deriváciu,
potom je rovná ∂f

∂t
(x, t) pre ©ubovo©né x ∈ G(t). Najprv dokáºeme, ºe h má

na [0, T ] derivácie zprava aj z©ava.
Pre kaºdé t zvo©me ©ubovo©ný bod

x(t) ∈ arg min
x∈G(t)

∂

∂t
f(t, x)

Pre t′ < t platí h(t′)− h(t)

t′ − t
=

f(t′, x(t′))− f(t, x(t))

t′ − t
≤ f(t′, x(t))− f(t, x(t))

t′ − t

1v zmysle Lebegueovej miery
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z £oho vyplýva
lim sup

t′→t−

h(t′)− h(t)

t′ − t
≤ ∂f

∂t
(t, x(t))

Zárove¬ platí

h(t′)− h(t)

t′ − t
≥ f(t′, x(t′))− f(t, x(t′))

t′ − t
=

∂f

∂s
(s, x(t′))

∣∣∣
s=τt′

kde τt′ ∈ [t′, t]

Zvo©me postupnos´ tn → t takú, ºe

lim
n→∞

∂f

∂s
(s, x(tn))

∣∣∣
s=τtn

= lim inf
t′→t−

∂f

∂s
(s, x(t′))

∣∣∣
s=τt′

Potom platí

lim inf
t′→t−

h(t′)− h(t)

t′ − t
≥ lim inf

t′→t−

∂f

∂s
(s, x(t′)

∣∣∣
s=τt′

= lim
n→∞

∂f

∂s
(s, x(tn))

∣∣∣
s=τtn

=
∂f

∂t
(t, x̃),

ke¤ºe pre n → ∞ ide τtn → t a z hemispojitosti G zhora x(tn) → x̃ ∈ G(t)
a ∂f

∂t
(t, x) je spojitá v oboch premenných. Teda

lim inf
t′→t−

h(t′)− h(t)

t′ − t
≥ ∂f

∂t
(t, x̃) ≥ ∂f

∂t
(t, x(t))

∃h′−(t) = min
x∈G(t)

∂f

∂t
(t, x)

Podobne ozna£íme
x(t) = arg max

x∈G(t)

∂f

∂t
(t, x)

Pre t′ > t máme h(t′)− h(t)

t′ − t
=

f(t′, x(t′))− f(t, x(t))

t′ − t
≥ f(t′, x(t))− f(t, x(t))

t′ − t

A teda
lim inf
t′→t+

h(t′)− h(t)

t′ − t
≥ ∂f

∂t
(t, x(t))

Zárove¬ platí

h(t′)− h(t)

t′ − t
≤ f(t′, x(t′))− f(t, x(t′))

t′ − t
=

∂f

∂s
(s, x(t′))

∣∣∣
s=τt′

kde τt′ ∈ [t, t′]
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Zvo©me postupnos´ tn → t takú, ºe

lim
n→∞

∂f

∂s
(s, x(tn))

∣∣∣
s=τtn

= lim sup
t′→t+

∂f

∂s
(s, x(t′))

∣∣∣
s=τt′

Potom dostávame

lim sup
t′→t+

h(t′)− h(t)

t′ − t
≤ lim sup

t′→t+

∂f

∂s
(s, x(t′))

∣∣∣
s=τt′

= lim
n→∞

∂f

∂s
(s, x(tn))

∣∣∣
s=τtn

=
∂f

∂t
f(t, x̃)

ke¤ºe pre n →∞ platí τtn → t a z hemispojitosti G zhora x(tn) → x̃ ∈ G(t)
a funkcia ∂f

∂t
(x, t) je spojitá v oboch premenných. Teda platí

lim sup
t′→t+

h(t′)− h(t)

t′ − t
≤ ∂f

∂t
(t, x̃) ≤ ∂f

∂t
(t, x(t))

∃h′+(t) = max
x∈G(t)

∂f

∂t
(t, x)

Hodnotová funkcia h(t) má na [0, T ] derivácie z©ava respektíve zprava.
A teda ak h′(t) existuje, tak potom h′+(t) = h′−(t) = ∂f

∂t
(x∗, t) pre v²etky

x∗ ∈ G(t). Teda môºeme písa´

h′(t) =
∂f

∂t
(t, x̄)

∣∣∣
∀ x̄∈G(t)

pre skoro v²etky t ∈ [0, T ].

Dôsledok 4.2.6. Ke¤ºe je h Lipschitzovská a teda absolutne spojitá, z vety 4.2.5
vyplýva, ºe pre t0 a t z T môºme písa´ Obálkovú vetu v integrálnom tvare v
zmysle Lebegueovho integrálu:

h(t) = h(t0) +

∫ t

t0

∂f

∂s
(x̄, s)|x̄∈G(s)ds t0, t ∈ [0, T ]
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4.3 Obálková veta pre
viacrozmerný parameter

Veta 4.3.1. (V²eobecná obálková veta pre t ∈ Rl) Nech K je neprázdna a
kompaktná a T konvexná podmnoºnina Rl. Nech f(., .) : K×T → R je spojitá
funkcia. Nech na K × T existujú ∂f

∂ti
(x, t) pre ∀ i = 1, . . . , l, ktoré sú spojité

funkcie oboch premenných, potom G(t) = arg maxx∈K f(x, t) je neprázdna,
kompaktná, zhora hemispojitá kore²pondencia.

Funkcia h(t) = maxx∈K f(x, t) je skoro v²ade na T diferencovate©ná a ak
existuje v t derivácia, platí

∇h(t) = ∇tf(t, x̄)

pre ©ubovo©né x̄ ∈ G(t).

Dôkaz. K je z lemy 4.2.4 kompaktná a spojitá kore²pondencia a teda môºme
aplikova´ Maximovú vetu (dodatok B,str. 40), z ktorej vyplýva

G(t) = arg max
x∈K

f(x, t)

je neprázdna, kompaktná, zhora hemispojitá kore²pondencia a funkcia

h(t) = max
x∈K

f(x, t)

je spojitá.
Funkcia h(t) je pod©a lemy 4.1.2 Lipschitzovsky spojitá a z Rademacherovej
vety(dodatok 2,str. 42) vyplýva, ºe h je skoro v²ade diferencovate©ná. Sta£í
nám dokáza´, ºe ak existuje, tak platí:

∇h(t) = ∇tf(t, x̄)
∣∣∣
∀x̄∈G(t)

skoro v²ade na T

Analogicky ako vo vete 4.2.5 dokáºeme, ºe má parciálne derivácie skoro
v²ade. Ozna£íme

xi(t) = arg max
x∈G(t)

∂f

∂ti
(t, x) i = 1, . . . , n

a
xi(t) = arg min

x∈G(t)

∂f

∂ti
(t, x) i = 1, . . . , n
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a dostaneme
∂

∂ti
h+(t) = max

x∈G(t)

∂f

∂ti
(t, x) =

∂f

∂ti
(t, xi)

∂

∂ti
h−(t) = min

x∈G(t)

∂f

∂ti
(t, x) =

∂f

∂ti
(t, xi)

pre i = 1, . . . , l a teda pouºijúc vetu 4.2.5 pre jednorozmerné ti, h má skoro
v²ade parciálne derivácie a

(4.6) ∂h

∂ti
(t) =

∂f

∂ti
(t, x̄)

∣∣∣
∀ x̄∈G(t)

skoro v²ade na T

Ak teda∇h(t) existuje pre nejaké t ∈ T , potom existujú aj parciálne derivácie
v t a teda zo vz´ahu( 4.6) je nezávisle na výbere x̄ z G(t) rovná:

∇h(t) = ∇tf(t, x̄)
∣∣∣
∀x̄∈G(t)

skoro v²ade na T

4.4 Diskrétne úlohy optimálneho riadenia
Majme diskrétnu úlohu optimálneho riadenia na kone£nom horizonte. H©adá-
me také riadenie U =

(
u(0), u(1), . . . , u(T )

)
a k nemu prislúchajúcu odozvu

x = (x0, x(1), . . . , x(T )), ktoré sp¨¬ajú stavovú diferen£nú rovnicu

(4.7) x(t + 1) = f(x(t), u(t), t) t = 0, 1, . . . , T − 1

Po£iato£ná podmienka je daná ako x(0) = x0 a riadiaca premenná sp¨¬a
ohrani£enia na riadenie U ∈ U , v zmysle

u(t) ∈ U(t) t = 1, . . . , T

pre ktoré nadobúda ú£elová funkcia

(4.8) J(x0,U) =
T∑

t=0

f0(x(t), u(t), t)

svoje maximum. Riadenie Û, ktoré je rie²ením úlohy (4.8) a sp¨¬a stavovú
diferen£nú rovnicu a ohrani£enia na riadenie, nazývame optimálnym. Pred-
pokladáme, ºe U(t) je pre v²etky t = 1, . . . , T kompaktná a funkcie f0 a f sú
C1 hladké v oboch premenných.
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Úlohu( 4.8) vnoríme do systému úloh

Dτ =
{
Jτ (xτ ,U, T ) =

T∑
t=τ

f0(x(t), u(t), t); x(τ) = xτ

}

Pri£om platia rovnaké ohrani£enia na stavové a riadiace premenné ako aj
diferen£ná rovnica. De�nujme hodnotovú funkciu

Vτ (xτ ) = max
U∈U

Jτ (xτ ,U)

Pre kaºdé t > τ je x(t) z diferen£nej rovnice(4.7) C1 hladká funkcia xτ a U.
Ke¤ºe funkcia Jτ je suma C1 hladkých funkcií x(t) a U , sú aj Jτ spolu s
∂Jτ

∂xτ
spojité funkcie v xτ a U. H©adáme optimálne riadenia U z kompaktnej

mnoºiny U . Z v²eobecnej obálkovej vety 4.3.1 vyplýva, ºe pre ©ubovo©né τ
pevné je Vτ (xτ ) spojitá a diferencovate©ná pre skoro v²etky xτ a ak derivácia
pod©a xτ existuje, platí

(4.9) ∂Vτ

∂xτ

(xτ , T ) =
∂Jτ

∂xτ

(xτ , Û, T )

Kde Û je nejaké prislúchajúce optimálne riadenie. Pre dané τ si môºme
prepísa´ vz´ah( 4.8) ako

Jτ (xτ ,U) = f0(xτ , u(τ), τ) +
T∑

t=τ+1

f0(x(t), u(t), t)

Derivovaním pod©a xτ a vyuºitím diferen£nej rovnice dostávame

∂Jτ

∂xτ

(xτ ,U) =
∂f0

∂xτ

(xτ , u(τ), τ) +
∂Jτ+1

∂x(τ + 1)
(x(τ + 1),U)

∂x(τ + 1)

∂x(τ)

=
∂f0

∂xτ

(xτ , u(τ), τ) +
∂Jτ+1

∂x(τ + 1)
(x(τ + 1),U)

∂f

∂xτ

(xτ , u(τ), τ)

Nech ψτ =
[

∂Jτ

∂xτ
(xτ ,U)

]T , potom dostávame

ψ(τ) =
∂fT

0

∂xτ

(xτ , u(τ), τ) +
∂fT

∂xτ

(xτ , u(τ), τ)ψ(τ + 1)
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Ak za U dosadíme optimálne riadenie Û, dostaneme adjungovaný vektor
známy z Pontrjaginovho princípu maxima a rovnos´( 4.9) môºme prepísa´
ako

∂Vτ

∂xτ

(xτ , T ) = ψT (τ)

Teda skoro pre v²etky po£iato£né stavy existuje derivácia hodnotovej funkcie
a v nich je rovná príslu²nému transponovanému adjugovanému vektoru ψT .

Bohuºia© nám toto tvrdenie nevie ni£ poveda´ o platnosti rovnosti

∂Vτ

∂xτ

= ψT
τ

pozd¨º optimálnej cesty (x(τ), û(τ)) pre τ = 0, 1, . . . , T resp. 0, 1, . . . pre
úlohy na nekone£nom horizonte. �peciálny prípad diferencovate©nosti hod-
notovej funkcie v dynamických modeloch rozoberá práca L. M. Benvenisteho
a J. A. Scheinkmana, ktorá predpokladá konkávnos´ hodnotovej funkcie.

Majme diskontovanú úlohu na nekone£nom horizonte

(4.10) max
U

J(x0,U) =
∞∑

t=0

βtf0(x(t), u(t))

pri po£iato£nej podmienke x(0) = x0 a diferen£nej rovnici

x(t + 1) = f(x(t), u(t)) pre ∀t = 0, 1, . . .

Kde x ∈ X ⊂ Rn je stavová premenná a U ∈ U je riadenie v zmysle:

• u(.) je m-rozmerný vektor v Rm

• u(t) ∈ U kde U je kompaktná pre v²etky t = 0, 1, . . .

Rovnako pri predpoklade C1 hladkosti funkcií f0 a f , dostávame, ºe pre
©ubovo©né τ pevné je funkcia

(4.11) Jτ (xτ ,U) =
∞∑

t=τ

βtf0(x(t), u(t))

tieº C1 hladká v oboch premenných, kde x(τ) = xτ . Predpokladajme, ºe pre
v²etky x0 respektíve xτ z Rn sú sumy (4.10) a (4.11) dobre de�nované. Naviac
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ak existuje optimálne rie²enie, teda také prípustné Ũ ∈ U , pre ktoré nadobú-
da J0(x0, Ũ) maximum pre dané x0, môºme de�nova´ hodnotovú funkciu
vz´ahom:

V0(x0) = max
U∈U

J0(x0,U)

= max
U∈U

{ ∞∑
t=0

βtf0(x(t), u(t)); x(0) = x0 a x(t + 1) = f(x(t), u(t))
}

Nápodobne de�nujeme hodnotovú funkciu pre celé τ > 0

Vτ (xτ ) = max
U∈U

Jτ (xτ ,U)

= max
U∈U

{ ∞∑
t=τ

βtf0(x(t), u(t)); x(τ) = xτ a x(t + 1) = f(x(t), u(t))
}

Z princípu optima sa dá ©ahko nahliadnú´, ºe

V0(x0) = max
U∈U

∞∑
t=0

βtf0(x(t), u(t))

= max
u(0)∈U(0)=U

{
f0(x0, u(0)) + max

u(t)∈U(t)=U ; t>0

∞∑
t=1

βtf0(x(t), u(t))
}

= max
u(0)∈U(0)=U

{
f0(x0, u(0)) + V1(x(1)); x(1) = f(x0, u(0))

}

Podobne môºme prepísa´ hodnotovú funkciu pre τ > 0. Nasledujúci vz´ah
sa nazýva Bellmanova rovnica.

Vτ (xτ ) = max
U∈U

∞∑
t=τ

βtf0(x(t), u(t))

= max
u(τ)∈U(τ)=U

{
βτf0(xτ , u(τ)) + max

u(t)∈U(t)=U ; t>τ

∞∑
t=τ+1

βtf0(x(t), u(t))
}

= max
u(τ)∈U(τ)=U

{
βτf0(xτ , u(τ)) + Vτ (x(τ + 1)); x(τ + 1) = f(xτ , u(τ))

}

Táto hodnotová funkcia závisí od τ , preto sa £astej²ie pre diskontované op-
timaliza£ne úlohy udáva iná hodnotová funkcia, ktorá je daná vz´ahom:

Ṽ (xτ ) = β−τVτ (xτ )
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Nová hodnotová funkcia uº od τ nezávisí. Bellmanovu rovnicu prepí²eme na
tvar

Ṽ (xτ ) = max
U∈U

∞∑
t=τ

β(t−τ)f0(x(t), u(t))

= max
u(τ)∈U(τ)=U

{
f0(xτ , u(τ)) + βṼ (x(τ + 1)); x(τ + 1) = f(xτ , u(τ))

}

Ak si pre τ vyjadríme riadenie z diferen£nej rovnice nasledovne

x(τ + 1) = f(x(τ), u(τ)) ⇔ u(τ) = g(x(τ), x(τ + 1))

môºme de�nova´ funkciu :

v : X ×X → R v(x, y) = f0(x, g(x, y))

Pre hodnotovú funkciu Ṽ (xτ ) dostávame nasledujúci prepis

Ṽ (xτ ) = max
u(τ)∈U(τ)=U

{
f0(xτ , u(τ)) + βṼ (x(τ + 1)); x(τ + 1) = f(xτ , u(τ))

}

= max
x(τ+1)∈Γ(xτ )

{
v(xτ , x(τ + 1)) + βṼ (x(τ + 1))

}

kde Γ(xτ ) je taká kore²pondencia, ºe ak

x(τ + 1) ∈ Γ(xτ ) ⇔ u(τ) ∈ U(τ) = U pre x(τ + 1) = f(xτ , u(τ))

Pre pevne zvolené xτ existuje také x(τ + 1) = φ(xτ , τ + 1), aby

Ṽ (xτ ) = v(xτ , φ(xτ , τ + 1)) + βṼ (φ(xτ , τ + 1))

Inak povedané, optimálna odpove¤ na stav xτ v nasledujúcom £asovom kroku
je φ(xτ , τ + 1).

Sformulujeme nasledujúcu lemu, ktorá je vlastne Obálkovou vetou pre
konkávne funkcie.

Lema 4.4.1. (Benveniste a Scheinkman) Nech je V (x) konkávna funkcia na
konvexnej mnoºine X a nech je O(x0) okolie x0 ∈ X. Ak existuje konkávna,
diferencovate©ná funkcia W : O(x0) → R taká, ºe W (x) ≤ V (x) ∀x ∈ O(x0)
a W (x0) = V (x0) , tak potom je V (x) diferencovate©ná v x0 a platí
V ′(x0) = W ′(x0).
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Dôkaz. Dokáºeme, ºe V má v x0 jedinný subgradient p. Z de�nície subgra-
dientu2 p, musí tento sp¨¬a´ nasledujúcu nerovnos´ pre v²etky x ∈ X

p(x− x0) ≥ V (x)− V (x0) ∀x ∈ X

Ke¤ºe W (x) ≤ V (x) na O(x0) okolí x0, pre p platí

p(x− x0) ≥ V (x)− V (x0) ≥ W (x)−W (x0) na O(x0)

Ke¤ºe je W diferencovate©ná, p je jediné. Konkávna funkcia z jedinným
subgradientom v x0 je v x0 aj diferencovate©ná.3

Nech sú splnené nasledujúce podmienky:

(i) v(x(t), x(t + 1)) je rýdzorastúca v prvej premennej.

(ii) Γ(xτ ) je kompaktná a monotónna v zmysle Γ(x) ⊆ Γ(x′) ak x ≤ x′

(iii) v(x(t), x(t + 1)) je rýdzokonkávna v
(
x(t), x(t + 1)

)

Veta 4.4.2. (Benveniste a Scheinkman) Nech sú splnené podmienky (i),(ii),(iii)
a nech je X ⊂ Rn konvexná a v v (x(t), x(t+1)) C1 hladká. Potom je Ṽ (xτ )
v xτ diferencovate©ná a platí

∂Ṽ

∂xτ

(xτ ) =
∂v

∂xτ

(xτ , φ(xτ , τ)))

Dôkaz. Z podmienok (i),(ii) a (iii) existuje optimálne rie²enie
{
φ(t, xτ )

}∞
t=τ

úlohy( 4.11) pre ∀xτ ∈ X a aj τ a hodnotová funkcia je dobre de�novaná na
nejakom okolí O(xτ ) [5]. De�nujeme si nasledujúcu funkciu, aby sme mohli
pouºi´ lemu 4.4.1

W (x) = v(x, φ(xτ )) + βṼ (φ(xτ ))

W je na okolí O(xτ ) dobre de�novaná. Ke¤ºe W (x) = v(x, φ(xτ , τ))+ c, kde
c je kon²tanta, W je tieº konkávna a diferencovate©ná. Zjavne platí, ºe

W (x) ≤ Ṽ (xτ ) na okolí O(xτ )

2Pre konkávne funkcie je to vlastne supragradient v dodatku( A.2, 38)
3Rockafeller[ [4], Theorem 25.1, str. 242]
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Funkcia Ṽ je z konkávnosti v a konvexnosti X konkávna, môºme pouºi´
lemu 4.4.1. Pod©a nej je hodnotová funkcia v xτ diferencovate©ná a platí

∂Ṽ

∂xτ

(xτ ) =
∂W

∂x
(xτ ) =

∂v

∂xτ

(xτ , y)
∣∣∣
y=φ(xτ ,τ+1)

Ke¤ºe táto rovnos´ platí pre v²etky xτ ∈ X a τ , môºme písa´

∂Ṽ

∂xτ

(xτ ) =
∂v

∂xτ

(xτ , y)
∣∣∣
y=φ(xτ ,τ+1)

35



Kapitola 5

Záver

Cie©om tejto práce bolo zhrnú´ poznatky o obálkovej vete a dokáza´ jej slab²iu
verziu pri oslabených predpokladoch na arg maxx∈K f(x, t).

Do práce sme zahrnuli jej doteraz známe podoby pre maximaliza£né úlohy
a to pre vo©ný aj viazaný extrém. Mnohé známe vz´ahy v mikroekonomickej
teórii sme si sformulovali práve za pomoci obálkovej vety. Poukázali sme aj na
nedostatok silného predpokladu C1 hladkosti funkcie x(t), aby sa spomínaná
veta mohla aplikova´.

Podarilo sa nám sformulova´ slab²ie tvrdenia, poukazujúce na vlastnosti
hodnotovej funkcie, ak sa maximum nenadobúda pre ºiadne x ∈ K respek-
tíve sme za oslabených predpokladov dokázali v²eobecnú obálkovú vetu. Tá-
to uº nekladie predpoklad na hladkos´ krivky x(t), nako©ko sme uº vo ve©mi
jednoduchom prípade kone£nej mnoºiny K ukázali nejednozna£nos´ takejto
krivky. Preto sme sa zaoberali mnoºinovými zobrazeniami, ktoré sa vola-
jú kore²pondencie. Dostali sme slab²iu verziu obálkovej vety, v ktorej sme
narozdiel od klasickej obálkovej vety nekládli ºiadne podmienky na existenciu
parciálnej derivácie ú£elovej funkcie pod©a premennej x.

Najprv sme v¤aka dôkazu Lipschitzovskosti hodnotovej funkcie aj pre
h(t) de�nované ako suprémum dokázali, ºe za oslabených predpokladov je
hodnotová funkcia absolútne spojitá a aj skoro v²ade diferencovate©ná, navi-
ac v prípade existencie derivácie vºdy platí obálková veta a to bez oh©adu na
mohutnos´ mnoºiny G(t) = arg maxx∈K f(x, t). Pre jednorozmerný parame-
ter t sme dané tvrdenie zapísali aj pomocou Lebegueovho integrálu.

Následne sme túto v²eobecnú verziu obálkovej vety aplikovali pre diskrétne
úlohy optimálneho riadenia na kone£nom horizonte. Ukázali sme, ºe derivá-
cia hodnotovej funkcie pod©a po£iato£ného stavu existuje skoro pre v²etky xτ
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a potom je rovná transponovanému adjungovanému vektoru, ktorý je známy
z Pontriaginovho princípu maxima.

Toto tvrdenie sa nám zatia© nepodarilo zov²eobecni´ aj na diskrétne úlohy
na nekone£nom horizonte respektíve v spojitom prípade. I ke¤ sme v²eobec-
nú obálkovú vetu formulovali pre premenné x a parametre t z kone£norozmer-
ných priestorov Rn resp. Rl, zdá sa, ºe dôkaz ktorý sa opiera o maximovú vetu
môºe plati´ aj v iných priestoroch, ke¤ºe maximová veta potrebná na dôkaz
hemispojitosti kore²pondencie G(t) zhora nutne reálne priestory nevyºaduje.

Pre úplnos´ sme pre nekone£norozmerné diskrétne úlohy uviedli uº známe
tvrdenie vychádzajúce z Benveniste-Schienkmanovej lemy, ktorá je ur£itou
obálkovou vetou pre konkávne funkcie.
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Dodatok A

De�nície sub a supradiferenciálov
a
Subdi�erential Sections Lemma

De�nícia A.1. (subdiferenciál) Nech C : Y → R ∪ {±∞} je konvexná
funkcia na vektorovom priestore Y , ktorý je spojený s priestorom P skalárnym
sú£inom 〈., .〉 : P × Y → R. Subgradient C v y ∈ Y je kaºdé také p ∈ P , ºe
C(y +4y) ≥ C(y) + 〈p,4y〉 pre kaºdé 4y ∈ Y . Mnoºina v²etkých subgra-
dientov v y sa nazýva subdiferenciál a zna£í sa ∂C(y). Teda

p ∈ ∂C(y) ⇔ y maximalizuje 〈p, .〉 − C(.)

De�nícia A.2. (supradiferenciál) Nech π : K → R ∪ {±∞} je konkávná
funkcia na vektorovom priestore K, ktorý je spojený s priestorom R skalárnym
sú£inom 〈., .〉 : R ×K → R. Supragradient π v k ∈ K je kaºdé také r ∈ R,
ºe π(k +4k) ≤ π(k) + 〈r,4k〉 pre kaºdé 4k ∈ K. Mnoºina v²etkých supra-
gradientov v k sa nazýva supradiferenciál a zna£í sa ∂̂π(k). Teda

r ∈ ∂̂π(k) ⇔ k maximalizuje π(.)− 〈r, .〉

Supradiferenciál sa dá de�nova´ pomocou subdiferenciálu ako

∂̂π(k) = −∂ − π(k)
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Lema A.3. (Subdi�erential Section Lemma) Predpokladajme, ºe
C : Y × K → R ∪ +{∞} je konvexná funkcia na karteziánskom sú£ine
vektorových priestorov Y a K, ktoré sú spojené s priestormi P a R. Nech
π : P ×K → R ∪ ±{∞} je parciálne konvexne zdruºená s C, teda

π(p, k) = sup
y
〈p, y〉 − C(y, k) ∀p ∈ P ∀k ∈ K

Potom sú nasledujúce dve podmienky ekvivalentné.

1. (p,−r) ∈ ∂C(y, k)

2. p ∈ ∂yC(y, k) a r ∈ ∂̂kπ(p, k)

Naviac obe podmienky implikujú, ºe obe C(y, k) aj π(p, k) sú kone£né.

Dôkaz. Dôkaz spo£íva v porovnaní nutných podmienok 1.rádu pre maximal-
izáciu naraz cez obe premenné a pre postupnú maximalizáciu najprv cez y a
potom k. Z konvexnosti sú tieto podmienky nutné aj posta£ujúce. Podmien-
ka 1. platí z de�nície subgradientu vtedy, ak (y, k) maximalizuje 〈p,−r, ., .〉−
C(., .). To platí vtedy a len vtedy ak y maximalizuje 〈p, .〉−C(., k) na π(p, k)
a následne k maximalizuje π(p, .) − 〈r, .〉. Teda tieto podmienky su ekviva-
lentné 2. z de�nície A.1 a A.2.

Nakoniec, ke¤ºe C je v²ade vä£²ia ako −∞, funkcia

π(p, k) = 〈p, y〉 − C(y, k) < ∞

Rovnako sa dá π(p, k) zapísa´ aj ako

π(p, k) = 〈r, k〉+ sup
y,k
{〈p,−r, y, k〉 − C(y, k)} > −∞

Pretoºe C(y, k) nadobúda niekde kone£né hodnoty. π(p, k) je kone£ná a teda
aj C(y, k).
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Dodatok B

Maximová veta

Nasledujúce tvrdenia vychádz�ú z práce [5]

Veta 1. (Maximová veta) Nech X ⊆ Rl a T ⊆ Rm a f : X × Y → R je
spojitá funkcia a Γ : X → Y je kompaktná a spojitá kore²pondencia. Potom
funkcia h : X → R de�novaná ako h(x) = maxy∈Γ(x) f(x, y) je spojitá a
kore²pondencia G : X → Y de�novaná ako G(x) = arg maxy∈Γ(x) f(x, y) je
neprázdna, kompaktná a hemispojitá zhora.

Dôkaz. Pre x ∈ X pevné je Γ(x) neprázdna a kompaktná a f(x, .) je spojitá,
£iºe na Γ(x) nadobúda maximum, teda G(x) je neprázdna. Navy²e, ke¤ºe
G(x) ⊆ Γ(x) a Γ(x) je kompaktná, mnoºina G(x) je ohrani£ená. Pred-
pokladajme, ºe yn → y a yn ∈ G(x) pre ∀n. Ke¤ºe Γ(x) je uzavretá,
y ∈ Γ(x). Taktieº zo spojitosti f a z h(x) = f(x, yn) pre v²etky n dostá-
vame f(x, y) = h(x). Teda y ∈ G(x), £iºe G(x) je uzavretá. Preto G(x) je
neprázdna a kompaktná pre v²etky x.

Následne ukáºeme, ºe G(x) je hemispojitá zhora. Pre pevné x nech {xn}
je ©ubovo©ná postupnos´ konvergujúca k x. Vezmime takú postupnos´ {yn},
ºe yn ∈ G(xn) pre ∀n. Ke¤ºe Γ je zh.h., existuje konvergentná podpostupnos´
{ynk

}, ynk
→ y, y ∈ Γ(x). Nech z ∈ Γ(x) a Γ je zd.h, teda existuje

postupnos´ znk
→ z, kde znk

∈ Γ(xnk
) pre v²etky k. Ke¤ºe f(xnk

, ynk
) ≥

f(xnk
, znk

) pre k a f je spojitá, dostávame f(x, y) ≥ f(x, z) pre z ∈ Γ(x) a
teda y ∈ G(x). �iºe G(x) je zh.h.

Nakoniec dokáºeme, ºe h je spojitá. Pre pevné x nech {xn} je ©ubovo©ná
postupnos´ konvergujúca k x. Vezmime takú postupnos´ {yn}, ºe yn ∈ G(xn)
pre ∀n. Nech h̄ = lim sup h(xn) a h

	
= lim inf h(xn). Potom existuje podpos-

tupnos´ {xnk
} taká, ºe h̄ = lim f(xnk

, ynk
). Ale G je zh.h. a teda existuje
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podpostupnos´ postupnosti {ynk
}, nazvime ju {y′j}, konvergujúca k y ∈ G(x).

Teda h̄ = lim f(xj, y
′
j) = f(x, y) = h(x). Analogicky dostaneme, ºe h

	
= h(x),

teda {h(xn)} konverguje k h(x).
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Dodatok C

Rademacherova veta

Nasledujúce tvrdenia vychádzaju z [3].

De�nícia 1. Nech (P1, ρ1), (P2, ρ2) sú metrické priestory a β > 0. Zobrazenie
f : P1 → P2 sa nazýva (β)-Lipschitzovské ak

ρ2(f(x), f(y)) ≤ βρ1(x, y)

pre v²etky x, y ∈ P1.

Rademacherova veta 2. Nech f je (β)-Lipschitzovská funkcia na otvorenej
mnoºine G ⊂ Rn, potom f je diferencovate©ná skoro v²ade na G.

Dôkaz. Nazvime E mnoºinu v²etkých bodov, kde f nemá niektorú parciálnu
deriváciu. Z Fubiniho vety vyplýva, ºe E je miery nula.

Pre dané p, q ∈ Qn a m ∈ N de�nujme
(C.1)

Sp,q,m =

{
x ∈ G\E : pi <

f(x + tei)− f(x)

t
< qi i = 1, . . . , n a ∀t ∈ (− 1

m
,

1

m
)

}

Nech S̄p,q,m je mnoºina v²etkých hromadných bodov Sp,q,m. Z vety o Lebe-
gueovej miere vyplýva λ(S̄p,q,m\Sp,q,m) = 0, kde λ je Lebegueova miera. A
teda

N :=
⋃

p,q,m

(S̄p,q,m\Sp,q,m),

má mieru nula. Tvrdíme, ºe f je diferencovate©ná v kaºdom bode G\(N ⋃
E).
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Pre x ∈ G\(N ⋃
E) a ε ∈ (0, 1) vyberme p, q ∈ Qn tak, aby

qi − ε < pi <
∂f

∂xi

(x) < qi, i = 1, . . . , n

Potom existuje také m ∈ N, ºe x ∈ S := Sp,q,m. Ke¤ºe x neleºí v N ,
je zárove¬ hromadným bodom mnoºiny S. Vezmime δ ∈ (0, 1

m
) také, aby

λ(U(x, r)\S) ≤ ε
2
λ(U(x, r)) pre v²etky r ∈ (0, 2δ). V²imnime si, ºe pre τ z

intervalu (0, δ), U(x, (1 + ε)τ)\S neobsahuje ºiadnu gu©u s polomerom ετ .
Vyberme y ∈ U(x, δ) a ozna£me yi = (y1, . . . , yi, xi+1, . . . , xn). Pre i ∈
{1, . . . , n} nazvyme Ui gu©u so stredom yi a polomerom ε|y − x|. Výberom
τ = |y − x| dostaneme S

⋂
Ui 6= ∅ pre v²etky i. Ak zi ∈ S

⋂
Ui a wi :=

zi−1 + (yi − xi)ei, potom

|wi − yi| = |zi−1 − yi−1| ≤ ε|y − x|,

pi <
f(wi)− f(zi−1)

yi − xi

< qi a pi <
∂f

∂xi

(x) < qi

Odkia©

|f(wi)− f(zi−1)− ∂f

∂xi

(x)(yi − xi)| ≤ (qi − pi)(yi − xi) ≤ ε|y − x|.

Dohromady dostaneme
∣∣∣f(y)− f(x)−

∑
i

∂f

∂xi

(x)(yi − xi)
∣∣∣

≤
∣∣∣
∑

i

(
f(wi)−f(zi−1)− ∂f

∂xi

(x)(yi−xi)
)∣∣∣+

∑
i

(
|f(wi)−f(yi)|+|f(zi−1)−f(yi−1)|

)

≤ ε(n + 2βn)|y − x|.
a teda f ′(x) existuje.
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