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Abstrakt

Téma diplomovej prace: Obdlkovd veta

Diplomant: Ivana Kosirovd

Veduci diplomovej prace: Prof. RNDr. Pavol Brunovskiyj,DrSc.
Predseda komisie pre obhajoby: Doc. RNDr. Daniel Sevéovic,CSe.
Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky;
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Stupen odbornej kvalifikicie: magister odboru matematika
épecializéeia: ekonomicka a finan¢éna matematika

Bratislava: FMFI UK, 2007, 43 s.

Obélkova veta ma mnohé aplikiacie v mikroekonomickej teorii, akymi st
napriklad Royova rovnost, Shepardova lema, Hotellingova lema a
Viner-Wongova obélkova veta. Této praca zahina klasické znenie obalkovej
vety pre tlohy na volny ako aj viazany extrém. Obsahuje aj rozsirent
verziu Viner-Wongovej vety pre subdiferencovatelné kratkodobé a dlhodobé
naklady, ktora vychadza z prace A. Horsleyho a A. J. Wrobela.

Balej sa zaoberé platnostou obalkovej vety za vSobecnych podmienok pre
funkcie h(t) = max, f(z,t), kde t je jedno az viacrozmerny parameter bez
Specialnych predpokladov na argmax.

Krlucové slova: obélkova veta, hodnotova funkcia
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Kapitola 1

Uvod

Obalkova veta je jednym zo zakladnych néstrojov na rieSenie maximaliza-
¢nych tdloh v mikroekonomickej teodrii. Povodne bola navrhnuta v roku 1931
kanadskym ekonémom Jacobom Vinerom a neskor prepracovand americkym
ekonémom Paulom Samuelsonom. Jej slovensky preklad obélkova veta z an-
glického envelope theorem nie prave najvhodnejsi. Jej nazov je odvodeny od
slova obalovat, obklopovat. Obalka je krivka, ktord obklopuje nejaku triedu
kriviek, z ktorych méa kazda s obalkovou krivkou aspon jeden bod spolo¢ny.
Vinerova obalkova veta pdvodne poukazovala na vztahy hrani¢nych kratkodo-
bych a dlhodobych nékladov.

Vo vseobecnosti obalkova veta hovori o zmene hodnotovej funkcie pri
zmene parametra. Majme tlohu maximalizacie u¢elovej funkcie f(x,t), kde
t je parameter. Potom hodnotova funkcia definovana vztahom

h(t) = t
(1) = max f(x,1)
udava optimalnu hodnotu tucelovej funkcie pri danej hladine parametra t.
Nech sa maximum ucelovej funkcie pre ¢ nadobuda v x(t). Obalkova veta
dava do vztahu diferencial hodnotovej funkcie a parcialny diferencial ucelove;j
funkcie pre x(t) optimélne.

Vh<t) = th(x, t)lm:r(t)
Toto tvrdenie plati len za Specialnych predpokladov kladenych na x(t), brana
ako funkciu parametra t. V naSej praci sme sa snazili oslabit tieto predpok-
lady a dokazat znenie obalkovej vety v slabsom tvare.



Praca sa sklada z uvodu, troch kapitol a zaveru.

V prvej kapitole sformulujeme obélkovi vetu pre volny aj viazany ex-
trém a zaroven interpretujeme vyznam Lagrangeovych multiplikatorov ako
tienovych cien.

Ako sme uz spominali, obalkova veta mé vela aplikicii v mikroekonomi-
ckej teorii. Mnohé zname lemy s jej priamym dosledkom. V druhej kapi-
tole sformulujeme tlohy maximalizacie zisku, maximalizicie uzitku a mi-
nimalizicie vydavkov a pomocou obalkovej vety sformulujeme Hottelingovu
lemu, Royovu nerovnost a Shepardovu lemu. Spomenieme aj Viner-Wongovu
obalkovii vetu o vztahu medzi kratkodobymi a dlhodobymi nakladovymi
krivkami.

V poslednej kapitole sa budeme venovat hodnotovej funkcii a jej vlast-
nostiam pri mensich predpokladoch kladenych na ucelovi funkciu f(x,t).
Nakolko pre dané ¢ sa maximum moze nadobidat na hranici mnoziny K
alebo nie je dané jednoznac¢ne iba pre jedno x(t), teda

G(1) = argmax f(z,1)

je viacprvkova mnozina, nemoézeme znamu obéalkovi vetu na hodnotovia funkciu
h(t) aplikovat. Najprv v§eobecne definujeme hodnotovia funkciu

h(t) = sup f(z,1)
zeK

a dokazeme, ze je Lipschitzovsky spojitda. Potom sformulujeme tvrdenie naz-
vané ako vSeobecna obélkova veta pre tucelova funkciu f(xz,t), kde x € K je
kompaktné bez predpokladov diferencovatelnosti ucelovej funkcie podla = a
C'-hladkosti krivky x(t). Pre jednorozmerny parameter dostaneme slabgiu
integralnu verziu obélkovej vety a pre viacrozmerny parameter dokdzeme jej
platnost skoro vSade v zmysle Lebegueovej miery. Poktsime sa o jej aplika-
ciu v teorii optimalneho riadenia pre diskrétne tilohy na kone¢nom horizonte.
Nakoniec pre tplnost sformulujeme uz znadmu lemu Benveniste-Schienkmana
pre viacrozmerné konkavne funkcie, ktora je tiez akousi obéalkovou vetou.
Nasledne ju aplikujeme na dokaz diferencovatelnosti hodnotovej funkcie pre
diskontované diskrétne tlohy na nekone¢nom horizonte.

V zévere zhrnieme vysledky tejto prace a na¢rtneme dalSie problematiky,
s ktorymi sme sa stretli a pre ktoré by mohla mat vSeobecné obéalkova veta
vyznam.



Kapitola 2

Obalkova veta

2.1 Obalkova veta pre volni maximaliziciu

Najprv zavedieme pojem Obélkovej vety pre pripad maximalizicie funkcie
bez ohranic¢eni na premennu x.

(2.1) max {f(z,t); teUCR'}

zeV CR"?
kde t je l-rozmerny parameter.

Obalkova veta 2.1.1. Nech U, V s otvorené mnoziny v R' respektive R™.
Nech je funkcia f :V x U — R C'-hladkd a nech x* : U — V je C*-hladkd
funkcia takd, Ze

flx*(t),t) > f(x,t) reVCR"

Teda je rieSenim ilohy (2.1). Definujme hodnotovi funkciu h : U — R
nasledovne

h(t) = f(z* (), 1)
Potom pre vsetky t € U a1 =1,...,1 plati

0 0
8_tih(t) = o (z,t)

z=x*(t)
Dokaz. Kedze h(t) = f(z*(t),t), derivovanim zloZzenej funkcie dostavame

oh of "\ of . Ox’(t)
a5 = ¢ (@1 _ +Za—%<x (t),1) 575,-




a kedze f(xz*(t),t) > f(z,t) a f je C' hladk4, nutne plati

of , . Ca
Teda 9k 5
a—ti(t) = a—tif(:v,t) R

2.2 Obalkova veta pre viazany extrém

Podobne moézme formulovat Obalkovi vetu pre optimalizaciu funkcie pri
ohraniceniach na z.

(2.2) gé%i({f(m,t); ge(z,t) =cp pre k=1,...,m}

kde t € R! je parameter exogénne dany, ktory vstupuje do funkcie f a pri-
padne aj ohrani¢eni g, k = 1,...,m. RieSenie hfadame pomocou La-
grangeovej funkcie

m

L(z,t,\) = f(x,t) + > Melcw — gr(x,t)) = € R t € RS A eR™

k=1

Z nutnych podmienok pre viazany extrém dostavame

L (x(t,c),t,\(t,c)) = g—f(x(t,c),t)—z )\(t,c)%(x(t,c),t) =0 i=1,...,n

8_:cj Zj 1 8LUJ'

oL

aT(x(t,c),t,)\(t,c)) = ¢ — gr(z(t,c),t) =0 k=1,...,m
k

kde z(t,c) a A(t, c) sa rieSenia systému pre dané ¢ a c. Definujme hodnotova

funkciu
h(t,c) = f(z(t,c),t) = L(x(t,c),t, \(t, c))

Tato nam urcuje maximalnu hodnotu funkcie f pre dany parameter ¢ a pri
danych ohranic¢eniach, preto zavisi od c.



Obalkova veta 2.2.1. Nech si f, g, pre k = 1,...,m C'-hladké funkcie
oboch premenngch . Nech rieSenie ilohy (2.2) x(t,c) ako aj prislichajici

Lagrangeov multiplikdtor \(t,c) si C* hladké a Jacobiho matica s prvkami
k=1,....m

o)
a—i’;(!ﬁ(t, C)a t)}jzl _____

spolu s x(t, ) spliia nutné podmienky extrému Lagrangeovej funkcie L(z(t),t, A(t)).
Potom

oh of

md hodnost m, teda eristuje jediné \(t,c) také, Ze

8_tz~(t’c) = 6_ti( x z(t,c) Z)\k )]:C:gc(w) 1=1,...,1
h
(,?Ck(t c) = M\i(t, c) E=1,....m

Dokaz. Ako v predchadzajicom pripade pouzijeme pravidlo derivécie zlozenej
funkcie

oh oL "L oz,
a_ti(t’ C) - a_tl(x’ 2 )\) ’z:x(t,c); A=M(t,c) + ; a_xj(m(ta C)a t )‘(ta C)) ot (t> C) +

39k .
:5&( x“c Z/\k xm(m) i=1,...,1

Pretoze z nutnych podmienok extrému plati

oL
Ox;

oL
8>\k( x(t, o), t(AMt,c)) =0 k=1,....m

Teda nepriamy efekt nekone¢ne malej zmeny parametra na zmenu hodnotovej
funkcie h je nulovy. Veta sa da dokéazat aj z rovnosti h(t,c) = f(z(t),t) inym
sposobom:

oh 8f 8:173 .
a9 = g xt“tc+zg% gt =10,

T (@t o), bt ) =0 j=1,....n

(2.3)




z nutnych podmienok extrému méame

Zaroven plati viazba g(x(t,c),t) = ¢ pre vSetky k a derivovanim podla t;
dostavame

o ng &Bj B
a_t7/< ) $$tc+Zax] atz<t7c)_0

=
¢o nam po dosadeni do ( 2.3) dava

oh of
a_ti(t’c) - a_tl(x’t) z=x(t,c)

af
- a_tz(x’ t) ’x:x(t,c)

- 833]'
MR- CUERE L

Ms ||M:

dg
Ae(ts ) (@, )]

(2.4) i

e
Il

1

Podobne dostaneme aj druhé tvrdenie, ktoré poukazuje na vyznam La-
grangeovych multiplikdtorov ako tienovych cien.

Oh oL
a_ck<tvc)_a_ck<x(tac)7t7)‘(tac))_)\k(tac) k=1,...,m

O

Teda ak chceme zmensit ¢, na hodnotovej funkcii h(t, c) zaplatime stra-
tou g (¢, c)Acg, ¢ize Lagrangeov multiplikator prislichajici k ohrani¢eniu k
je tienova cena, ktorui treba "zaplatit'na hodnotovej funkcii, ak sa sprisni
k-te obmedzenie.



Kapitola 3

Aplikacie v ekonomickej teoérii

3.1 Hotellingova lema

Hotellingova lema bola prvykrat dokdzana Haroldom Hotellingom. Vztah
medzi ponukou tovaru a ziskovou funkciou je ¢asto pouzivany v teoérii firmy.
Vezmime si problém maximalizacie zisku, kde firma vyraba jeden pro-
dukt, pomocou jedného vstupu x s jednotkovou cenou w. Ziskany produkt z
daného mnozstva z je dany produkénou funkciou f(x). Nasledne sa preda-
va za jednotkovi cenu p, ktora je dana exogénne trhom. Potom je ziskova
funkcia danéa vztahom

(z,p,w) = pf(z) —wz

Nech z*(p,w) je také, ze pre danu cenu produktu p a cenu vstupu w firma
dosahuje maximélny zisk, teda:

I(z*(p, w), p,w) = max I(x, p,w)

Definujme funkciu IT*(p,w) = (xz*(p,w), p,w), teda IT*(p,w) nam udava
optimélnu hodnotu zisku firmy pre dané cenové podmienky p a w a niekedy
sa nazyva jednoducho ziskové funkcia.

Ak by sa trochu zmenila jedna z cien, ako sa to prejavi na zisku firmy?
Zdalo by sa, ze firma musi celi dlohu riesit odznovu, vypocitat nové opti-
mélne mnozstvo vstupu x*(p, w), dosadit do ziskovej funkcie a vyratat. Ak
vSak pozname obalkova vetu 2.1.1, stac¢i ziskovi funkciu zderivovat podla



prislusného parametra za predpokladu, Ze ziskové funkcia spliia jej predpok-
lady. Specidlne mame

oI oIl )
a_p(p7w) = a_p(‘rapa w)lxzm*(p,w) = f(l’ (pvw))
olr* oIl

%(paw) = a_w(xapv w)lm:r*(p,w) = _I*(p, ’UJ)

Teda ak vzrastie cena produktu p o Ap, v limite pre Ap — 0 sa zisk
firmy zvysi o mnozstvo f(z*(p,w)) vyrobeného tovaru krat zmena ceny Ap.
Naopak, ak stipnu naklady na produkény faktor w, firma strati na mnozstve
vstupného faktora x*(p,w). Intuitivne, ak by sa w zmenila o vela, v naj-
horsom pripade moze firma stale vyrabat rovnaké mnozstvo a teda strati
nanajvys *(p, w)Aw.

Naviac, ak pozname ziskovi funkciu firmy, nemusime poznat produként
funkciu na to, aby sme stanovili optiméalne mnozstvo vstupného faktora. Z
obalkovej vety vyplyva

oIT*
ow

x*(p,w) = - (p,UJ)

¢o je tvrdenie znadme ako Hotellingova lema. Zderivovanim ziskovej funkcie
podla p zistime aj optiméalne mnozstvo vyprodukovaného tovaru f(z*(p, w)).

3.2 Royova rovnost

Dosledok obélkovej vety je aj Royova rovnost. Majme tlohu optimali-
zacie uzitku, kde p, a p, st ceny tovarov z a y a I je rozpoctové obmedzenie.

V(pe,py, I) = max {Uz,y); pox+pyy<I}

Teda maximalizujeme uzitkova funkciu vzhladom na rozpoctové obmedze-
nie pri danej cenovej hladine, kde V (ps, py, I) je nepriama uzitkova funkcia,
urcujuca optimalnu hodnotu tzitku pri danych parametroch.

Optimalne rieSenie na ohranienej mnozine sa da najst pomocou La-
grangeovej funkcie

L(z,y,\) = U(z,y) + A1 — pox — pyy)



ako rieSenie sustavy

T2 gt Aty = S (2 ) — N, =
ax(x,y, ) aI(ﬂv,y) P =0
8L d . d d aU d d d

== ) = = —N\p, =0
ay(x,y, ) 8y(ﬂv,y) Py
oL

a( dayd7>\d): I_p:BJ; _pyy =0

kde z¢ = 2%(p,, py, I) a y* = y*(ps, py, I) sa nazyvaji Marshallovské dopy-

ty!. Ked#e predpokladame, 7e tZitkova funkcia je rasttica v oboch premen-
nych, teda A\? # 0, pouzijeme obalkovi vetu 2.2.1 pre Lagrangeovu funkciu
a dostaneme

oV oL
W(pmplhl) = W(Idvyd7)‘d) - )‘d
ov oL
%(pmapya I) - ap (xd, yd7 Ad) = —)\d.rd
oV oL
(31) %(pﬁ;pyyj) — %(I‘d,yd,kd) — _)\dyd
Yy Y

To mozno interpretovat nasledovne:

e )\ je konstanta timernosti zmeny tzitku pri infinitesimalnej zmene 1.
Ak zva&sime rozpocet o jednotku, tzitok sa radovo zvacsi o A%

e Ak cena tovaru z stiipne o jednotku, Gzitok ndm klesne o z = x4 (p,, p, I)
jednotiek, z ktorych kazda ma uzitkova hodnotu )\d(px,py, I).

e Rovnako pri jednotkovej zmene ceny tovaru y. Strata na uzitku sa
rovné znizeniu wzitku A%(p,,p,,I) v dosledku jednotkovej zmeny ce-
ny krat mnozstvo tovaru y = y%(p,, Py, 1), na ktorom tratime uzitok.
Spravnejsie by ale bolo povedat, Ze zmena ceny sposobi aj zmenu z¢
a y?, ale tieto nepriame efekty zmeny ceny sa na zmene hodnotovej
funkcie V' neprejavia.

124 resp. y? sa nazyvaju aj uncompensated, lebo zmena cenovej hladiny zmeni dosiah-
nutelny uzitok

10



Royova rovnost je Specialny prepis (3.1) vyjadrujuci Marshallovské

dopyty:
OV (pa,py,1)

d — Ops
X (pxapyaj) - _w

o1

AV (pz,py,1)

d — Op
) (pxapyvl) - _m

ol

3.3 Shepardova lema

Podobne mozno dokdzat Shepardovu lemu, ktora sa vztahuje k tlohe
minimalizicie vydavkov, ak chceme dosiahnut konkrétnu hodnotu tzitku.

E(ps,py,v) = win {psx+pyy; Ulz,y) >0}

Teda E(p,,py,v) je vydavkova funkcia, ktora udava najnizsiu sumu, ktori
treba mintt pri danej cenovej hladine p, a p,, aby sa dosiahol uzitok hodnoty
.

Uloha sa da riesif pomocou Lagrangeovej funkcie:

L(z,y,8) = pox + pyy + B(v — Ul(z,y))
Optimalne riesenie nutne splia:

aL c ,c Qacy __ . caU c ,c\ __

oL ou
JJC, c’ ) _ AQc QTC, Y =

_ay( Yy, 0% = py 6ay( y°)

oL

e IC7 c7 Y= v — U .TC, c =0

aﬁ< Y, 5% (=, ¥°)
Prvé dve rovnice systému sa podobaji na rovnice z predchadzajtcej tlohy
maximalizacie GzZitku pre (¢ = %, ale tretia rovnica je inid. RieSenia

¢ = 2°(ps, Dy, V) & Y¢ = y°(pu, Py, v) sa nazyvaju Hicksovské dopyty?.
Rovnako ako v pripade maximalizacie vydavkov moézno pouzit vetu
2.2.1, z ktorej vyplyva, ze derivacia optiméalnej vydavkovej funkcie podla

2¢c pochadza z anglického compensated, pretoZe pri zmene cien sa nezmeni hodnota
dosiahnutého uzitku

11



parametra je rovnéa derivacii Lagrangeovej funkcie podla tohto parametra
pre x = z¢ y = y° a A = \° optimélne.

OF oL c ,c Qc\ __ Qc
aU (pmapyav> - 6?} (Z‘ 7y 76 ) - ﬁ
OF OL | o o e .
8_px<pl‘7pyav) - 817;5 (ZL' Y 76 ) =T
oF oL, . . .. .
T , V) = z, ) =
apy(p Py, V) apy( Y0 =y

Co mozno interpretovat nasledovne:

o Ak chceme zvysit dosiahnuty uzitok o jednotku, musime zaplatit §¢
naviac, ¢ize 0¢ je tienova cena dodato¢nej jednotky uzitku.

e Ak cena tovaru x vzrastie o jednotku, nové optiméalne vydavky vzrasta
o mnozstvo tovaru x, ktoré bolo pred zdrazenim optimélne. Tento
vztah medzi vydavkovou funkciou a Hicksovskymi dopytmi sa nazyva
Shepardova lema.

e Rovnako pre tovar y. KedZze sme predtym optimalizovali, nemozme
kapit menej tovaru y a kvoli zdrazeniu ani viac, aby sme dosiahli rov-
naki troven tzitku v3.

3.4 Viner-Wongova obalkova veta

Dalgou vyznamnou aplikaciou je Viner-Wongova obalkova veta, ktora
ma svoje pociatky vo Vinerovom ¢lanku o kratkodobych a dlhodobych nak-
ladovych krivkdch z roku 1931. Spociatku sa mu nezdalo, preco by pre
Tubovolny bod krivky dlhodobych nékladov mali mat priemerné dlhodobé
ndklady rovnaky sklon ako priemerné kratkodobé naklady pre fixny kapital
rovny optimalnemu.

Pre jednoduchost pouzijeme model s dvoma produkénymi faktormi. Nech
st celkové, priemerné a hrani¢né naklady odvodené z tilohy minimalizacie
nakladov:

(3.2) min {wL +rK; f(L,K)=y}

3Vgimnime, si, Ze rozpottové obmedzenie nie je dané, automaticky sa prisposobi, aby
sa mohla dana hladina uzitku dosiahnut. E(p,,py,v) nam udéva, aké musi byt minimalne.

12



Kde w a r st ceny produkénych faktorov L a K. Teda mozme definovat
funkciu C*(y), ktora udava najnizsiu hladinu nakladov na vyrobu tovaru
mnozstva y. C*(y) ziskame rieSenim ulohy (3.2) pre vSetky y. RieSenim
ziskame optimalne K* = K(y) a L* = L(y), preto C* zavisi len od y, pre
w, r fixné. Nezaujima nas, aké mnozstvo y bude firma vyrabat na zaklade
optimalizacie zisku, teda w a r st pevne dané a y je nas parameter.
Pozrime sa na nékladovia funkciu v okoli bodu yy. Pre dané mnozstvo g
firma optimélne vyuziva mnoztvo Ky a Ly produkénych faktorov. Predpok-
ladajme, Ze firma z kratkodobého hladiska drzi kapital na hladine K.

SC(y) = mLin {wL+7rKo; f(Ko, L) =y}

Pre Tubovolné mnozstvo y rozne od yo st kratkodobé naklady SC|(y) vécsie
nanajvys rovné ako dlhodobé naklady C*(y), lebo tieto sit minimélne naklady
na vyrobu mnozstva y. Samozrejme pre y = yo sa naklady rovnaju. Vid
obrazok 3.2.

SC(y) > C*(y)
Sc(yo) = C*(yo)

Teda ak predpokladame hladkost nakladovych funkcii, dostavame, ze SC
sa dotyka C* v yo a v okoli yo je SC vypuklejsia ako C*. V gy, maja obe
nékladové funkcie rovnaké derivacie, teda rovnaké hrani¢né naklady

(3.3) SRMC(yo) = LRMC (yo)

Naviac, kedze SC' je vypuklejsia ako C* v okoli yy, musi mat vac¢siu druha de-
rivaciu: SC” (y) > C*"(y). Z toho ale vyplyva, 7e kratkodobé hraniéné nak-
lady SRMC' rastu rychlejsie resp. klesaju pomalSie ako dlhodobé hrani¢né
naklady LRMC'. Preto SRMC pretinaju LRMC' v yg na obrazku 3.1 zospo-
du nahor.

Cosa tyka vztahu medzi priemernymi kratkodobymi a dlhodobymi naklad-
mi, pre lubovolné mnozstvo y je SRAC resp. LRAC smernica tetivy, ktora
spaja zaciatok suradnicovej sustavy a prislachajuci graf.

Ac(y) = ¥

Y
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Obréazok 3.1: Kratkodobé a dlhodobé hrani¢né a priemerne naklady
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0 vy y

oK SCk)  CH)

Obréazok 3.2: Kratkodobé a dlhodobé naklady
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Kedze pre y # yo je SC(y) > C*(y), je zjavné, ze tato nerovnost plati aj
pre priemerné naklady.

SRAC(y) > LRAC(y)
SRAC(ys) = LRAC(y)

Podla E.Silberberga [10] teda Viner-Wongov diagram jednoducho vyplyva
z faktu, ze minimum ziskané pri mensom pocte obmedzeni musi lezat pod
minimom ziskanym z viacerych obmedzeni (kapital rovny Ky) a v bode, kde
je dodato¢né obmedzenie nadbytocné sa minimé rovnaju.

Obalkova veta nemusi byt zrejma. Treba si uvedomit, ze SC' je funkcia y
a K. Teda

SC’(y,K):mLin{wL—i-TK; f(K,L) =y}
C*(y) :rgiil{wL—i-TK; f(K,L):y}
= m}}n{SC(y,K)}

Teda rovnost ( 3.3) sa da prepisat ako

y 0
O (o) = 5, 5C (o, K)

K=K*(yo)

3.5 ZovSeobecnena Viner-Wongova obalkova ve-
ta

Problém nastava, ak kratkodobé naklady SRC' nie st vSade diferencovatelné.
Pripadom subdiferencovateInych kratkodobych nékladov na vyrobu elektri-
ckej energie sa zaobera praca A. Horsleyho a A. J. Wrobela. KedZe v sku-
to¢nosti dva vyrobné faktory ¢asto nebyvaju nahraditelné jeden druhym ako
je to napriklad v probléme ocenovania Spickového zatazenia pocas cyklu T,
nie su kratkodobé néklady vSade diferencovatené, ale zato vS8ade existuje
subdiferencial (definicia A.1, 38).

Nech y je mnozstvo vyrobenej elektrickej energie, v spojitom pripade je to
vlaste funkcia ¢asu y(t) na [0, 7). Podla predpokladov funkcia y patri medzi
esencialne ohranic¢ené na [0,7] teda y € L*>°[0,T]. Energia nech sa ziskava
pre jednoduchost z jedného typu tepelného zdroja. Potom fixny produkény
faktor k je prevadzkova kapacita, ktora sa vskutku neda nahradit variabilnym

15



produkénym faktorom v, ktorym je vytazenost prevadzky. Ak cena v menovej
jednotke za kW a periodu T pre k prevadzkova kapacitu je r a naklady na
palivo v menovej jednotke za kWh st w, ktoré budeme dalej povazovat v
danom ¢asovom horizonte za nemenné, potom

T
Bdt ak 0 <y <k
SRC(y, k) = { Z}Ofo y(t) A0Sy s

Teda ak v priebehu periody pre nejaky ¢as t je y(t) rovné k ( teda v case t
uz nie je moznost zvysit vykonnost prevadzky), kratkodobé naklady SRC sa
konvexné, ale nie st diferencovatelné. Zato existuje subdiferencial 9,SRC.*
Dlhodobé néklady

LRC(y,r) = irkl:f <rk>+SRC(y, k)

(3.4) = r sup y(t)+w/0 y(t)dt

te[0,T

Nemo6zme pouzit VinerWongovu vetu, ktoré by v diferencovatelnom pripade
hovorila, ze ak k je optimélna prevadzkova kapacita pri danej cenovej hladine
r, potom

V,SRC(y. k) = V,LRC(y.7)

Intuitivne by sa mohlo zdat, Ze v subdiferencovatelnom pripade staci jednodu-
cho nahradit diferencial V subdiferencidlom 0, ale toto zdanie je mylné. V
skuto¢nosti 9,LRC(y,r) C 0,SRC(y, k) a nie naopak. Aby sme mohli ur¢it
pre aké p z 0,SRC(y, k) je p zaroven z 0,LRC(y,r), pouzijeme vetu znamu
pod nazvom Subdifferential Sections Lemma(SSL). Jej znenie ako aj potrebné
definicie sa nachadzaju v dodatku A.3 respektive podrobnejsie v [13] a [14].
Podl'a nej je zdruzeny subdiferencial 9, .S RC(y, k) podmnozinou kartézskeho
sa¢inu 0,SRC(y, k) a O, SRC(y, k). Naviac pre kazdé p z 0,SRC(y, k) je tsek
z O SRC(y, k) patriaci 0, xSRC(y, k) cez dané p je rovny prave —5kﬂ53(p, k),

4Podla definicie A.1 p € 9,SRC(y, k), ak pre dané p nadobtda funkcia
<p,y>—SRC(y,k)

maximum v y. Teda p € 0,SRC(y, k) ak p(t) > w ked y(t) =k, p(t) = w ked y(t) <k a
p(t) < w pre y(t) =0 na [0, T].
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kde mgg je kratkodoba ziskova funkcia definovana ako

wsr(p, k) = sup < p,y > —SRC(y, k)
Yy

(3.5) _ /0 (p(t) — w)* ke dt

Kde funkcia T je definovana ako (z)™ = max{xz,0}.

V pripade ziskovej funkcie definovanej podla (3.5), msg je ako funkcia p
konvexne zdruzend so SRC' ako funkciou y pre pevné k a w. Naproti to-
mu je funkcia dlhodobych nékladov LRC' definovana podla (3.4) brana ako
funkcia r konkévne zdruzenou s —SRC' ako funkciou k pre y a w pevné.
Teda sa da povedat, ze —LRC' je konvexne zdruzend k SRC' cez priesto-
ry R a K. Analogicky ako pre funkciu mgg moézme povedat, ze cez kazdé
—r € OSRC(y, k) je tusek 0,5RC(y, k), ktory patri aj zdruzenému sub-
diferencialu 0, SRC(y, k) rovny prave supradiferencialu —5y — LRC(y,r),
ktory je rovny podla definicie supradiferencialu 9,LRC(y,r). Ak teda na
oboje funkcie aplikujeme vetu A.3(SSL), dostavame tri ekvivalentné vztahy
zapisané v nasledujicej vete.

Vseobecna Viner-Wongova Veta 3.5.1. Nech SRC : Y x K — R je
konvexnd, zdola ohranicend funkcia, ktord definuje LRC(y,r) a msr(p,k)
podla (3.4) a (3.5). Potom nasledujice tri podmienky si si ekvivalentné.

®pcE aySRC(ya k) arec é\kﬂ-SR(pa k)
o (p,—r) € 0y xkSRC(y, k)
o —r € OSRC(y, k) ape d,LRC(y,r)

Pre zovseobecnenu obélkovi vetu sa da vlastne povedat, ze ak r € 5k7rSR(p, k)
potom p patri ako 0,SRC(y, k), tak aj 0,LRC(y, ).

Ak sa vratime spéat k prikladu ocenovania $pi¢kového zatazenia, naozaj
ak v nejakej chvili je y(t) rovné prevadzkovej kapacite (sup, y(t) = k), sku-
to¢nost, ze r € —0xSRC(y, k) ndm nepovie ni¢ okrem toho, ze r > 0. Pritom
je pre prevadzku optimélne, aby bola vyuzivana naplno, teda aby pre nejaké
t € [0,7] bolo y(t) = k. Naproti tomu ak

871'53

r= [ ) - wyd = )
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Vieme, pre aké r je p zaroven z 0,SRC(y,k) a 0,LRC(y,r). Zéaroveii nam
vztah ukazuje aké ma byt y pri danej cenovej hladine p. Teda y(t) = k ak
p(t) > w, 0 < y(t) < k ak p(t) = w a y(t) = 0 akonahle p(t) < w. Ak
naviac r # fOT(p(t) —w)tdt = 258 (p, k), prevadzkova kapacita na hladine k
nie je pri danych nakladoch r optimalna. V pripade ze je r vacSie, oplati sa
znizovat celkovi kapacitu generatora elektrickej energie, v opa¢nom pripade
sa ju oplati zvysit.
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Kapitola 4

Vseobecna obalkova veta

4.1 O diferencovatelnosti hodnotovej funkcie

Majme opéat tlohu maximalizacie funkcie a definujme hodnotovi funkciu
nasledovne
(4.1 h(t) = max f (@,
Hodnota premennej x, v ktorej sa pre dané t dosahuje maximum funkcie
f(x,t) vzhTadom na z nie je vo v8eobecnosti jedina alebo sa nadobuda pre
na hranici K. V takom pripade nemozeme na hodnotova funkciu aplikovat
obéalkovi vetu( 2.1.1), kedZe niesa splnené jej podmienky. V tejto kapitole
sa budeme snazit oslabit jej predpoklady a dokézat jej platnost v slabSom
zmysle.

Nie vzdy musi max,cx f(z,t) existovat. Hodnotoviu funkciu mozme v
takom pripade definovat nasledovne

(4.2) h(t) =sup f(z,t) teT

V pripade, ze dané suprémum je konecné, mozme sformulovat nasledovnu
vetu.

Veta 4.1.1. Nech je funkcia f(x,.) na mnoZine T C R' 3-Lipschitzovskd pre
vietky x € K C R™. Nech je f(.,t) na K ohranicend pret € T C R!. Potom
je aj hodnotovd funkcia definovand vztahom (4.1.1) Lipschitzovsky spojitd s
rovnakou konstantou [3.
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Doékaz. Funkcia f je S-Lipschitzovska, teda pre Tubovolné t, t' € T ax € K
plati

|[f(wt) = fla,t)] < BJt =¥
Pre hodnotovu funkciu mozu pre rozne ¢, t' € T nastat dva rozne pripady:

o Ak je h(t) = h(t'), potom trivialne
|h(t) — h(t")| =0 < B|t — |

e Ak sa h(t) a h(t') nerovnaji, bez Gjmy na vSeobecnosti moézme vziat
h(t) > h(t'). Z definicie h(.) existuju také dve postupnosti {a:k}zozl a

;@ &
{xn}nzp ze

(4.3) kh_)rgo f(xg, t) =h(t) a lim f(a),t") = h(t)

n—oo

Pre Tubovolné zvolené n € N moézme napisat

h(t) = f(x),t') + €,

Potom pre postupnost {en}zo:l z (4.3) vyplyva
€, — 0 pre n — oo

Pre n existuje k, € N také, ze pre vSetky k > k, plati
h(t) < f(zg,t) + €n

Potom pre rozdiel hodnotovych funkcii dostavame

|h(t) = ()| = h(t) = h(t)) < flant) +en— flag, 1) — e
(4.4) = flap,t) — f(z,t) Vk>k,
Nastat mozu dva pripady.

a. In a k nemu také k' > k,, ze f(xp,t') < f(z!,t'). Potom mo6Zme
nerovnost (4.4) prepisat nasledovne:
h(t) = h(t)| < flaw,t) = fz),1)
- f([)’)k/,t) - f(xk’7t/) + f(l'k/, t/> - f(x;wt,)
< Blt—t|+0
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b. Ak pre Vn € N a Vk > k, f(xy,t') > f(z!,t") aplikovanim limity
pre n — oo dostaneme
lim f(zy,t') > lim f(z),t') = lim (h(t') —€,) = h(t)

Ak n — o0 aj k, — oo a teda musi nutne aj

f @y, ,t') — h(t')

Pre dané k, mozme definovat postupnost {€kn}zo

_ — 0 pre
n— 00 a

€kn

f(@g,, 1) = h(t') — &,

Potom pre nerovnost (4.4) mame

|h(t) = ()| < flar,t) = flan,,t) + flo,,t) — fla,.t)
< ﬁ}t—t’|+f(xkn,t’) fzl 1)
= Blt—t|+h(t") — &, — h(t) + e,

(4.5) = Blt—t|+h{t)—&, +e YneN

Kedze f(xy,,t') > f(z,t") pre Vn € N, plati aj nasledujica
nerovnost
€p, <€, VneN
Definujme si postupnost {(5,1}20:1 vztahom: 9, = €, — €, > 0
Plati:
lim 9,, = lim (en — Ekn) =0

n—oo n—oo

Teda ak na (4.5) aplikujeme limitu pre n — oo, dostavame

|h(t) —h(t)| < Blt—t|+6, VneN
|h(t) = h(t")] < Blt—1]

Co znadi, ze hodnotova funkcia je Lipschitzovsky spojita s rovnakou kons-
tantou (. n

Pre funkcie f, ktoré sa rovnaji hodnotovej funkcii pre nejaké » € K,
plati Specidlne lema o Lipschitzovskej spojitosti, kde ( konstanta je dané
ako sup g, |Vif(z,t)].

Dosledok 4.1.2. Nech je hodnotovd funkcia h(t) definovand vztahom (4.1) a
t € T CR. Nech je funkcia f(t,z) parcidlne diferencovatelnd podla t a nech
je Vif(z,t) na K x T ohranicend, potom je h(t) Lipschitzovskd.
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4.2 Obalkova veta pre
jednorozmerny parameter

Ako sme uz spomenuli, pre dani hodnotu parametra ¢ nemusi existovat jed-
iné x, pre ktoré nadobuda f(z,t) svoje maximum na K. Preto sme sa za-
¢ali zaoberat zobrazeniami, ktoré priradia k prvku mnozinu a volajua sa ko-
reSpondencie. Nasleduje niekolko definicii vlastnosti koreSpondencii, ktoré
st potrebné pre aplikaciu Maximovej vety(dodatok B, 40) a dokaz obélkovej
vety, platnej za vSeobecnej§ich predpokladov. Definicie ako aj Maximova
veta vychadzajiu z prace Nancy L. Stokeyovej a Roberta E. Lucasa [5].

Definicia 4.2.1. Korespondencia I' : X — Y je zdola hemispojitd(zd.h.)
v ak T'(x) je neprdzdna a ak pre kazdé y € T'(x) a kaZdi postupnost x,, — x
existuje N > 1 a postupnost {y,}>> v takd, Ze y, — y ay, € ['(x,) pre vietky
n > N.

Definicia 4.2.2. KoreSpondencia I' : X — Y je zhora hemispojitd(zh.h.)
vz ak I'(z) je neprizdna a ak pre kaZdi postupnost x, — x a kaZdi pos-
tupnost {y,}o v, taki, Ze y, € I'(x,) pre vSetky n, existuje konvergentnd
podpostupnost {y,}, ktord md limitu y € I'(x).

Definicia 4.2.3. Korespondencia I' : X — Y je spojitd v x € X ak je
zdroven zdola aj zhora hemaispojitd v x.

Aby sme mohli pouzit Maximovu vetu(dodatok B, 40) na dokaz hemispo-
jitosti zhora zobrazenia G(t) = argmax,cx f(x,t), dokdZeme najprv nasle-
dujtcu lemu.

Lema 4.2.4. Nech K je neprdzdna a kompaktnd mnozina. Definujme zo-
brazenie K : t — x nasledovne K(t) = K ¥Vt € [0,T). Potom zobrazenie K je
kompaktnd spojitda korespondencia.

Dékaz. K(t) = K je pre Vt neprdazdna. Pre Vi, —t a pre V{z,} (zjavne
z, € K(t,) = K) existuje podpostupnost {Z,}, &, — = € K = K(t) z
kompaktnosti K. Teda K je zhora hemispojita koreSpondencia.

Pre Vo € K = K(t) a V{t,}; t, — t existuje postupnost {z,}; z, — = a
x, € K(t,) = K trividlne a teda K je zdola hemispojita korespondencia.

A teda K je kompaktna a spojita koreSpondencia. O
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Nasledujtci obrazok 4.1 slazi na ilustraciu obalkovej vety v pripade, ze
ucelova funkcia f(x,t) nadobtuda pre nejaké ¢t maximum pre rozne z € K.
Teda ak

G(t) = arg max f(z,t) je viacprvkova

V tomto pripade je mnozina K, z ktorej sa vybera maximum f(z,t), kone¢na.
Z obrézka I'ahko vidno, Ze hodnotova funkcia moze mat zlomy, tieto st vsak
zriedkavé. Znenie obalkova veta plati vzdy, ak ma pre dany parameter ¢,
mnozina G(ty) iba jeden prvok. Ani tu v8ak nemozeme aplikovat klasicku
obalkovi vetu. Mnozina K je diskrétna a teda o existencii parcialnej derivacie
ucelovej funkcie f(z,t) podla premennej x nemoze byt ani re¢i. Ako ukazeme
v nasledujtcej vete, pre K kompaktni, hodnotova funkcia h(t) méa vsade
derivacie zlava aj zprava, pri¢om plati:

) |
0= e o

') — of
0= e oY

Akondhle je G(t) jednoprvkova, nutne plati
W) = (1)

a teda derivicia hodnotovej funkcie v takom pripade existuje, ako ilustru-
je obrazok pre hodnotu parametra t3. Taktiez ale vidime, Ze ak je G(t)
viacprvkova, hodnotova funkcia moze a nemusi mat derivaciu ako je to v
pripade parametra t,, ked existuje a parametra t,, ked sa h’ (t) a A/ (t)
nerovnaju.
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— flz1,1)
— Fleat)
— flxs,t)

fl.t)

1 ta 151

— flo,t)
— flaa,t)
— flxa,t)
— h(t) = max flx, 1)

NSS4

t1 ta ts

fl..t)

Gity) = {2,122} B (1)
Gty) = {;:1.4:3} Elh’(t-z)
G(tz) = {x3} 3k’ (ta)

Obrazok 4.1: Hodnotova funkcia pre K = {xl,a:Q,xg}
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Aby sme mohli odvodit vSeobecni obalkovi vetu, najprv ju dokadzeme
pre jednorozmerny parameter ¢, ¢o neskor vyuzijeme pri dokaze existencie
parcidlnych derivacii hodnotovej funkcie viacrozmerného parametra.

Veta 4.2.5. (Vseobecnd obdlkovd) Nech x € K, kde K je neprdizdna a kom-
paktnd a nech f(.,t) : K — R je spojita funkcia pre ¥t € [0,T). Dalej nech
pre kaZdé x at existuje %(m, t), ktord je spojitou funkciou oboch premenngch,
potom G(t) = arg max,ei f(x,t) je neprdzdna, kompaktnd, zhora hemispojitd
korespondencia.

Funkcia h(t) = max,c i f(x,t) je diferencovatelnd skoro viade na [0,T] a
ak eristuje W' (t), plati

of -

W) = (@1

pre lubovolné & € G(t).

Dokaz. K je z lemy 4.2.4 kompaktna a spojita koreSpondencia a teda moézme
aplikovat Maximovu vetu (dodatok B, 40), z ktorej vyplyva

G(t) = argmax f(z,1)

je neprazdna, kompaktnd, zhora hemispojita koreSpondencia a funkcia
h(t) = t
(t) = max f(z,1)

je spojita.

Ako vyplyva z lemy 4.1.2, hodnotova funkcia h(t) je Lipschitovska a teda
aj skoro vsade diferencovatelna.! Staci dokazat, Ze ak ma v ¢ derivaciu,
potom je rovna %(Jc,t) pre lubovolné x € G(t). Najprv dokdZeme, ze h méa
na [0, T] derivéacie zprava aj zlava.

Pre kazdé t zvolme Tubovolny bod

0
t) e in — f(t,
z(t) arg min - (t, )

brot <t pay M) =R _ SEa) = fta(t) _ F(2() - F(tx(D)

t—1 -1 -t

Ly zmysle Lebegueovej miery
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z ¢oho vyplyva

Zaroven plati

ht') —h(t) _ f,z(t) — f(£z) _ Of ,
H—t 2 H— ¢t _%(&@({; ))

kde Ty € [t,, t]

Zvolme postupnost t,, — t taku, Ze

0
7’L11—>r£10 a_cng(S, g(tn S=Tty, - lltl//IiéI}f _S(S’ x<t/ S=Tyt
Potom plati
h(t") — h(t
liminfM > lim infg(s,g(t’) = lim ﬁ(s,g(tn — g(t,iﬁ),
t'—t— t—1 t'—t— 0Js s=ty  n—oo 0§ 5=Tty, ot

kedZe pre n — oo ide 7, — t a z hemispojitosti G zhora z(t,) — T € G(t)

a aa—{(t, x) je spojitd v oboch premennych. Teda

.. h()—=h(t) _ Of
S S
liminf ——/—=—= > 7, = ot

of
I (t) = min ——(t
-0 =iy 5 (o)
Podobne oznac¢ime

Z(t) = arg max —(t, )

z€G(t) O
Pro # > ¢ mame ) = h(t) _ f{ () — f(t,7(1)) > [, z@) — ft.Z(1))
t—t t—t t—1t
A teda . 9

Zaroven plati
h ! —h /,_ ") — 7_ ! 8 (' !
(tt)/ — (1) < f(,z(t )t), - {(t z(t')) _ 8_£(S’x(t ) . kde 7 € [t, 1]

26



Zvolme postupnost t,, — t taku, Ze

’nll—>nolo g_f(s,f(tn)) S=Ttp - llf/Il_ilip a_::(s’f(t/)) S=Tyt
Potom dostavame
h(t') — h(t
lim sup M < lim sup %(s,f(t’)) = lim ﬁ(s,f(tn)) - ﬁ
v —tt —1 v —tt S S=Ty n—oo Js $=Tin ot

ked7ze pre n — oo plati 73, — ¢ a z hemispojitosti G zhora Z(t,,) — = € G(t)
a funkcia %(w, t) je spojita v oboch premennych. Teda plati

h{t) — h(t) _ ‘?9_{@,:%) < g—{(t,f(t))

lim su
t/*)t-ﬁ-p t, - t

') — of
0= 2 o

Hodnotova funkcia h(t) ma na [0, 7] derivacie zlava respektive zprava.
A teda ak R/(t) existuje, tak potom ' (t) = b’ (t) = %(m*,t) pre vietky
z* € G(t). Teda mozeme pisat

= g(t, ) pre skoro vsetky ¢ € [0, 7.

B (t) =
®) ot v ZEG(t)

]

Doésledok 4.2.6. Kedze je h Lipschitzovské a teda absolutne spojité, z vety 4.2.5
vyplyva, ze pre ty a t z T mozme pisat Obalkova vetu v integralnom tvare v
zmysle Lebegueovho integralu:

t af

h(t) = h(to) +/ g(f,sﬂjeg(s)ds to, t € [0,T]
to

27

(t,7)



4.3 Obalkova veta pre
viacrozmerny parameter

Veta 4.3.1. (Vseobecnd obdlkovd veta pre t € R') Nech K je neprdzdna a
kompaktnd a T konvernd podmnoznina R'. Nech f(.,.) : K xT — R je spojitd
funkcia. Nech na K x T existuji g—i(x,t) preVi=1,...,1, ktoré si spojité
funkcie oboch premenngch, potom G(t) = argmax,ci f(z,t) je neprdzdna,
kompaktnd, zhora hemispojita korespondencia.

Funkcia h(t) = max,ex f(x,t) je skoro viade na T diferencovatelnd a ak
eristuje v t derivdcia, plati

Vh(t) = Vif(t, T)
pre lubovolné T € G(t).

Dokaz. K je z lemy 4.2.4 kompaktna a spojita koreSpondencia a teda moézme
aplikovat Maximovi vetu (dodatok B,str. 40), z ktorej vyplyva

G(1) = argmax f(z,1)

je neprazdna, kompaktna, zhora hemispojita korespondencia a funkcia

h(t) = t

(t) = max f(z,1)

je spojita.

Funkcia h(t) je podla lemy 4.1.2 Lipschitzovsky spojita a z Rademacherovej
vety(dodatok 2,str. 42) vyplyva, Ze h je skoro v8ade diferencovatelna. Staci
nam dokazat, ze ak existuje, tak plati:

Vh(t) = V. f(t, T) skoro v§ade na T'
VEeG(t)

Analogicky ako vo vete 4.2.5 dokdzeme, 7e ma parcidlne derivicie skoro
vsade. Oznacime

Ti(t) = =t .

Il
\t—‘
=

of
() = in ——(t, =1,...,
o(t) = o0s g 7y (6 3) i<l
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a dostaneme

9 af

—ho(t) = Lt 2) = == (t,7;
0 . Of af
—h_(t) = —(t,z) = == (t, z
pre i = 1,...,1 a teda pouzijic vetu 4.2.5 pre jednorozmerné t;, h mé skoro
vSade parcialne derivicie a
oh 0
(4.6) 8_t2(t) = a—i:(t,f) e skoro v8ade na T

Ak teda Vh(t) existuje pre nejaké t € T', potom existuju aj parcialne derivacie
v t a teda zo vztahu( 4.6) je nezavisle na vybere T z G(t) rovna:

Vh(t) = V. f(t, Z)

skoro vsade na T
VZEG(t)

4.4 Diskrétne tlohy optimalneho riadenia

Majme diskrétnu tlohu optimalneho riadenia na kone¢nom horizonte. Hlada-
me také riadenie U = (u(0),u(1),...,u(T)) a k nemu prislichajicu odozvu
x = (xo,z(1),...,2(T)), ktoré splhaji stavovu diferen¢nt rovnicu

(4.7) ot +1) = f(z(t),u(t),t) t=0,1,....T—1

Pociatofna podmienka je dand ako z(0) = xy a riadiaca premennd splia
ohranicenia na riadenie U € U, v zmysle

wt)eUR)  t=1,...,T

pre ktoré nadobuda ucelova funkcia
(4.8) J(zo, U) =Y fola(t), u(t), t)

svoje maximum. Riadenie U, ktoré je riesenim tlohy (4.8) a splita stavovi
diferen¢nt rovnicu a ohranicenia na riadenie, nazyvame optimalnym. Pred-
pokladame, ze U(t) je pre vSetky ¢ = 1,...,T kompaktna a funkcie fo a f sa
C'! hladké v oboch premennych.
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Ulohu( 4.8) vnorime do systému tloh

D, ={J-(z,,U,T) Zfo ) t); x(r) =}

Pricom platia rovnaké ohranicenia na stavové a riadiace premenné ako aj
diferen¢né rovnica. Definujme hodnotova funkciu

‘/;—(177—) = %125{{ JT(‘T/‘T7 U)

Pre kazdé t > 7 je x(t) z diferen¢nej rovnice(4.7) C! hladka funkcia z, a U.
Ked7e funkcia J; je suma C' hladkych funkcii z(t) a U, st aj J, spolu s
gi: spojité funkcie v z, a U. Hladame optimélne riadenia U z kompaktnej
mnoziny U. 7 vSeobecnej obalkovej vety 4.3.1 vyplyva, Ze pre lubovolné 7
pevné je V. (z,) spojita a diferencovatelna pre skoro vetky z, a ak derivacia

podla z, existuje, plati

oV, 0J;

(49) 8_1:7(37” T) 8xT (II?T, U T)

Kde U je nejaké prislichajice optimalne riadenie. Pre dané 7 si mozme
prepisat vztah( 4.8) ako

Jr(x7,U) = fo(xr, u( Z fo(x ):t)

t=7+1

Derivovanim podla z, a vyuZzitim diferencnej rovnice dostavame

dJ; ~ 0fo 0Jri1 Ox(r +1)
a_xT@T’ U) = G—%(xm u(T), T) + ol + 1) (z(7+1),0) 9z (7)
/s 041 of

— a—xT(:cT,u(T),T) + m(m@' + 1),U)a—x7—(l},u(7’),7‘)

Nech v, = [g‘] (xr, U)}T, potom dostavame

b(r) = g%m,um, )t ZL< u(r), (T + 1)
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Ak za U dosadime optiméalne riadenie ﬂ, dostaneme adjungovany vektor
znamy 7 Pontrjaginovho principu maxima a rovnost( 4.9) mdzme prepisat

ako 5V
T _ T
S an 1) = 977

Teda skoro pre vSetky pociato¢né stavy existuje derivacia hodnotovej funkcie
a v nich je rovna prislugnému transponovanému adjugovanému vektoru 7.
Bohuzial nam toto tvrdenie nevie ni¢ povedat o platnosti rovnosti

ov,

T
or, ¥r

pozdlz optimélnej cesty (z(7), (7)) pre 7 = 0,1,...,T resp. 0,1,... pre

~

ulohy na nekone¢nom horizonte. Specialny pripad diferencovatelnosti hod-

notovej funkcie v dynamickych modeloch rozobera praca L. M. Benvenisteho

a J. A. Scheinkmana, ktora predpoklada konkévnost hodnotovej funkcie.
Majme diskontovantd tlohu na nekone¢nom horizonte

(4.10) max J(zo, U) = > B fola(t), u(t))

pri poc¢iato¢nej podmienke 2(0) = o a diferen¢nej rovnici
z(t+1) = f(x(t),u(t)) pre VEi=0,1,...
Kde x € X C R" je stavova premenna a U € U je riadenie v zmysle:

e u(.) je m-rozmerny vektor v R™
e u(t) € U kde U je kompaktna pre vsetky t =0,1,...

Rovnako pri predpoklade C* hladkosti funkcii fy a f, dostavame, Ze pre
Tubovolné 7 pevné je funkcia

(4.11) Jo(2:,U) =Y B folx(t), u(t))

tiez C'! hladk4 v oboch premennych, kde z(7) = z,. Predpokladajme, %e pre
vSetky x¢ respektive x, z R™ st sumy (4.10) a (4.11) dobre definované. Naviac
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ak existuje optimélne rieSenie, teda také pripustné Uel , pre ktoré nadobi-
da Jy(zo, U) maximum pre dané xg, moézme definovat hodnotovi funkciu
vztahom:

Vo(zg) = max Jo(zo, U)

Uel

= max {3, u); 2(0) =z aa(t+1) = f(a(t),ult)) |

Napodobne definujeme hodnotova funkciu pre celé 7 > 0

Vi(z,) = max Jr (-, U)

Uel

— max { 3B fola(t) ut)); w(r) =2, aw(t+1) = f(x(t),u(t))}

Z principu optima sa da I'ahko nahliadnut, Ze

Vo(zo) = max » B fo(w(t), u(t))

Ueud

[e.9]

- u(O)IenUa(%{):U {f()(xo’ u(0)) + u(t)e(}%ilfw >0 ; ﬁtfo(x(t), u(t))}

{folo, u(0) + Vi@(1): (1) = F(wo,u(0))}

max
w(0)eU (0)=U

Podobne mozme prepisat hodnotova funkciu pre 7 > 0. Nasledujici vztah
sa nazyva Bellmanova rovnica.

Uel

Vi(z) = max > 6 fo(x(t), u(t))

= max U{ﬁTfo(xT,u(T)) + max Z 5tf0($(t)7u(t))}

u(r)eU(r)= u(t)eU(t)=U; t>7 Mot
= oma {F ol u(n) + Valo(r +1)); - a(r +1) = f(er,u(r) }
u(T)eU(T)=

Tato hodnotova funkcia zavisi od 7, preto sa CastejSie pre diskontované op-
timaliza¢ne tlohy udava ind hodnotova funkcia, ktora je dan& vztahom:

V<x7') = 5_7—‘/7'(1'7)
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Nové hodnotova funkcia uz od 7 nezavisi. Bellmanovu rovnicu prepiSeme na
tvar

V(e:) = max B fola(t), ult))

= max {folwru(r) + BV (e(r + 1) a(r+1) = f(ar,ulr) }

u(T)eU(r)=U

Ak si pre 7 vyjadrime riadenie z diferen¢nej rovnice nasledovne
z(r+1) = fz(7), u(r)) & u(r) = g(z(7), z(T + 1))
mozme definovat funkciu :
v: X xX >R v(z,y) = folz,g(x,y))

Pre hodnotovi funkciu V (z,) dostavame nasledujici prepis

Vi) = max  {folenu(m) + BV 1) o+ 1) = fleu(r) |

N x(r+%2)r((xT) {V(xf’ a(t+ 1)) + BV (z(r + 1))}

kde I'(x,) je takd koreSpondencia, ze ak
z(t+1)el(z,;) ©u(r) e U(r) =U pre (1 + 1) = f(z,,u(r))

Pre pevne zvolené z, existuje také z(7 + 1) = ¢(z,, 7 + 1), aby

V(zr) = v(xr, ¢(ar, 7+ 1)) + V(d(2r, 7+ 1))

Inak povedané, optimalna odpoved na stav z, v nasledujiucom ¢asovom kroku
je o(x,, 7+ 1).

Sformulujeme nasledujicu lemu, ktord je vlastne Obalkovou vetou pre
konkavne funkcie.

Lema 4.4.1. (Benveniste a Scheinkman) Nech je V(x) konkdvna funkcia na
konvexnej mnozZine X a nech je O(xg) okolie xg € X. Ak existuje konkdvna,
diferencovatelnd funkcia W : O(xz) — R takd, zZe W(x) < V(x) Vz € O(xg)
a W(xg) = V(xy) , tak potom je V(z) diferencovatelnd v xy a plati

V/(LC()) = W’(l’o).
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Dokaz. Dokazeme, ze V ma v z( jedinny subgradient p. Z definicie subgra-
dientu? p, musi tento splitat nasledujticu nerovnost pre vietky x € X

plx —x9) > V(z)—V(ry) VreX
Kedze W(x) < V(z) na O(zg) okoli zq, pre p plati
p(z —x9) > V(x) — V(zg) > W(x) — W(xo) na O(xg)

Kedze je W diferencovatelna, p je jediné. Konkavna funkcia z jedinnym

subgradientom v zg je v zg aj diferencovatelna.?
O

Nech st splnené nasledujice podmienky:
(1) v(z(t),z(t + 1)) je rydzorastica v prvej premenne;j.
(ii) I'(z;) je kompaktna a monotonna v zmysle I'(x) C I'(2') ak x < 2
(iii) v(z(t),z(t + 1)) je rydzokonkivna v (z(t), z(t + 1))

Veta 4.4.2. (Benveniste a Scheinkman) Nech si splnené podmienky (i), (ii), (iii)
a nech je X C R™ konvernd a v v (z(t),z(t+1)) C! hladkd. Potom je V (x,)
v x, diferencovatelnd a plati

oV 0

5 (70 = g O, 7)))
Dékaz. Z podmienok (i),(ii) a (iii) existuje optimélne rieSenie {(;S(t,xT)}zT
tlohy( 4.11) pre Yz, € X a aj 7 a hodnotova funkcia je dobre definovana na
nejakom okoli O(z,) [5|. Definujeme si nasledujicu funkciu, aby sme mohli
pouzit lemu 4.4.1

W(z) = v(z, ¢(z-)) + BV (¢(7))

W je na okoli O(x,) dobre definovana. Kedze W (x) = v(x, ¢(z,, 7))+ ¢, kde
c je konstanta, W je tiez konkavna a diferencovatelna. Zjavne plati, ze

W(z) < V(x;) na okoli O(z,)

2Pre konkévne funkcie je to vlastne supragradient v dodatku( A.2, 38)
3Rockafeller| [4], Theorem 25.1, str. 242]
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Funkcia V je z konkdvnosti v a konvexnosti X konkavna, mozme pouzit
lemu 4.4.1. Podla nej je hodnotova funkcia v x, diferencovatelna a plati

oV oW ov
8_.257@7) = %(%) = a—xT(xmy)

y=¢(xr,7+1)

Ked7Ze tato rovnost plati pre vSetky =, € X a 7, méZme pisat

ov ov
8_:177(IT) = %(Iﬂy)

T

y=¢(xr,7+1)
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Kapitola 5

Zaver

Cielom tejto préace bolo zhrnit poznatky o obéalkovej vete a dokéazat jej slabsiu
verziu pri oslabenych predpokladoch na arg max,cx f(x,1t).

Do prace sme zahrnuli jej doteraz zndme podoby pre maximaliza¢né tlohy
a to pre volny aj viazany extrém. Mnohé zname vztahy v mikroekonomicke;j
teorii sme si sformulovali prave za pomoci obéalkovej vety. Poukézali sme aj na
nedostatok silného predpokladu C! hladkosti funkcie z(¢), aby sa spominané
veta mohla aplikovat.

Podarilo sa ndm sformulovat slabsie tvrdenia, poukazujice na vlastnosti
hodnotovej funkcie, ak sa maximum nenadobida pre ziadne z € K respek-
tive sme za oslabenych predpokladov dokézali vieobecnii obéalkovi vetu. Té-
to uz nekladie predpoklad na hladkost krivky x(t), nakol'ko sme uz vo velmi
jednoduchom pripade konecnej mnoziny K ukézali nejednoznacnost takejto
krivky. Preto sme sa zaoberali mnozinovymi zobrazeniami, ktoré sa vola-
ju korespondencie. Dostali sme slabsiu verziu obalkovej vety, v ktorej sme
narozdiel od klasickej obalkovej vety nekladli ziadne podmienky na existenciu
parcidlnej derivacie ucelovej funkcie podla premennej x.

Najprv sme vdaka dokazu Lipschitzovskosti hodnotovej funkcie aj pre
h(t) definované ako suprémum dokazali, 7e za oslabenych predpokladov je
hodnotova funkcia absolatne spojita a aj skoro v8ade diferencovatelna, navi-
ac v pripade existencie derivacie vzdy plati obalkova veta a to bez ohladu na
mohutnost mnoziny G(t) = argmax,cx f(z,t). Pre jednorozmerny parame-
ter t sme dané tvrdenie zapisali aj pomocou Lebegueovho integralu.

Nésledne sme tto vSeobecni verziu obalkovej vety aplikovali pre diskrétne
tlohy optimalneho riadenia na konec¢nom horizonte. Ukazali sme, Ze deriva-
cia hodnotovej funkcie podl'a po¢iato¢ného stavu existuje skoro pre vietky .,
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a potom je rovné transponovanému adjungovanému vektoru, ktory je znamy
z Pontriaginovho principu maxima.

Toto tvrdenie sa nam zatial nepodarilo zovSseobecnit aj na diskrétne tlohy
na nekone¢nom horizonte respektive v spojitom pripade. I ked sme vSeobec-
ni obalkova vetu formulovali pre premenné x a parametre ¢ z kone¢norozmer-
nych priestorov R™ resp. R!, zd4 sa, Ze dokaz ktory sa opiera o maximovi vetu
moze platit aj v inych priestoroch, kedze maximova veta potrebné na dokaz
hemispojitosti korespondencie G(t) zhora nutne realne priestory nevyzaduje.

Pre uplnost sme pre nekone¢norozmerné diskrétne tlohy uviedli uz zname
tvrdenie vychidzajice z Benveniste-Schienkmanovej lemy, ktord je urcitou
obalkovou vetou pre konkavne funkcie.
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Dodatok A

Definicie sub a supradiferencialov
a
Subdifferential Sections Lemma

Definicia A.1l. (subdiferencidl) Nech C' : Y — R U {£o0} je konvernd
funkcia na vektorovom priestore Y, ktoriy je spojenyj s priestorom P skaldrnym
suc¢inom (.,.) : P xY — R. Subgradient C vy €Y je kaZdé také p € P, Ze
Cy + Ay) > C(y) + (p, Ay) pre kazdé Ay € Y. MnoZina vietkijch subgra-
dientov v y sa nazgva subdiferencidl a znaci sa OC(y). Teda

p € 0C(y) & y mazimalizuje (p,.) — C(.)

Definicia A.2. (supradiferencidl) Nech m: K — R U {£o0} je konkdvnd
funkcia na vektorovom priestore K, ktoryj je spojeny s priestorom R skaldrnym
suc¢inom (.,.) : R x K — R. Supragradient = v k € K je kaZdé také r € R,
Ze m(k 4+ Ak) < w(k) + (r, Ak) pre kazdé ANk € K. MnoZina vietkyjch supra-
gradientov v k sa nazijva supradiferencidl a znaci sa gﬂ(k’) Teda

r € On(k) < k mazimalizuje w(.) — (r, )
Supradiferencidl sa dd definovat pomocou subdiferencidlu ako

on(k) = —0 — m(k)
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Lema A.3. (Subdifferential Section Lemma) Predpokladajme, Ze
C:Y x K — RU+{oo} je konvexnd funkcia na kartezidnskom sicine
vektorovijch priestorov Y a K, ktoré su spojené s priestormi P a R. Nech
m: P x K — RUx{oo} je parcidlne konverne zdruZend s C, teda

m(p, k) =sup(p,y) — C(y, k) YVpe PVke K

Y

Potom su nasledujice dve podmienky ekvivalentné.
1. (p,—r) € 0C(y, k)
2. pe0,Cly, k) are é\kﬂ'(p, k)
Naviac obe podmienky implikuji, Ze obe C(y, k) aj w(p, k) si konecné.

Dékaz. Dokaz spociva v porovnani nutnych podmienok 1.rddu pre maximal-
izaciu naraz cez obe premenné a pre postupni maximaliziciu najprv cez y a
potom k. Z konvexnosti st tieto podmienky nutné aj postacujice. Podmien-
ka 1. plati z definicie subgradientu vtedy, ak (y, k) maximalizuje (p, —r,.,.)—
C(.,.). To plati vtedy a len vtedy ak y maximalizuje (p,.)—C(., k) na m(p, k)
a nasledne k maximalizuje 7(p,.) — (r,.). Teda tieto podmienky su ekviva-
lentné 2. z definicie A.1 a A.2.
Nakoniec, kedze C je vSade vicsia ako —oo, funkcia

m(p, k) = (p,y) — Cly, k) < o0

Rovnako sa da 7(p, k) zapisat aj ako

7T(p, k) = <7", k> + Su}?{(]?: -y, k) - C<y7 k)} > -

Pretoze C(y, k) nadobuda niekde kone¢né hodnoty. 7(p, k) je kone¢na a teda
aj C(y, k). O
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Dodatok B

Maximova veta

Nasledujtce tvrdenia vychadzya z prace 5|

Veta 1. (Mazimovd veta) Nech X CR' ¢ TCR™ a f: X XY — R je
spojita funkcia a I' : X — Y je kompaktnd a spojitd korespondencia. Potom
funkcia h : X — R definovand ako h(x) = maxyer@) f(x,y) je spojitd a
korespondencia G : X — Y definovand ako G(x) = arg maxycr(z) f(z,y) je
neprdzdna, kompakind a hemispojitd zhora.

Dékaz. Pre z € X pevné je I'(z) neprazdna a kompaktna a f(x,.) je spojita,
¢ize na I'(x) nadobtida maximum, teda G(z) je neprazdna. NavySe, kedze
G(z) C I'(z) a I'(z) je kompaktna, mnozina G(z) je ohrani¢end. Pred-
pokladajme, Ze y, — y a y, € G(x) pre Vn. Kedze ['(z) je uzavreta,
y € I'(z). Taktiez zo spojitosti f a z h(x) = f(x,y,) pre vietky n dosté-
vame f(z,y) = h(x). Teda y € G(z), ¢ize G(x) je uzavreta. Preto G(z) je
neprazdna a kompaktna pre vSetky z.

Néasledne ukazeme, ze G(x) je hemispojita zhora. Pre pevné x nech {x,}
je Tubovolna postupnost konvergujica k z. Vezmime takt postupnost {y,},
7e yn € G(x,) pre Vn. Kedze I je zh.h., existuje konvergentna podpostupnost
{Yn.}, Yno — v, y € I'(x). Nech z € I'(z) a I' je zd.h, teda existuje
postupnost z,, — z, kde z,, € I'(z,,) pre vietky k. Kedze f(xn,,Yn,) >
f(zp,, 2n,) prek a f je spojita, dostavame f(x,y) > f(x,z) pre z € I'(x) a
teda y € G(z). Cize G(x) je zh.h.

Nakoniec dokazeme, Ze h je spojita. Pre pevné x nech {x,} je Tubovolna
postupnost konvergujica k z. Vezmime taka postupnost {y,}, ze y, € G(z,)
pre Vn. Nech h = limsup h(z,) a h = liminf h(z,). Potom existuje podpos-
tupnost {z,, } taki, 7e h = lim f(2,,,%s,). Ale G je zh.h. a teda existuje
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podpostupnost postupnosti {yy, }, nazvime ju {y;}, konvergujica k y € G(z).
Teda h =lim f(z;,y;) = f(z,y) = h(x). Analogicky dostaneme, 7e h = h(z),
teda {h(x,)} konverguje k h(x). O
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Dodatok C

Rademacherova veta

Nasledujtce tvrdenia vychadzaju z |3].

Definicia 1. Nech (Py, p1), (P, p2) su metrické priestory a 3 > 0. Zobrazenie
f: PL — P, sa nazyva ()-Lipschitzovské ak

pre vSetky x,y € Py.

Rademacherova veta 2. Nech f je (3)-Lipschitzovskd funkcia na otvorenej
mnozine G C R™, potom f je diferencovatelnd skoro viade na G.

Doékaz. Nazvime E mnozinu vSetkych bodov, kde f nema niektora parcialnu
derivaciu. Z Fubiniho vety vyplyva, ze E je miery nula.

Pre dané p,q € Q™ a m € N definujme
(C.1)

Spam = {x €G\E : p; < flx+te;) — f(x)

t

11
< q; izl,...,nthE(—E,E)}

Nech S, ,m je mnozina vSetkych hromadnych bodov Sy 4. Z vety o Lebe-
gueovej miere vyplyva A(Spgm\Spqm) = 0, kde X je Lebegueova miera. A

teda B
N = U (Spgym \Sp,gm)

p,g;m

mé mieru nula. Tvrdime, Ze f je diferencovatelna v kazdom bode G\ (N |J E).
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Pre z € G\(N|JE) ae € (0,1) vyberme p,q € Q" tak, aby

of .
ql_€<pl<a$1(x)<ql7 Z:17"'7n
Potom existuje také m € N, ze v € S = S, ,m. Kedze z nelezi v N,

je zéroveit hromadnym bodom mnoziny S. Vezmime § € (0,-) také, aby
AMU(z,m)\S) < 5AU(x,7)) pre vietky r € (0,26). Viimnime si, Ze pre 7 z
intervalu (0,6), U(z, (1 +¢)7)\S neobsahuje ziadnu gulu s polomerom e7.
Vyberme y € U(z,d) a oznaéme y' = (y1,...,Yi, Tit1,-..-,Tn). Pre i €
{1,...,n} nazvyme U; gulu so stredom y’ a polomerom €|y — z|. Vyberom
7 = |y — x| dostaneme S(\U; # 0 pre vetky i. Ak 2t € SN\U; a w' :=
21+ (y; — x;)ei, potom

w' =y’ =" =y <ely -z,

pi < f(w").—_f(jzi‘l) <q¢ a p;< g—f(m) < g
y'l ‘(I;'L 'Z'Z
Odkial
@) = 1) = 2L @)= )| < (0~ p— 2 < ey — 2.

Dohromady dostaneme

76 - @) = 3 S )i - )

i

< |3 (s 1)~ @) [ X (1) 5615 )

<e(n+206n)ly — x|
a teda f'(x) existuje. O
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