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Abstrakt

Dnes neoddelitelnou stcastou finanénych trhov je trokova miera. Trh trokovych
mier patri medzi najvicsie trhy, na ktorych sa obchoduje prave s derivatmi troko-
vych mier. Preto je prirodzend snaha vediet odhadovaft a predpovedat trokové miery,
na ¢o sa vyuzivaju rozlicné term structure modely kratkodobej trokovej miery. V
praci je najprv struény prehlad zakladnych pojmov, modelov, a napokon sa ststre-
dime na dvojfaktorovy model CIR. Predpoklad bank, ze iirokové miery pozostavaja
z dvoch ¢ viacerych zloziek (Spekulativnej a neSpekulativnej) nés podnietil k na-
vrhnutiu nového modelu, ktory rozklada a odhaduje zlozky kratkodobej tirokovej
miery. Praca prinasa sposoby rieSenia, vysledky a problémy pri kalibracii modelu s
takymto pristupom.

KIéové slova: trokova miera, faktorové modely, vinosova krivka, CIR model,
kalibracia, Kolmogorov—Smirnov test.

Abstract

Interest rate is currently inseparable from financial markets. Interest rate market
belongs to the biggest ones on which interest rate derivatives are traded. Therefore,
it is a natural quest to know how to estimate and predict interest rates using vari-
ous term structure models of short-rate. Firstly, there is a brief summary of basic
terms and models. Then, we concentrate on a two-factors CIR model. Assumption
of banks that interest rates are formed by two components (speculative and inspe-
culative) caused us to suggest a new model that decomposes and estimates these
components of short-rates. The thesis provides methods of solution, results and dif-
ficulties in calibrating models with such approach.

Keywords: interest rate, factor models, yield curve, CIR model, calibration,
Kolmogorov—Smirnov test.
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Uvod

Problematika finan¢nej matematiky sa za poslednych 30 rokov vyrazne rozvi-
nula. Neoddelitelnou stcastou finanénej matematiky a finanénych trhov je trokova
miera. Trh trokovych mier patri medzi najvécsie trhy, na ktorych sa obchoduje
prave s derivatmi urokovych mier. Medzi ne patria dlhopisy, rozlicné forwardy ¢i
opc¢né derivaty, ktorych cena je viac ¢i menej zavisla prave od hodndt trokovych
mier. Preto je prirodzena snaha vedief predpovedat a odhadovat trokové miery a
ich rozlicné modely. Na zéklade toho st dnes trokové miery a ich modely velmi
¢astym objektom skiimania finan¢nej matematiky. Od prvého modelu trokovych
mier (Vasic¢ek, 1977) uz uplynulo 30 rokov. Modely tirokovych mier sa odvtedy obo-
hatili vo svojej struktire, si komplexnejsie. Modelovanie ich vyvoja je vyuzivané
na ocenovanie derivatov.

V tejto préaci sa zaoberdme najprv opodstatnenostou pouzivania 2- a viacfak-
torovych modelov. Na konkrétnych datach ukazeme, ze krivka casovej struktiary
urokovych mier nezavisi len od jednej hodnoty tirokovej miery - najcastejsie sa voli
okamzita (spotova, overnight) trokova miera. Odtial dostdvame pomenovanie mo-
dely kratkodobej irokovej miery. Ukazeme si tiez, ze 2- a viacfaktorové modely ndm
umoznuju lepsie modelovat vyvoj trokovych mier. Neskor sa uz venujeme modelo-
vaniu vyvoja turokovych mier pomocou dvojfaktorového modelu, resp. rozlozenia
urokovej miery na dve iné urokové miery. Pritom vyuzivame niektoré teoretické
predpoklady, ktoré maju spliiaf trokové miery vyplyvajtce z pouzitia konkrétneho
modelu kratkodobych trokovych mier.

Préaca je rozdelena na Styri kapitoly. V prvej kapitole je prehlad zékladnych
pojmov finanénej matematiky, ivod do problematiky. V druhej kapitole sa uz za-
oberame modelmi trokovych mier. Opiseme ich vlastnosti, rozdelenie na jednofak-
torové a dvojfaktorové modely, pricom st spomenuté aj najpouzivanejsie modely.
Obsahom tretej kapitoly st riesenia faktorovych modelov, ich odvodenie na zaklade
cien dlhopisov. To je doplnené niekolkymi obrazkami roznych priebehov vynoso-
vych kriviek. V poslednej, stvrtej kapitole st najprv predstavené niektoré sposoby
kalibracie parametrov. Potom uz opisujeme nas model, jeho odvodenie, a sposoby
a vysledky kalibracie.



Kapitola 1

Uvod do problematiky a zakladné
pojmy

1.1 Urokové miery

Dlhopis je cenny papier, v ktorom sa dlznik zavizuje, ze v stanovenej lehote splati
nominalnu hodnotu a v dohodnutych obdobiach bude vyplécat pravidelny trok
(kupon). Urokové miery sa odvadzajii od bezkupénového dlhopisu. Dlhopis,
ktorého nominalna hodnota je 1, sa nazyva diskontny dlhopis. Pomentivame ho
aj diskontny faktor. Cena takéhoto dlhopisu je

P(t,T) = e BEDT=D, (1.1)

Zo vztahu (1.1) potom moézeme vyjadrit spojity trok

In P(t,T), (1.2)

1
R(t,T) = =

pricom t oznacuje dnesny datum a T ¢as vyprSania dlhopisu. Vyraz (1.2) predsta-
vuje irokova mieru v case t so splatnostou v ¢ase T'. Poznajtic ceny dlhopisov
mozeme urcit krivku ¢asovej Struktary trokovych mier (term structure of in-
terest rates), ktord vyjadruje zavislost urokovej miery od doby vyprsania dlhopisu.
Pre diskontny dlhopis naviac plati koncovd podmienka P(7,7T) = 1.

Zaciatok krivky casovej struktury trokovej miery sa nazyva okamzita (krat-
kodoba) trokova miera (short rate). Znacime ju r; = R(t,t). To nastava vtedy,
ked sa blizi ¢as ¢ k dobe splatnosti 7. Zo vztahu (1.2) dostavame pre r;:

B L In P(t,t + At) — In P(t,t)
o= R0 = g At |

pricom sme vyuzili skutocnost, ze ak P(t,t) = 1, tak In P(¢,¢) = 0.
Odtial potom dostavame podla definicie derivécie:

an@ﬂz—%ﬁ@Thw. (1.3)
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V tzv. short-rate modeloch predstavuje okamzita irokova miera r; tplnd informéa-
ciu, na zaklade ktorej sa urci cely priebeh krivky.

Forwardové urokové miery predstavuju urokové miery medzi dvomi budi-
cimi ¢asovymi obdobiami, avsak za podmienok dohodnutych dnes. Aj tieto trokové
miery suvisia s diskontnymi dlhopismi. Forwardovy kontrakt na dlhopis je defino-
vany nasledovne: v ¢ase t podpiSeme kontrakt, v ktorom sa zaviazeme, zZe v dobe
Ty > t kupime za cenu K diskontny dlhopis s maturitou v ¢ase Ty > T) (maturita
je doba splatnosti (vyprSania) dlhopisu). Na zéklade principu bezarbitraze vieme
odvodit vztah pre forwardovt trokovi mieru, ktory méa tvar

lnP(t,Tg) —lnP(t,Tl)
T, —Th ’

f(t, T17 Tz) - — (14)
¢o je urok dohodnuty v case t na dobu medzi budicimi ¢asmi 77 a T5.
Vypoctom limity (1.4) pre blizke T} a T, dostavame okamZiti urokovi mieru

F(t,T) = _a% In P(t,T). (1.5)

Je to spojity urok dohodnuty dnes (¢as t), splatny v ¢ase T', na velmi kratku dobu.

Hodnoty trokovych mier sa uvadzaju v kazdy obchodovatelny demi. Trochu pri-
blizim domace trokové sadzby BRIBOR a taktiez pre kalibraciu mnou pouzité tro-
kové sadzby LIBOR, resp. EuroLIBOR.

BRIBOR (Bratislava Inter Bank Offered Rate) predstavuje referenént trokovi
sadzbu medzibankovych depozit. Za tato sadzbu si banky navzajom medzi sebou
pozic¢iavaju kratkodobé penazné zdroje vyjadrené v slovenskych korunach. Uva-
dzaju sa na obdobia 1 den (nazyvame ho overnight), 1 a 2 tyzdne, 1,2,3,6,9 a 12
mesiacov. Stanovuje sa ako aritmeticky priemer kotacii jednotlivych referencnych
béank. [20]

Analogicky, LIBOR (London Inter Bank Offered Rate) je denné referencnd sa-
dzba, za ktoru si banky poziCiavaji peniaze na medzibankom trhu v Londjmne.
EuroLIBOR predstavuje LIBOR denominovany v eurach. LIBOR je kétovany na
obdobia 1 deti, 1 a 2 tyzdne a na 1 az 12 mesiacov.[17]

Pripajam aj vykreslené trokové sadzby EuroLIBOR-u s vybranymi splatnostami
z roku 2006:
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Obr. 1.1: Urokové miery EuroLIBOR-u z roku 2004 na 1 den, 1 tzderi, 1 mesiac, 4

mesiace, 8 mesiacov a 1 rok.

Pripajam aj niekolko vykreslenych vynosovych kriviek pre niektoré dni, ktoré
st na obrazku (1.2).

1.2 Stochasticky proces

V tejto casti uvediem zopar zakladnych pojmov stochastického kalkulu vyuzivaného
vo finan¢nej matematike. [19]

Definicia 1.2.1 (Stochasticky proces) Nech je dany pravdepodobnostny pries-
tor (0, F, P), kde F je o—algebra meratelngch mnozin na Q a P je pravdepodob-
nostnd miera. Potom stochasticky proces je subor mahodnych premennych X =
{X;0 <t < oo} na pravdepodobnostnom priestore (Q, F, P).
Pre kazdé t je

w— Xi(w)we

ndhodnd premennd.

Definicia 1.2.2 (Brownov pohyb) Brownov proces je stochasticky proces s ty-

mito vlastnostamsi:
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Obr. 1.2: Krivky c¢asovej struktiry urokovych mier pre dni 26.2.2004, 29.3.2004,
15.9.2004 a 21.12.2004.

(i) s pravdepodobnostou 1 st trajektdrie Wy(w) spojité a plati Wy =0

(i) ndhodnd premennd Wy md normdlne rozdelenie N (0, t)

(i1i) Wirs — Ws md N(0,t) rozdelenie. Plati, Ze W; md nezavislé prirastky.
Pod pojmom Brownov pohyb sa v niektorej literatare mysli

Bt = ,ut + O-Wlh

kde 1 a o st konstanty. Vtedy by sa proces z definicie (1.2.2) nazyval Wienerov
proces.

Definicia 1.2.3 (Itdov proces) Nech W;(w) je Brownov pohyb na (Q,F, P).

Jednorozmerny Itoov proces je stochasticky proces tvaru
dXi(w) = u(t, w)dt + v(t,w)dWi(w), (1.6)

ktory je zapisany v diferencidlnom tvare. Funkcia v sa nazyva “drift” a funkcia v

"volatilita”.

Délezitym prikladom Itéovho procesu je stochasticky vyvoj ceny akcie.
Zakladnou vetou stochastického kalkulu je Itoova lema:

Lema 1.2.1 (Itdova lema) Nech X;(w) je Itéov proces
dXi(w) = u(t,w)dt + v(t,w)dWi(w).
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Nech g(t,x) € C*([0,00] x R). Potom
Yi(w) = g(t, Xi(w))

je tiez Itoov proces a plati

9 102
(t, X,)dt + %(t, X))dX, + 58—@5(@ X,)vdt. (1.7)

dg

dy, = =2
POt

Napokon este vysvetlim pojem markovouvsky proces:

Definicia 1.2.4 (Markovovsky proces) Stochasticky proces x(t) sa nazgva mar-

kovousky, ak pre V. n at; <ty...<t, plati:
Plz(t,) < zp| (th_1),. .., 2(t1)] = Plz(t,) < zp|x(t,_1)], (1.8)
co je ekvivalentné s

Plx(t,) < zp| x(t) Vit <tn_1] = Plx(t,) < xp|z(t,_1)].

Vlastnost (1.8) sa nazyva markovovska, stochastické procesy s touto vlastnostou st
potom markovovské. Markovovska vlastnost sa da jednoducho interpretovat tak, Ze
terajsi stav procesu zavisi len od predchadzajiceho stavu, nie vsetkych minulych
stavov, resp. budice stavy st ovplyvnené len sucasnym stavom. Teoretickym pri-
kladom markovovského procesu je Wienerov proces, praktickym je vyvoj cien akcii
¢i irokovych mier.



Kapitola 2

Modely trokovych mier

Najzlozitejsou tlohou a zaroven ambiciou finan¢nej matematiky je predpove-
dat Grokovii mieru a jej dynamiku. Dne$né finanéné trhy zahftiaja nielen dlhopisy,
ale Coraz viac rozliéné aktiva citlivé na trokové miery - ich derivaty (swapy, capy,
floory). NavySe st trokové miery dolezité aj na trovni podnikov, kedZe vicSina
investicnych rozhodnuti je zalozend na ocakavani vyvoja trokovych mier. Z ob-
razku (1.1) mame moznost vidiet, Ze ich vyvoj v Case a tieZ priebeh krivky ¢asovej
strukttary (term structure) je stochasticky. Napriek tomu sa postupne vyvijali snahy
predpovedat tvar krivky ¢asovej Strukiry trokovych mier. Je viacero faktorov, od
ktorych zavisi vyska drokovych mier, ¢ize aj tvar term structure. Spomenieme len
tie najpodstatnejsie: je to samotny financny trh, kde meniace sa ponuka a dopyt po
derivatoch trokovych mier menia hodnotu trokovych mier a taktiez su to aj zasahy
centralnych bank a maturita derivatov. Boli tak vyvinuté modely, ktoré opisovali
pravdepodobnostné spravanie sa trokovych mier. Takéto modely sa v literatire vy-
skytuji pod nazvami modely casovej struktiry drokovych mier (term structure of
interest rates models) alebo modely vynosovej krivky (yield curve models).

Modely rozlisujeme na 2 druhy: rovnovazne (equilibrium) a bezarbitrazne (no-
arbitrage). V rovnovaznych modeloch je trhova term structure vystupom z pri-
slusného modelu, zatial ¢o bezarbitrazne modely presne zodpovedaji dennej term
structure (je vstupom modelu). Nevyhodou rovnovazneho modelu je, Ze aproxi-
macia term structure nie je ¢astokrat presnd, dokonca moze nastat znacna chyba.
To, samozrejme, neuspokojuje investorov. Prave to viedlo k vytvoreniu bezarbitraz-
nych modelov. V nich st parametre modelu funkciami ¢asu. Cenou za to je, ze v
mnohych modeloch nastédva nemarkovovskost short rate r. Modely sa vylepSovali v
tomto smere, ale naopak stracali svoju analytickt riesitelnost, pripadne umoziiovali
zaporné tirokové miery. K rovnovaznym modelom patria Vasickov' a CIR? model.
Bezarbitrazne modely vyplyvaju z tzv. Heath - Jarrow - Morton pristupu, a patria
medzi ne Ho - Lee® a Hull - White* modely [15] . My sa budeme venovat rovnovaz-
nym modelom.

Tvar kriviek casovej struktary trokovych mier sa rézne meni v case. Bezny

10.A.Vasicek: An Equilibrium Characterization of the Term Structure, 1977

2J.C.Cox, J.E.Ingersoll, S.A.Ross: A Theory of the Term Structure of Interest Rates, 1985

3T.S.Y.Ho, S.-B.Lee: Term Structure Movements and Pricing Interest Rate Contingent
Claims,1986

4J.Hull, A.White: Pricing Interest Rate Derivative Securities, 1990



pristup pri modelovani je zacat s nejakym vhodnym stochastickym procesom pre
vybrant trokov mieru v rizikovo-neutrdlnom svete a skimaft, ako to vplyva na
ceny derivatov. Takto navrhnuté modely v sebe obsahuji ndhodnost cez Brownov
pohyb. Najcastejsie sa navrhnuté modely snazia zachytif vyvojovi krivku pomocou
kratkodobej irokovej miery (short rate). Vtedy je uréujucim faktorom modelovania.
Ako alternativy namiesto short rate sa pouzivaju aj forwardové alebo dlhodobé tro-
kové miery, pripadne iné pozorovatelné faktory na finanénom trhu. Hlavné kritérium
¢lenenia modelov term structure je pocet faktorov.

2.1 Jednofaktorové modely urokovej miery

Najrozsirenejsie a najpouzivanejSie na trhu trokovych mier st modely krdtkodo-
bej drokovej miery (short rate modely), ktoré maji poslazit na zachytenie kriviek
term structure. Za jediny faktor sa v tychto modeloch povazuje kratkodoba tro-
kova miera r, o ktorej predpokladame, ze predstavuje spojity markovovsky proces.
Dostavame takto vSeobecny tvar jednofaktorového modelu, zapisany stochastickou
diferencialnou rovnicou

dry = p(re, t)dt + o (re, t)dW,. (2.1)

Deterministicku zlozku predstavuje vyraz pu(ry, t)dt, pricom p(r, t) sa nazyva drift;
stochastickil zlozku predstavuje ¢len o(ry,t)dWy, kde o(ry,t) je volatilita a dW; je
Brownov pohyb resp. Wienerov proces, ktory je zdrojom nadhodnosti.

Pri konstruovani konkrétneho short rate modelu je potrebné dbat na to, aby
stochasticky proces modelu spliial isté poziadavky [27], ktoré st kladené na tirokové
miery:

e Grokova miera by nemala byt zédporna alebo prili§ vysoka, t.j. disperzia by
mala byt v silade s ocakévaniami moznych hodnét,

e podla historickych pozorovani sa zdaji byt tirokové miery pritahované k neja-
kej dlhodobej priemernej Grovni, t.j. prili§ vysoké trokové miery maji tenden-
ciu klesat (maju zéporny drift), a naopak, prili§ nizke trokové miery stiipaji
- tato vlastnost sa oznacuje ako mean-reversion,

e medzi trokovymi mierami réznych maturit nie je dokonaléd korelacia,

e volatility mier rozlicnych maturit by mali byt tiez rozlicné - kratsie urokové
miery sa zvycajne vyznacuju vyssou volatilitou,

e volatilita short rate nesplita homoskedasticitu.

Zatial sa nepodarilo vytvorit model, ktory by spliial vietky tieto poziadavky.

Jednym z prvych modelov, ktory mal opisat vyvoj trokovych mier, je Vasi¢kov
model [26]. VSeobecnd rovnica (2.1) mé konkrétny tvar

dry = k(0 — ry)dt + odW,. (2.2)
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V rovnici parameter 6 predstavuje dlhodobt rovnovaznu urokova mieru, ku ktorej sa
pritahuje proces r; rychlostou uréenou parametrom s (miera pritahovania, k£ > 0).
Rovnica (2.2) teda spliia vlastnost mean-reversion, proces fiou zapisany nazyvame
aj mean-reverting proces, resp. Ornstein-Uhlenbeck proces. Nevyhody tohto modelu
sd, ze umoznuje zaporné urokové miery a volatilita je konstantna.

Tieto nedostatky odstratiuje CIR model [8], ktory je sndd najrozsirenejsim 1-
faktorovym modelom a vyuzivali sme ho aj v tejto praci. Popisuje ho rovnica

dry = k(0 — ry)dt + o/ridW. (2.3)

Volatilita, ktort predstavuje vyraz o/r;, uz nie je konstantnd, s rasticim r; sa zvy-
Suje, Co je v stlade s vlastnostami na strane (9). So zvySujticou sa Grokovou mierou
sa zvySuje volatilita (level effect). Rovnako zabezpeduje aj nezdpornost procesu 7,
(pozri [8]).

Okrem tychto modelov existuje eSte niekolko dal$ich rovnovaznych term struc-
ture modelov. MozZeme ich zapisat v jednej spolo¢nej schéme:

dry = (o + Ory)dt + or] dW,. (2.4)

Tejto schéme vyhovuja aj Vasickov a CIR model, pricom pre ich deterministicka
(rovnaki) cast plati
o = ko 0= —K.

V tabulke (2.1) je stru¢ny prehlad dalsich modelov.[6]

Nézov Rovnica

1. Vasicek dry = (a + Bry)dt + odW,

2. CIR dry = (o + fry)dt + o /T dW,
3. Merton ° dr, = adt + odW,

4. Dothan dry = ordW,

5. GBM ¢ dry = Bridt + orydW,

6. CIRyp dry = or}2dw,

7. Brennan-Schwartz dry = (o + Bry)dt + ordW,
8. CEV 8 dr, = Bridt + or] dW,

Tabulka 2.1: Prehlad jednofaktorovych modelov

Nulové parametre «, 3 znamenaju, ze dany model nepredpoklada trend trokove;
miery. Okrem tychto modelov existuji aj dalsie modely, ktoré vSak uz nezodpove-
daja schéme (2.4).

Najcastejsie su to uz bezarbitrazne modely, resp. kombinacie bezarbitraznych a
rovnovaznych modelov. Zatial ¢o rovnovazne modely sa snaZia zostrojit rovnicu za-
chytévajticu short-rate proces, ktory generuje zmysluplnt krivku term structure (ta

model predstavuje Brownov pohyb s driftom

5
Sgeometricky Brownov pohyb
7
8

model vytvoreny Coxom, Ingersollom, Rossom (1980) pre cenné papiere
constant elasticity of variance proces, Cox, 1975
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je teda vystupom modelu), tak bezarbitrdzny model berie krivku term structure
za vstup a modeluje short-rate proces na ocenenie nejakych podkladovych aktiv
(opcie, futurity, dlhopisy), pricom vSak zachovava konzistentnost s term structure
[14].

Priklady niektorych dalsich modelov:

[ Hull & Whlte [16] dT‘t = (Qt — O[tTt)dt + Utth
e Ho & Lee [14] dry = 0ydt + odW,
e Black & Derman & Toy [4]  dry = —Brdt + oyrydW,

e Black & Karasinski dlnry = (0, — alnry)dt + odW,

Poznamenavame, Ze niektoré z tychto vymenovanych modelov sa vyskytuju v lite-
ratire aj v inom tvare. Koeficienty mozu byt konstantami alebo funkciami ¢asu - v
tom pripade umoznuju lepsie vystihnit tvar stcasnej krivky term structure.

Okrem tychto short-rate modelov existuju aj iné modely trokovych mier, na-
priklad modely forwardovej tirokovej miery, pripadne aj modely dlhodobej tirokove;j
miery. Vyvoj forwardovych mier zachytavaju modely tzv. Heath-Jarrow-Morton
(H-J-M) rédmca [13]

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW,, (2.5)

ktory sa stava modelom po skonkrétneni volatility o(¢,7) - tento model sa vysky-
tuje v literatire aj v inom tvare. Cielom bolo $pecifikovat volatility okamzitych
forwardovych mier pre vSetky budice ¢asy. Vyhoda modelov navrhnutych podla
H-J-M ramca oproti short-rate modelom je v tom, Ze dokazu zachytit celt krivku
forwardovej miery, aj ked st ¢asto nemarkovovské. Z H-J-M rémca vyplyva tzv.
Brace-Gatarek-Musiela model [15] | ktory sa oznacuje aj ako LIBOR market mo-
del.

2.2 Dvojfaktorové modely trokovej miery

V jednofaktorovych modeloch bola teda cela term structure zavisla od jediného sto-
chastického procesu, ktorym bola najcastejsie kratkodoba trokova miera. Jednofak-
torové modely sice si konzistentné s rovnovaznym ocenovanim podkladovych aktiv
bez arbitraznej prilezitosti, avSsak maji neziadtce vlastnosti, pretoze vsetky dlho-
pisové vynosy su perfektne korelované, ¢o nezodpoveda uplne charakteristike term
structure urokovej miery a taktiez jej zmenam tvaru v case. To je v rozpore s jednou
z pozadovanych vlastnosti arokovych mier (strana (9)). Vyhodou jednofaktorovych
modelov bolo predovSetkym relativne lahké odvodenie rieSenia na ocenenie dlho-
pisov (to si ukdZeme neskor). Preto snaha vediet lepsie modelovat vyvoj trokovej
miery, ako aj vynosovych kriviek, napriklad dlhopisov, bola dévodom k rozsirova-
niu modelov priddvanim dalsich faktorov. V ¢lanku [7] bola uroben analyza jedno-,
dvoj- a trojfaktorovych CIR modelov term structure, ako presne dokazu fitovat vy-
nosové krivky dlhopisov. Najlepsie vysledky daval prave trojfaktorovy model.
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Spociatku to boli len dvojfaktorové modely, ktoré mali explicitné riesenie v
uzavretom tvare, neskor vznikali zlozitejsie modely dvoch aj viacerych faktorov,
nejsi model na vypocet - nielen na ziskanie explicitného riesenia. Dvojfaktorovy
model mozeme vo vSeobecnosti zapisat v tvare

dre = ap(re, ys, t)dt + o (1, yg, )dW} (2.6)
dyr = (e, ye, t)dt + o (e, yi, ) dW7. (2.7)

Pri modelovani procesu trokovej miery r;, zapisaného rovnicou (2.6), sa vyuziva
este dalsia stochastickd rovnica (2.7) opisujica nejaky proces y;. Medzi dvojicou
stochastickych procesov W} a W7 je (konstantna) korelacia p.

Dvojfaktorové modely sa daji este rozdelit do dvoch tried: modely, ktoré za
druhy faktor berti pozorovatelnt, ekonomicki alebo finanéni veli¢inu, alebo dru-
hym faktorom je niektory z parametrov rovnice modelujiicej vyvoj trokovej miery.

V ¢lanku [8] autori pridali k CIR modelu ako druhy faktor ocakdvani mieru
inflacie. V modeli Brennan-Schwartz [5] sa vyuziva vzfah short-rate a tzv. consol
rate, ktord predstavuje dlhodobt trokovii mieru (presne: consol rate je vynos dl-
hopisu s konstantnymi kupénmi a nekoneénou maturitou). Procesy st dané tymito
stochastickymi rovnicami

dr = (aqg+ Bl —r))dt + rodWy
dl/l = (042 + 527’ + ’}/zl)dt + UQdWZ.
Neskor boli navrhované aj rozlicné modifikacie tohoto modelu, a autori skimali
ich teoretické a analytické vlastnosti. Medzi takéto modifikacie patri aj model
Schaefer-Schwartz, ktory vyuziva ako jednu stavovii premennu dlhodobu tro-
kovii mieru (resp. consol rate), a za druhti premennt berie tzv. spread s, ako rozdiel
okamzitej irokovej miery a consol rate. V ¢lanku [21] sa autori podrobnejsie venujt
modelu
ds = m(p— s)dt + ~vdW,
dl = Bo(s,1,t)dt + oV 1dWs.

Druht triedu vytvaraju teda modely, v ktorych pridany faktor je niektory z
parametrov jednofaktorového modelu popisujiceho vyvoj troku. Uz teda nie je
konstantny, ale riadi sa stochastickym procesom.

Najcastejsie s prave modely, ktoré za tento druhy faktor bert wolatilitu o.
Spomenieme aspon dvoch zastupcov spomedzi modelov so stochastickou volatilitou:

e Fong & Vasicek [12]
dr = o(T —r)dt +/odW,
do = QQ(E—U)dt‘i‘f\/EdWQ
e Anderson & Lund [1]

dr = k(T —r)dt + or?dW;
d(lno) = ke(a—Ino)dt+ AWy
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Pouzitie volatility ako faktora neistoty bolo podnietené studiami realnych dat.

Do tejto triedy patri aj CIR model, rozsireny o druhy faktor [8], ktorym je
dlhodobé rovnovéazna urokova miera 6, v péovodnom jednofaktorovom CIR modeli
konstantna. Tento model so stochastickou reversion level mé tvar

dr = k(0 —7r)dt + op/rdW,
dO = ko0 — 0)dt + o9V OdWs.

Néavrh pouzit parameter mean reversion 6 ako stochasticky proces, vychadzal z em-
pirickych studii o jej casovej zavislosti od hospodarskych cyklov. Tento pristup bol
pouzity v ¢lanku [11].

Samozrejme, existuji aj dalSie dvojfaktorové modely zachytavajice priebeh
short-rate, lisiace sa od uz spomenutych modelov. Sktima sa ich riesitelnost (analy-
ticka alebo numericka), ich vlastnosti alebo len jednotlivych faktorov (najmé vola-
tility). Odlisuja sa aj pristupmi a metodolégiou, menia sa parametre aj pocet fakto-
rov. Velmi dolezitou otézkou sa stéava prave pocet faktorov modelu. Rovnako aj my
v zaciatkoch pisania tejto prace sme sa na konkrétnych datach presvedcili, ze jeden
faktor neposkytuje dostatocnu traktabilitu krivky term structure. V ¢lanku [22] sa
autori zaoberaju multifaktorovym CIR a taktiez tzv.Gaussovskym modelom. Autori
vychadzaja z predpokladu, ze pozorovana short-rate je sic¢tom viacerych faktorov,
ktoré su charakterizované nejakym procesom. Podobnych navrhov sa vyskytuje v
literattre pomerne casto.
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Kapitola 3

Ceny dlhopisov a riesenie modelov

term structure

Na modelovanie krivky term structure potrebujeme poznat vyvoj r(t) ako pro-
cesu opisaného stochastickou rovnicou (2.1). Vypocet hodnét parametrov tohoto
modelu prevedieme v rizikovo-neutralnom svete na problém vypoctu parcidlnej di-
ferencialnej rovnice, ktorej rieSenim st ceny dlhopisov. Takto sa ndm podari uréit
celt vynosovt krivku. Tento pristup zavislosti cien dlhopisov od tirokovych mier (ok-
rem ¢asu ¢ a doby splatnosti T') je, samozrejme, zjednodusujuci, pretoze na dlhopisy
vplyvaju aj iné faktory, ako likvidita, riziko a iné. V tejto kapitole si odvodime podla
[18] rovnicu na vypocet ceny dlhopisu.

3.1 Vyvoj ceny dlhopisu v jednofaktorovom mo-

deli

Predpokladajme, Ze cena dlhopisu s maturitou 7" je funkciou ¢asu t a okamzitej
urokovej miery r, ¢ize P = P(t,T,r).
Nech pre jednofaktorovy model vyvoja tirokovej miery plati vSeobecné rovnica

dr = p,(r, t)dt + o, (r, t)dW.

Pouzitim Itdovej lemy (1.2.1) dostavam stochastickt diferencialnu rovnicu pre cenu
dlhopisu P:

opr oP 10°P

P=— — ———g?
d T dt + Ee dr + 5 92 o.dt
0P orP 1 ,0°P 0P
= | = r— + =0 —— | dt + o,—dW, 3.1
ot e T%r e | YTy (3.1)
¢o este prepisem do tvaru
dP = pp(r,t)dt + ap(r,t)dW, (3.2)

kde pip predstavuje drift a op volatilitu. Itdovu lemu zvicsa pouzivame pre r €
(0,00) - pre pripad modelov, ked volatilita je definovana len pre kladné trokové
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miery.

Dalsim krokom odvodenia rovnice pre vyvoj ceny dlhopisu je skonstruovanie
bezrizikového portfélia II. Portfélio bude pozostavat z jedného dlhopisu s maturitou
v ¢ase 11 a A kusov dlhopisov s maturitou 75:

II = P(Th) + AP(T3).
Pre ¢asovil zmenu II vyuzitim (3.2) dostavame:
dll = (pp(Th) + App(T2))dt + (op(T1) + Aop(Ty))dW. (3.3)

KedZe pozadujeme bezrizikové portfélio, tak sa musime zbavit stochastického ¢lena
(cp(T1) + Acp(Ty))dW. To nastane vtedy, ak zvolime

_Er'p(Tl)

op(Ty)
Pri takejto volbe A dostdvame deterministické portfélio.
Nesmieme zabudnitf na zachovanie principu bezarbitraze na trhu, a teda musi

platit, Ze zmena hodnoty portfélia sa rovna vynosu portfélia v pripade jeho spojitého
urocenia v banke pri urokovej miere r. ZapiSeme to vztahom

dIl = rIldt,

A:

(3.4)

z ¢oho dostavame aj po dosadeni za hodnotu A:

(ﬁp(Tl) . Z Egﬁp(m) dt =7 <P(T1) - fP(Tl)P(TQ)) dt. (3.5

O'p(Tg)
Rovnicu (3.5) upravime do tvaru
pp(Ty) —rP(Ty) _ pp(1y) —rP(15)
ap(Th) op(Ts)

Téato rovnica plati pre lubovolné doby splatnosti T} a T5, a teda nezavisi od maturity
dlhopisu 7. Definujme

wp(r,t,T) —rP(r,t,T)
At,r) = (it T) , T >t. (3.6)
Funkciu A premennych r a ¢ nazyvame trhovd cena rizika (market price of risk).
Trhova cena rizika sa dé interpretovat ako nejaky vynos navySe oproti bezrizikove;
miere 7, ktort investor pozaduje za riziko investovania (riziko spdsobené stochas-
tickym ¢lenom dW); zviésa sa definuje ako zaporna funkcia - vtedy to znamena
”odmenu” za riziko.
Dosadenim z (3.1) za up(r,t,T) a op(r,t,T) do (3.6) a uprave dostavame par-
cidlnu diferenciélnu rovnicu pre cenu dlhopisu P = P(r,t) s maturitou 7'
P P 1 ,0%°P
88—t+(ur—)\r)8a—r+§afg? —rP=0. (3.7)
Dlhopis v ¢ase splatnosti ma hodnotu P(r,T) = 1, ¢o ndm déava koncovi pod-
mienku. V praci [23] moZeme néjst aj numerické rieSenie rovnice (3.7) s okrajovymi
podmienkami, vratane analyzy okrajovych podmienok.
Rovnica (3.7) predstavuje vieobecni schému. Specifikovanim funkcii p,(r,t),
or(r,t) a A\p(r,t) dostavame konkrétny model. Jeho riesenie je bud explicitné alebo
numerické.
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3.1.1 Explicitné rieSenie jednofaktorovych modelov

V tejto casti priblizime explicitné riesenia niektorych konkrétnych predpisov rovnice
(3.7), ktoré predstavuju vybrany jednofaktorovy model term structure.

Budeme uvazovat stochastickt rovnicu zodpovedajicu Ornstein-Uhlenbeckovmu
procesu:

dr = k(0 — r)dt + or?dW, (3.8)

zvolili sme teda
pr(ryt) = k(6 — 1) a  o.(rt)=or".
Potom prislusna rovnica (3.7) ceny dlhopisu ma tvar

oP orP 1 0?pP
— 4+ (K(0 — 1) = A(r, t)or") — + =0T —
gr T RO =) = A tort) Bt 5o g5
pricom ponechavame eSte nekonkretizovant funkciu A(r,t). Koncovd podmienka
rovnice je P(r,T,T) = 1.

Riesenie tejto rovnice je navrhnuté v tvare

—rP=0, t<T, (3.9)

P(r,t,T) = A(t, T)eBtDr (3.10)
podobne ako v ¢lanku [18]. Z koncovej podmienky dostéavame
AT, T)=1 a B(T,T)=0.

To vyuzijeme neskor pri najdeni tvarov funkcii A(¢,T) a B(t,T).

Pokra¢ujeme dosadenim vztahu (3.10) do (3.9). Po tprave dostavame:
A L 5 9y o

Z—B'r—/ﬁ@B—l—ﬁ;rB—l—)\ar'yB—i—éa r'B* —r =0. (3.11)

Kvo6li tomu, aby rovnica rozmerovo ”sedela”, si pripustné len dve hodnoty para-

metra -:
1
v=0 alebo fyzé.
Pre hodnotu v = 0 dostavame Vasickov model. Porovnanim koeficientov pri ¢lenoch

dostaneme systém dvoch diferencidlnych rovnic:

B—-xkB+1=0
A _ kB +AoB+ 1o®B2 =0

Téato stistava ma explicitné riesenie len pre pripad, ked sa zvoli funkcia A(r,t) kon-
Stantnd, ¢ize A(r,t) = A. Vtedy dostavame pre funkcie A(t,T) a B(t,T) tieto vztahy
(overenie v [18]):

A(t,T)=exp |(B(t,T)—T+1) <9—_——— 13
& (3.12)

B(t,T) = % (1—e™TD) t<T

Analogicky budeme postupovat aj pre pripad A = % Zodpoveda to CIR modelu.
Systém diferencidlnych rovnic bude mat tvar:
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4 _ k9B =0
B—(k+X0)B—102B2+1=0.

Vypocet CIR modelu je uz narocnejsi. Pre ziskanie explicitného riesenia definujeme
A(r,t) = A\/r. Potom dostavame ([18]):

A(t,T) 2pe P HIT—1)/2 26/o?
t,T) =
(o +¥)[erTD —1] + 2¢ (3.13)
2 [e?T=D) — 1]
B(t,T) = t<T,

(o + 1) [T — 1] + 2¢’

kde 1) = k + Ao a ¢ = \/U? + 202,
Jeden zo sposobov odhadovania parametrov na zaklade redlnych dat predsta-
vime v nasledujiicej Casti.

3.1.2 Kalibracia parametrov pomocou min-maxovej metody
— pripad CIR modelu

Aj pre ucely dalSieho pouzitia a odvolévania sa opiSeme zaujimavi metédu
kalibracie parametrov, publikovant v ¢lanku [24], ktorého spoluautorom je zarover
skolitel pri pisani tejto diplomovej prace. Metéda pozostava z dvoch faz, minimali-
zacnej a maximalizaCnej, oznacuje sa aj ako min—maxova metoda.

Autori sa zaoberali CIR modelom, ktory zodpoveda procesu tvaru (2.3). Uz
skor opisanym postupom dostavame tuto parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu
dlhopisu:

oP orP 1 , 9*°P
E+(/€(9—T>—)\T)E+§O'TW—TP—O, t<T, r>0. (3.14)

Riesenie tohto modelu predpokladame v tvare
P(T —7,T,r) = A(t)e B0,

pricom 7 = T — t predstavuje ¢as do doby splatnosti (7 € [0,7]).
Explicitné rieSenie z (3.13) prepiSeme do tvaru:

B 2(e" —1)
PO = e e - D
o(RHAFT)T/2 e .
A = (T E) (815)

kde 1= +/(k+ N2+ 202

Novinkou prezentovanou v spomenutom c¢lanku je redukcia parametrov - z povod-
nych styroch (k, A, o a ) na rozhodujtce tri vhodnou substittciou:

K+ A+n _ 2k0

:_n:
=, f="

(3.16)

o2’
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Pre konkrétnu trojicu (B\, E, p) st potom hodnoty povodnych parametrov na para-
metricky zadanej krivke, zavislej od A, ur¢ené podla tychto vztahov:

fa=-A— (26— 1)InB3, or=—\/26(1=InG3, 06,=7p02/(2K).

Funkcie A(7) a B(7) vyjadrené pomocou novych premennych buda mat tvar:

B 1 1 — 57’ B ﬁ(l—{)T p
BO = wpea-map 07 (&(1 )+ 67) | (3.17)

V préci [2] mdzeme najst tieto upravy aj pre Vasickov model. Pripomenieme, Ze
optimalizécia nie je volnd, na parametre si kladené isté ohranicenia. Oblasti, na
ktorych st definované, si ¢itatel moze pozrief v spomenutom clanku o tejto metdde.

Teraz uz k samotnej min-maxovej optimalizacii. Najprv ziskame odhady para-
metrov 3, &, p, a tym teda aj parametricki krivku. Na to si skonstruujeme tzv.
nakladova funkciu, ktorou sa budeme snazit najst minimalny rozdiel medzi skutoc-
nymi urokovymi mierami vynosovej krivky a predpovedanymi CIR modelom:

L=, =i
j=1 " i=1
pricom {R;} predstavuje vynosovii krivku dlzky m v ¢asoch (diioch) 1,...,7n s
dobami maturit 75, j = 1,...,m. E; su prislusné miery vymnosovej krivky zratané

podla CIR modelu z rovnic

-t

Aje Bt = P = e T

kde R} je okamzitd trokova miera v Case i = 1,...,n, A; = A(r;), B; = B(7)).
Po upravéach nékladova funkciu U minimalizujeme. Tato funkcia 3 premennych je
nelinedrna, najst jej globalne minimum $tandardnymi optimaliza¢nymi technikami
je narocné. Vyzaduje si to robustnejsie algoritmy. V ¢lanku [24] bola vyuzitd metéda
evoluénych stratégii. Jej opis a pouzitie mozeme najst o.i. aj v praci [9].

A~

Néjdenim minima funkcie U ziskame odhad parametrov (53,&, p)

A,A,A:ar min  U(S,&, p).
(8,€,p) = arg S0 (8,&:p)

Metoda pokracuje maximaliza¢nym krokom - maximalizaciou funkcie vierohodnosti.
Z tvaru CIR rovnice (2.3) zostrojime podla [3] funkciu maximum likelihood:

n

1 2
In L(k,0,0) = —5 Z (lnvt2 + 8—';) ,
v

t=2 t

. 2 _ _ _ , ,
pricom v? = (l—e 2Vre 1, & = ¢ — € "r_y — 0(1 — e7"). Tato neobmedzend
v . 7 ’ Vo > v . .
(v zmysle, Ze nie st kladené ziadne dalSie podmienky na parametre, okrem ich
defini¢nych oborov) maximalizacia cez trojicu parametrov s, o, 6 vSak nie je pre nase
ucely vyhovujica, pretoze v sebe nezahina parameter \. Preto vyuzijeme odhady
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(B , é\, p) na skonstruovanie parametrickej krivky s parametrom A, cez ktory budeme
maximalizovat likelihood funkciu:
In L = In L(ky, oy, 0y) = max In L(ky, or, 02), (3.19)
€
kde I je oblast definicie parametra . Na zdklade definovaného maximum likelihood
ratio, resp. nelinedrneho R? v [24] sa potom vyhodnocuje optimalizécia.

3.2 Krivky c¢asovej struktury urokovych mier

Obsahom tejto casti st vynosové krivky trokovych mier. Vykreslujeme ob-
razky Casovej zavislosti urokovych mier od doby splatnosti 7. Nachadzaju sa tu
priklady tvarov kriviek, ktoré je mozné dosiahnut pomocou jednofaktorovych mo-
delov, pricom tie konfrontujeme s najcastejsimi tvarmi vynosovych kriviek realnych
urokovych mier.

Na obrazku (3.1) st ukazky kriviek ¢asovej Struktiry urokovych mier (term
structure) pre Vasickov model s vybranymi hodnotami parametrov k, o, § a A a
tromi réznymi hodnotami trokovej miery short-rate r. (V pripade tohto modelu ne-
bolo fazké najst také hodnoty parametrov, ked vynosova krivka nadobtdala zdporné
hodnoty - kritizovana vlastnost modelu.) CIR modelu sa este budeme venovat.

Vynosova krivka Vynosova krivka
0.34r -

0.4
7 S -
0.335( S~
0.35¢f 0.3/ T TTTTTooe-
0. 325} ,'
0.3 0.32!
0.315 :
0.25¢ 0. 31;‘
0.305¢
0.2 5 10 15 0 30 5 10 15
Vynosova krivka Ceny dl hopi sov
0.5x
\
N
0.45r
\
N\
“
0.4} S
0.35} el
0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12

Obr. 3.1: Vynosové krivky a ceny dlhopisov pre Vasickov model s parametrami
k=1 0=05 0 =012 )\ = —2/3 maturitou T=15 a meniacimi sa hodnotami

short-rate r=0.2, 0.3 a 0.5. Na pravom dolnom obrazku si prislusné ceny dlhopisov.

Jednofaktorové modely CIR a Vasic¢ek ndm umoziiuju dosiahnut préave tieto tri tvary
vynosovych kriviek, ktoré st aj na obrazku (3.1):
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e rastlica
e klesajuca
e s jednym maximom - "humped” krivka

Krivky takéhoto tvaru mozeme pozorovat aj na redlnych datach. Na obrazku (3.2)
st vykreslené vynosové krivky turokovych mier Bribor z roku 2005 (ako priemery
Bid a Ask hodnét).

0.03 0.028

—e—19. 5. 2005 —e—23. 6. 2005

0. 029
0. 0275,

0.028r
0. 027
0.027r

0.026f 0.0265

0.025¢
0.026

0.024

0.035r

—e—9.11. 2005

0. 025

Obr. 3.2: Vynosové krivky trokovych mier Bribor za dni 19.5.2005, 23.6.2005 a
9.11.2005

Lenze realne tirokové miery nevytvaraju vynosové krivky len s takymto priebe-
hom, ich ¢asova Struktira byva zloZitejSia. A prave ambicia vediet lepSie zachytit
rozliény vyvoj vynosovych kriviek viedla k rozsirovaniu modelov o dalsie faktory.
Navyse realita ukazuje, ze dostavame rézne priebehy vyvojovych kriviek pre rov-
naka hodnotu okamzitej trokovej miery short-rate r, ¢o bol dalsi dovod na podporu
nazorov, ze short-rate ako jediny faktor nepostacuje. Tieto skutoc¢nosti dokumen-
tuja dalsie obrazky.

Na obrazku (3.3) st iné bezné tvary realnych vynosovych kriviek trokovych
mier.

Obréazok (3.4) (tzv. scatter-plot) vykresluje tirokové miery Bribor z roku 2005.

I'PRIBOR - Prague Inter-Bank Offered Rate
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Obr. 3.3: Vynosové krivky dat Bribor 11.2.2005, EuroLIBOR 27.12.2006, Bribor
22.12.2006 a Pribor 23.2.2005.

Kazdy bod predstavuje priradenie trokovej miery na dlhsie obdobie k prislusnej (v
ten isty den) jednodiiovej urokovej miere (over-night), ktora stotoziujeme s okam-
zitou urokovou (spotovou) mierou r. Vidime, Ze jednej trokovej miere prislichaju
viaceré trokové miery na dlhsie obdobie. Toto jednofaktorovy model nepripusta.
Spomenuty fakt dokumentuje aj obrazok (3.5), ktory vykresluje niekolko vymnoso-
vych kriviek vychadzajicich zo spolo¢ného zaciatku, t.j. tej istej spotovej (tu: jed-
nodnovej) trokovej miery r. Zachytava redlny vyvoj mier Bribor-u vybranych dni
v 1.2005.

Cielom tejto casti bolo na zéklade porovnania kriviek vyvoja trokovych mier
potvrdif spravnost rozsirovania modelov o dalsie faktory. Viacfaktorové modely po-
nikaju bohatsiu §kalu priebehov kriviek, umoziiuju lepsie zachytit vyvoj trokovych
mier. To aj nas motivovalo k pouzitiu dvojfaktorového modelu, ktorym sme sa za-
oberali v tejto praci. Vseobecny dvojfaktorovy model prezentujeme v nasledovnej
Castl.
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Obr. 3.4: Zobrazenie jednodriovych (na osi x) a prislusnych trojmesa¢nych (vlavo),

resp. jednoro¢nych trokovych mier Bribor 2005.

Obr. 3.5: Rozliéné vynosové krivky trokovych mier Bribor 2005, vychadzajice z

rovnakej hodnoty short-rate r.

3.3 Vseobecna rovnica dvojfaktorového modelu

V tejto casti odvodime vSeobecny tvar rovnice dvojfaktorového modelu. Pred-
pokladajme teraz, Ze cena dlhopisu P bude zavisief od dvoch faktorov - okrem
okamzitej urokovej miery aj od eSte nespecifikovaného dalSieho faktora y. Cena dl-
hopisu s maturitou 7" bude teda funkciou ¢asu a dvoch faktorov r a y: P = P(r,y,t).
Model tychto dvoch procesov bude mat tvar:

dr = p(r,y, t)dt + o.(r,y, t)dW;

3.20
dy = py(r,y, t)dt + o, (r,y, t)dWs. (3.20)

Medzi Wienerovymi procesmi W; a W5 je korelacia p.
Pouzitim viacrozmernej Itdéovej lemy odvodime stochastickti diferencidlnu rov-
nicu pre cenu dlhopisu P s dobou splatnosti 7' [18]:

AP = u(T)dt + ,(T)dW, + &,(T)dWs, (3.21)
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pricom

(T)—a_P+ a_P+ 8_P+1262_P+ 82_P 1262_P
HET= T TH g, THvgy, T 9% g TP, T 5% g,
~ oP
O'T(T) = O'TE
~ oP
O'y(T) O'ya—y.

Predpokladame, ze r € (0,00) a definiény obor y zavisi od toho, aka veli¢inu y
predstavuje.
Pri odvodeni parcidlnej diferencialnej rovnice ceny dlhopisu P postupujeme ana-
logicky ako v pripade jednofaktorového modelu. Zostrojime portfélio troch dlhopisov
s roznymi maturitami:

II = AP(Th) + A P(T3) + AsP(T3),
pricom A; predstavuje ich pocet. Pre zmenu portfélia za ¢as dt plati
dll = A1dP(Ty) + AgdP(Ts) + AsdP(T3).
Po dosadeni za dP(T;) do tohto vzorca z (3.21) dostavame:

dll = (Ap(Th) + Dop(T2) + Agp(T3)) dt +
+ (A0, (Th) + Ag0,(To) + Aso,(13)) AW, +
+ (Ao, (1) + Aoy (Ts) + Asoy(T3)) dWs.

Aj tu uvazujeme o bezrizikovom portféliu. Rizika sa zbavime vtedy, ked vyrazy pri
stochastickych ¢lenoch dW; a dW5 buda nulové. Musi platit:

215, (Th) + 890, (Ta) + A35,(T3) = 0 5.22)
A1’C\’ry(7ﬁ1) + Az’&y(Tg) + A35y(T3) =0 ’
Vhodnou volbou ¢lenov A; sa zbavime nadhodnosti a ostane deterministické portfélio

dll = (A p(Th) + Dop(To) + Azp(T3)) di.

Princip bezarbitraze vravi, Ze vynos tohto portfélia sa musi rovnat v kazdom case
vynosu okamzitej irokovej miery r, ¢ize musi byt splnend rovnost

Arp(Th) + Aop(To) + Agp(T3) = rll,
¢o nam po dosadeni za hodnotu portfélia déva vztah

Spojenim rovnic (3.22) a (3.23) ziskavame ststavu rovnic na uréenie hodnot Aq, A
a As. Po tprave ju zapiSeme v maticovom tvare

5.(T) 5.(Th) 5.(T5) Ay 0
ay(T1) ay(12) ay(13) Ay | =0
w(Ty) —rP(Th) w(T2) —rP(Tz) p(T3) —rP(T3) Asg 0
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Ak je matica singularna, tak len vtedy ma netrividlne rieSenie poc¢tu dlhopisov
A1, As, As. Singularna je vtedy, ak je posledny riadok matice linearnou kombinaciou
zvysnych dvoch riadkov. To by znamenalo, ze existuji funkcie A\; a Ay nezavislé od
maturity 7" (pretoze sme zobrali lubovolné doby splatnosti 71, T a T3), ktoré spliajt
rovnost

w(T) —rP(T) = Mo, + A0y,

Po dosadeni za (T), o, a o, do tejto rovnice dostavame vSeobecnt parcidlnu dife-
rencidlnu rovnicu na vypocet ceny dlhopisu so splatnostou v ¢ase T' v dvojfaktoro-
vom modeli:

oP oP oP 1 ,0°P *P 1 ,0°P

—+(Mr — )‘10-7“) E‘F(My — )\QO'y) 8—y+§grm+graypar—ay+§gya—y2_rp = O
(3.24)

Aj v tomto pripade sa funkcie A\; a Ay nazyvaja trhové ceny rizika. Ich kon-
krétny tvar, zodpovedajici nejakému modelu, a dodanie koncovych a okrajovych
podmienok pre faktory r a y ndm umoziuje tito rovnicu riesit.

Najcastejsie byva za druhy faktor zvolena volatilita, vystupujica ako premenna
v rovnici prvého faktora okamzitej irokovej miery r. Velmi dobri analyzu takéhoto
dvojfaktorového modelu so stochastickou volatilitou moéZeme najst napriklad aj v
pracach [23], ¢ [25]. Prace poskytuji aj numerické riesenie konkrétneho modelu
stochastickej volatility. Venuju sa aj problému tzv. spriemernenia cien dlhopisu
vzhladom na proces riadiaci volatilitu. Takyto koncept sa vyuziva, ked o volatilite
len predpokladdme proces, ktory ju riadi, ale nevieme priamo dosadzovat do rieSenia
jej hodnoty. V skutocnosti st jej hodnoty nezname, pretoze volatilita nie je priamo
pozorovatelnd premennd na trhu. Preto takyto pristup mé opodstatnenie.
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Kapitola 4

Faktorova dekompozicia arokovej

miery

V tejto kapitole sa uz budeme zaoberat modelom, ktory sme si zvolili za objekt
sktimania, a jeho kalibraciou. Stru¢ne priblizime nami navrhnuty model, taktiez v
kratkosti nase dovody jeho pouzitia. V precitanej literattre - ked zdrojom informaécii
boli najmé dostupné ¢lanky ¢i knihy na internete - sme nenasli analogicky model,
a napokon ani samotnii metédu kalibrécie, ktord by sa ukazala ako spolahliva pri
rieSeni nasho problému. Preto akykolvek teoreticky podklad priamo k nasej proble-
matike bude stru¢ny a vznikal vlastne len za pochodu pri skisani réznych postupov
kalibracie a hladani optimalneho postupu. Obsirnejsie priblizime len tedriu, ktora
uz bola publikovana vo viacerych ¢lankoch.

4.1 Rozklad arokovej miery

Podstatou nasho zaujmu bola snaha rozlozit tirokovi mieru na niekolko zlozZiek,
a to cez sucasne odhadnuté parametre zvoleného modelu. Podnet na to vysiel z
bank, ktoré sa domnievaji, ze irokova miera pozostava minimalne z dvoch zloziek
- Spekulativnej a nesSpekulativnej. St to nepozorovatelné ndhodné premenné.
Predstavime tento koncept najprv vo vseobecnosti pre m zloziek.

4.1.1 Rozstiepenie urokovej miery short-rate pomocou re-
alnych urokovych mier na dlhsie obdobie

V tejto casti opiseme spdsob, akym vytvorime model, ktory nam umozni roz-
Stiepit tirokové miery. To dosiahneme cez kalibraciu parametrov modelu, ¢o je nas
hlavny ciel. Predpokladajme, Ze jednodniova (overnight) miera r°", ktord sa berie
Standardne za aproximéciu short-rate miery, pozostéva z m zloziek r’. Tie predsta-
vuji nepozorovatelné premenné, ktoré blizsie nebudeme Specifikovat. Tento pred-
poklad bude platit pre kazdy obchodovatelny deti (¢as ¢):

rit = Zri (4.1)



Cena dlhopisu, zavisla od tychto m mier, bude uréenéd vztahom
P(r,rt, ... ™) = A(1) .. .Am(T)e’Bl(T)T1*~~~*Bm(T)rm7 (4.2)

respektive
m

P(r,r},...,rm) = H Ai(T)e_Bi(T)Ti.
i=1
Vyuzitim cien dlhopisov mozeme urcit podla (1.2) spojity trok R(7). Zo spoji-
tého troku sa da vykreslif celd vynosovéa krivka. Znalosti redlnych trokovych mier
na dlhsie obdobie vyuZijeme taktieZ na ziskanie tirokov 7i. Analogicky podla (1.2)

plati
In P(r,r},...,rm
Ry(r) = -2 LEre i) (43)

T

Po dosadeni (4.2) do poslednej rovnice a naslednej tprave dostavame:
Bi(T)r! 4 ... 4 B (T)r! = Ry(7)7 + In [Ay(7) ... An(7))] (4.4)

Na vypocet m nezndmych r!' az r™ budeme potrebovat m rovnic. To znamena,
ze okrem rovnice (4.1) musime mat dalsich m — 1 rovnic (4.4). Tie ziskame, ked
vyuzijeme m — 1 trokovych mier pre obdobia 71 az 7,,_1. Ststavu m rovnic s m
premennymi zapiseme v maticovom tvare:

Bf By ... B} r Rlmi +In(Af...AL)
B B ... B2 2 R’y +1n (A2...A2)
Bt ppt ... Bml it R 'y +In (AP AT
1 1 o 1 ri ret
(4.5)
pricom sme definovali
Al = Ai(r;) Bl =Bir) Rl =Rin)
Ak je matica regularna, vieme jednoznacne vyjadrif trokové miery r}, ... rm. Vy-
uZitim redlnych tirokovych mier budeme vediet vypoéitat tirokové miery r¢, ak bu-
deme poznat hodnoty parametrov k;, \;, 0y, 0; (i = 1,...,m). Tie vSak nepozname,

a preto ziskané vyjadrenia r! vyuZijeme na kalibraciu parametrov. Zaujimavou otéz-
kou je aj rozumny pocet zloziek, teda pre aké m tlohu riesit. My sme riesili tento
problém pre m = 2, ¢ize rozStiepenie short-rate miery na dve zlozky. Analyzo-
vali sme riesitelnost ulohy (4.5), teda aj regularitu matice, pri¢om sa zaoberame
aj kritériami kladnosti rieSenia. Konkrétne sposoby odhadovania parametrov aj so
ziskanymi vysledkami na zaklade redlnych urokovych mier uz ukdzeme v Casti (4.3).

Jednou z vyhod, ktoré prindsa viacfaktorovy model, je aj lepSia schopnost ko-
pirovat tvar vynosovych kriviek. Pontkaju viacero moznych tvarov. To sa podarilo
dosiahnut aj v nami pouzitom dvojfaktorovom modeli. Tri nové tvary vynosovych
kriviek st vykreslené na obrazku (4.1). Hodnoty parametrov x;, A;, 0; a 6;, 1 = 1,2,
pre ktoré sme dosiahli tieto tvary kriviek, st v tabulke (4.1). Obsahuje aj hodnoty

26



okamzitych trokovych mier r’ , kedZe je to short-rate model. Na obrazku teda vi-
dime, ze dvojfaktorovy model ndm umoznuje okrem uz skor spomenutych tvarov
dosiahnut aj krivky s dvomi extrémami, a taktiez "humped” krivku s minimom, nie-
len s maximom. Pripominame tvary vynosovych kriviek na obrazku (3.3). Podobny

vysledok sa da dosiahnut, ked pouZijeme pristup spriemernovania cien dlhopisov.

4, orbsbs;
0.09;
0. 13} 0. 0895
0. 089
0.0885¢

0.12

0. 088}

0.0875+
0.11 0.087}

0. 0865+
s i s e 7 s v 10 OO0y 5 i e s 1o

R(1)
0.26¢

().

Obr. 4.1: Graf zobrazuje 3 nové tvary vynosovych kriviek, dosiahnuté v dvojfakto-
rovom modeli. Hodnoty parametrov, pre ktoré sme dosiahli tieto tvary kriviek, st
v tabulke (4.1).

4.2 Kalibracia parametrov term structure mode-

lov

V poslednych desatro¢iach sa odbornici, zaoberajuci sa modelmi trokovych
mier, venovali aj ich rieSeniu, kalibrovaniu parametrov pri vyuzivani realnych dat v
konkrétnych modeloch. V literattiire mézeme néjst mnoho ¢lankov o tejto problema-
tike, vyuzivajucich rozlicné pristupy odhadovania. Kalibracia je predmetom zaujmu
ekonometrov, Statistikov, finan¢nych analytikov a aj numerikov - jednoducho teore-
tikov aj Iudi z praxe z oblasti financii.

Velmi rozsirené su Statistické metédy QML (Quasi Maximum Likelihood) a
MCMC (Monte Carlo Markov Chain). Tieto metédy st kombinované vicsinou s
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rl =001 k=23 M\ =-25 0,=04 6 =0.01
12 =010 Ky =06 d=-10 0,=23 6,=0.10
rl =001 k=23 M\M=-15 o,=12 6 =0.011
12 =008 ky=56 M=-01 oy,=13 6,=0.070
rl =001 k=23 M\=-25 0,=04 6 =0.01
12 =024 Ky =06 d=-1.0 0,=23 0,=0.10

Tabulka 4.1: Hodnoty parametrov dvojfaktorového modelu (4.2), pre ktoré sme

dosiahli vynosové krivky na obrazku (4.1).

Kalmanouvym filtrom. Castokrat ndjdeme v ¢lankoch ako prostriedok na odhadnutie
parametrov metédu mazimum likelihood alebo rozlicné GARCH modely. Vyskum v
tejto oblasti sa lisi nielen samotnymi metodami a pristupmi, ale aj tym, na zaklade
akého podkladového aktiva sa irokové miery odhaduji. Mozu to byt aj menej bezné
derivaty urokov, ako st napriklad capy a floory.

4.2.1 Kalibracia cez spriemernenu cenu dlhopisu

Ako sme uZ v tejto kapitole spomenuli, zlozky r¢, ktoré rozkladaji pozorova-
telnd trokova mieru r{", povazujeme za nepozorovatelné. Inspirujic sa pracou [23],
kde bola nepozovatelnou veli¢inou volatilita, ktort popisoval CIR model, je aj tu
mozné zvolit analogicky pristup - vyratat spriemernent cenu dlhopisu, a na zaklade
toho kalibrovat parametre modelu. Jednou z moznosti je vyuzitie aj min-maxovej
metody.

Koncept spriemernenia cien dlhopisu je obsahom prace [10], v ktorej sa na kalib-
raciu vyuziva len prvy krok z min-maxovej metody - minimalizacia sumy Stvorcov
rozdielov medzi redlnou a teoretickou vynosovou krivkou. Model je urobeny pre
pripad rozloZenia na dve trokové miery. Tu je velmi délezitou znalostou poznanie
hustoty procesu, ktory je opisany CIR rovnicou. T4 ma tvar

) = { 0 , Prerso (46)

1 jpa,.a—1_—
F(a)br e pre r > 0.

Je to limitna hustota (podrobnejsie v [23]) ndhodnej premennej z gamma rozdelenia

I'(a,b), ¢o v pripade procesu r; zodpovedd rozdeleniu s parametrami F(%‘—“f, (27—';)
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4.3 Riesenie konkrétnej tilohy a jej vysledky

V tejto Casti uz prindaSame konkrétne riesenie nasho modelu spolu s vysledkami a
tazkostami, ktoré pri rieSeni vznikali. Zaoberali sme sa teda problémom 2 zloziek
ri a r2. Model popisuji nasledovné podmienky a predpoklady:

a). rozstiepenie short-rate miery r¢{" pre kazdy obchodovatelny den ¢:
P e
b). obe zlozky predstavuji proces opisany CIR modelom:
dri = r;(0; — ) dt 4+ o /ridW},  i=1,2
c). cena dlhopisu v ¢ase t s dobou splatnosti 7 bude zavisiet od r} a r?:
P=P(r{r’ 1) = Al(7‘)142(7‘)6_Bl(T)”l_BQ(T)”2

d). z podmienky c). a vztahu (4.3) pre spojity urok dostdvame

_hl Al (T)AQ(T) — Bl (T)rtl - BQ(T)TI?

T

Ry(1) =

Podmienky a)., d). urCuju ststavu rovnic, z ktorej po tprave dostaneme vyjad-

renie neznamych r} a r:

1 Ry(T)T +In Ay (7)Az(7) — Ba(1)ri™
' Bi(7) — Ba(7)

2 Ri(m)T +1n Ay (1) As(7) — By(1)r"
! By (1) — Bi(7) ’

(4.7)

pricom A;(7) a B;(7) st definované podla (3.15).

Parametre k;, A\;, 0; a 0;, vystupujice vo funkcidch A;(7) a B;(7), odhadneme na
zéklade realnych dat. Tie budeme dosadzovat za r{" a R;(7) vo vztahoch (4.7). Nase
pozorovania sme robili na zaklade tGrokovych mier EuroLIBOR, Bribor a Pribor.
VyrieSenie tejto tlohy sposobovalo zna¢né problémy, museli sme hladat vyhovujicu
metodu.

Skor spomenuttt min-maxovi metédu (odsek 3.1.2) tu nebolo vhodné pouzif na
vypocet, pretoze je urcend predovsetkym na odhadovanie celej krivky term struc-
ture. Zatial ¢o my sme vyuzivali len dve hodnoty z vynosovej krivky, aby sme tie
vyuzili na rozklad jednodiovej urokovej miery 7" pocas nejakého casového obdo-
bia. Preto aj parametre budeme odhadovat na zéklade ¢asového radu trokovych
mier.
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4.3.1 Maximalizacia funkcie vierohodnosti

Ako prvi metédu na vypocet sme zvolili maximalizaciu funkcie vierohodnosti
(maximum likelihood function). InSpirovali sme sa prave min-maxovou metédou.
Analogicky, ako to bolo v ¢lanku [24], bude mat zlogaritmované funkcia vierohod-
nosti tvar:

n

1 = 1< £
In £(K12,A12,012,6h2) = —3 Z (lnvit + ﬁ) ~3 Z (lnv%vt + %) , (4.8)
2

t=2 1,t

pricom
2
loF 4
2 7 —2K; %
v, = (1 —e ) r
2t t—1
2/‘%

gig="ry—€ "ri_ =0 (1 — e_“") , 1=1,2.

Analyza modelu

Funkcia vierohodnosti zavisi od 6smich premennych, pretoze parametre A, a As
vystupuja v r{ prostrednictvom funkcii A;(7) a B;(7). Maximalizacia predstavuje v
nasom pripade ohranicent optimalizaciu, pretoze niektoré hodnoty parametrov nie
st pripustné. Hodnoty x; a o; st kladné, rovnako ;. Parameter 6; predstavujuci
dlhodobt trokovti mieru vSak zhora ohrani¢ime hodnotou 0.15 (teda 15%), aby to
zodpovedalo skuto¢nosti, redlnym datam. Parameter \; by mal byt podla jeho eko-
nomického vyznamu zvicsa zaporny, no moze nadobudat aj kladné hodnoty, preto
bude neohrani¢enym parametrom. Uloha predstavuje pomerne naroény, nelinedrny
optimaliza¢ny problém, najst globélne maximum

U = (K1, R2, A1, A2, 01, 02, 64, 02) = argmaxIn L

je zlozitejsie. Zvolili sme pristup vygenerovania niekolkych Startovacich hodnot (naj-
Castejsie sto), a v kazdom Startovacom bode sme riesili maximalizaént dlohu, zis-
kajuc lokalne maxima.

Pri pouziti metédy maximalizéacie funkcie vierohodnosti sme vSak neboli velmi
uspesni, vznikali r6zne problémy. Prvym bolo, Ze ziskané odhady casti parametrov
boli na hranici (zakazdym to bolo niekolko parametrov z osmice). RieSenie, ktoré z&-
visi od ohraniceni, a nie je teda volnym extrémom, nemdzeme povazovat za spravne.
Druhym problémom bolo analyzovat lokdlne maxima, ziskané z jednotlivych Star-
tovacich hodnét.

Spodiatku sa ukazovalo, Ze z prvych vysledkov nie je mozné vyslovit ziadny za-
ver. Po vypoctoch s réznymi trokovymi mierami sme si uvedomili nezanedbatelny
vplyv 7 na rieSenie v spojeni s ohrani¢eniami na parametre a jednou podmienkou:
tirokové miery r! vyjadrené rovnicami v (4.7) musia byt kladné.

Predpokladajme, ze B1(7) > By(7) (v pripade opa¢nej nerovnosti zostava po-
stup analogicky). Potom musi byt aj vyraz

Ri(m)T +1n Ay (1) As(7) — Ba(7)r" (4.9)
kladny. A;(7) je klesajiica funkcia od 7 pre Tubovolné parametre x;, \;, 0;, 6; spliia-

jice nami zadefinované ohranicenia, pricom A;(0) = 1. Z toho teda vyplyva, ze
In A1(7)As(7) < 0. Potom vyraz Ry(7)T — Ba(7)r{™ musi byt dostatocne velky, aby
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jeho hodnota znizend o logaritmus bola kladna (t.j. vyraz (4.9) bol kladny). Lenze
pre velké hodnoty 7 byvaji hodnoty A;(7) natolko malé (odrazené od 1), ze uz sa-
motny vyraz Ry(7) —In A;(7)Ay(7) je zéporny. Na druhej strane pre malé hodnoty
7 aj B;(7) musi nadobtdat malé hodnoty. Je to preto, Ze redlne urokové miery na
dlhsie obdobie R;(7) nie st niekolkonasobne vicsie nez jednodnové miery r¢" - ¢ize
aby R;(7)7 prevysilo By(7)r{". V pripade historickych dat Briboru sme zazname-
nali, Zze hodnoty R;(7) boli na trovni priblizne 1.5-nésobku r{" (pre malé hodnoty),
ale inak pomer medzi nimi byva mensi. Plati to najmé& v pripade trokovych mier
Libor, Euribor, resp. Pribor.

Kladné riesenie tlohy (4.5) pre m = 2 dosiahneme teda vtedy, ak stc¢asne hod-
noty A;(7) budu blizko k jednotke (ich logaritmy k nule) a Bs(7) bude malé (¢im
mensie nez jedna, tym lepsie) — stale pre pripad Bi(7) > Ba(7). To je vSak skor
protichodné, kedze medzi A(7) a B(1) je vztah:

(k+A+m)T/2 52
Alr) = (b B(T)) .

enm — 1

7 dosiahnutych vysledkov vyplyva, ze problémom sa stavali prave vysoké hodnoty 7
- nastaval problém spomenuty vyssie s malymi hodnotami A;(7). Pri pouziti troko-
vych mier na kratke a stredne dlhé obdobie sa nam podmienku nezapornosti darilo
splnif. Napriek tomu, Ze podmienka nezapornosti r} a r? bola splnena, vysledky,
ktoré sme dosiahli z maximalizacie funkcie vierohodnosti, neboli uspokojivé.

Pre startovacie hodnoty ¥, sme ziskavali rozne odhady parametrov a prislusné
funkéné hodnoty. Maximalnu hodnotu sme povazovali za globalne maximum. Jed-
nym, uz spominanym nedostatkom bolo, ze odhady niektorych z osmice parametrov
sa rovnali ohranideniu. Vysledkom maximalizécie teda nebol volny extrém. Pochyb-
nosti, ¢i funkcia vierohodnosti je t4 vhodna metdéda a jej maxima st tymi spravnymi
Statistikami, urcujicimi kvalitu odhadu, vyvolali nase pozorovania a analyzovanie
dosiahnutych vysledkov. Z nich vyplyva:

1. pre vietky pouZité typy trokovych mier aj pre rozne 7 bol jeden z radov r,
dosiahnuty pri maximéalnej hodnote funkcie vierohodnosti, takmer trivialny
(pre vSetky alebo skoro vsetky ¢ takmer nulovy, t.j. radovo 1077 az 1079) a
druhy rad takmer rovny radu jednodnovych trokovych mier 7"

2. pre konkrétnu tlohu sme dostali k roznym Startovacim hodnotam parametrov
U, aj odlisné odhady parametrov ¥ a lokdlne maxima ako hodnoty funkcie
vierohodnosti. Vzdy nastalo, Ze aj ked jedno ziskané lokalne maximum M L
bolo niekolkondsobne vicsie nez vybrané iné lokalne maximum pre rozdielny
Startovaci bod, ziskané rady r¢ boli rovnaké - jeden takmer nulovy a druhy
takmer totozny s r{"

3. z vysledkov vyplyva, akoby sa jeden z radov r{ stdval dominantny

4. vyhradou je aj to, Ze funkcia vierohodnosti nie je skdlované; nevieme posudit
na zaklade jej maxima kvalitu odhadu

Vysledky

Nase pozorovania ukézeme na niekolkych dosiahnutych vysledkoch, doplnenych
o vykreslené ¢asové rady r! a rl, rozstiepujtce ", so struénym popisom. Na vypocty

31



FuroLIBOR 2004 7 = 1 mesiac

obrazok (a). (b). (c). (d). (e). (f).
ML 2160.36 | 1793.39 | 1675.02 | 1663.27 | 1763.49 | 1788.53

ML, 816.17 | 1007.62 | 904.91 | 768.45 | 971.35 | 771.36
ML, 1344.19 | 786.17 | 771.41 | 894.82 | 792.14 | 1017.17

k1 € (0.01,50) 1.58 0.763 | 19.445 | 33.973 | 36.645 0.01
kg € (0.01,50) 0.01 50 50 18.514 | 37.116 | 0.0548
A € (1073,10%) || 380.32 | -13.94 | -15.284 | 521.15 | -40.282 | 375.838
Ay € (1073,10%) || -173.40 | 1.172 | 22.828 | -14.027 | 75.496 |-398.514

o1 € (0.01,3) 0.01 0.01 0.0276 | 0.2048 | 0.0238 0.01

os € (0.01, 3) 0.0314 | 0.0667 | 0.0928 | 0.0283 | 0.0596 1.192
01 € (0.001,0.2) || 0.0206 | 0.001 | 0.00683 | 0.00607 | 0.0051 | 0.0016

0, € (0.001,0.2) || 0.001 | 0.0194 | 0.0137 | 0.0134 | 0.0153 0.001

Tabulka 4.2: Tabulka s hodnotami parametrov, pre ktoré si vykreslené trokové

miery na obrazku (4.2).

bol pouzity matematicky softvér MATLAB.

V tabulke (4.2) st odhady parametrov, ktoré sme ziskali z kalibracie prostred-
nictvom maximalizacie funkcie vierohodnosti. Uviedli sme tam aj ohranicenia pa-
rametrov, pri ktorych sme maximalizovali funkciu vierohodnosti. Na odhadovanie
sme vyuzili irokové miery EuroLIBOR z obdobia 7.4.-25.9.2004, ¢o zodpoveda 123
datam. Prezentujeme tu vysledky ziskané pre tirokové miery s dobou platnosti 7 =
1 mesiac.

V prvom stipci st vysledky pre globalne maximum, ktoré vak nie je volné. Vi-
dime, Ze az 3 odhady parametrov st na hranici. Jeden z radov r? je takmer nulovy
— tento vy¥sledok sa opakoval vo vietkjch pripadoch globalnych maxim. V stipcoch
(b)—(e) st vysledky pre pripad, ked Ziadny z radov r{ nie je nulovy (vid obrazok).
Upozoriiujeme vSak na obrazok (f), v ktorom jeden z radov je trividlny pri lokdlnom
maxime ML = 1788, ¢o je trosku v kontraste s obrazkom (e), ked pre o nieco nizsiu
hodnotu lokalneho maxima ML = 1763 st rady r; nenulové.

Z tychto aj mnohych inych vysledkov, ked sme pouzivali ako redlne data tro-
kové miery EuroLIBOR, Bribor aj Pribor, s roznymi ¢asmi 7 do splatnosti, je fazké
urobit akykolvek zéver. Len na zéklade toho, Ze pre maximalne hodnoty funkcie
vierohodnosti vychadza vzdy jeden z radov r} takmer nulovy, si netrafame povedat,
ze rozstiepovanie jednodnovych tirokovych mier na zlozky je neopodstatnené. Ne-
mozno prehlasit, ze najlepsi odhad a vysledok dostdvame préave v maxime, pretoze
rovnaky vysledok z pohladu zloZiek r! vieme dostat aj pre iné hodnoty funkcie vie-
rohodnosti, aj ked pri inych odhadoch parametrov. Pri¢inu tychto vysledkov vSak
nevieme zdoévodnit.
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(a). ML=2160.36 (maximum) (b). ML=1793.39
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Obr. 4.2: Rozstiepené rady r; a r? pomocou funkcie vierohodnosti pre data Euro-
LIBOR 2004 a 7 = 1 mesiac.

33



4.3.2 Kolmogorov — Smirnov test

Ako druht metédu na odhadovanie parametrov a rozstiepenie jednodnovych
urokovych mier 7" sme zvolili jednovyberovy Kolmogorov-Smirnov test dobrej
zhody. Jeho vyhodou je prave to, ze hodnoty KS testu, teda KS-statistika je skéalo-
vana. Hodnoty st z intervalu (0, 1). Kolmogorov—Smirnov test (KS test) sa pouziva
na zisfovanie, ¢i empirické rozdelenie vyberu sa 1i§i od predpokladaného, teore-
tického rozdelenia. KS test na to pouziva rozdiel medzi empirickou a teoretickou
kumulativnou distribu¢nou funkciou (skratene CDF).

Empiricka distribu¢na funkciu F),(z) pre n dat r; definujeme nasledovne:

Fur) = S (r <)

pricom x(.) je charakteristickd funkcia, ¢ize

1 ak r, <=z
X(Ttgx):{O akri;x.

Funkcia F,,(x) teda predstavuje relativnu pocetnost.
KS-statistika je potom definovana vztahom

KS = max |F,(x) — G(x)|,

pricom G(z) je teoretickda CDF. Ako uz bolo spomenuté, ndhodné premennd, ktorej
vyvoj popisuje CIR model, m4 limitni hustotu I'-rozdelenia. KedZe sme predpo-
kladali, ze vyvoj trokovych mier zodpoveda CIR modelu, tak aj v nasom pripade
budeme brat za G(z) kumulativnu distribuént funkciu I'-rozdelenia. T4 bude mat
v nasom pripade tvar

a X 2 0 2
G(zx|a,b) = T(a) /0 ta_le_bxdt, pricom a = %, = U—I;
Nasu tulohu sme definovali nasledovne:
Nech
, 1 & .
Fo@) == > x(r < = 1,2 410
n('r) n X(Tt > SC), A , ( )

t=1
st empirické CDF trokovych mier r¢, ktoré st vyjadrené vztahmi (4.7). K nim
prislusné teoretické CDF st

by
I'(a;)

2/12‘9@' 2/‘%
3 bz = -
g g

Gi(z|ai, b;) = / % te7brdt, kde a; = (4.11)

0
Parametre, vedice k rozstiepeniu tirokovych mier, budeme kalibrovat cez KS-statistiky.
Od tychto parametrov nebude zavisief len vyberova CDF F(x), ale aj teoretick4
CDF G;(x), t.j. nebudeme predpisovat jej tvar a priebeh, ale nechdme ju vyvijat sa
spolo¢ne s vyberovou CDF. Cielom je, aby sa obe funkcie k sebe priblizovali.
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Riesime teda nasledujicu minimaliza¢ni tlohu (opédf pouzijeme oznacenie ¥ =
(H1,2, )\1,27 01,2, 91,2))1

m\gn KS(¥) = m\gn {KS1(¥) + £S,(¥)} =
— min {max |FY(0) — Gy (z, U1)| + max | F2(¥) — Ga(a, xyz)|} ,

kde \I’z = (lii,O'i,Hi).
(4.12)
Podotykame, ze KS;(V) je skuto¢ne funkciou vsSetkych Osmich parametrov,
kedZze je kumulativnou distribu¢nou funkciou r}, aviak G;(x, ¥;) zavisi len od troch
parametrov (nie je funkciou );) a hodnot z, v ktorych funkciu vy¢islujeme.

Analyza metody a vysledky

Pre nezdpornost urokovych mier R! platia tie isté ivahy, ako sme opisali pri
pouziti metédy maximalizacie funkcie vierohodnosti v casti (4.3.1). Nebudeme ich
uz teda analyzovat. Ako najvicsi problém tejto metddy sa ukazuje jej optimaliza-
cia.

Rovnako ako v pripade maximalizacie funkcie vierohodnosti sa s problémami
nadobudalo globalne maximum, tak aj pri pouZiti KS-testu tazko ziskavame mini-
méalnu hodnotu funkcie K£S(¥). Opit sme teda vygenerovali sto Startovacich bodov,
v ktorjch sme ttito funkciu minimalizovali. Uk4zalo sa vSak, Ze naro¢né a zdlhavé
je dosiahnut vobec lokdlne minimum. Uvedomili sme si to vtedy, ked vyratané mi-
nimum, dosiahnuté pri nejakom Startovacom bode, sme pouzili opédtovne za novy
startovaci bod, a podarilo sa este znizovat hodnotu funkcie KS(¥). Postupovali
sme podla schémy

1. startovaci bod Wo = (K12, A1.2, 012, 612)

2. minimalizacia funkcie £S(¥) (prikaz v MATLABE fmincon)
3. vystup ¥ = argming KS(¥)

4. Uy = T

5. krok 2.

Tento vypoctovy cyklus skoncil vtedy, ked sa uz nemenili bud funkéné hodnota
KS(¥), alebo hodnoty parametrov ¥. Takto sa nam Castokrat darilo znizif hod-
notu funkcie £S(¥). Tu je vhodné spomentit, Ze na tlohe takéhoto typu by bolo
mozné vyskusat a testovat moderné optimalizac¢né algoritmy stochastického charak-
teru, ako st napriklad algoritmus simulovaného Zihania alebo evolucné (genetické)
algoritmy, pripadne dalsie. Tie by mohli maf lepsie vypoctové schopnosti a umoznili
by rychlejsie a presnejsie ratanie tejto tlohy.

Pouzitim Kolmogorov—Smirnov testu sme uz ziskavali pre niektoré tlohy lepsie
vysledky ako v pripade funkcie vierohodnosti. Vyhodou tohto pristupu je schopnost
posudit kvalitu odhadu na zéklade hodndt KS—$tatistiky. Umoziuje nam to ta sku-
tocnost, Ze je skdlovana, rozsah sa pohybuje medzi 0 a 1, a ¢im ma mensiu hodnotu
KS—statistika, tym je vicsia zhoda s teoretickym rozdelenim.
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Na naSe vypoc¢ty sme opit pouzivali tirokové miery EuroLIBOR, Bribor a Pribor,
s roznymi dobami splatnosti 7. ZvicSa pre vyssie hodnoty 7 (viac nez 9 mesiacov, a
najmé pre 1 rok) sa nedarilo splnif podmienku nezépornosti zloziek r?. Pre niektoré
urokové miery, najmé Pribor, vSak nastévalo opit to, Ze jeden z radov bol takmer
nulovy (rddovo 1072 aZ% 107°) a druhy bol dominantny, teda takmer zhodny s radom
jednodnovych trokovych mier r{". Nase dalSie pozorovania a postrehy st

e mal4 citlivost na parameter x;, ked aj jej velkd zmena nesposobila prilis velka
vychylku prislusnej KS-statistiky

e naopak, velké citlivost na parametre \; a o; — aj malé zmeny viedli k znac-
nym odchylkam KS-statistiky, dokonca sa tym castokrat porusila podmienka
nezépornosti trokovych mier r!

e pri minimalizécii podla skor opisanej schémy sa spociatku minimélne, resp.
vobec nemenila hodnota parametrov \;, ktoré tak zviicsa ostavali velmi blizke
startovacim hodnotdm. PredovsSetkym az v poslednych opakovaniach schémy
sa menili ;. Toto mohlo byt spésobené mozno tym, Ze teoreticka CDF nie je
od \; zavisla.

Uvedieme zopar konkrétnych vysledkov. Vykreslujeme v nich ¢asové rady zloziek
ri jednodiiovej trokovej miery r". Pripdjame k nim grafy porovndvajice tvary
teoretickej a empirickej kumulativnej distribucnej funkcie, a rozdiel medzi nimi.

0. 067

0. 05

0. 04

0.03

0. 02

Obr. 4.3: Casové rady trokovych mier Bribor 2005 pre 7 = 3 mesiace. Hodnota
funkcie £S(¥) = 0.0912.
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Vykreslenie teoretickej a vyberovej
C
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Obr. 4.4: Vykreslenie kumulativnych distribu¢nych funkcii Grokovych mier Bribor

2005 pre 7 = 3 mesiace.

RozloZenie tirokovej miery r¢™ na zlozky r} a r? na obrazkoch (4.3) a (4.4) sme
dostali pri tychto nakalibrovanych parametroch W:

k1 = 0.01 A= —21.072 oy = 1.997 6= 0.0001
ke = 7.208 A2 = 4.8703 oy = 0.1137 0= 0.0239

Za nedostatok tychto vysledkov povazujeme opéif to, Ze parametre x; a 6, sa
rovnaju priamo ich ohraniceniu. Preto tento vysledok nepovazujeme za vyhovujuci.
Lepsi vysledok sa ndm podarilo ziskat z trokovych mier sice taktiez Bribor 2005,
avSak pre 7 = 9 mesiacov. Dosiahnuté minimum funkcie S(¥) ma hodnotu 0.1275,
ktoré sa uz nepodarilo vylepsit. Ziadny z odhadnutjch parametrov sa nerovné ohra-
niceniu. Ich hodnoty st:

k1 = 0.9422 A= —0.5938 o1 = 0.0689 6= 0.00832
Ko = 23.172 A2= —0.5755 oy = 0.2801 0, =0.0173

Rozlozenie ¢asového radu r¢" na jeho zlozky r} a r? je vykreslené na obrazku
(4.5). K tomu priddvame opét aj porovnanie kumulativnych distribuénych funkcii
oboch zloziek.

Za predpokladu, ze hodnota funkcie KS(¥) = 0.1275 je globalnym minimom,
resp. blizko neho, tak sa ndm podarilo dosiahnut rozloZenie jednodnovej trokove;
miery r?" na dve tirokové miery r} a rZ, ktoré st jej sic¢tom. Jednou z motivécii,
preco sa zaoberat takymto rozlozenim trokovej miery, bola snaha odhalif $pekula-
tivnu a nespekulativnu zlozku. Na postdenie, ¢i je to tak aj pri tomto vysledku, by
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Obr. 4.5: Casové rady trokovych mier Bribor 2005 pre 7 = 9 mesiace. Hodnota
funkcie £S(¥) = 0.1275.
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Obr. 4.6: Vykreslenie kumulativnych distribué¢nych funkcii Grokovych mier Bribor

2005 pre 7 = 9 mesiace.
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bolo mozno vhodné poznat dalSie informacie o niektorych veli¢inach ovplyviiujicich
finanéné trhy. Pre niektoré dalSie tirokové miery sa ndm podarilo dosiahnut taktiez
rozStiepenie na netrividlne zlozky. Ich vysledky sme zahrnuli do Prilohy A.

Ako jednu z moznosti skimania a mozno vylepsSenia vysledkov Kolmogorov—
Smirnov testu sme navrhli funkciu £S(¥) v tvare

KS(W) = akS1(T) + (1 — )KSa(T), a € (0,1),

¢ize ako linedrnu kombindciu KS-$tatistik jednotlivich zloziek ri. Parameter o sa
stal dalSou premennou pri optimalizacii. Vysledkom vSak bolo, Ze parameter a
nadobudal hodnoty 0 alebo 1, ¢o zhorsilo optimalizaciu, pretoze to neviedlo stcasne
k zmensSovaniu oboch KS—statistik, t.j. jedna hodnota KS-statistiky bola mala,
druhé vsak velka.
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Z.aver

Obsahom tejto prace boli modely trokovych mier. Najprv sme spravili kratky,
historicky prehlad o jedno- a dvojfaktorovych modeloch kratkodobej tirokovej miery.
Neskor sme odvodili vztahy na vypodet cien dlhopisov, ktoré zavisia od konkrétneho
modelu trokovej miery. Vykreslili sme krivky casovej struktiry trokovych mier. Po-
rovnanim ich tvarov pre pripady jedno- a dvojfaktorového modelu s redlnymi tvarmi
vyvojovych kriviek sme zdoraznili a poukézali na vyhodu dvojfaktorovych modelov,
ktoréa spociva v ich lepSej schopnosti zachytif redlne tvary vynosovych kriviek.

Dalej sme sa uz zaoberali navrhnutym modelom. Predstavuje metodologicky
pristup rozstiepenia casového radu realnych trokovych mier na zlozky. Konkrétne
sme sa venovali rozlozeniu jednodnovej tirokovej miery na dve zlozky, pricom sme
na to vyuzivali ako dalsiu informdciu este aj irokovi mieru s dlhSou splatnostou 7.
Urobili sme jednoducht analyzu vlastnosti a rieSitelnosti tohoto modelu. Priblizili
sme dve metddy kalibracie parametrov, na zaklade ktorych odhadu parametrov na-
chadzame rozstiepenie tirokovej miery. Jednou metédou bol koncept maximalizacie
funkcie vierohodnosti, ktory vSak neposkytoval dobré vysledky. Druhou metédou
je Kolmogorov—Smirnov test dobrej zhody, ktory bol vypoctovo naroc¢nejsi. Na za-
klade dosiahnutych vysledkov sa domnievame, Ze jeho pouzitie moze byt vhodnejsie,
vedice k rozstiepeniu troku na zlozky.

Preto jedna z otazok a tuloh, ktoré sa nukaju pri skiimani tohto problému, je
aj pouzitie efektivneho algoritmu optimalizacie na vypocet tychto tloh. Verime, ze
tento model méze viest k zmysluplnym a uspokojivym vysledkom, ¢ uz pri po-
uziti tych istych metdd, ako sme vyuzili my, rozsirenych mozno o nejaké dalsie
vztahy, ucelovi funkciu, resp. premenné, alebo pri pouziti nejakych dalsich pristu-
pov a konceptov. Zaujimavé moze byt aj porovnévanie v pripade pouzitia procesov,
popisujicich vyvoj trokovych mier, inych nez nami pouzity proces CIR modelu.
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Priloha A

Bribor 2004, 7 =1 mesiac
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Obr. 4.7: Vykreslenie ¢asovych radov tirokovych mier a kumulativnych distribu¢nych

funkeii.

~

KS(T) = 0.1372
k1 =2.3786 A\ =-7.8421 0, =0.077124 6= 0.02928
Ko =0.8975 Ay =27 oy =0.11434 6= 0.01276
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Bribor 2005, 7 =2 tyzdne
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Obr. 4.8: Vykreslenie ¢asovych radov tirokovych mier a kumulativnych distribu¢nych

funkeii.

KS(T) = 0.099
k1 =0.1004 A =-10 o, =001352  6; = 0.01501
e =28.1909 A\, =4.723 0, =06513 6, =0.01071
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EuroLIBOR 2006, 7 =4 mesiace
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Obr. 4.9: Vykreslenie ¢asovych radov tirokovych mier a kumulativnych distribu¢nych

funkeii.

~

KS(T) = 0.109
K1 = 7.622 A1 = 7.2515 o1 = 0.05645 6, = 0.0229
Ko = 4.355 Ay = —8.1207 o9 = 0.07389 0> = 0.00551
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Pribor 2004, 7 =3 mesiace
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Obr. 4.10: Vykreslenie ¢asovych radov urokovych mier a kumulativnych distribuc-
nych funkcii.
KS(¥) = 0.1882
k1 = 0.4193 A= —T7.7187 o1 = 0.02865 6,=0.0013
ko = 46.015 Ao=1.34 o9 = 0.12348 6= 0.0202
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Priloha B

Program popisujuci kalibraciu parametrov na zaklade Kolmogorov—Smirnov testu.

% skript na vjpocet poetnosti
function s=sucet(x,r)
n=length(r);
pomR=sort(r);
k=0;
while pomR(k+1)<=x
k=k+1;
if k==n break
end
end

s=k/n;

% skript na vjpolet KS-Statistiky
function KSstat=kumulDF (x)

global r;

global R;

global tau;

global ksi;

global ks2;

gl=sqrt ((x(1)+x(3))"2+2*x(5)"2);
B1=2x*(exp(gl*tau)-1)/[(x(1)+x(3)+gl)*(exp(gl*tau)-1)+2xgl];
InA1=(2*x (1) *x(7)/x(5) "2)*[log(gl)+(x (1) +x(3) +gl) *tau/2+log(B1)-log(exp(gl*tau)-1)];

g2=sqrt ((x(2)+x(4))~2+2*x(6)"2) ;
B2=2x* (exp(g2*tau)-1)/[(x(2)+x(4)+g2) * (exp(g2*tau) -1) +2xg2] ;
1nA2=(2*x(2)*x(8)/x(6) "2) *[Log(g2) +(x(2) +x(4) +g2) *tau/2+1log(B2) -log(exp (g2*tau)-1)];

PEN1=0; PEN2=0; ks1=0; ks2=0;

if B1==B2
PEN1=5;

else
r1=(R.*tau+lnA1+1nA2-B2.*r) ./ (B1-B2);
PEN1=length(find (r1<=0));
r2=(R.*tau+1lnA1+1nA2-B1.*r)./(B2-B1);
PEN2=length (find (r2<=0));

y=0.:0.0008:0.03;

48



m=length(y);
for i=1:m
cd1l(i)=sucet(y(i),rl); % hodnota CDF na zaklade vzorky
tcdl(i)=gamcdf (y(i),2*%x(1)*x(7)/x(5)"2,x(5)"2/(2*x(1)));
% teoreticka hodnota Gamma rozdelenia
if abs(cd1(i)-tcd1(i))>=ksl
ksi=abs(cd1(i)-tcd1(i));
end
cd2(i)=sucet(y(i),r2);
tcd2(i)=gamcdf (y(i),2*x(2)*x(8)/x(6)"2,x(6)"2/(2*x(2)));
if abs(cd2(i)-tcd2(i))>=ks2
ks2=abs(cd2(i)-tcd2(i));
end
end

end

ksi
ks2
KSstat=ks1+PEN1+PEN2+ks2

plot(r,’k.’,’MarkerSize’,14) hold on plot(rl,’r’) hold on
plot(r2,’b’) legend(’r_t~{on}’,’r_t"1’,’r_t"2’)

figure subplot(2,2,1)
plot(y,cdl,’k.’,’MarkerSize’,15)

hold on

plot(y,tcdl,’-r’,’LineWidth’,2)
legend(’vyber.CDF’, ’teorCDF’,4)
title(’teoreticka a vyberova kuml.DF pre r_1’)
subplot(2,2,2)

plot(y,cd2,’r’)

hold on

plot(y,tcd2,’-.g’,’LineWidth’,2)
legend(’vyber.CDF’, ’teorCDF’,4)
title(’teoreticka a vyberova kuml.DF2 pre r_2’)
subplot(2,2,3)

plot(y,abs(cdl-tcdl),’r’)

title(’rozdiel teor. a vyber. CDF pre r_1’)
subplot(2,2,4)

plot(y,abs(cd2-tcd2),’r’)

title(’rozdiel teor. a vyber. CDF2 pre r_2’)

% optimalizaény skript - minimalizuje funkciu na vjpocet KS-Statistiky kumulDF(x)

49



function minimalizuj(x0) % Kappal,2; Lambdal,2; Sigmal,2; Thetal,2
global r;

global R;

global tau;

global vystup;

global ksi;

global ks2;

r=xlsread (’BRIBOR 04-06.x1s’,’Bribor 05’,°B3:B252’);
R=x1lsread (’BRIBOR 04-06.x1ls’,’Bribor 05°’,°G3:G252’);
tau=3/12;

options=optimset (’LargeScale’,’off’);

dif=1;
fval=3;
while (dif>0.00001 || fval>2)

[vystup, fvall=fmincon(’kumulDF’,x0,[],[1,[1,[],...
[0.01,0.01,-30,-30,0.01,0.01,0.0001,0.0001],...
[100,100,300,300,3,3,0.1,0.1], []1,options)

dif=sum(abs(vystup-x0));

x0=vystup;

end

90



