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MINORITY GAMES
1. Uvod

Minoritné Hry st vel'mi mladou vednou disciplinou. Vznikli na zaklade snahy
pochopit, predpovedat’ a korigovat’ kolektivne spravanie sa 'udi v urcitych redlnych
situdciach. Existuje mnoZstvo roznych pristupov, metod a oblasti uplatnenia modelov MG,
pricom vd’aka kreativite vedcov vznikaju stale nové. Ako prvoradu ulohu som si preto
stanovil uviest’ do tejto tematiky, oboznamit, preco a akym sposobom vznikla tato veda, aké
metddy sa pouzivaju a aké st moznosti aplikacie v praxi, teda urcity prehl'ad o Minoritnych
hrach. Pokasim sa ukdzat’, ako minoritné hry spajaji mozno zdanlivo protirecivé pristupy
odhadovania, zjednodusovania, aproximovania, s presnymi vypoctami exaktnej matematiky,
pricom kazdy analyticky vysledok je hned’ konfrontovany s numerickymi simulaciami.
Druhym hlavnym ciel'om je zostrojit’ zakladny program, ktory by simuloval priebeh
minoritnych hier.

1.1. Tedria hier

Teoria hier (Game Theory) je vednym odvetvim aplikovanej matematiky, ktoré
pouziva modely na skiimanie interakcii s formalizovanou Strukturou pohnutok (*“ hier «) [1].
Skuma a porovnava predpokladané a skutocné spravanie sa jednotlivcov v hrach, rovnako ako
aj optimalne stratégie. Studuje strategické situdcie, kde sa hra¢i rozhoduju pre rozli¢éné akcie
za ucelom maximalizovat’ svoju vyplatu. Zdanlivo odlisné typy interakcii sa moZu prejavovat’
podobnymi Struktirami pohntitok, takze vSetky mozu byt’ prezentované ako priklady jednej
konkrétnej hry. Na rozdiel od tedrie rozhodovania Studuje teoria hier optimalne spravanie a
rozhodnutia v prostredi, kde su viaceri rozli¢ni hraci vo vzdjomne;j interakcii, t.J. ndklady a
vyplaty nie su fixne dané, ale zavisia od konania ostatnych jednotlivcov. Uéelom je pochopit’
a predpovedat’ spravanie sa hracov, ale tiez najst’ a poskytniit’ hraiom moznost’ najlepSicho
rozhodnutia. Tedria hier povodne sluzila ekonomii, patria sem drazby, obchodovanie,
duopoly, oligopoly, socidlne Struktiry, rozhodovacie systémy. Neskor sa vSak uplatnila aj
v mnohych d’alSich odvetviach vedy, v operacnej analyze, evoluc¢nej biologii, vojenske;j
stratégii, psychologii, socioldgii, filozofii, politolégii (vol'by). Coraz dolezitejsiu ulohu hra
v logike a informatike. Analyza teorie hier sa méze vztahovat’ na jednoduché zabavné hry
alebo na zavaznejSie aspekty Zivota spolo¢nosti. Napr. zndma viznova dilema sa vyuZziva v
roznych oblastiach na modelovanie problémovych situacii, kde sa zaujmy jednotlivca (zisk)
dostavaji do konfliktu so zdujmami spoloc¢nosti (napr. v ekoldgii). Bioldgovia pouzivaja
teoriu hier na pochopenie a predpovedanie vysledkov evolucie. Napriklad evolu¢na stabilna
stratégia, s ktorou prisli John Maynard Smith a George R. Price v roku 1973 v ¢asopise
Nature. Takisto evolu¢na teoria hier a behavioralna ekoldgia. Analytici bezne pouzivaju
v spojeni s tedriou hier aj ostatné odvetvia matematiky, predovsetkym pravdepodobnost’,
Statistiku a linedrne programovanie.



1.2. Historia teorie hier

Prvé ndznaky tedrie hier spadaji do roku 1713. James Waldegrave je podpisany
na listine, v ktorej uvadza rieSenie kartovej hry dvoch hracov na zaklade stratégie minimaxu.
V roku 1838 vysiel ¢lanok A. A. Cournota, v ktorom aplikuje jednoduchu analyzu teérie hier
na tému duopoly. Za zakladatela teorie hier ako samostatnej vedy sa poklada John von
Neumann, ktory v roku 1928 uverejnil sériu ¢lankov a v roku 1944 spolu s Oskarom
Morgensternom The Theory of Games and Economic Behavior. Tato praca obsahuje metodu
najdenia optimalneho riesenia v hrach s nulovym stctom hranymi dvoma hra¢mi. V tomto
obdobi sa venovala pozornost’ kooperativnym hrdm. V roku 1950 sa objavila téma viziova
dilema. Priblizne v tom ¢ase vyvinul John Nash definiciu optimalnej stratégie pre hry
viacerych hra€ov na ndjdenie optimalneho rieSenia, zndmeho Nashovho ekvilibria. Ak vSetci
hré¢i hraju stratégie v Nashovom ekvilibriu, tak nemaji doévod zvolit’ int1 stratégiu, lebo ich
stratégie su optimalnou reakciou vzhl'adom na stratégie ostatnych hracov. V pétdesiatych
rokoch zaznamenala teoria hier prudky rozvoj, ked” vznikli tedrie o jadre a Shapleyho
hodnote, fiktivnej a opakovanej hre a vznikol extenzivny tvar hry. Tiez sa objavili prvé
aplikacie vo filozofii a politologii. V roku 1965 predstavil Reinhard Selten svetu koncepciu
hl'adania vzhl'adom na podhry dokonalého ekvilibria. V roku 1967 vyvinul John Harsanyi
koncepciu kompletnej informacie a Bayesovskych hier. Spolu s Nashom a Seltenom dostal
Nobelovu cenu za ekondmiu v roku 1994. V sedemdesiatych rokoch vznikli mnohé aplikacie
teorie hier v biologii, najma zasluhou Johna Maynarda Smitha a jeho evolucne stabilnej
stratégie. TieZ boli zavedené a analyzované koncepcie korelovaného ekvilibria,
zdokonaleného ekvilibria pouzitim kombinovanych stratégii a vSeobecnej znalosti. V roku
2005 udelili Nobelovu cenu za ekondémiu Thomasovi Schellingovi a Robertovi Aumannovi.
Schelling pracoval s dynamickymi modelmi a evolu¢nou tedriou hier, kym Aumann vyrazne
prispel k teoérii ekvilibrii.

1.3. Typy hier

Hra je dobre definovany matematicky objekt. Pozostdva z mnoziny hracov, zo stratégii
danych hracom a ku kazdej kombindcii stratégii st uréené vyplaty hracov. Hry sa najcastejSie
uvadzajl v tzv. normalnom tvare tabul’ky alebo v extenzivnej forme stromu. Normalny tvar sa
uprediostituje pri simultdnnych hrach a extenzivny zase pri sekvenénych. V simultdnkach sa
hraci rozhoduju sucasne, respektive nepoznaji predchadzajice akcie ostatnych hracov.

V sekvencnych hrach ma hrac pri rozhodovani urcita informéciu o predchadzajtcich akciach
ostatnych hracov. Ak ma dokonalt informéciu, tak pozné aj vSetky ich predchadzajice akcie.
Teoria hier rozdel'uje hry do mnohych kategorii podla toho, aké konkrétne metody sa
pouzivaju na ich rieSenie a ako v tej-ktorej kategorii definujeme rieSenie.



Obr. 1: Hra v normélnej forme: Obr. 2: Hra v extenzivnej forme:
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matica vyplat v hre 2 hracov s 2 stratégiami, strom 2 hracov, kde sa najprv rozhoduje 1. hrac
kde hrac 1 voli moznost’ hore alebo dole pre moznosti F alebo U, a potom sa druhy hrac¢
a sucasne sa hrac 2 rozhoduje pre L alebo P. rozhoduje pre A alebo R podla toho, ako sa

predtym rozhodol hrac 1.

Symetrické a asymetrické hry

V symetrickej hre vyplaty hrac¢a nezdvisia na nom, ale len na tom, aké stratégie zvolia ostatni
hraci. Mozeme tu vymenit” hracov bez toho, aby sme vymenili vyplaty prislusné danym
stratégiam. Patri sem napr. védziiova dilema. Medzi asymetrické hry patria najma tie, kde maja
hréa¢i r6zne mnoziny stratégii, o vSak nie je pravidlom. Priklad asymetrickej hry

v normalnom tvare mozeme vidiet’ na obr. 3.

Obr. 3: E |F
E|1,2]0,0
Hry s nulovym suctom a hry s nenulovym suctom F|(0,0(1,2
V hrach s nulovym stctom je celkovy uzitok vSetkych hracov pre kazda

kombinaciu stratégii rovny nule, t.j. vitazny hra¢ ziskava na ukor porazenych. Prikladom hry
s nulovym suc¢tom je Sach, ¢i poker, kde vitaz ziskava presne tol'’ko, kol'’ko ostatni prehraju.
Medzi hry s nenulovym stuctom patri napriklad vdznova dilema (Obr. 4). V redlnom svete sa
vacsinou stretdvame s hrami s nenulovym stctom (v podnikani alebo v politike), pretoze
niektoré vysledky prindsaju celkovy Cisty Gizitok vacsi alebo mensi nez nula. Inak povedané,
zisk jedného hrac¢a nemusi pre iného hrac¢a nutne znamenat’ stratu. Napriklad obchodny
kontrakt za beznych okolnosti predpoklada kladny celkovy vysledok, lebo kazda zo
zucastnenych stran je na tom v kone¢nom dosledku lepsie, nez v situécii, ked’ by sa kontraktu
nezucastnila. Vo vSeobecnosti je jednoduchsie analyzovat’ hry s nulovym suctom. Napokon
kazda hru mozno pretransformovat’ na hru s nulovym su¢tom jednoducho tak, Ze pridame
dodato¢ného fiktivneho hraca a prostrednictvom jeho strat budeme kompenzovat’ vyhry
redlnych hra¢ov. Vhodnym spdsobom zobrazenia vysledkov hry je matica vynosov.

Obr. 4: Viaznova dilema:




Hraci maju dilemu: svorne klamat’ a dostat’ nizsi trest, alebo pod prisl'ubom odmeny zradit’
svojho komplica. V rovnovaznom stave sa navzajom zradia, ¢o je v sucte pre nich ten najhorsi
mozny vystup. Casto sa aplikuje na problémy, kde sebecké konanie znamena ist’ proti
ostatnym a v kone¢nom dosledku aj voci sebe samému.

Hry s dokonalou a nedokonalou informdciou

V hre s dokonalou informaciou hraci poznaju predchadzajuce tahy vsetkych ostatnych
hracov. To je v simultdnnych hrach nemozné. Vicsina zndmych hier je s nedokonalou
informaciou. Medzi hry s dokonalou informaciou patri napriklad $ach. Hry s dokonalou
informdciou sa ¢asto mylia s hrami s tplnou informéciou. Tu taktiez kazdy hra¢ pozna vsetky
stratégie a prislusné vyplaty hra¢ov, avSak nemusi poznat’ ich predchadzajuce akcie. Alebo
nemusi vediet, akého st ostatni hraci typu. Hrou s neuplnymi informéciami je napriklad
poker alebo vizinova dilema. Hry s Gplnou informaciou sa v beznom zivote vyskytuju iba
zriedka. V teorii sa tieto hry pouzivaju pre zjednodusSenie - ako aproximacia skuto¢nych, v
realite prebiehajucich hier.

Obr. 5: Hra s nedokonalou informaciou. Hra¢ 2 nevie, ¢i si v predchddzajucom tahu hrac 1 zvolil C alebo D.
Bodkovana ¢iara oznacuje informa¢nii mnozinu, v ktorej sa hra¢ 2 bude nachadzat’, ak si hra¢ 1 nezvoli moznost’
0.

Nekonecné hry

Hry sa z praktickych dévodov zvycajne po uréitom pocte kol koncia. AvSak matematici sa
zaoberaju aj hrami, ktoré trvaju nekonecne vela iteracii, kde nielen vitaz zostdva nezndmy az
do konca hry. V tychto hrach sa doraz nekladie ani tak na to, ako hrat’ optimalne, najprv totiz
treba odpovedat’ na otazku, ¢i hra¢i vobec majui nejaku vitaznu stratégiu. Existuju dokonca
hry s dokonalou informaciou, kde st len moznosti ,,vyhrat* alebo ,,prehrat™, avSak neexistuje
vitazna stratégia, a z vitaza v jednom kole sa 'ahko moze stat’ v d’alSej iteracii porazeny.

Kooperativne hry
V kooperativnych hrach hraci ur¢itym spdsobom spolupracuju. M6zu hrat’ samostatne, alebo

mozu vytvarat’ tzv. koalicie. Koalicie funguji na baze vymahatel'nej dohody medzi hra¢mi.
Ak hrac vstupi do koalicie, musi v priebehu hry konat’ s ohl'adom na to, aké je jeho dohoda s



ostatnymi hra¢mi v koalicii, preto si musi pri vstupe do koalicie dobre zvazit', ¢i sa mu to
oplati. Ked’ dvaja alebo viaceri hrac¢i uzatvaraji dohodu, obycajne vyjednavaji o velkosti
svojich podielov.

Charakteristické funkcné hry

V kooperativnych hrach moze hrac¢ vystupit’ z pévodnej koalicie a pridat’ sa k inej, ak mu
ponuknu vyssi podiel. Preto treba urcit, aky velky podiel z celkového vysledku pripadne na
kazdého hraca. Potom sa na kooperativnu hru moézeme pozerat’ ako na (charakteristicku)
funkciu z mnoziny koalicii do mnoziny vyplat. Tato funkcia udava, akt celkovu vyplatu mozu
hraci dosiahnut’ sformovanim sa do koalicie. Hra¢ sa prida ku koalicii iba ak tym ziska.
Koalicia prijme hraca takisto iba vtedy, ak tym ziska. Mnozina, ktora obsahuje kombinacie
primeranych potencialnych podielov, sa nazyva jadro. Kombinacia podielov je v jadre, ak
neexistuje subkoalicia, ktorej ¢lenovia by mohli ziskat’ va¢si celkovy vynos ako maja v
koalicii. Ak vyplatny pomer nie je primerany (nelezi v jadre), niektori clenovia budi sklamani
a zaCnu uvazovat’ o opusteni celej skupiny a vytvoreni mensej skupinky (subkoalicie)

s d’al$imi nespokojnymi hraémi. Znamou koaliciou je napriklad EU. Takisto §portové
druzstva, dokonca manzelstvo by sme mohli vyhlasit’ za koaliciu.

1.4. Uvod do minoritnych hier

Azda najjednoduchsi a najzname;jsi priklad minoritnej hry je Svajciarska detska hra "Zig-Zag-
Zoug". Tri deti si volia vitaza tak, Ze daju spolu pravé nohy, povedia Zig-Zag-Zoug

a odtiahnu alebo neodtiahnu nohu. Vit'az je ten, ktory urobi opacny t'ah ako ostatni dvaja, ¢ize
je v menSine (minority). Za otcov minoritnej hry sa pokladaju Yi-Cheng Zhang a Damien
Challet. Vychadzali z problému El Farol bar, ¢o je jednoduchy model zamerany na
kooperaciu hrac¢ov pri nedostatocnej informéacii. Kazdu sobotu vecer sa v bare kond akcia. Bar
ma vsak urcita kapacitu. Ak sa vac¢Sina l'udi rozhodne ist’ do baru, ten bude preplneny, a teda
vyhraju ti, ktori zostani doma. Ak véc¢Sina zostane doma, bar nebude preplneny a domasedi
prehraju. V kazdom pripade vyhrava mensina. LCudia sa rozhoduji podla dostupne;j
informécie o predchadzajucich sobotnych akciach a tiez podl'a svojich osobnych ocakéavani.
Takisto v minoritnej hre mdme (neparny) pocet N hracov, ktori sa kazdu iteraciu sucasne a
nezavisle rozhoduju pre jednu z dvoch moznosti A alebo B. Poznaju M (pamét) poslednych
vitaznych akcii. Postupnost M vitaznych akeii nazgvame historia. Mame 2™ moznych
historii. Ked’ pre kazdu historiu zafixujeme moznost’ A alebo B, dostaneme stratégiu.
Stratégia ma svoju virtudlnu hodnotu, ktora vyjadruje, kol’ko krat dana stratégia predpovedala
vitazny t'ah spravne. Na zaciatku hry ma kazdy hra¢ k dispozicii kone¢ny pocet S stratégii.
Pouziva ich induktivne — podl'a najvysSieho virtudlneho skore (v pripade rovnosti skore
nahodne). Hra¢i nemaju ziadnu informéciu o ostatnych hracoch. Tento model ma niekol'ko
zaujimavych ¢ft. Ak by napriklad vsetci hraci analyzovali situdciu rovnako, urobili by
rovnaky t'ah a vSetci by prehrali. Hraci sa preto musia odliSovat’ (musia mat’ rozne stratégie).
Hréci nemdzu vsetci sucasne vyhrat’, presnejSie ani polovica z nich. Navyse vysledok zavisi
od akcii ostatnych hracov a neexistuje jednotna vit'aznd stratégia. Medzi hra¢mi je preto velka
frustracia. Teoreticky by mohli kooperovat’, v tom im vSak brani ich chamtivost’. Preto



automaticky minimalizuju informaciu dostupnu ostatnym hra¢om. Existuje faza prechodu
medzi symetrickou oblastou bez dostupnej informécie (bez arbitraznych prilezitosti)

a asymetrickou oblast'ou, kde je informacia dostupna hraCom. V ergodickej asymetrickej faze
existuje presné rieSenie v limite M>>1, N>>1. Ak by si agenti uvedomovali svoj vplyv na trh,
ziadna faza prechodu by neexistovala.

Minoritny mechanizmus sa pouziva na modelovanie situécii, kde agenti stiperia o kone¢né
mnozstvo zdrojov (napriklad na finanénom trhu). Agenti maju dve moznosti — kupit’ alebo
predat’ aktivum. Cena aktiva sa vyvija kazdy ¢asovy usek podla jednoduchého pravidla
dopytu a ponuky — ak je viac kupujucich ako predavajucich, cena je vysoka a predavajuci
vit'azia, naopak, ak je viac predavajucich ako kupujucich, cena je nizka a vitazia kupujuci.

V kazdom pripade vit'azi menSina — minority. Existuje mnoho pozmenenych modelov
zékladnej minoritnej hry.

1.5. Ekonofyzika a MG

V priebehu poslednych desatroci sa rozvinula veda zvand ekonofyzika. Predstavuje
posledny znamy stupen prepojenia medzi ekonomikou a fyzikou. Vznikla tak, ze fyzici zacali
aplikovat’ metddy Statistickej fyziky a nelinedrnej dynamiky na makroekonomické
modelovanie a finan¢nu analyzu trhu. Ekonofyzika nie je nova veda, ale az donedavna
existovali medzi ekondmami a fyzikmi nezhody, ked’Ze oba tdbory pristupovali k tomu istému
problému inak. Désledkom bola asymetria vo vyskume a nedostato¢na spolupraca. Avsak
v poslednom obdobi sa situdcia znacne zlepsila. Jednym z hlavnych dévodov bol rozvoj
databaz a zlepSenie dostupnosti dat o. i. aj z financnych trhov, kde sa informacia meni
s vysokou frekvenciou. Tym sa podstatne zjednodusilo testovanie presnosti a predikénej sily
novovzniknutych teorii. Ekonomické modely musia v sebe zahtiiat’ sposob, akym l'udia chapu
a konaju. Preto nikoho neprekvapi, ze metddy osvedcené vo fyzike, sa uplatiiuja aj
v ekonomii, priom sa stale otvara vel’ky priestor pre vyvoj d’alSich zdkonov a modelovanie
ekonomickych procesov. Dovody st jednoduché — lepSie modely prindsaju lepsiu kontrolu
rizika, presnejSiu predpoved’ fenoménov ako st krachy na burzéach, presnejsie a objektivnejsie
ohodnocovanie finan¢nych aktiv. Mnohé modely boli inSpirované klasickou fyzikou, najmé
Statistickou mechanikou. Komplexné systémy Studované fyzikmi majii mnoho spolocného
s finanénymi trhmi. V Statistickych modeloch spravanie sa systému ako celku zavisi na
vel’kom pocte individualnych udalosti. Podobne v ekonémii mame mnoho interagujicich
agentov, Ci st to konzumenti, producenti alebo obchodnici s akciami. Financné trhy st
otvoren¢ systémy, kde vel’ky pocet agentov interaguje nelinearne a so spatnou viazbou. Preto k
nim ekonofyzici pristupuji ako ku komplexnym interaktivnym systémom. Tieto systémy
navyse vykazuji podobnu distribuciu aka ¢asto vidime vo finanénych datach, s tazkymi
chvostami. V modeloch Statistickej fyziky vysledny prejav obvykle nezavisi na detailnych
mikroskopickych interakciach. Ak predpokladame, ze celkovy priebeh na trhu nie je
podstatne ovplyvneny realizaciami obchodnych transakcii, mézeme aplikovat’ niektoré
jednoduché modely Statistickej fyziky.



Minoritné hry sa vyvinuli za vel’kého prispenia ekonofyziky v priebehu 90-tych rokov. Preco
sa fyzici zaujimaji o finan¢né trhy? Preco ekonofyzika?

Obr. 7: agenti na burze sleduju vyvoj cien aktiv. Informéacia sa zobrazuje na hlavnom poli
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Obr. 8: V kazdom ¢asovom okamihu sa menia
ceny akcii, mame vel'ky pocet empirickych
dat, ktoré sa menia s vysokou ¢asovou
frekvenciou, mnoho navzajom interagujticich
stupnov vol'nosti

T

L L =Y min
o 4 =10 mir
— 4 =32 mun
s 4 12100 mun
v 5 12316 min

Obr. 9: Netrivialna Statistika, ¢o sa
tyka fluktudcii a rozptylu dat




V ekonomickej teorii sa predpokladaju urcité zakladné fakty [2]:

predpoklad efektivneho trhu, ¢ize aktualne ceny finanénych aktiv by mali obsahovat
vSetky dostupné informadcie potrebné na d’alSie urCenie ceny tychto aktiv v
nasledujucom ¢asovom okamihu, pricom d’alsia informacia sa neustale a okamzite
odraza v cene aktiv, vysSia cena znamena lepSie aktivum

neexistuje tu arbitraz, nie je mozné dosiahnut’ na finanénom trhu kladny zisk, lebo ak
by investovanim 1 Sk bolo mozZné zarobit’ 1+¢ Sk, tak investovanim co Sk by bolo
mozné dosiahnut’ nekonecne vysoky zisk

ak nevieme urcit’, ¢i cena akcie stipne alebo klesne, je rozumné predpokladat’, Ze
stupne s pravdepodobnostou 1/2

Otazky a problémy, ktoré z toho plynu:

kto vklada informéacie do cien? Obchodnici investujl a si¢asne tym aj vkladaji nova
informdciu a menia cenu aktiv, avsak trva urcita dobu, kym sa ich konanie prejavi...
nedd sa dosiahnut’ nekonecny zisk bez toho, aby sme nekone¢nym spdsobom
ovplyvnili trh

ak sa vyvoj na finan¢nych trhoch neda predpokladat’, tak preco sa tym potom tak vel'a
I'udi zaobera? Viac nez 90% obchodnych transakcii s cudzou menou sa uskutoéni na
zédklade Spekulacii

ceny aktiv sa nespravaju podla predpokladu o nahodnej prechadzke, mame tu
netrividlne fluktudcie, tzv. tazké chvosty a zhlukovanie velkych vykyvov,
pozorujeme, ze udaje s vel'kym ¢asovym oneskorenim sa viac podobaji na ndhodnu
prechadzku

Je zjavné, Ze predpoklady nie st celkom splnené. Napriklad hypotéza o efektivnom

trhu bez arbitrdze... trh sa dynamicky vyvija a meni, ¢o je sposobené prave odchylenim od
tejto hypotézy a snahou predpovedat’ vyvoj na trhu. Ekonofyzika je veda ktoré sa zaobera
studiom empirickych dat tykajucich sa financnych trhov, pricom ide o obrovské pocty udajov
upravenych do urcitého tvaru podla potreby (napr. preskdlovanie). Na zaklade analyzy tychto
udajov sa ekonofyzici snazia predpovedat’ nasledujuci vyvoj. Pritom vyuzivaja fyzikéalne
metddy na oceniovanie aktiv a manazment rizika. Modeluju finanéné trhy ako interaktivne
systémy vel'kého poc¢tu navzajom interagujucich Casti, systémy s vel'kym poctom stupiiov
volnosti. Pozndme viacero typov ucastnikov trhu.



Obr. 10: Na trhu st 3 typy agentov podl'a toho, akym spdsobom reaguji na prilev informacii a akym spésobom

reaguju i vplyvaji na zmenu ceny. Obchoduju v rdmci rozlicnych ¢asovych horizontov, maju rozliéné vklady a

podiely na transakciadch, mozu vyckavat’ a neobchodovat’, nastavaju rozne situacie...
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Obr 11: Vyvoj pristupu fyzikov k modelovaniu finanénych trhov, Genéza Minoritnej Hry do r. 2000:
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Existuj rzne pristupy a moznosti aplikovat’ Minoritné hry hlavne v ekonémii ale aj
inych oblastiach vedy. Takisto existuju rozne definicie a sposoby, ako objasnit’ vyznam
pojmu minoritna hra. Jednou z hlavnych idei je otazka, aké a ¢i vobec nejaké mnozstvo
individualit je schopné dospiet’ ku kolektivnemu rieSeniu problému vd’aka adaptacii
individualnych predstav o budiicom vyvoji situacie, napr situacie na finanénom trhu. Podla
vSeobecnej definicie je Minoritné hra jednoduchy model pre kolektivne spravanie sa agentov
v idealizovanej situacii, kde musia superit’ o konecné mnozstvo suroviny, pricom dolezita
ulohu hré adaptécia, prispdsobovanie sa neustale sa meniacej situacii. Z pohladu Statistickej
mechaniky je minoritna hra komplexny dynamicky neusporiadany systém mnohych navzajom
interagujucich Castic.
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2. Zhang - Challet model MG

2.1. Zostavenie modelu

Pani Challet a Zhang uz v r. 1997 uviedli matematicku definiciu pre El Farol Bar
problém a nazvali ju Minoritnou hrou [4]. Ide o jeden z prvych modelov povodnej MG. Méame
N agentov, ktori sa kazdy casovy krok samostatne rozhoduju pre akciu aj(t)=1, resp. ai(t)=-1
(ist, resp. neist’ do baru). Po ukoncendi iteracie sa celkova akcia zosumarizuje

A= Za ) (1)

i=1

a vyhrava menSina, teda ti hraci i, pre ktorych vyraz —a;(t)*g[A(t)] > 0, kde g je funkcia,
napriklad x/N. Agenti volia akciu induktivne na zaklade informacie o poslednych m
vitaznych skupinach. Kazdy z nich mé k dispozicii nejakti mnozinu stratégii s> 2. Stratégia je
tabul’ka, ktora mapuje predchadzajiacich m vitaznych akcii a k nim dava navod, akt akciu
zvolit’ v nasledujtcej iteracii. Kazda stratégia ma 2™ moznych vstupov pre dané m, teda
celkové mnozstvo moznych stratégii je 2 . Na zaGiatku hry ma kazdy agent dant
podmnozinu stratégii ndhodne vybrant spomedzi vietkych moznych. Stratégia je dana 2™
dimenzionalnym vektrom r;®, ktorého komponenty st vystupom stratégie a pre agenta i. Napr.
podl'a obr.1 je dana stratégia r;" = (-1,-1,+1,-1,-1,+1,-1,+1). Ak posledna vit'azna skupina je -
1,+1,+1, potom predikcia podl'a tejto stratégie je dana $tvrtym komponentom r*.

Obr. 12: Priklad stratégie pre m = 3. Vpravo mame znazornenu 1 iteraciu v ¢ase - stratégia mapuje poslednu
sekvenciu vitaznych akcii (m = 3) a agent nasledne dospieva k rozhodnutiu. Sipky vyjadruji tok informacie v
systéme. Na zaklade posledne;j trojice vitaznych akcii urobi N agentov simultanne rozhodnutia. Minoritné
pravidlo rozhodne o novej vitaznej akcii (+1). Tato informacia sa §iri medzi agentami ako spétna vizba (rovnica
(2)) anova vitazna akcia sa v nasledujucej iteracii premietne do sekvencie vitaznych akcii
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V kazdom kroku je predikcia dana komponentom pu(t) €{1,...,2"}, kde pu(t) je ¢islo,
ktorého binadrna reprezentéacia koreSponduje s poslednou vit'aznou skupinou (-1—0 a +1—1).
Oznac¢me I(t) jednotkovy vektor s jednotkou na mieste p(t), teda v naSom pripade

Pty
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1(t)=(0,0,0,1,0,0,0,0). Teda hra prebiecha tak, ze sa hrac¢i pozri na poslednych m vitaznych
akcii (m = 3), zvolia akciu a ¢akaju, ¢i vyhraju. Nova vitaznd akcia sa zapiSe do tabul’ky,

z ktorej vypadne najstarsia vitazna akcia, a hra pokracuje d’alej. Agenti sa ale nedrzia cely Cas
len jednej stratégie (to je Specialny pripad), ale vyberaju si ti zo svojich stratégii, ktord ma

v doterajSom priebehu hry najvyssie virtudlne skore. Virtualne skore stratégie o p;*(t) sa v
kazdom kole hry meni

pi“(t+1)=pi*(1)-ri*(O)* 1()*g[A(D)] )

kde o =1,...,sa1=1,...,N.
Nech v Case t je stratégia hraca i s najvy$sim skore Bi(t) € {1,...,s}, potom akcia hraca i v Case
t bude

ai(t) = rPO* 1(t) (3)

Tu vidime adaptaciu, jednu z hlavnych ¢it MG, ked’ze Bi(t) sa s Casom t meni. Pridanim
poslednej vitaznej akcie sa zmeni aj (t) a I(t).

Obr. 13: Casova zavislost’ celkovej navitevnosti A(t), kde g(x)=x, N=301, s=2. Parameter m od vrchu nadol
nadobuda hodnoty 3, 7, 15. Pre m = 3 je A(t) vyrazne periodicka

Aft)
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2.2. Volatilita

Prvé studie MG sa zakladali na simuladciach (obr. 2). Podl'a simulacii sa Agregat A(t) nikdy
neustali (pricom g(x)=sin(x)), ale koliSe okolo svojej nulovej strednej hodnoty < A(¢) >, ¢o je
dlhodoby priemer nad realizaciami r;". Zaujimavé s na tom fluktuacie A(t), ktoré pre malé
hodnoty m vykazuju ¢asovo periodicky priebeh. Su dané varianciou

o’=<[A(t)- < A(t) >]* >, ktora sa nazyva aj (inverzna) globalna efektivita alebo volatilita.
Ukézalo sa, Ze o zavisi od velkosti skupiny porazenych, ¢im mensie o, tym viac je v hre
vitazov. Kvalitativna nezédvislost vysledkov na velkosti s>2 znamena, ze zatial staci
uvazovat’ najjednoduchsi pripad s = 2;

- 6%/N je funkcia jediného parametra o = 2™/N (obr. 3), pre akiikolvek hodnotu s (s = 2).

- pre velké hodnoty a sa ¢°/N priblizne rovna 1, &o zodpoveda pripadu, ked sa agenti
nahodne a nezavisle rozhoduji medzi oboma akciami s rovnakymi pravdepodobnostami;

- pre nizke hodnoty a je hodnota 6 v priemere velmi velka, d4 sa povedat, 7e 6*/N ~ a. ™!, &o
znamena, ze ¢ ~ N a teda pocet porazenych je >> N/2;

- pre hodnoty a ~ ’ je volatilita ¢ mensSia ako v pripade ndhodného vyberu akcie a pocet
porazenych sa pohybuje okolo svojho minima N/2;

Fakt, Ze o sa pre urcity interval hodnot a dostava pod svoju hodnotu v pripade nahodného
vyberu akcie, naznac¢uje moznost’ koordindcie agentov za ti€¢elom predpovedat’ pohyb na trhu,
aby glob. efektivita 6 bola minimalna (t.j. pre a ~ '%). Cize agenti by mohli z globalneho
hladiska dosiahnut’ lepSie rieSenie, keby sa podelili o vSetky dostupné informdcie, keby
spolupracovali, to je vSak vrozpore sich individudlnou snahou zarobit C¢o najviac.
V klasickej MG teda k takej koordinacii nedochadza a nedosahuje sa optimalne rieSenie —
také, kde sa agenti rozdelia na menSinu ((N-1)/2) a vacSinu ((N+1)/2), ¢o znamena, ze
6°/N=1/N a priemerné Gispesnost’ agenta zaradit’ sa do mensiny ~ ¥ .

Obr. 14: Volatilita ako funkcia parametra o = 2™/N pre s=2 pri roznych mnozstvach agentov N= 101, 201, 301,
501,701 (m, ¢, A, «, V). V pravom hornom rohu: priemerna tispesnost’ agentov v zavislosti od o
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2.3. Informacia

Agenti medzi sebou $iria informdcie, ¢o viedlo k otdzke, aka informacia je obsiahnuta
v ¢asovom rade A(t). Bolo ukédzané, ze W(t+1) = sgn A(t) je nezdvislé na vysledkoch v
poslednych m kolach, pokial’ sme v oblasti s vysokou volatilitou, a naopak silne zavisl¢, ak
sme v oblasti kde a > a, ~ %2. Oblast’ a > q, je trhovo efektivna, ked’Ze historia minoritnych
skupin neobsahuje ziadnu predikénu informaciu pre agentov s pamédtou m, kym oblast’ o > o,
obsahuje informécie dolezité pre zvolenie stratégie pre agentov hrajicich hru s paméit'ou m.
V tejto oblasti je trh neefektivny, lebo su tu arbitrazne prilezitosti. Kazdopadne A(t) nie je
ndhodnym casovym radom. Na vy¢islenie tejto vlastnosti sa meria podmienena
pravdepodobnost’ W(t+1) pri znamej p(t) cez vzajomnu entropicku informaciu W(t) a W(t+1),
kde W(t+1) = -signA(t) je vitazna akcia.. Bol navrhnuty aj priame;jsi spésob merania tejto
veli¢iny ako

H=1/2" 2z<W(t+1)| () =v >2 (5)
v=1

kde priemernd hodnota W(t+1) je podmienend tym, ze poslednych m vitaznych akeii je
danych p(t). Ak tu nie je signifikantna zavislost' medzi W(t+1) a pu(t), tak, ako sme uz videli,
priemery <W(t+1)> = <A(t)>=0a H = 0. Teda H meria informaciu nachadzajicu sa v
casovom rade A(t), aj ked’ iba cez koreldcie medzi nasledujicou vitaznou akciou a
poslednymi m vitaznymi akciami. Z pohladu trhu pripad H# 0 znamena existenciu
informécie v A(t) a pritomnost’ arbitraZnych prileZitosti. Simulacie ukazujt, ze H =0 pre
a<oa.~0,3aH=#0pre a> a. (obr. 4). V limite o — oo sa H =0 ked’Ze mame systém N
agentov, ktori konaju takmer ndhodne a predpoklada sa, Ze v sekvencii W(t) nie st korelacie.
H ma aj druhy vyznam, meria asymetriu reakcie agentov na dantl informaciu. Ked’ H= 0,
agenti reaguju rozli¢ne na dostupntl informaciu a ked’ H = 0, systém N agentov reaguje
rovnako.

Obr. 15: Informacia H (prazdne symboly) a pocet tzv. zmrznutych agentov ¢ (pIné symboly) ako funkcia
parametra a=2"/N pre s=2, m=5, 6, 7 (o, O, 0)
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2.4. Faza prechodu

Uz fakt, ze H= 0 pre a < o, a H# 0 pre a > o= 0,3 naznacuje moznost’ existencie fazy
prechodu medzi efektivnou a neefektivnou oblast'ou v mieste o = o.. Teda H je parameter
systému, ktory meria symetriu W(t+1) v systéme, symetriu porusent v bode a = a.. To
znamena, ze pre fixné m, agenti vstupujuci na trh, Siria prediktabilitu A(t) a tym ju zmenSuju.
Z hladiska spolo¢nosti rozdel'uje a, 2 regiony, v ktorych sa adaptacia uspesne aplikuje na
dosiahnutie dobrého globalneho rieSenia MG problému. Tab. 2 sumarizuje oblasti rozdelené
fazou prechodu v 2 roznych kontextoch.

Tab. 2:
kontext o< 0, o> O
Volatilita/ neefektivnost’ efektivita
Globalne plytvanie | horSie nez ndhodné | menej nez ndhodne
Informacia/ efektivita neefektivnost’
Arbitraz v A(t) ziadna arb., H=0 arbitraz, H= 0

Féza prechodu je opisana jak cez informaciu pristupnu agentom, tak cez minimalizaciu
celkového plytvania. Jedinym parametrom je H. Dalsie hodnoty boli oznatené ako parametre
kvoli vysvetleniu najdenia fazy prechodu pri numerickych simulaciach v o = a.. Napriklad
hodnota ¢ — agenti, ktori po cely ¢as pouzivaju rovnaku stratégiu Bi(t) = i. ¢ je v oblasti a <o,
nulové (obr. 3), ¢o znamenad, ze vsetci agenti menia stratégiu minimalne raz. Takisto to plati
pre a vel'mi vel'ké, kde sa agenti spravaju viac-menej ndhodne. Avsak v blizkosti bodu
prechodu je ¢ velké a vicSina agentov si vyberie jedint stratégiu "navzdy". Z hladiska ¢ ide
o akysi oslobodzujuci prechod, ked’ze pre a < a, si virtudlne skoére roznych stratégii priblizne
rovnaké a agenti preto menia vyber optimalnej stratégie vel'mi Casto. Ale pre a >0, u vac¢siny
agentov z dlhodobého hladiska vit'azi jedna stratégia s jasne najvacsim virtudlnym skore.
Mnozstvo ¢ tzv. zmrznutych agentov klesa k 0 pre rastuce a >0.. Povaha parametra H nie je
jasna, nie je jasné, akého je radu, ani ¢i ide o ekvilibriovu fdzu prechodu alebo nie.
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2.5. Rozdelenie priestoru stratégii

Minoritné pravidlo nuti agentov, aby sa snazili odliSovat. Ak by pouzili rovnaku
stratégiu, vietci prehraji. TakZe agenti musia menit’ stratégie. Podet stratégii je2”" . Ale
dimenzia priestoru stratégii je 2” a preto je len 2" kompletne odlisnych stratégii (ziadny
z komponentov sa nezhoduje). Pocet agentov je N a ak sa agenti maju tplne odliSovat’, musi
platit N < 2" . Pre N > 2" narasta pocet agentov s rovnakymi stratégiami. Tito agenti
pouzivaji rovnaké najlepsie stratégie a stava sa z nich dav, lebo reaguju na dantl informaciu
rovnako. Rozli¢né spravanie sa 6°/N sa d4 popisat’ pomocou davu:

- ked’ N < 2™ agenti pouzivaji zna¢nu ¢ast’ vSetkych stratégii, co znamena, ze pre vel'ku cast
agentov je ich najlepsia stratégia Pi(t) rovnaka v Case t. Velkost tohto davu je O (N) a teda
variancia je rddu N, 6%/N ~ N;

- ked’ N << 2™, davy maju malo l'udi, ked’ze takmer vsetci maju odlisné Bi(t), o znamena, ze
konaju nezavisle a 6*/N ~ 1;

- pre stredné hodnoty a sa davy formuju s podielom Bi(t) a s velkostou radu N. Ale stcasne je
tu antidav, o je skupina l'udi s rovnakou najlepSou stratégiou, ktora je ale uplne odli§né od
najlepsej stratégie davu. Toto je mozné len pre stredné hodnoty o, len tu je nenulova
pravdepodobnost’, Ze dve skupiny agentov nezdiel'aji Ziadne zo svojich stratégii. V tomto
pripade sa davy a ich antidavy spravaju uplne opacne, v extrémnom pripade jedného davu
velkosti N/2 mame 6*/N ~ 0. Velkost' davu a antidavu sa d4 aproximovat' na zaklade
priebehu volatility alebo mézeme merat’ vzdialenost’ medzi najlepsimi stratégiami vsetkych
agentov

1 I TORINGH0

d=72 > (lri —-Tj (6)
2M(N-1)7 i%j |

kde || || je tzv. Hamming distance (1-norm) v priestore stratégii dimenzie 2". Agenti sa snazia
navzajom odliSovat’ a preto maximalizuji vzdialenosti medzi svojimi najleps$imi stratégiami
(obr. 5). Pri malych hodnotach a st agenti ntiteni zdielat’ stratégie skvoli limitovanej pamati.
Pre a vel'mi velké je situacia lepsia, lebo stratégie agentov sa neprekryvaju a vtedy je
vzdialenost’ medzi nimi ndhodna d ~1/2. Ale pre stredné hodnoty a diferenciacia sposobuje
rozdelenie agentov na dav a antidav vel'kosti (N-1)/2 a (N+1)/2 s kompletne odliSnymi
najlepsimi stratégiami. Vzdialenost’ dvoch kompletne odlisnych stratégii je 2™, preto

d=N/ [2(N - 1)] > 1 je vacsia ako v ndhodnom pripade. Spravanie sa agentov je teda
vysledkom minoritného pravidla v priestore stratégii. Minoritné pravidlo sposobuje, Ze agenti
menia svoje najlepsie stratégie, ¢o je efektivne iba vtedy, ked” dimenzia 2™ >> pocet stratégii
pritomnych v hre. Pre stredné hodnoty o minoritné pravidlo spdsobuje zmenu najlepse;j
stratégie agentov, ktora vedie ku koordinacii, lebo optimalna cesta k diferenciécii je pripojit
sa k existujicemu davu alebo antidavu.
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2.6. Ovplyviiovanie budiceho vyvoja

V MG modeli sa agenti prispdsobuju a ucia na zaklade predchadzajuceho vyvoja hry
dosiahnut’ lepsi osobny vysledok. Doélezita je pri tom pamét’ agentov, urcuje dimenziu
priestoru stratégii a priamo suvisi so schopnostou agentov zaznamenat’ informaciu
a koordinovat’. Postupnost’ vitaznych akcii v sebe zahfna informéciu o stratégiach vsetkych
agentov a vi¢Sia pamit’ dava agentovi viac informacie. Cim vicsie m (a ¢im dlhsie sa hra),
tym lepSia koordinacia a tym lepsi individualny vysledok. AvsSak, pre o >>1 rast m vedie
k narastu komplexnosti a ndhodnosti. Informacia o vysledkoch d’alSieho priebehu hry sa
vracia do systému, preto sa Stadie MG zo zaciatku zaoberali otazkou vyuZitia tejto informacie
agentmi za uc¢elom dosiahnutia lepsej koordinacie. A. Cavagna ukazal na strednych hodnotach
svojich simulécii, Ze ak je informacia p(t) zaddvand agentom v kazdom kroku ndhodne
a nezavisle od Casu, tak sa povaha MG nemeni, ¢o sa tyka hodndt ako volatilita, informacia H
alebo @ (obr. 6). Pouzitie nahodnych namiesto redlnych historii znamena iba kvantitativny
rozdiel niekol'ko percent. Pri modeloch s ndhodnym vstupom informacie na trh je preto
vhodné pouzit’ ndhodné historie, model bude jednoduchsi. Idea je v tom, ze kazdy agent
reaguje na rovnaku informaciu, ¢i je endogénna alebo exogénna, pravdiva alebo mylna.

Z toho vyplyva, ze v tomto modeli sa neda predpovedat’ budici vyvoj MG na zaklade
minulosti — koordinacii v MG nepomdze vyuzitie informacie obsiahnutej v postupnosti
vitaznych akcii. Dal§im dosledkom je to, Ze mdzeme vynechat’ spitna vizbu endogénnej
informdcie v systéme. To vSak neznamena irelevantnost’ pamétového parametra m. Zavisi od
neho faza prechodu aj dimenzia priestoru stratégii D=2". Cavagna ukazal, Ze H sa v podstate
nemeni, ked’ nahradime endogénnu informaciu exogénnou. Avsak H suvisi s korelaciami

v postupnosti vitaznych skupin. Ked’Ze postupnost’ vitaznych skupin je exogénna a ndhodna,
predpokladdme H = 0 pre vSetky hodnoty a. Toto vSak neplati, lebo H hra dvojaku rolu

v pdvodnej MG: je odpoved’ou systému na dant informéciu a nezavisi na povode informacie.
Lenze (obr. 6):

- odpoved’ systému na endogénnu informéciu sa ukaze v postupnosti vitaznych skupin;

- reakcia systému na exogénnu informaciu nie je obsiahnuta v postupnosti vitaznych skupin,
iba urc¢i nasledujucu vit'aznll skupinu a zaznamena Gspesnost’ stratégii. V pripade H= 0 maji
agenti moznost’ predpovedat’ reakciu systému na zadanu informaciu. Aj v tomto zmysle je
pamat’ v MG relevantna. Nahradenie endogénnej informacie exogénnou sposobi stratu
urcitych vlastnosti MG, napr. t, Ze navstevnost’ baru a velkosti minoritnych skupin st
korelované a vykazuju ¢asovu periodicitu pre a < a., aj ked’ typickéd vel'kost’ minoritnych
skupin zostava rovnaka a vtedy je 6°/N nezavislé na povahe informécie (obr. 7). Teda kazda
hra, v ktorej ma periodicnost’ ndvstevnosti baru zna¢nu tlohu, déva pre exogénnu informaciu
iné vysledky.
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Obr. 16: Vzdialenost’ najlepsich stratégii agentov ako funkcia parametra a. = 2"/N pre N=51, s=2
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Obr. 17: VTavo vidime porovnanie variancie o°, informacie H (§tvoréeky) a velkosti ¢ (krizky) pre model s
exogénnou informdaciou (O, o) vs. model s endogénnou informéciou (m, ®). Vpravo mame znazorneny tok
informacie v systéme. Minoritné pravidlo rozhodne o vitaznej akcii. Tuto pouziji agenti len na spitné
ohodnotenie svojich stratégii
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Obr. 18: porovnanie navstevnosti baru v symetrickej faze s endogénnou (horny panel) a exogénnou informaciou
(dolny panel) pre N=301, m=2, s=2
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2.7. Maximalizacia navStevnosti

Agenti sa prispdsobuju, aby dosiahli lepsie individualne rieSenie MG problému a tym
je aj celkové plytvanie mensie ako pri nahodnom rieSeni MG pre a > o.. Aj ked’ st agenti
sebecki a chcll byt sami v minoritnej skupine bez ohl'adu na akcie ostatnych agentov,
dynamika hry vedie k maximalizacii globalnej efektivity — k maximalizacii ndvStevnosti baru.
Keby tu bola mozna minimalizacia nejakej reprezentativnej kvantity, dali by sa pouzit’
metody Statistickej mechaniky. MG sa vSak nikdy neustali, kvoli minoritnému pravidlu. Vzdy
sa najdu agenti, ktori budi menit’ stratégie a ani B;(t) ani p;’(t) nedosiahnu stabilni hodnotu.
Ale ked’Ze akcie agentov a;(t)zavisia od GispeSnosti stratégii p;*(t) a to spétne zavisi na
predchadzajucom vyvoji aj(t), z dlhodobého hladiska by sa agenti mali spravat’ ur¢itym
nendghodnym sposobom. Hodnota m; (t) =X a; (t} t=0,..,t by mohla mat’ vlastnu limitu pre
t—o0, ak sa agent i sprava urcitym spdsobom. Napr. ak patri medzi ¢ tzv. zmrznutych
agentov, ktori cely Cas volia jednu stratégiu, tak potom mj(t) je priemer pripustnych vystupov
danej stratégie pre vSetky mozné realizacie informacie. Toto bolo klI'i¢ové pri prvych
pokusoch vyrieSit MG model. Najprv sa upravia dané rovnice modelu. Ked’ze model nezavisi
od s > 2, polozi sa s=2. Zavedie sa diferencia skore dvoch stratégii agenta i
Spi(t)=p; (t)-p; (t) a hodnota ci(t) = sign[dpi(t)]. Potom sa rovnica (2) prepise nasledovne:

> >

opi(t1) = opi(t) - &;* 1(1) g[A)] (7)

N N — -> -
At)= .Zlai(t) = _Zl[Wi+Gi(t)§i]* L® (8)
j= j=

kde wi = (i 4 77)/2 a &, = (ri = r*)/2. Takze méme f,(r) = (o,(£) +3)/2 . Zjednodus
sa funkcia g(x) = sign(x) na g(x) = x/D. MézZeme napisat’:

> > N- - -
Opi(t1) =opi(t) - I/D & ;* T(HO{ Z[wj+o;(0) &;1* T (1)} 9
i=1

Predpokladé sa, ze informacia je ndhodna, a preto je z dlhodobého hl'adiska kazda z moznych
hodndt I(t) rovnako pravdepodobnd. Takze v limite N — o0 a D — o a zavedenim t = t/D
dostavame, Ze prava strana rovnice (7) sa nahradi jej strednou hodnotou z dlhodobého
hl'adiska:

- N > -
Spi(t+1) = Spi(t) - %i*{.Zl[WHmi(t) ¢ily m;(D=Xp__; 6;(t) (10)
j=

pricom fluktudcie okolo strednej hodnoty su zanedbané (Zakon velkych ¢isel). Body pi(t)
suvisia s mj(t). Urobi sa aproximdacia m; (t)=tanh [I"-6-p; (t)], kde I je konStanta.
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Pre I' = 0 dostavame nasledujucu dynamickl rovnicu:

N —

(1w )L T Wiz e Ejmy) ()
dr o - i ]

¢o sa da prepisat’ do tvaru:

I m2)(6N/8m. ). kde N _
S —r(1-my?) N/ m;) kde N[ 1=

N | =

LZf®i+§iHHﬂ2 (12)

N je kladna funkcia m;, Co znamena, ze je to Specidlna tzv. Lyapunova funkcia dynamického
systému danému (11). Podobnym spdsobom bol odvodeny vzt'ah:

62 =H+ 3 2 (1-m;2) (13)

1

™Mz

1

Agenti sa snazia minimalizovat’ & namiesto o°. Dahko sa ukéaze, e H zavisi od parametra H,
urcite v blizkosti fazy prechodu, ked’ je H vel'mi malé. Vtedy agenti preferuju minimalizovat’
informéciu (a tym aj podet arbitraznych prileZitosti) pred minimalizaciou celkovych strat o,
Vlastnosti zékladného stavu H sa daju analyzovat’ §tandardnymi metodami $tatisticke;
mechaniky neuspo_l)riadal)l}'Ich systémov. Priemerné hodnoty z rozdielnych realizécii
neusporiadanosti &, a wi mozno vyjadrit pouzitim metody replikacie. Napriek
predchadzajucim drastickym aproximdciam a zjednoduSeniam sa dospelo k existencii fazy
prechodu v bode a, =0.33740 a k pomerne presnym predikciam hodn6t o’ pre a>a,
(obr.8). H=0pre a<a,a H#0pre a >, .V pripade a < «_ s ur€ité matematické
problémy s analytickym rieSenim danym skiimanim zakladnych vlastnosti N a toto rieSenie
nezodpoveda pozorovaniam. Fakt, Ze pre a > «, je MG charakterizovanad minimalizaciou X
znamena dve veci. Za prvé, dynamika minimalizuje Lyapunovu funkciu danu
predchadzajucimi rozhodnutiami agentov, nie okamzitymi rozhodnutiami. A po druhé, vo
funkecii, ktort sa agenti snazia minimalizovat’, je obsiahnuta urcitd neusporiadanost’,
konkrétne neusporiadanost’ Z; a ;. Podobn4 je dynamika procesu uéenia v modeli
neurénovych sieti.

Obr. 19: porovnanie volatility pdvodnej MG (©0) s rieSenim rovnice (13) dosiahnutym minimalizaciou H
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2.8. Zjednodusenia modelu, informacia, proces u¢enia

Nepodstatnost’ informacie obsiahnutej v postupnosti vitaznych skupin nastoluje
otazku, ako je mozné, Ze prechod od modelu uzavretého systému s endogénnou informaciou
k otvorenému systému s exogénnou informaciou v podstate nezmeni spravanie sa modelu.
Vieme, Ze odpoved’ spociva v reakcii systému na zadant informaciu. Spriemerovanim reakcii
systému pri vSetkych pripustnych hodnotach informacie dostaneme strednti hodnotu reakcie
systému a vtedy mézeme sledovat, ako sa vyvijaju skore vSetkych stratégii sibezne. Napr.

v kap. 7 sme zjednoduSovanim dostali dvojicu rovnic pre p;*(t), kde je informacia nahradena
svojim dlhodobym priemerom a vlastne sa vyuzije iba raz, na prechod od jednej stratégie

k d’alSej. Aby sa dospelo k tomu, ako sa dynamika systému vyvija v priemere nad vSetkymi
moznymi hodnotami a, a nie iba pre a > «,, boli pouzité rozne metddy, napr. priemery
Kramer-Moyovej expanzie. Tato technika sa pouziva na aproximacie difaznych
stochastickych procesov. Rovnica (9) definuje stochasticky proces, ktory mozno aproxin_}ovat’
driftom spolu s difuziou v priestore bodov stratégii. V tomto pripade sa nahodny proces 1(t)
objavuje v rovnici (9) dvakrat, preto je v Kramer-Moyovej aproximacii nenulovy len drift:

- N — -
() =8p(0 - £ 1 X w00 €5l (14)

Oproti rovnici (9) informacia po spriemerovani vd’aka efektivnemu parovaniu stratégii
agentov vypadla. Takze nedovolime menit’ ohodnotenia stratégii kazdé kolo, ale ohodnotenia
stratégii moze zmenit’ iba naakumulovany efekt na zaklade vel’kého mnoZstva rozhodnuti na
trhu. Rovnica (14) oznaduje tzv. batch”™ verziu klasickej on-line MG. Ide o najjednoduchsi typ
dynamického systému, ktory reprodukuje pozorovania MG pre vSetky hodnoty a (obr. 9).

Obr. 20: vysledky MG pouzitim rovnic (14) (0) a simulacie z pdvodnej MG (©0). Pouzité parametre: N = 100,
s = 2. Vpravo mame nacrtnuty tok informacie v modeli MG so spriemerovanou informaciou. Spitna vézba
umoznuje agentom ohodnotit’ svoje stratégie a dava podnet k efektivnej interakcii v systéme

i | feedback

. ]
1)

* Slovo batch - zhluk pochadza z odbornej literatiiry o neurénovych siet'ach
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Fluktuécie su zanedbané, preto tu najdeme uréité kvantitativne rozdiely (~ o%), ale Ziadne
kvalitativne zmeny, Co sa tyka charakteristik MG. V ramci aproximacii je volatilita dana
nasledovne:

7 = N———= N
67 =Q+2 3 hi(o;(®)- T J; -<ci(t)6-(t)> (15)
i=1 i,j=1 °J !
kde
N a2 N 27 1.7
szjzlwi*wj/[); hi:zj:le*gi/D; Jij:_Bgi*gj (16)

Rovnica (14) pripomina rovnicu (10), akurat namiesto okamzitej ci(t) je akumulovana
docasnd informécia mj(t). Rovnicu (14) mozeme prepisat’ do tvaru kontinuélnej limity

d(sp,) _ N[{o, )] (17)
dt 00,

kde 8&[{@ }] je dané rovnicou (12), kde pouzijeme ci(t) namiesto mj(t). Teraz uz X vo
vSeobecnosti nie je Lyapunova funkcia (14), lebo gradient sa vztahuje na o, nie na p. Ale ako
bolo uvedené, X je Lyapunova funkcia pre o > a, pre my; :<Gi (t)> . Pozrime sa d’alej na

hlavné rysy MG, na prvky, ktoré urcuju spravanie sa MG. Rovnicu (14) mozno prepisat’
do tvaru:

oj(t+1) = sign Spit(O) -Q; + g Jij x;(®);  xi(H)= 12220 o(1) (18)
=1

kde xi(t) hovori o ¢asovom priemere akcii agenta i za celkovy €as. Existuje tu urcita paralela s
neurénovymi sietami. Predpokladajme, ze p,(0) = 0. Agenti — neurény. Na neurdny posobi
vonkajsia informécia Q; a rovnica (16) hovori o tzv. anti-hebian pravidle. Stvisi s procesom
opa¢nym uceniu, pouziva sa tu namiesto klasického hebian pravidla Jijzzi*z i » ktore popisuje
proces ucenia. Anti-hebian pravidlo sa vyuziva v procesoch, kde su nepravdivé informacie
odstranené z priestoru pripustnych konfiguracii ci(t) na zéklade toho, ze nezodpovedaju
ulozenym vzorom, Standardom. V MG je odévodnené minoritnym pravidlom, ktoré nuti
agentov odliSovat’ sa a menit’ spodsob myslenia. Na MG systém reprezentovany rovnicou 18 sa
modzeme pozerat’ ako na proces ucenia:

oi(t+1) = sign

N . lem
_Qi + ZIJIJXI(t) ; xi(t) = ﬁzr=0 Gi(‘[—'[) (19)
J:

kde xi(t) vyjadruje, ako sa v priemere sprava agent i za poslednych M ¢asovych krokov. Tento
typ modelov neurdnovych sieti (ANN) s asovym posunom sa pouzival kvoli uchovavaniu

a generovaniu ¢asovych postupnosti urcitych myslienkovych pochodov. V MG ¢asovo
posunuty dynamicky systém nevyplyva z potreby prijimat’ alebo vytvarat’ myslienkové
pochody, resp. vzory sposobu myslenia, ale skor z induktivneho procesu racionalneho
uvaZovania, ktory uchovava informéaciu o teoretickej uspesnosti stratégii pocas priebehu celej
hry. Podl’a toho sa agenti ucia, ako hrat’ lepsie.
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Obr 21: volatilita dosiahnuta simulaciami rovnic (19) pre rdzne hodnoty M, pricom N = 10
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Rovnica (19) definuje novy typ ANN s tymito hlavnymi ¢rtami:

- D r6znych vzorov je uchovanych podl'a anti-hebian pravidla (16), v sulade s minoritnym
pravidlom;

- kazdy neurdn reaguje na vonkajsie informacné pole dané Q;;

- dynamicky systém je posunuty o poslednych M krokov kvoli procesu adaptacie;

Tieto vlastnosti su podstatné kvoli popisu pozorovaného spravania sa MG. Je otazne, ¢i staci
uchovavat’ spatnu informéciu o teoretickej ispesnosti stratégii agentov poslednych M<oo
krokov (obr. 10), alebo si treba pamitat’ kompletna informaciu M — . Ak je M malé,
systém nikdy nedosiahne rieSenie lepSie nez v pripade ndhodného rozhodovania agentov. Pre
M = 1,2 to vyzera ako v oblasti s vysokou volatilitou & << «_, agenti reaguju len na
informéciu o poslednej vitaznej skupine. Jedind moZnost’, ako agenti moZu dosiahnut’ rieSenie
lepSie nez pri nahodnom rozhodovani, je uchovavat’ informaciu o stratégiach viac kol dozadu
M >>D, priCom « > «, . Rovnica (18) sa prepiSe ako proces ucenia. V rovnici (19) sa asova
zéavislost’ chape ako proces ucenia agentov (alebo ako proces vytrénovania skupiny navzajom
interagujucich vnemovych neurénov - perceptorov). Kazdopadne, proces ucenia mozeme
vyjadrit’ nasledovne:

si(t+1) =sign[-Q, + ¥ T. (06, (20)
- t -~ 1

T.(t)=—T.0,t+Do () +—1, 21
JO=—T0 (4 Do, O+, e

MG ako systém N interagujucich perceptorov (N agentov) bola uvaZzovana s obmenenym
pravidlom ucenia a za predpokladu homogénnosti agentov. Z rovnice (21) vidime, ze MG ma
vlastny proces ucenia, ktory sa realizuje ako adaptacia agentov pocas iteracii hry. Ak by boli
splnené zékladné znaky MG - heterogénnost’, minoritné pravidlo a ¢asovo posunuté
interakcie, mohli by sme pristupovat’ k MG novym sposobom - ako k v§eobecnému problému
adaptacie v skupine N perceptorov danému (21).
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2.9. Dynamika a vlastnosti MG z pohladu Statistickej fyziky

Zdalo sa, ze pouzitie metddy replikacie vedie k najdeniu rieSenia MG. Teda induktivne
racionalne uvazovanie N agentov v MG mozno popisat’ minimalizaciou globélnej reakénej
funkcie X . To naznacuje analdgiu s problémom hl'adania ekvilibria v neusporiadanych
systémoch. N4&s pripad je vSak iny. Predpokladajme, Ze agenti veria jednej zo svojich stratégii
a zac¢nu hru s tym, Ze pridelia tejto stratégii nenulové zaciato¢né skore. Inymi slovami
p,"(0) # 0 pre nejaké a v rovnici (2). Simulacie naznacuji podstatné zmeny vo vysledkoch
pre oblast’ a < a_. Oblast’ s vysokou volatilitou zmizne a oblast’ s nizkou volatilitou sa rozsiri.
Navyse, volatilita v stabilnom stave pre « < «, zavisi od po€iatoénej podmienky p,”(0). To,
ze stabilny stav, ktory agenti dosiahnu vd’aka adaptacii, zavisi od pociato¢nej podmienky,
znamena neergodicitu v tejto oblasti. Takisto k zmene v spravani sa MG v a = a . nedochadza
kvoli ekvilibriovej, ale kvoli neekvilibriovej faze prechodu. Presny matematicky popis tohto
javu bol dosiahnuty vd’aka generujiicemu funkcionalu metédy De Dominicis. Tato metdda
umoznuje preniest’ priemerni hodnotu neusporiadanosti v systéme priamo do dynamickych
rovnic. V d’alSom uvidime, Ze to vedie na mnozinu uzavretych rovnic, korelaént funkciu
C(t,t") a reakénu funkciu R(t,t’). Obe su funkciami premennych zahrnutych v dynamickych
rovniciach [p,”(t) a o,(t)] v roznych ¢asoch. Systém dynamickych rovnic pre C(t,t”) a R(t,t")
je tazké riesit’ vSeobecne, ale urcity pokrok sa da dosiahnut’, ak sa pozrieme na dve konkrétne
situdcie:

- hl'adanie asymptoticky stacionarneho rieSenia, ked’ C(t,t”) = C(t-t’) a R(t,t’) = R(t - t’). Ak
predpokladédme, Ze systém nereaguje anomalne, Ze fluktuacie okolo stacionarneho stavu

v kone¢nom ¢ase vymiznu a susceptibilita je kone¢na, potom su vysledky ziskané v kap. 7
minimalizaciou N platné. NavySe, stacionarne rieSenie predpoveda samo osebe, kedy sa zruti:
susceptibilita rieSenia (X = ¥,.,G(z)) diverguje pri a = a . a predpoklad stacionarity v rieSeni
je spravny len pre o >a ¢;

- pre a < a, zistit' niekol’ko prvych hodnot korelacnej a reakénej funkcie. Je znadme, ze
volatilita vyrazne zavisi od poc¢iatocnych podmienok: pre s = 2, v zavislosti na 6p;(0), bola
najdena faza prechodu z oblasti s vysokou volatilitou 6*/N ~ o™ do oblasti s nizkou volatilitou
6°/N ~ o' (obr. 11).

Tieto vysledky zdoraznujt, ze faza prechodu nie je ekvilibriova a Ze iba pre o >a . je
dynamicky proces adaptacie ergodicky, takze pre 'ubovolnu poc¢iato¢nti podmienku sa
stacionarny stav charakterizovany minimom N nakoniec dosiahne. Pre a < a_ je systém
neergodicky, ked’Ze silne zavisi od pociatoénych podmienok. MG sa celkovo chéape bez
vyzadovania rovnovaznosti a bez nejakych teorém o vytrateni sa fluktuacii, takze v principe
nie je dovod domnievat’ sa, Ze dynamika MG by mala byt’ ergodicka ako iné¢ modely
v Statistickej mechanike. Napriek tomu sa vSak metoda Statistickej fyziky - analyza
generujucich funkciondlov - uk4zala byt vhodnou metddou na Stidium MG, ked’Ze sa
zameriava na dynamiku neusporiadanych systémov (tzv. spin — glass modely). V principe
teda nie je nevyhnutné zaoberat’ sa komplikovanymi vlastnostami MG (rovnovaznymi stavmi
s neekvilibriovou fazou prechodu, vztahmi o miznticich fluktuéciach, poruSenou stabilitou
systému) za ucelom prerobit’ minoritnd hru na typicky model statistickej fyziky, zvIast ked’
vezmeme do uvahy, ze hlavné vlastnosti MG modelu nepramenia vo fyzike.
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Obr. 22: simulacie povodného modelu MG (s endogénnou informaciou) pre rozli¢né zaciatocné podmienky,
m=7, s=2, p;' (0)=0 (o) a p;' (0)=100 (o). Preruiované &iary v hornom paneli zodpovedaju staciondrnemu
rieSeniu pre o> o, a 6°/N ~ o'? pre 0. < a.. V dolnom paneli symboly m a ® oznaduji H, 0 a o znadia ¢
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3. Analytické rieSenie
3.1. Zostavenie modelu (Coolenov model MG)

Azda najzname;jsi fyzik, ktory sa zaobera neekvilibriovou analyzou MG z pohl'adu
statistickej fyziky a matematiky, je A. C. C. Coolen. Jeho analyzy vychadzaju z modelu
zékladnej MG [5]:

* i=1,...,N agentov robi binarne rozhodnutie (kapit’ vs predat’) kazdl iteraciu t, teda

Si(t): + -1

» kazdy agent sa rozhoduje nezévisle od ostatnych

« agenti maji rovnaké informdcie I; v iteracii t (stav na trhu, politické situdcia,
predpoved’ pocasia...) z diskrétnej informacnej mnoziny Q={I,,...I;} velkosti p

e P=2", kde m je pamit’ MG, pocet odohratych kol, poCet iteracii

» Profituje mensSina — minority na zédklade dopytu a ponuky, teda agenti i, pre ktorych

si(H)[2s1(D] <0

* Informdcia -> N rozhodnuti skrze S rozhodovacich stratégii RiaZ(Rial,...,Riap )
z {-1;1}, kde aktivna stratégia a je z mnoziny {1,...,S}

» Teda ked’ si agent i zvoli stratégiu a v iteracii t, pricom ak sa vSeobecna informacia I(t)
= I,(t), tak agent 1 vyberie prislusnu stratégiu v tabul’ke R;, a urobi rozhodnutie:
—R. MO
Si('[)—RiaH

Keby sme poznali aktivne stratégie vSetkych agentov, rozhodnutia agentov na dani
situdciu by boli plne deterministické, ale nevieme, a preto zostdva najst’ recept na
rozhodovanie sa medzi S stratégiami ako funkciu ¢asu pre vSetkych agentov.

» agenti si vyberaju stratégiu, ktora by ich mala zaradit’ medzi mensinu, aby
Rii*"=-sgn [¥si(1)]

* agenti meraju kumulativnu Gspesnost’ pi, svojich stratégii a kazdu iteraciu t sa
rozhodnu pre stratégiu aj; s najvacsou aktudlnou hodnotou pi,(t), pricom pi,(t+1)=
Pia(t)-4/N *Ria“(t) Yisi(t), kde w>0 N je Skalovacia konStanta

* MG je dynamicky systém, ktory popisuji nasledovné nelinearne rovnice:
Pia(t+1)= Pia()-9/N*Ris"” A®) A=Y Rjajeo" (1)
3j(t) = arg maxy—1,.._s}Pia(t) (1)

Pod pu(t) sa rozumie deterministické funkcia skrz celu histériu vyvoja na trhu, cez vsetky
iteracie MG, az do aktualnej iteracie p(t)=K[A(t-1),A(t-2),...] pre nejakd funkciu KJ...].
Tym padom je proces (1) plne deterministicky, zavisly na minulosm vyvoji, a teda non-
lokalny v Case.
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Volatilita, alebo miera kolisania trhu, je preskalovana a casovo spriemerovana:
6> =lim 1/(TN)*Y 1 A1) (2)

pre T iduce do nekone&na. O¢akavana hodnota A(t) = 0. Simulacie ukazali zavislost' 6® na o -
relativnej velkosti mnoziny Q, pri¢om a = p/N, pre I'ubovol'né S, pre 'ubovolne vel'ké N
(obr.1). To umoziiuje poslat’ N do nekoneéna. Ukazala sa nezavislost 6° na mnoZstve stratégii
S, preto sa vo va&sine modelov S=2. Pre vel’ké o dosahuje o hodnotu 1, &o zodpoveda
nahodnému rozhodovaniu sa agentov. Ukdzala sa existencia fazy prechodu a v pripade
0<0~0.3374 je o” velmi velké, o znamena, Ze prehravajucich je >>> nez N/2. Pre o~1/2 je
o mensia ako pri ndhodnom rozhodovani agentov a skupina porazenych ~N/2, teda je tu
moznost koordinacie agentov za u¢elom minimalizovat’ 6> a predpovedat’ situaciu na trhu,
¢im by sa dosiahla vicsia efektivita. Polozime S =2 a N — co. Tym sa zjednodusi dany
dynamicky systém (1). Zavedieme nové premenné:

a=(Pi-pi)/2; &= Ri"-R")2;  Q=C5[Rji" + Rp" D/2#IN

a pI’OCGS
Pia(tH1)= pu(®)-9/N*R*O A,  AO=YiRiain" () (1
aj(t) = arg max,—1,...s,Pia(t)

sa prepise na tvar

qi(t+1)= qi(t) — A INFEOH[Q o TN 4 *sgn(qy(1)] (3)

Obr. 23: zavislost’ volatility ¢ na preSkalovanom parametri o = p/N mnoziny externej informacie. Numerické
simulécie pre 3 rdézne pociatocné podmienky, priCom s =2 a N = 4000. Volatilita nadobuda hodnotu ¢ = 1 pri
nahodnom rozhodovani agentov

i

« g(=0
a gii=1
& gi)=10

Ukézalo sa, Ze ak premenné p(t) nebudeme vypocitavat’ z minulého vyvoja na trhu, ale
vyberat’ z mnoziny {1,...,a N} nezavisle a s rovnakymi pravdepodobnost’ami, volatilita ¢
zostane zhruba nezmenend. Agenti nepredpovedaju vyvoj na trhu, iba reaguju na ta ist
informaciu. Vztah (3) vyjadruje neusporiadany Markovov proces. Preskalovanim
pozorovanych hodnot sa dosiahne ich nezavislost’ na pocte agentov N, pre N dostato¢ne
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velké. Zavedenie Sumu v rozhodovani agentov (decision noise) umoziuje dosiahnut’ rieSenie
lepsie nez v pripade nahodného rozhodovania agentov. Dal§im prvkom je existencia tzv.
zmrznutych agentov, resp. producentov, pre ktorych gi(t) ~ t (t—o), qi= (pi1-pi2)/2. Nakoniec
pouzivajl jedinl aktivnu stratégiu. Pri prvom pokuse riesit MG autori zjednodusili model
takym sposobom, Ze zanedbali fluktudcie a sustredili sa len na o¢akavané hodnoty m;(t)=/dz
P(z) sgn[q;i(t)+z]. Preskalovali ¢as t/N— 1 a pre limitny pripad N—oo odvodili deterministické
rovnice v tvare dm;(t) /d T = fi[m(t)], ktoré maju Lyapunovu funkciu. Nasledovala analyza
rovnovazneho stavu s pouzitim ekvilibriove;j Statistickej mechaniky a replikativnej tedrie.
Vypocitala sa priemerna neusporiadanost’ a nasla sa faza prechodu pre a.= 0,33740, avsak pre
a < o, sa vyskytli matematické problémy. Rozputala sa diskusia o vyzname zjednodusSeni a
predpokladov, o spravnosti danych simulacii. Pre MG bola nasledne odvodena a numericky
rieSena Fokker-Planckova rovnica. Ukazalo sa, ze fluktuacie nemozno zanedbat’, a teda
simulacie nevedu k ekvilibriu. R6zne predpoklady r6znych autorov viedli k Fokker-
Planckovym rovniciam s roznymi difaznymi maticami. Co sa tyka volatility, 1igili sa vysledky
autorov, ktori pouzili aditivny rozhodovaci Sum od tych, ktori pouzili multiplikativny Sum.
Néazory vedcov boli nejednotné, exaktné rieSenie MG stéle chybalo.

3.2. Generujuci funkcional

Z analytického hl'adiska MG predstavuje neusporiadany stochasticky proces bez
exaktne definovaného ekvilibria, preto bolo potrebné zamerat’ sa na dynamiku tohto procesu.
Prvé analyza zalozend na generujucom funkciondle bola aplikovand na modifikovanu verziu
modelu, na tzv. Batch MG. V rovnici (3) sa dynamika menila podl'a kazdého ndhodne
zvoleného informacného indexu p(t), kym v Batch MG sa dynamika definuje priamo cez
priemer nad vSetkymi pripustnymi moznostami externej informdacie p /{1,...,aN}:

alN

ai(+D=ai0- 0 3 el e cxelsenlajo] ;0 @
- J

Aby sa zabezpetilo O(N’) charakteristické Easové skalovanie, polozilo sa p= VN. Tym bola
odstranena stochasticita, dostdvame neusporiadant deterministicki mapu. Externa veli¢ina
O, (t) bola pridana za ucelom neskorSieho definovania reakénych funkcii. Analyza De
Dominicis je zalozena na nasledujicom generujicom funkcionale, ktory je vlastne
priemernou hodnotou funkcionalov liSiacich sa kvdli neusporiadanosti systému, teda gen.
funkcional s priemernou neusporiadanostou:

Zm=<e_iZiN=lzT20\Pi(r) qi(r)> (5)

Z (5) mozno vyjadrit’ zaujimavé vlastnosti systému ako individuélne priemerné hodnoty q, ich
multiplikativne kovariancie v roznych ¢asoch a reakéné funkcie. Zadefinuju sa vhodné ¢asovo
zavislé polia, ktoré su linearne zavislé na mnoZzstve Statisticky nezavislych neusporiadanych
premennych {R;,"}, a formuji dynamiku (analogicky ku lokalnym magnetickym poliam v tzv.
spin-glass modeloch). Vzt'ah (5) sa prepiSe ako suma (alebo integral) nad vSetkymi krivkami
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uréenymi tymito poliami a d’alej sa upravi. Premenné, ktoré predstavuju neusporiadanost’
systému, sa sustredia do podobnych poli a po Gprave sa vyskytnt linedrne v exponentoch, ¢o
umozni najst’ akysi priemer neusporiadanosti systému. Najdeme vyraz, ktory v sebe zahina
integral nad vSetkymi pripustnymi hodnotami korela¢nych a reakénych funkeii pre jedného
agenta:

N
Cop= ILE (sgn o (¢)lsen la; (@) ©6)
1N
Gor EIE a@i(t')<sgn qi(r) (7)

V limite N — oo sa podarilo vyjadrit’ uzavreté dynamické rovnice pre potrebné parametrické
vyrazy. Ide o parametre, ktoré boli pozorované stabilne pocas celého priebehu MG, a ktoré
popisuju mechanizmus MG. Dostavame dynamicky systém pre efektivny stochasticky proces
z pohl'adu jedného agenta:

q(t+1)=qle}+ O(1)-a ¥ [1+G o sgn [ale o ) ®)

<1

kde pre gaussovsky $um s nulovou strednou hodnotou n(t) plati:
<n(r)n(t’)>=[(i+G)_lD(i+G+ )_ILI' D =1+C )
Parametre {C, G} vyjadrime z rovnic (8, 9) podobne ako v (6), (7):
Ceer{sen a(olseno(e ) G fsenlat®) 10

pre Vv 1, T'e N. Najst’ vSeobecné analyticke rieSenie (10) je extrémne tazké. V praxi je nutné
bud’ sa obmedzit’ na niekol’ko prvych ¢asovych krokov, kym dospejeme ku stacionarnemu
rieSeniu, alebo riesit’ ulohu numericky. Napriklad sa moézeme zamerat’ na asymptotické
stacionarne rieSenia v tvare Cw=C (’C - 1:') a Gu= G(r - r'). Za predpokladu, Ze integralna
hodnota reakénej funkcie nie je nekoneéne velka (X =3, 5 oG(t)) sa vieme dopracovat’ k
exaktnej uzavretej rovnici pre korelaciu ¢ = lim, _, ,, C(7):

o
c=1- (1—1j rf\/ o —\/2(1+C)e 2(1+¢) (1)
o 2(1+c) o

kde c je funkciou parametra a. Podobne sa daji najst’ aj vyjadrenia pre pocet tzv. zmrznutych
agentov @ a pre veliCinu X:

D=1—erf [,/a/z(uc)J (12)

X=(1-®)/(a—1+D) (13)
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Pre a — o0 mame lim, , ,c =1lim, , ., ® =1lim, , , X =0. Zo (13) vyplyva, ze predpoklad
X <o dolezity pre vztahy (11), (12) pada pre o =1-® . Z toho mame kritickti hodnotu o,
ktora signalizuje nérast neergodicity. Zo vztahu (12) dostdvame o, ~0.33740 . Vztahy (11) a
(12) boli riesené aj numericky ako funkcie parametra a (obr. 2). Oblast’ o > a, vykazuje
vybornt zhodu so simuléciami, kym pre a <o, podla ocakévani pozorujeme neergodicitu v
dosledku porusenia predpokladu X <o . VSimnime si, ze zo vztahov (11), (12) nevieme
priamo vyjadrit’ volatilitu, dokonca ani vylu¢ne pre oblast’ a > o, . Treba zdoraznit, Ze pre
a<a, vztahy (8), (9), (10) zostavaji nad’alej v platnosti. Najst’ ich stacionarne rieSenia
analyticky je vSak omnoho taZSie. V oblasti a <o, bola 0.i. pozorovana zavislost’ volatility
rieSeni od §kéalovania. K rieSeniam s nizkou volatilitou o ~+a (00— 0) dospievame pri
zaéiat?én}'/ch podmienkach s velkou hodnotou |q; (0)|, kym rieSeniam s vysokou volatilitou
o ~a /2 (0—0) predchadzaju zaCiatoéné podmienky s nizkou hodnotou |q; (0)|. Za cenu
jednoduchych aproximacii dostdvame kritickti hodnotu |q; (0)], gc(0) =0.242. Q(0) vyznacuje
oblast’ existencie rieSenia s vysokou volatilitou (obr. 3).

Obr. 24: kovariancia ¢ = lim (_,,, C(t) (vl'avo) a frakcia zmrznutych agentov ¢ (vpravo) v stacionarnom stave.
Vidime s§tvoro simulacii po 1000 iteracii s réznymi homogénnymi pociatoénymi podmienkami (q;(0) = q(0) [i),
N =4000. PIné krivky vpravo od kritického bodu (prerusované vertikaly) st teoretické predikcie dané rieSenim
(16), (17). VTavo od kritického bodu st tieto predikcie predizené a podl'a odakavania nespravne (o < o)
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Obr. 25: Zobrazenie kritickej hodnoty zaciato¢nej podmienky q.(0), ktora je hornym ohrani¢enim oblasti
existencie rieSenia s vysokou volatilitou ¢ ~ a—1/2 (o — 0). Opéat’ mame Stvoro simulacii po 1000 iteracii pre
Styri rdzne hodnoty a; N = 4000 a homogénne pociatoéné podmienky q;(0) = q(0) Ui. Data potvrdzujua predikciu
q.(0) = 0.242 (prerusovana vertikala)
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3.3. RieSenie Batch MG s rozhodovacim Sumom

Vezmeme rovnicu (4), v ktorej nahradime sgn|q;(z)] vyrazom c[ ).z (O|T; ] pricom
{z;(t)} reprezentuje ndhodné premenné s rovnakou distribuciou, s nulovou strednou hodnotou
a jednotkovou varianciou. Parametre T, >0 vyjadruji urovein Sumu pre agentov i. Pre funkciu
cs[qi (t).z; (O[T, ] plati:
- G[q, z|T]e {—l,l} R
- G[q, z|0] =sgn[q] (preT — 0 sa dostdvame naspit k predchadzajlicemu modelu),
- JdzP(z)olg. 70]=0 (s T—w sarozhodovanie agentov stava nahodnym).
Sum mézeme zvolit’ aditivny, napr.

- G[q, Z|T]: sgn [q+Tz] (14)
alebo multiplikativny:
- ola, 4T]= senlqben1 + 7] (15)

Od deterministickej rovnice (4) sa dostdvame k jej stochastickej verzii:
1 & 1
qi(t+1)=q; (t)_ﬁz @?{Qu +ﬁ2§?5gn[qj (1), z; (thj ]}+ 0;(1) (16)
p=l i

Analyza je analogicka ako v predchddzajicom modeli (4). V limite N — « sa opit’ dostdvame
k uzavretym rovniciam pre korelacnu a reakénti funkciu s priemernou neusporiadanostou (6,
7), ktoré opisuju efektivny stochasticky proces z pohl'adu jedného agenta:

6 (+1) =4, (1)+00 o [1+G] ofa(e) 2e) T} Vom(x) (17)

<1 1T

parametrizovany Sumom s vel’kost'ou rozsahu T. Hodnoty s priemernou hodnotou
neusporiadanosti budeme d’alej znacit'(...). . Pre kovariancie Sumu n(z) nad’alej plati vzt'ah (9),

nezavislé nahodné premenné {z(x)} maju rovnaku distriblciu ako premenné {z;(t)} v (16).
Rovnice parametrov (10) sa nahradia:

Cuw= J.dT W T)<sgn ]sgn[q( )]> (18)
CM:FTW@%&ﬂ@@h@M (19)

kde distribu¢na funkcia velkosti rozsahov Sumu zodpoveda vztahu:

%ﬂNZM‘T (20)

Ak polozime W(T) = &(T), ¢o zodpoveda deterministickému rozhodovaniu agentov, spravne
nas to vrati spat’ ku (8), (9), (10). Predpokladajme existenciu stacionarnych rieseni a
konecnost’ integralnej hodnoty reakénej funkcie (X = ZDO G(x)). Potom je mozné vyjadrit’

parametre ¢ a @ ako funkcie a a distribucie W(T), pre rozne typy rozhodovacieho Sumu. Opét
nachadzame fazu prechodu do neergodickej oblasti pomocou vztahu X = z T(;}O(r) = (obr. 4).

V ergodickej oblasti a pri aditivnom rozhodovacom Sume ju nachadzame nezavisle na W(T),
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takisto parametre ¢ a ®. Najdenie rieSenia systému rovnic (17, 9, 18, 19) pre prvych par
iteracii odkryva sp6sob, akym pridanie Sumu do rozhodovania agentov znizuje volatilitu trhu
o znizenim globalnych oscilacii (d’alsie studie od Coolena a kol.), hoci intuitivne by sme
ocakavali opacny jav.

Obr. 26: Deliace krivky pre Batch MG s multiplikativnym rozhodovacim Sumom (15),

P(2)=(2m) "2 —1/2¢ %", W(T") = €5[T' — T] + (1 — £)3[T"], kde & [1{0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1} (sprava dolava).
Kazda Ciara je dana podmienkou X =¥p >0 G(r) = arozdel'uje non-ergodicku oblast’ (vl'avo) od ergodickej
(vpravo). Pri aditivnom Sume tedria predikuje T - nezavisla vertikalu, t.j. krivku dant podmienkou € = 0, pre
I'ubovol'né W(T)

3.4. Zakladna on-line MG

Vratme sa spat’ k vztahu (3) v zovSeobecnenom tvare vratane rozhodovacieho Sumu:

qi<t+1>=qi(t)—”é-“(tj Q

ot u(t)wlﬁgi“%[qj@zj(t)} o) @

Vystupuju tu 2 prvky stochasticity - premenné p(t) vyberané ndhodne a nezavisle z mnoziny
{1,...,aN} a {zi(t)} vyjadrujuce neusporiadanost’ v rozhodovani agentov. Individudlne zmeny
(o sa tyka Sumu) v priebehu hry su dostato¢ne malé (O(\/ﬁ )), aby sme sa pre N — oo pokusili
o prechod k spojitému casovému priebehu MG. Vznika problém regularity, ktory by malo
vyriesit’ zavedenie nahodnych duracii pre kazdu z danych iteracii s nasledujiicim
pravdepodobnostnym rozdelenim:

t
Pravd. [t krokov za ¢as t]= l{i} e T/AN

t! AN

kde parameter AN udéva priemernt duraciu jednej iteracie procesu (21) v redlnom case.
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Prepisanim tohto markovovho procesu do rec¢i pravdepodobnosti dostdvame
pe.1(@=ldg Wlalg)p, () (22)

¢o nas privadza k novému procesu, ktory je spojity v Case:

ipt(q)=AlN{{ dq'Wlala)p, (q)-p, (@)} (23)

Nevyhodou je, Ze stracame prehl’ad o tom, kde na ¢asovej osi sa nachddzame. Tuto neistotu
odstranime, ak zvolime Ax—0 pre N— oo (na zaklade zistenia, ze Ay= O(N™")). Namiesto
generujuceho integralu s priemernou neusporiadanost'ou (5) dostavame krivkovy integral

ZwleiZil FilT)ail)

Uprava krivkového integralu je spojena s potencialnymi problémami ohl'adom predpokladov
hladkosti korelacnej a reakcnej funkcie. Postup analogicky s postupom z kapitoly 10.3. pre
N— o nds vSak opét’ privedie k efektivnemu procesu z pohl'adu jedného agenta:

iq(r):(a(r)—a}drr R(r, r')(c[q(r‘),zbz +\/ET](T) (24)
0

kde vyraz R(t,7) figuruje ako asovo spojity ekvivalent predchadzajiiceho [i+G]_1 (17).
Vyjadruje, ako je agentovo rozhodovanie ovplyvnené jeho vlastnym predchadzajicim
konanim:

R(t,v)=sc-rh 3 (_1)t(th(r,rv) (25)

t>0
kde gaussovsky Sum n(t) s nulovou strednou hodnotou zavisi od parametrov C, G spésobom,

ktory je asovo spojitou verziou predchadzajticich vztahov iba v Specidlnom pripade n = 0.
Pre parametrické vyrazy C a G plati:

el follehe), (oliheD, 2o
G(r,r')z o <<G[q(T),Z]>Z> (27)

8@(1‘)

Uzavrety systém makroskopickych rovnic (24) az (27) plus vyjadrenie n v zavislosti od C, G
pre povodnu tzv. on-line MG s nahodnou externou informaciou, je v limite N — oo exaktny
pre l'ubovol'ny parameter a, pre akykol'vek typ rozhodovacieho Sumu. Aj ked’ vo vSeobecnosti
je vel'mi naro¢né takyto systém rovnic vyriesit, tato tedria znamenala prinos, konkrétne:

- ergodicky stacionarny stav (v rezime a > a,(T)) sa vypo&ita pomerne I'ahko, a nezavisle od
M, Cize je identicky s rieSenim tzv. batch MG a aj s rieSenim, ktoré sa dosiahne starSou
metodou replikacie. V oblasti a<a,(T) , kde starSie metddy zlyhali v stanoveni
makroskopickych zakonov, sit dynamiky batch MG a on-line MG odli$né.
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3.5. Analyza MG s realnou historiou trhu

Dalsie Coolenove snahy v tejto oblasti ekonofyziky sa zamerali na realistickejsie
zobrazovanie diania na finanénych trhoch, konkrétne ide o model s realnou historiou trhu [6].
Agent i€{0,1,2,..} sakazdé kolo ¢{0,1,2,..} rozhoduje pre jednu z 2 moznosti b, (f) € {- 1,1}.
Definujme celkovu preskalovanu kumulativnu charakteristiku trhu pre iteraciu ¢ ako

N
B NN (1)

\/ﬁizl

kde externalita Ae(f ) predstavuje akcie regulatorov trhu a neskor umozni vyjadrit’ Specifické
reakéné funkcie. Agenti sa rozhoduji v kazdom kroku ¢ na zaklade vSeobecne znamej
informadcie, o ktorej st presvedceni, Ze reprezentuje historické trhové data. Tie st dané
vektorom

Al?)

sgnl(l-C)Al-1)+¢ Z(e, 1)
ML, A Z)= : (2)

senli-0Al-Mpc Z(r, ]

kde ¢isla {Z( ¢ ,\)} predstavuju fiktivnu alternativu k skutoénym trhovym datam; A =1, ..., M
si nahodné premenné s normalnym rozdelenim s nulovou strednou hodnotou, M je pocet
itera¢nych krokov historie trhu, ktoré poskytuju hra¢om informaciu. Nech o = 2"/N.
Predpokladajme o kone¢né pre N— oo. Parameter ( € [O, 1] nam umoznuje interpolaciu medzi
pravdivou (£ = 0) a fiktivnou (€ = 1) historiou trhu. Fiktivna historia moze byt

konzistentna : Z(,N=Z(0-%,  (Z(0)z(0) =73, (3)
nekonzistentna : Z(¢, M) nezavislé,  (Z(¢,2)Z(¢', X)) =3, (4)

Ked’ vezmeme do tivahy jav opakovania sa tych istych situacii, (3) je realistickejsia, lebo
agenti na redlnom trhu l'ahko zistia, ked’ su klamani. Maja S stratégii a =1, ..., S. Stratégia a
hraca i pozostava z kompletného vektora R oM odporucanych rozhodnuti {Riak} e {-1, 1} pre
vietkych 2™ potencialnych hodnot vektora externej informacie A. Pred zagatim hry zaddme
vSetky vstupy R, nezavisle a nahodne s rovnakymi pravdepodobnostami pre +-1. Na zaklade
pozorované¢ho retazca M/, A, Z) sa v iteracii / hraci podl'a svojich aktivnych stratégii
rozhodnii pre akciu bi(£) = R'*"),(, 1 z). Aby vedeli ur¢it’ svoju aktivnu stratégiu, od
zacCiatku hry pocitaju stratégiam ich virtudlne skore pi,:

piy ((+1)=p;, (f)-iA(f)Riax(z, A Z) (5)

JIN

kde 7 reprezentuje mieru ucenia.
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Ak aktivna stratégia a;( ¢ ) hraca i v kroku /¢ je ta s najvys$im p,, (f ) , po oznaceni
W[4, A, Z] =aN &, (1, A,z) Mame proces:

pia<f+1>=pia<e>-NjaA<f>§R;arx[e,A,z] (6)
Alt)=A (0} NJEZZR ()Fx[f,AaZ] (7)
ajll)earg  ax g Pia () ®)

Vezmeme S = 2 a zjednodusime systém rovnic zavedenim novych premennych:

(pis (£)-pia (1) ©)
[Ri +Ri2], é/i Z%[R” _Riz] (10)

pri¢om poloZime @ = N2 ¥, w'. Rozhodovanie sa agenta i v kroku ¢ vyplyva z rovnice:
18 T YD) (R SR P () R )

Rozhodovaci Sum zapracujeme do systému podobne ako v 10.3. Za Gc¢elom neskorsieho
definovania reakénych funkcii nahradime qi(¢/) — qi(¢) +0i(¢); 0i(¢)eR. Tym sa
dostavame k nasledovnému prepisu nasho systému rovnic pomocou premennych {qi[ ¢ ]} pre
S=2:

G +1)=qi(0) +0,(1) - N%;a;rx[f,A,z]A(f) (12)
1 1 ,
= S [ . Z. ! 13
o 3 LIRS SO RN () AT (R
D0, A, Z] = VaN 8(inr) (14)
sen[(1-Q)A(C-1)+¢z(41)]
MO, A, Z)= 3 (15)

sgn[(1 - Q)A(L —M)+ L Z(1, M)]

Hodnoty {A(/), Z(¢)} pre ¢ <0 a velkost q;(0) vystupuju v tlohe pociatocnych podmienok.
Z matematického hladiska je kI'i¢ovym rozdielom medzi MG modelom s fiktivnou histériou
trhu a takymto modelom s redlnou histériou zavislost' na minulosti, na minulej informécii
obsiahnutej v retazcoch {A(¢-1), ..., A(£- M)} vyskytujucichsav M/, A, Z)e {-1, 3™, v
suvislosti s Gaussovskymi ndhodnymi premennymi {Z( ¢, A)}. Premenné {Z( /¢, A)} tu hraju
ulohu ndhodnych odchyliek od skuto€nej historie trhu, ktorti agenti vnimajt subjektivne. Uz
neplati, ze vSetky pripustné historie by sa mali vyskytovat’ s rovnakou frekvenciou, a vSetky
vstupy {Z(/, L)} st rovnako dblezité. Tie s malymi hodnotami A, ktoré najviac ovplyviiuju
najcerstvejsiu minulost’ v historickych retazcoch, su teraz dolezitejSie. Problém sa stal
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kvalitativne odlisny. Tzv. batch verzia MG straca vyznam, ked’Ze sa opiera o akési
spriemerovanie nad vSetkymi pripustnymi histériami v kazdej iteracii. Uz nejde o Markovov
proces, vznika problém s regularizaciou. Pokial’ $lo o Markovov retazec, zavedenie
nahodnych duricii pre individuédlne kroky sposobilo akurét neistotu v tom, kde sa v danom
momente hry nachadzame na ¢asovej osi. V systéme s Casovo posunutymi interakciami by to
vSak prili§ skomplikovalo tvar rovnic a cely proces, ¢o zitemoziiuje regularizaciu.
Vychodiskom je opét’ generujuci funkciondl s priemernou neusporiadanostou:

777 <ei =N o Zi % () ofq;(0), zi<f>]> 16

Ide o priemer nad stochastickym procesom (12, 13), ktorého nahodnost’ je spésobena
rozhodovacim Sumom {Z( /)} a premennymi fiktivnej historie {Z(/, A)}. Nasledné analyza je
v zna¢nej miere podobna ako pri Markovovom procese s fiktivnou historiou, takisto ¢asova
Skala zostava rovnaka. Tento model je vSak opisany dvoma efektivnymi rovnicami. Jednou z
nich je vztah, ktory opisuje efektivny MG proces z pohl'adu jedného agenta:

~ t
L a0=00-afdr Rl )olg(tanle) (1)
0

kde n(t) je gaussovsky Sum s kovarianciami <77(t)77(t')> =>(t, t’). Druha efektivna rovnica
vyjadruje vyvoj celkovej ponuky:

Alt)=A (0o, —;ﬁ/;f(ﬂ,ﬂ')ﬁ (A Z)a (A z) Al) (18)
1
<(P€(Pf'>{(P‘A’Z}=E[1+C(& o). (A, Z) 0 (A, Z) (19)

kde {¢@} reprezentuje gaussovske polia s nulovou strednou hodnotou, a vyraz
On(r.az).00(rAz) = W[ﬁ, A, Z'] ako funkcia trajektorii {A} a {Z} indikuje, ¢i historie tak
ako ich pozoruje agent v iteraciach ¢ a /', st alebo nie su identické (bez ohl'adu na to, ¢i st
pravdivé). Procesy (17) a (19) st navzdjom nezavislé, spajaju ich iba parametrické vyrazy
vyskytujuce sa v oboch rovniciach, hlavne C a G:

c(t,t) = (ofa(Ooa(e)) Gle.t)= 2 (olqlt)) (20)

50(t)

resp.  Clt.t=(ola(t)z]oale) =) Glt,t)=—2(olalt) 2(t)) (20%)

50(t)

pre modely s realnou vs. s fiktivnou historiou.

37



Modely s fiktivnou a redlnou historiou sa lisia vo vyrazoch, ktoré sa tykaju posunutej
autointerakcie (R) a autokorelacie agentov ()):

R(tt)= 1im Sie(t,)«A(ﬁ)Sx(z, A,Z),k(/é',A,Z)>>{A’ Z}‘E:t/é‘)N,E':t'/SN

oy =0
o= 1 ,
Z(t’t)_n&?{lo SN<<A(4)A(f)Sx(z,A,z),x(z',A,z)>>{A’Z}‘€=t/6N,E’=t'/6N 21

V modeli bez historie su R a ) explicitné funkcie parametrov C a G, kym v modeli s historiou
sa vypocitaju z (19). Charakteristickym znakom je, Ze ak madme v roznych ¢asovych iteraciach
rovnaku realizaciu M - krokovej informacie, tak aj hodnota celkovej ponuky je rovnaka.
Zameranim sa na opakovanie sa tej istej historickej informacie v ¢asovych retazcoch,
konkrétne na M - bitovy pamitovy ret'azec A (15), sa podarilo dospiet’ k aproximadcii rieSenia
(19). Zaviedla sa veli¢ina, ktord vyjadruje zdruzenti pravdepodobnost’ najdenia identickych
historii v procese (19) v danych k iteraciach {l,...,ly} vzhl'adom na pravdepodobnost’ p™:

k-1 K
A (1 i )=p %<<E[ 5x,x(zz.,A,zj>> (22)
i=1 1 { A, Z}
kde p™ je pravdepodobnost’ najdenia identickych histérii v procese (19) za predpokladu
nahodne zadavanych fiktivnych historii v roznych casoch. Vsetky efekty spdsobené tym, ze
mame model trhu s redlnou histériou, boli analyzované na zéklade Statistik pravdepodobnosti
(22). V ramci hl'adania vyjadrenia systému rovnic pre parametre c, @, X (a teda aj fazy
prechodu definovanej limitou X— o), sa pouzije predpoklad existencie rieSeni danych
parametrov v ergodickych stavoch invariantnych na ¢asovy posun, teda v nasledovnych
tvaroch:

C(t,t)=C(t-t) G(t,t')=G(t-t) R(t,t')=R(t-t) >(et)=>(t-t)

pricom o¢akavame konecnost’ X = Idi R(t). Dalsi postup je zamerat’ sa na pripady, kde sa
0

historické informaéné ret'azce opakuji pomerne rychlo. Ak Ly je veli¢ina znamenajlica pocet
iteracii, ktoré prejdu, kym sa zopakuje hist. retazec, budeme predpokladat’, ze Ly << N.
Zavedie sa asmptoticka frekvencia m,(A, Z), s ktorou sa pamitovy retazec A opakovane
vyskytuje v danej realizacii {A, Z} procesu (19):

1 L
T, (A, Z)= lim — X 3 (23)
" Lowobly=1 X,X(fi,A,Z]
a taktiez sa zadefinuje distribucia ¢(f) tychto asymptotickych frekvencii:
1
)= tim —(@l-pm.(a.2]),, (24)

p—o>oD A
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Naslednou analyzou sa dospelo k systému, ktorého rieSenim su hl'adané parametre:

_0[00 aXpr 3 1-¢ i

u_iso 5 X_ocXR ¢=1—Erflu] (25)

—62[oo| 1—Exf ! — Erflu}-—~ 2} 26

cc[{ s r[u]uf (26)
o f

Xp = [df c(f)—— SZ =(1+¢)[df f)— 27

R (f) g )1+Xf 0 (+C)(f) g fextP (27)

Distribucia (24) vyplyva z nemarkovovského procesu (19), ktory nevieme vyriesit’ priamo.
Pozrieme sa teda blizSie na momenty y distribtcie ¢(f):

T k
pi=Jdf off)f
0

i gre™ 3 e fiw )k (28)
k>0

Kombinéacia vztahov (28), (23), (24) a (15) vedie k rovnici:

k-1

Hi = lim ka <<"'>>{A,z} (29)

Low

ML AZ) =0 (0, A, Z) = =0, (0, A, Z)}

kde ([.)),  =Prob bl A 2) =1 (A 2) == 0,0 A 2)
(2] .

(0L, AZ) =0y (0,,A,Z)=.= 0y (2, , A, Z)}

Oznacme: Same(i)={\,(¢,, A, Z)=A,(¢,,A, Z)=...= %, (¢,, A, Z)}, Go znamena, Ze i-ty
komponent historického retazca nadobuda rovnaku hodnotu v k ¢asoch {l,,...,I}. Vztah (29)
mozeme prepisat’ ako sucin podmienenych pravdepodobnosti:

<<...>>{A,Z} = Prob [Same(l)/\ Same(2) A... A Same(M )]

= Prob [Same(l)'Same(Z) A A Same(M)]

x Prob [Same(Z]Same@) A A Same(M )] (30)

x Prob [Same(M - IX:Same(M )]
x Prob HSame(M )]
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V limite L — oo sa nahradi Prob [Same(r) Same(r +1) A... A Same(M)]— Piu-)- Tym sa

dostavame od (29) ku:
M =P Py nea) Pguae] - P Pl (3D

A v limite N — oo (ekvivalentne M — oo, ked’ze 2" = aN ) mame:

: M-1 k-1
im loglt )= Lim Y log [2 P[krﬂ (32)

M — M—>or=0

Potrebujeme vyjadrit P[k‘r] . Zakladny vztah (19) hovori, ze hodnota celkovej ponuky v Case

¢ je korelovana s ponkou v €ase ¢' ak su historické retazce v danych ¢asoch identické, t. j.
k(ﬁ, A Z )= A (K', A, Z ) Ur¢ity retazec sa vyskytuje v procese MG s pravdepodobnost’ou
radovo N™'. Pravdepodobnost’ opakovaného vyskytu historického retazca v r ='O(M) za sebou
iducich iteraciach je mizivo mala rddovo O(M/N), preto priame korelacie v priebehu hry
nehraju rolu. Avsak, ak dva (kratke) Gseky trajektorii celkovej ponuky maji rovnaku
realizaciu urcitych Casti svojich historickych ret'azcov, s pravdepodobnost'ou vyssou ako je
priemer budu mat’ rovnako realizovanu historickt informdciu aj v nasledujucom kroku.

Pre Py plati, ze:

P " 3 Pl Py [P | 1] (33)
Xl,...,kk

k‘r

kde P[k |X1 yeees Ny ] je pravdepodobnost’ ndjdenia X(ﬂ A, Z) =.= X(ﬂ o A, Z) za predpokladu,
ze historické retazce v danych k iteraciach sa rovnaja {kl yeees My }, a P[?»l yeres kk| r] popisuje
pravdepodobnost’ najdenia takychto k pamitovych retazcov , priCom tieto retazce sa
informac¢ne zhoduju pocas poslednych r iteracii. Najdenie Specifickej hodnoty A(Z ) zavisi len
od retazca A zodpovedajticeho iteracii ¢. Ked uz mame A, A(¢) je ndhodna premenna s
norméalnym rozdelenim so zatial’ nezndmou strednou hodnotou A, a varianciou ;. Kedze
Z(f, i) boli definované ako gaussovské premenné rozdelené okolo nulovej strednej hodnoty s
disperziou x>, vieme vyjadrit’ P[k |X1 yeees Ay ] Suma (33) sa prepise v zmysle parenia do
skupin tak, Ze retazce {Ai, A;} budl v rovnakej skupine <> A; = A;. Tymto Stylom sa zostroji
mnozina {gj, g, ...} vSetkych kombindcii {A,,..., A}, priCom g; + g +... = k. Dostavame:

P[k\r} - Z 8k,gl +8y +o Plk |g1,g2,...JP[g1, gz,...| rJ (34)
81589 -

kde P[k |g1, g, ] =k CD(gl, gz,...) vyjadrime na zéklade P[k |7»1,...,kk], pricom
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sa vyuzije:

_ g]
(D(gl,gz,...)zi [T 13 7| 1+Exf 1-ar
jz1 A \/5\/§2K2+(1—§)2G)%
_ gj
+; [1 1%, | 1-Exf (-gas (35)
21| V2|2 +i-0P o

Vzt'ah (32) sa prepiSe v nasledovnom tvare:

M-1
lim loglu )= lim X log X Ok gi4gyt.. q’[gl,gz,---]P[gl,gz,...lr] (36)
M —> M—>owor=0 (gl’gz’mj

Uvahou dojdeme k rovnosti: Plg,,g,. - r]=Qle,. 5. M —1| &o pre vzt'ah (36) znamena:

lim log(uy )= ¥ log X Ok g+gyt. q’[gl,gz,---]Q[gl,gz,---| r] (37)
M—> o r>1 (gl,gz,._.j

Zostava vypocitat’ Q[gl €9, | r], teda pravdepodobnost’, ze v {l,,...,lx} réznych ¢asoch
procesu najdeme historické retazce {Ai,..., A}, ktoré by boli identické v predpisanych
mnozinach {g;, g, ...} za predpokladu, ze vektory A,..., Ax obsahuju rovnaké informacie
pocas vSetkych iteracii okrem poslednych r. To vedie na kombinatoricky problém. Oznac¢ime
R =2". Potom:

lim log(uy )= YlogH,

M —> o r>1
Hi= Y Olgg,g,-JQlgr, g2,{1] (38)
(g1=g27"')
k k-g k-g —-g3 k-g —.—gg,
- Y Y Y oknen g,
g,=0g,=0 g3=0 gr =0
xR k-g-2| (k-g, -.—gz,
xR
g1 N &2 g3 R
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Vratime sa k CD(gl, 2,5, ) Zameriame sa na nahodné odchylky od Ax. Mocninové
expanziavyrazu (35) stustredend na veduce prvky vedie k nasledujucemu odvodeniu:

@(1,1,1,...) =1

(D(glng:---):eXp(;Qijl gj(gj—lyiQZngj(gj—IXZgj—3%O(Q3JJ (39)

0 =S n, Erf2 (=g (40)
) V22 +i-P o

Exponencial (39) sa rozpise do prislusnych radov, pricom sa vyuZije zjednodusenie R =2", a
rovnost’ ng ; = k. Dostavame:

1 2
®eff(g1,gz=~--)=1+2Q[Rg1 —k}

(41)
+é92[Rgi‘+R(R—1)g12g§—4Rgf—2(1<—5)Rg12+k2—6k}+0(93)
Dosadime (41) do (38):
H,=1+ Q[R G4 k] 0
~1+aRat )

+;Qz [RG';:(‘} +R(R-1)G4 —4RGHR —2(k—5RGEE +k 2 —6k}+O(Q3)

kde
k k-g, k-g;-g; k-g/ —..—gr,y
Gh=Y X )OS > gfagg Ok, 3. g,
g1=0 g,=0 g;=0 gr =0
|k k—gj | k-gi—g2| (k-g;—..—gr-1
xR~
g1\ &2 23 gRrR
ko k-g [k |[k-g
—k k-g, - b
-R*y ¥ (R-2)<-81782 ¥ oF (43)

81=0¢g,=0 (g | 22
Vypocitaji a do rovnice (42) sa dosadia dané 4 kombinatorické faktory Gy :

1

Hr=1+;gzk [k-1]2‘r+892k(k—1)(k—2)(k—3)4—f+o(93j (44)
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Dospeli sme k explicitnej formulke pre momenty relativnych historickych frekvencii, a tym aj
pre samotnu distribuciu ¢(f), a to pomocou rozvoja vzh'adom na parameter Q, ktory
kontroluje rozsah, Sirku tejto distribucie:

lim log 1y ):;Q K [k-l]—112£22k (k—l)(2k—3)+o(g3j 45)

M —

Podl'a odakéavania p,=p,= 1 a [jmlog (1, )= exp (Q - éQz + O(Q3 )j . Po dosadeni do (28)

M-

vedie mocninovy rozvoj do radu O(log” (112)) na vzorec:

2206
c 2 +—4/10 2 z()—z3<)
o {1 61/1 olu i(3 £ fﬂ o

f\/2n[log(}12 )+10g2 (pz )}

gl oglez e S1oe(c |
\/10g(}12 Jrlog®(u,)

Tato formulka bola odvodenad, a teda je presnejSia, pre malé hodnoty Q. Vyraz (46) s pomerne
vysokou presnost'ou predpoveda vyvoj aktudlnej distribucie relativnych frekvencii
pamétovych ret'azcov (obr. 1).

z(f ):

Obr. 27: Test predpovedanych distribucii danych frekvencii (46) zalozeny na rozvoji do 2. radu, kde
ny = exp[%Q k [k -1]—%9% (k—1)2k -3)+ O(Q3 )J pre o.=2.0, N = 8193.

el f)
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o, . — e R
Rozsah distribucie uddva parameter Q (40). Hodnoty A, a o; = A — A, "~ Statisticky
popisuju ponuky stvisiace s uréenymi historickymi retazcami A. Vzt'ah (19) hovori, ze ide o
gaussovské premenné, takze vediet’ A, a o, namstati. A, a A; sa vyjadria ako dlhodobé

priemery:
_ L
Ax=ﬂ{1 Jim L7 20, A7) Al0) (47)
Lo>w l=1
. L
A7 =m" lim L7 28,5 (,a.2) A%(0) (48)

Low l=1

Predpoklada sa ¢asovi ivariantnost’, Ly << N, a tiez X=Z€>OG(€ )<oo . Nech premenné
s, =0. -0, (prei<r)a s, =/ _.Stredné hodnoty sa zjednodusia na tvar:

— co 1L o)

A= S(- - - P 4
2= TEXpm ) lim - 3 Sakaz) ol (49)
Al= % (8N)*" X Glsg).Gls, i) X Glsg)--Gls, 1) (50)

I',I"ZO Sg--Sr so,”'sr_lv
' r—1 r'—] 1_7[ ~
r+1 A n
x(pm 7T IT T |1+ ¥y oy g
i:lj:1 pn}\‘ 26N (<i® (> 1<jD¢

. 1 L
X%E’k,zquj o N Llinoo 22 %5& 2, A, Z) 004k A, Z) ols)pls-+k)
s=0

Mieru uéenia 1| nevieme vypoditat’, a tak ju poSleme k 0, t. j. 1 — 0. Predpokladame, Ze
limita v poslednom riadku (50) nam z ¢iastkovej priemernej hodnoty urobi celkovy priemer
nad Statistikami gaussovskych premennych ¢, (rovnica (20)):

1 L
lim — Z8X,X(S,A,Z)8k,l(s+k,A,Z)(P(s)(P(s+k)_’%[1"'(:(1()]

Lo Tl s—g

Korela¢na funkcia sa rozdeli na stabilnu (pozorovani stabilne pocas celé¢ho procesu) a
nestabilnti C(k)= c + C(k). Aproximacia histériou podmienenej volatility A? :

-1
1+c

E:
" 2(1+Xpnx)2

1 - _1~ -
+—[dsds'| 14pm;, G| Cls—s'| 1+pm) G (51)

kde l(x, y) = S(X - y). Podobne ako v A_i N RY A_k2 sa spriemeruju vyrazy zavislé od ¢,
dosadia do vzorca 6; = A — A, aupravia na tvar:

-1

&) (52)

%

1 - e
0§=§jdsds' 1 +pm;, G (s)Cls—s' 1 +pm; G
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Pouzije sa predpoklad, Ze nestala korelacia (NZ(t) klesa vel'mi rychlo, takze oproti nulovému

¢lenu 6(0) =1—c su ostatné ¢leny zanedbatel'ne malé a v rozvoji (52) vzh'adom na mocniny
G zostane iba tento nulty ¢len:

c. =%(l—c) (53)

Aproximacie (49) a (53) sa vlozia do (40):

Q=[df do¢(f, )f Erf?

(54)

(1-¢)o
ﬁ(1+Xf)\/§2K2+;(1—§)2(1—c)

to) tim 3 8lf—pm; 15fp—9, | (55)

p—>wo P gy

Vieme, ze ¢, je gaussovska premenna so strednou hodnotou a <(pk> = ( a disperziou

<(p_kz> = %(1 + c). Zanedbanie korelacie historickych frekvencii m) a premennych (p_x, ktoré v

prislusnych radoch nasho vypoctu nehraju rolu, nas privadza ku:

\exp (-(pz/(l+c)j

g(f, (P):g f/ HH_Cj

(56)

Teraz mozeme vzt'ah (54) za pouZitia rovnosti | DXErf 2 (AX):iarctan {\/ 1+4A2 }—1 ,
T

jdf ¢(f)f =1 zjednodusit na tvar:

0 2
Q=" [df (f)f arctan|1+ (-¢fl1-c) 157
"0 e P 2+ (-0P o)

Parameter Q pre model s fiktivnou historiou ({ — 1) podl'a ocakévani nadobuda hodnotu 0. V
sulade s predchodzimi simulaciami pozorujeme, Ze ked’ systém prechddza z ergodického
rezimu do neergodického (a klesd), narast susceptibility X redukuje parameter Q, az kym
nezanikne v kritickom bode. Tym padom mame uzavretu teoriu pre MG s ¢asovou
invariantnost’ou. Pozostava z rovnic (25), (26), (27) pre stabilné parametre, (46) pre tvar a
(57) pre rozsah distribucie g(f) relativnych historickych frekvencii. Tato teoria korektne urcuje
1) fazu prechodu a kriticky bod a(T) procesu MG s historiou (pamétou) zhodny s o.(T) pre
model s fiktivnou histdriou; ii) Ze v bode fazy prechodu sa distribucia relativnych frekvencii
redukuje na tvar ¢ (f) = §[f - 1] (— vSetky histdrie sa vyskytuju s rovnakou frekvenciou) a
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parametre sa stdvaju nezavislé na tom, ¢i ide o model s redlnou alebo fiktivnou histériou; iii)
tvar distribucie frekvencie relativnej historie. V limitnom pripade a — oo tedria spravne
potvrdzuje hodnoty parametrov X = ¢ = ¢ = 0 pre 'ubovol'né ¢. Pre model s pamitou ¢ =0
lim,, Q=1/3 a lim_,_u, ~1,37. Ak navySe odstranime rozhodovaci Sum, t. j. poloZime
o[o] = 1, dostavame zjednoduseny systém rovnic pre parametre ¢, ¢, X, 0, Sp. Po eliminacii
¢ a Sp moZeme napisat’:

1

2

1+é\/§(3z—z3)

Erf[u]
u= Dz (58)
Xyzall+e I —z,/Q+592+1[Q+192] i
e 6 2 2 +X
-1
Erflu] 1+1\/§(3Z_23)
X = J‘Dz 6 (59)

o —zjo+>0? +I[Q+192]
e 6 2 2 +X
2]a+202 —l[g+192]
o Ve 2 2 (60)

Q= IDZ {l+éx/§(3z—z3)

N | =

X ﬁarctan 1+ 2[1+c(u)]

n [[.5 1 1 2
72, /Q+> Q2 —[Q+QZ]
[l—c(u) 1+Xe 6 2 2

2
kde ¢ =c(u) = 1—Erf[u]+%Erf[u]— =" Numerické riesenie tohto systému zodpoveda
2u uym

simuléciam, (vzhl'adom na aproximéacie) hlavne pri nizsich hodnotach p, (Obr. 2).
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Obr. 28

VTavo: predikované korelacie ¢ (vrchna ¢iara) spolu so simulaénymi datami (plné krizky na vrchnej iare) v
neergodickom rezime pre MG s realnou historiou ({ = 0), a predikované korelacie ¢ (spodna ¢iara) spolu so
simula¢nymi datami (plné krazky na spodnej ¢iare) v neergodickom rezime pre MG s fiktivnou historiou (= 1);
Vpravo: predikované ¢ mnozstvo tzv. zmrznutych agentov za rovnakych podmienok a s analogickou legendou
pre Ciary a krazky.

¥ ¥

To bol Coolenov sposob, ako matematicky odvodit’ exaktné dynamické rieSenia pre MG s
redlnou pamét'ou trhu pomocou technik analyzy generujaceho funkcionalu. Ukazalo sa, Ze aj
napriek nemarkovovskému charakteru Standardnej MG s realnou historiou, je mozné (hoci len
limitne) popisat’ proces MG uzavretym systémom rovnic, z ktorych vyplyvaju aj zakladné
parametre modelu. Mechanizmus je popisany 2 efektivnymi rovnicami (v modeli s fiktivnou
histériou bola len 1 rovnica) pre efektivneho agenta a pre efektivnu celkovu trhova ponuku.
Boli aproximované rieSenia tychto rovnic, zameranim sa na ¢asovo invariantné tvary veli¢in
stabilne pozorovatel'nych pocas procesu (korelacie, frakcia tzv. zmrznutych agentov), ako aj
na analyzu distribucie frekvencii pamétovych retazcov. Vypocet prebehol formou
mocninového rozvoja distribucie do Sirky, pricom prvych niekol’ko vyznamnych ¢lenov bolo
vyjadrenych explicitne. Simulacie potvrdili predikénu silu konec¢nej tedrie, Co sa tyka
vyznamnych veli¢in stabilne pozorovatel'nych pocas celého priebehu MG, ¢o sa tyka tvaru (a
aj Sirky pre oblast’, kde tato Sirka nenadobuda prili§ vel’ké hodnoty) distribticie frekvencie
historickych retazcov.

Metddy analyzy generujiiceho funkcionalu polozili zdklad pre analytické rieSenie
d’alSich otazok tykajucich sa zvySovania realnosti modelov, napr. vac¢si pocet stratégii (s > 2),
umoznit’ agentom nulovu akciu - neobchodovat, kontrolovat’ zmenu vo vyvoji stratégii
agentov pocas hry, uvazovat’ trh s viacerymi komoditami, uvazovat’ naklady a obmedzeny
kapital agentov, atd’. Konkrétne z matematického hladiska vznikli otdzky relevantnosti
pamite, ¢i d’alSej konstrukcie alebo aproximacie rieSenia v neergodickej oblasti a<a, .
Predchadzajuce aproximacie vypoctov volatility ¢ na zaklade nespravneho predpokladu
stabilného staciondrneho rieSenia padli, preto sa vynorila otdzka opatovného preskiimania
charakteristik MG, ktoré suvisia s korela¢nou a reakénou funkciou MG, a to aj pre modely,
kde by boli odchylky od rovnovéazneho stavu zabudované detailne, mikroskopicky, nielen z
makroskopického hl'adiska limity N — co. Tieto otdzky maji vyznam aj pre iné odvetvia
vedy, vSade tam, kde sa vyskytuju neekvilibriové systémy (napr. neurénové siete v biologii).
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4. Smerom Kk realnym trhom

V sucasnosti existuje mnoho rozlicnych modelov, ktoré si zamerané na spravanie sa
roéznych typov agentov Gc¢astnych na trhu. Maja rdzne predpoklady, zjednodusenia a rozne
zaujimavé vlastnosti. Vo vSeobecnosti tieto modely vykazuju niektoré Statistické vlastnosti
popisujuce javy, ktoré st redlne pozorované na finan¢nych trhoch, napr. tu¢né chvosty
distribucie vynosov alebo zhluky volatility. Motivom pre §tddium modelov trhu z pohl'adu
fyzikov je tazba pochopit,, ktoré klI'icové vizby a interakcie su zodpovedné za javy
pozorované na realnych finan¢nych trhoch. A takisto snaha predpovedat’ dianie na burzach, a
to nielen kvdli vidine osobného zisku, ale s ciel'om efektivnejSej kontroly rizika a optimizacie
portfolia. Napriek rozdielom maju vSetky modely spolo¢né idey - spitna vizba, frustracia,
prisposobivost’, dynamicky vyvoj. Jednym z najjednoduchsich modelov zahfiiajacich tieto
zéakladné charakteristiky je uz spominany model od Challeta a Zhanga. Nemame tu ani
externy proces generujuci rozhodovaci Sum (ako napr. v sofistikovanom modeli pana Luxa),
ani ziaden element lokéalneho $irenia informacie medzi agentmi (ako pouzili pani Cont a
Bouchaud) [7]. MG v roli realistického modelu trhu vychadza z mnohych zjednoduseni:

e vsSetci agenti obchoduju v rovnakom case

e vSetci agenti obchoduju rovnaké mnozstva

e celkové mnozstvo obchodovanej komodity je fixné
e agenti su diverzifikovani na kone¢ny pocet typov

4.1 MG ako model trhu

Zakladny model je minimalnym systémom s malym poctom parametrov:
N - poCet agentov, m; - "pamét™ agenta i, s; - poCet stratégii agenta i. Stratégia mapuje 2™
moznych histérii plus predikciu, takze mame 2 rdznych pripustnych stratégii. Nam viak
sta&i redukovany priestor 2™ 'stratégii. Ak poet stratégii v hre je vagsi ako 2™, ide o husta
fazu, naopak stav N.s << 2™ reprezentuje riedku fazu. Cim viac aktivnych stratégii, tym viac
agentov pouziva tl istd (najlepsiu) stratégiu. Tvoria velké skupiny a vyrazne ovplyviiuju trh,
vytvaraju znaéné vykyvy v dopyte a ponuke, ¢o sposobuje vysoku volatilitu. Akonahle sa
vytvori takyto dav, désledkom je vznik tzv. antidavu, ktory pouZiva (najhorsiu) opacni
stratégiu ako dav, a volatilita klesa . V riedkej faze je nepravdepodobny vznik skupin agentov
s rovnakou stratégiou. Nahodné a nezavislé rozhodovanie agentov pripomina hadzanie
mincou. Toto bindrne rozhodovanie v kazdom kroku vSak nezodpoveda realite. Preto
roz$irime podvodny model a dovolime agentom vyckavat, kym si nebudll dostatocne isti, Ze by
obchodovanim mohli v d’alSom kole zarobit’. Hraci si eviduju virtualne skore rs ; kazdej svojej
stratégie, +1 pri spravnej predikcii, -1 pri nespravnej, bez ohl'adu na to, ¢i sa podl'a dane;j
stratégie hra alebo nie (preto virtualne). Tiez mozu sledovat’ svoje skore predikénej uspesnosti
r;. Agent 1 by mal mat’ tieZ kone¢ny casovy horizont Ti, pocas ktorého monitoruje svoje rs ; a
r;. Definujeme prah obchodovatel'nosti 1y, bud’ v zmysle rg_; alebo ri. Kym agent nedosiahne
tato hodnotu, neobchoduje. Dalej aktualizuje skore rs, ale r sa nemeni. Pocet aktivne
obchodujucich agentov Nicive sa bude pocas hry menit’ v zavislostina - T <r_. <T. Cim
bude rmin vysSie, tym pasivnejsi budi agenti pocas hry. Mala by tu teda existovat’ faza
prechodu pre Nygiive, €O potvrdzuju aj simulécie (obr. 1).
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Obr. 29: ¢asovy priemer N,y a St. chyba v zavislosti od Iy, kde N =101, m =2, s =2, 1y, ~ I's ;, pricom agent
hra len vtedy, ak max [{rs ; }] > I'min.

100 Mean |+ 20
st.dev.
80 1 + 15
~ %2
v 40 T b
+5
20 A
0 T T T \L\ T " 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

min

Nactive m0Zeme aproximovat’ binomickym spravanim sa rg_:

Ig ~ 2Bin [T, %} -T = <Nactive> ~ N(l -P [rS <Tmin ] S)

o? [Nactive]z N(l_P [rS < 1Fmin]s)P [rS < rmin]S

Charakter rs ma v skutoc¢nosti d’aleko od nahodnej prechadzky. V hustej faze ma vlastnost’
navratu k priemeru, v riedkej faize ma vyrazny drift. Aproximéacia je vernejsia pre hodnoty
T>>2", kde sa vic¢Sina negativnych javov vytraca. Pre stredné hodnoty rp;, vytvara MG
zaujimavu dynamiku vystihujucu javy na redlnych trhoch, napriklad striedanie sa momentov
extrémnej nelikvidity a pasivity s vel’kou aktivitou, az obchodnou hortckou, vyskyt casovych
usekov, ked’ ceny koliSu v ur¢itom romedzi, a ndsledne stavov, ked’ sa ceny nahle zacnu
prudko menit’. Urobime rp,;, dynamickou - pocas deja sa bude menit’ podl’a osobnej miery
uspesnosti agenta rmin. Zakomponujeme racionalitu a averziu k riziku:

® rmin > 0 (agent nebude hrat stratégiu, ktora bola vo vacsine pripadov neuspesnd)

o dryin/d ;>0 (¢im viac prehrdva, tym menej riskuje)
Dostavame rmin, i = max [0, - (1 - A.o[ri])], kde A je koeficient riziko-averzie a o[r;] je
Standardnd odchylka uspesnosti hraca i. V priebehu hry sa meni Gspesnost’ hra¢ov, menia sa
ich rmin, a vysledkom je postupna diverzifikacia populacie v modeli.

4.2 RozliSenie agentov podl’a bohatstva

Agenti sa odliSuju bohatstvom, vel'kost'ou investicii a investi¢énymi stratégiami. Nech kazdy
agent vlastni ur¢ité mnozstvo bezrizikového aktiva Bi[0] a rizikového S;[0]. Transakcia
prebehne pri cene p[t] +0[t], kde o[t] vyjadruje rozptyl spdsobeny trhovym mechanizmom.
Predpokladajme, ze v dosledku averzie k riziku je objem transakcii priamo umerny
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celkovému bohatstvu agentov, ako aj ich presvedceniu v spravnost’ stratégii, ktoré mienia
pouzit. Definujme mieru tohto presvedcenia ako c;:

c [t] _ max [rS,i [t]]— T [t]

i T

1

Vidime, ze -2 <c; < 1, ale agent hra iba ak c¢; > 0. Operaciu nakupu napiSeme:

B[1+1]- Bi[t(l—ci[t]p[t;[ﬂiggf l]j, si[t+1]=si[t]+—;i[£t]]f SH

Operécia predaja:
B,[t+1]=B[t]+ c;[tls; [e)plt + 1] 8[t +1]), Si[t+1]=s;[eJ1-c[t])

Cim bohat3i agent, tym vicsie transakcie, tym va&si vplyv na trh. Ak sa hra¢ovi nedari a pride
o vSetko, hra prefiho kon¢i. K tomu vSak dochadza pomerne zriedkavo, aj preto nebolo nutné
zahrnut’ do modelu prichod novych hracov pocas procesu. Agenti sa liSia nielen bohatstvom,
ale aj investi¢nymi stratégiami. Pozname 2 hlavné typy stratégii - hodnotové a trendové.
Hodnotovy investor sa sustred’uje na aktudlnu hodnotu, pretoze sa v kazdej iteracii snazi
lacno kupit’ a draho predat’. Trendovy investor kupuje aktiva so stupajiucim a predava tie s
klesajucim trendom. Populacia zloZzena z hodnotovych investorov ma minoritny charakter,
kym populacia trendovych investorov méa majoritny charakter I'udi, ktori sleduju, ¢i akcie,
ktoré drzia, naozaj porasta a splnia ich o¢akavania. Realny trh tvori kombinécia tychto 2
typov investorov.

4.3 Mechanizmus obchodovania

Najjednoduchsi trhovy mechanizmus je walrasova aukcia. Investori na zéklade teoreticke;j
ceny prejavuju svoj zaujem kupit,, ¢i predat’ rizikové aktivum. Teoretickd cena sa ustéli na
hodnote, kde sa dopyt = ponuka. V nasom modeli sa pouziva zjednodusena verzia tohto
procesu. Predpokladame rovnost’ dopytu a ponuky v kazdom kroku. Pre cenu musi platit’:

> ci[t]B[t]

i, Buyers

Pl =S s

i, Sellers

Proces je zjavne nestabilny - ak nie su ziadni kupci, cena klesa k 0, ak chybaju predajcovia,
cena nekonecne rastie. Tato nestabilnost’ vyplyva z neredlneho predpokladu, ze cena je v
kazdej iteracii v ekvilibriu. Ked’ sa ponuka rizikového aktiva nezhoduje s dopytom, niektoré
ponuky zostanu bez odozvy. Vtedy spravca burzy zaujme long alebo short poziciu tak, aby
rozdiel v rdmci svojich moznosti ¢o najviac vyrovnal. Jeden zo sposobov, ako modelovat
takéto situdcie, je aplikovat’ nasledujuce pravidlo cenotvorby:

plt+1]=p[t]exp [Buys (t)—Sells (t)j

Likvidita
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Buys [t]= > S/[t+1]-S[t] Sells [t]= Y8, [t+1]-S;[t]

i, Buyers i, Sellers

kde Likvidita je konStanta stanovend spravcom burzy. Takto by sa spravca nemal stat’ obet'ou
arbitraze, eSte treba zabezpecit, aby stredna hodnota jeho majetku (Bm[t] a Sm[t]) zostala
dlhodobo na nule:

o[t +1]= p[t]exp (Buys (t)—.Sel'ls'(t)— Sy, [t]j
Likvidita

To znamena, ze ak je spravca trhu v long pozicii, bude lakat’ kupcov znizovanim ceny a

naopak. Stale je tu vSak moznost’, Ze sa spravca trhu stane obet'ou arbitraZe - ak dostatocne

vel'ké mnozstvo agentov sucasne zvoli stratégiu kupit’, pockat’ a predat’, a naopak. Vysledkom

je negativny drift By[t]. Aby tomu spravca trhu predisiel, moze zvysit’ cenovy rozptyl ponuky

a dopytu alebo znizit’ likviditu. Zvolime prvi moznost’. Upravime cenovy rozptyl priamo

, .. (Bm[t]) — N .

umerne voci — W , kde v[t] je objem transakcii dany vztahom: v[t] = Z:Si [t+1]-5,[t].
\ i=l

<BM [t]> a <V[t]> su dlhodobé ¢asové priemery. Ked’ spravca zacne stracat’ peniaze, zvysi

cenovy rozptyl, a tym sa jeho celkové imanie udrzi pri 0. Faktor 1/v[t] sluzi ako stabilizator

tohto procesu v tom zmysle, ze ¢im vacSi je spravcov deficit, tym viac agentov ho splaca.

4.4 Modely trhu a predikcia

NajzaujimavejSie javy vznikaji na zéklade silnej spitnej vizby, ktoréd tizko stvisi s efektivitou
procesu ucenia a prisposobovania sa agentov. Najprv potrebujeme generovat’ informaciu z
finan¢nych ¢asovych radov. Zameriame sa na smer pohybu dat (znamienko), t.j. ¢i ide o
pokles alebo narast hodnoty historickej informacie: h[t] = H[prea [t] - Preat [t-1]], kde H[X] je
Heavisidova funkcia. Ak preal [t] = Preal [t-1], h[t] ndhodne priradime 0 alebo 1. Ak by sme v
modeli nahradili h[t] externym procesom, vytratila by sa spitna vizba. Agenti sa snazia
uhédnut’ nasledujucu vitaznt akciu na zéklade predchadzajtcich bitovych informacnych
mnozin dizky m (kazdy retazec pozostavajuci z 1 a 0 ma vlastni reprezentaciu v desiatkovej
stistave, napr. 011 = 3). Uspesnost’ stratégii sa da vyvodit’ z toho, ako &asto sa v priebehu hry
vyskytujii bitové retazce dizky m + 1. Ked’ viak zvysime pamit’ m, a tym aj dizku
skimanych ret'azcov, dostaneme histogram velkého poctu retazcov s nizkymi
pravdepodobnost’ami vyskytu. Tym sa informacia obsiahnuta vo vyskytovom histograme
straca. Z modelu sa vytraca spétna vizba. Frustracia agentov sa zvySuje, ked’Ze im nie je
dovolené nahradit’ netispesné stratégie uspesnejsimi. V systéme, kde neexistuje optimalna
stratégia, to vSak moze byt napokon vyhodou, pretoZe viac momentalne neuspesnych stratégii
poskytuje hrac¢om viacsiu adaptabilitu. Tym skor, ze predikéna sila takychto nahodnych
modelov je omnoho mensia ako v modeloch zaoberajucich sa spravanim rozlicnych typov
agentov, kde sa pravdepodonost’ daného vystupu urci jednoduchym Bayesovym principom na
zéklade predchadzajiaceho priebehu. To znamena, Ze populacia modze byt ovela Uispesnejsia
ako celok, nez ako suma jednotlivych hra¢ov. Tento jav bol nazvany kolektivna inteligencia.
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4.5 Kontrola rizika

Vicsina teorii kontroly rizika je zaloZzena na tichom predpoklade, Zze buduci vyvoj na trhu
bude pokracovanim doterajSieho vyvoja. Obcas vSak nastanu situdcie, ked’ sa menia
podmienky, a tym sa minuly vyvoj stava nepouziteny na predikciu budiucnosti. Odhadovat’
budtice scenare len na zaklade historickych dat je nedostatocné. Modely zamerané na agentov
udavaju ponukaju predikciu vyvoja cien v suvislosti so zdkonitost’ami spravania sa hracov pri
aktualnych podmienkach na trhu. In§pirujeme sa myslienkami panov Bouchaud a Sornette.
Ststredime sa na zmenu buduceho bohatstva AWt daného vlastnictvom portfolia, napr. short
pozicia eurdpskej call opcie o cene Cy, maturite T a strike X, plus long pozicia ¢ [S]
vyrovnavacieho aktiva s hodnotou S; v iterécii t:

AWT :CO —max [ST —X,0]+ %O(pT[St]-(StJrl _St)
t=

Ako mieru rizika pouzijeme varianciu. Mézeme ju zratat’ analyticky pre vSeobecny tvar, alebo
simuléciami, kde sa kazdy agent podiel'a na generovani AWr. Minimaliz4cia variancie priamo
suvisi s hedgingom skrze ¢; [S;] a vedie k optimalnej stratégii s minimalnym rizikom:

o (St —S, k&S
=J.( T t>< St,t—>ST,T>
X <SSt2>

kde pravdepodobnost’ P[ST|St] zratame tak, Ze s¢itame agentov, ktori drzia aktiva s cenou

(pt[St] P[S[S, Jds;

priblizne S; v ¢ase t a St v ¢ase T. Podobne <SSSUHST’T> je strednd hodnota nérastu § poctu

trajektorii, ktoré prechadzajii dostatocne blizko S; a St v danych ¢asoch. <88t2> je kvadrat

strednej hodnoty narastu poctu vSetkych trajektorii v case t.

4.6. Transak¢éné naklady
Transak¢né naklady boli jednym z dovodov, preco Bouchaud a Sornette posadili svoj model

do diskrétneho ¢asu, av§ak samotné naklady do modelu nezahrnuli. Z toho dovodu upravime
predchéadzajuci vzt'ah vyjadrujici zmenu bohatstva agenta pri obchodnej transakcii:

T
AWT —>AWT + Zokl +(k2 +k3st](pt[st]—<pt_l[st_1]
t=

Ako mieru rizika opat’ pouzijeme varianciu.
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0
Aproximacia |(pt [St ] -0, [SH] ~ @_(gt|ast| sa vyuZzije na analyticku Gpravu rizika v tvare
t

podl'a Bouchaud & Sornetta:

2
. Ifooo<5st2>(k2 +k3st)2X{ZZtJ P[St‘SO]dSt
R>R+ S t ,
t=
—[Jzooo<‘ast‘>(k2 +k3St)x[%J P[St‘so]dStJ
] <‘asﬁ‘><‘sstj >><(k2 +k3StiXk2 +k3Stj)

dS i ds {

+ X (00,
o [_JH“M“H‘D

kde prva cast’ vyjadruje sucet variancii transakénych ndkladov a druhd sucet kovariancii.
Kovarian¢na Cast’ prudko rastie s rastiicim poctom transakcii. Prechod do spojitého ¢asu by
znamenal divergenciu rizika(obr. 2). Rychlejsi hedging portfélia zjavne nie je rieSenim.

Obr. 30: standardna chyba bohatstva (p) v zavislosti od "spojitosti" modelu pri nulovych nakladoch
(prerusovanou ¢iarou) a pri 5% transakénych nakladoch k;
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Existuje korekcia y[t], funkcia ¢asu v tvare usmevu. Znacne znizuje riziko a celkové
transak¢éné naklady portfolii s vysokymi transakénymi nakladmi (obr. 3).

Obr. 31: priklad zniZenia transakénych nakladov a rizika vzhl'adom na varianciu (p) zavedenim funkcie Y[t] pri
hedgingu

Delta-Hedging .Il\_ﬂodlﬁc:q vglattlllt_yggD:elta-Hedgmg
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variation in wealth (p) variation in wealth (p)

Dostali sme sa od zakladného modelu minoritnej hry k aplnému realistickému modelu trhu,
ktory by mal odrazat’ javy spojené so spravanim sa agentov na skuto¢nom finan¢nom trhu,
napr. tu¢né chvosty distribucie vynosov, zhluky volatility, vysoka autokorelacia
obchodovanych objemov aktiv.

54



5. Zaver

Vo svojej praci som sa snazil oboznamit’ ¢itatel'a s novou vednou disciplinou, s
minoritnymi hrami. Cez tedriu hier a ekonofyziku, rodi¢ov minoritnych hier, som presiel
k samotnej téme. Uviedol som tri zdkladné typy modelov. Zakladny Zhangov model povodnej
minoritnej hry, ktory sa opiera v prvom rade o simulécie, potom analyticky model A. C. C.
Coolena, ktory je najzlozitejsi, a nakoniec o realisticky model, ktory sa pri modifikacii
zakladného modelu MG in§piroval pracami Bouchauda a Sornetta, a ktory sa snaZi o ¢o
najvernejsie zobrazenie diania na finan¢nych trhoch. Sti¢ast’ou mojej diplomovej prace je
priloha, v ktorej uvadzam zakladny simulaény program povodnej minoritnej hry spolu
s popisom a interpretaciou. Simulaény algoritmus je vytvoreny v programe matlab. Tym som
v podstatnej miere splnil oba ciele, ktoré som si v tejto praci predsavzal. Dalsie cesty vidim
najmi v modifikovani uz existujucich modelov a v praci so zodpovedajicich simulacnymi
vernejSie vykreslit’ a lepSie pochopit’, predpovedat’ a korigovat’ dianie na skuto¢nych
finan¢nych trhoch, pripadne v inych, mozno doleZitejSich oblastiach Zivota (ekologia). Otazka
totiz neznie, do akej miery su bindrne modely schopné odrazat’ realitu, ale ako ich
modifikovat’ a in§pirativne vyuZzit’ pri modelovani a rieSeni skuto¢nych (problémovych)
situdcii.

55



Pouzita literatura:

[1]
(2]
[3]
[4]

[6]

[7]

weboveé stranky:
http://www.wikipedia.com/

http://www.unifr.ch/econophysics (Matteo Marsili: Theory of Minority Games)

http://www.arXiv.org/

Esteban Moro - "The Minority Game: an introductory guide", arXiv: cond-
mat/0402651 v1 26 Feb 2004

A C C Coolen - "Non-equilibrium statistical mechanics of Minority Games",
arXiv:cond-mat/0205262 v1 13 May 2002

A C C Coolen - "The Generating functional analysis of Minority Games
with real market histories", arXiv: cond-mat/0410335 v1 13 Oct 2004

D. Challet, A. Chessa, M. Marsili and Y.-C. Zhang - "From Minority Games to real
markets", arXiv: cond-mat/0011042 v1 2 Nov 2000

Zuzana Richterovd — Minoritné hry a modelovanie financnych trhov (diplomova
praca)

56



Priloha

Zdrojovy kod programu:
Funkcia mtica:

function [vn]=mtica (m)
for j=1:m

v(j)=-1;

v (j+m)=1;
end
vp=randperm (2*m) ;
clear vn;
for i=1l:m

vn (i)=v(vp(i));
end

Funkcia volaj:

function [matical=volaj (m)
e=ones (1l,m);
el=e;
matica=e0;
for i=1:m-1
e=ones (l,m);

e(m-(i-1) :m)=-1;

el=e;

ep=e0;

[matical=rotuj (m,e,matica,i,ep);
end
matica=[matica; (-1)*ones(l,m)];

Funkcia rotuj:

function [matica]=rotuj (poz,e,matica,pocet,ep)
a=e;
el=e;
il=pocet;
k=poz;
if (poz >1)
while (e (poz-1)==-1 & poz-1>1)
poz=poz-1;
[matical=rotuj (poz,e(l:poz),matica,pocet-1,ep);
[e]=zmen (e0) ;
ep=zmenep (e, ep) ;
el=e;
end

for i=poz:-1l:pocet+l
pom=e (1) ;
e(i)=e(i-1);
e (i-1)=pom;
a=[a;el;
end



if (poz>pocet)
an=[a(l,:) ep(poz+tl:length(ep))];
for i=2:1length(a)
an=[an;a (i, :) ep(poz+l:length(ep))];
end
matica=[matica;an];
else
if (poz==pocet)
matica=[matica;ep];
end
end
end

Funkcia zmen:

function [e]=zmen (e0)

e=e(;
e=[e(2:1length(e)) e(1)1;
el=e;

Funkcia zmenep:

function ep=zmenep (e, ep)
ep=[e(l:1length(e)) ep(length(e)+l:length(ep))];

Funkcia strategia:

function ps=strategia(m,N,s)
a=volaj (2”m) ;
as=volaj (m) ;
ps=cell (N, s);

for i=1:N
vp=randperm (2" (2°m) ) ;
for j=1:s
ps{i,j}=[las a(vp(j),:)"' zeros(2”m,1)];
end
end
Funkcia prehliadka:

function najs=prehliadka(m,s,N,a,it)
najs=cell (N,1);
for i=1:N
poc=0;
pom=-it;
for j=1l:s
if(a{i,J} (1, m+2)>pom)
pom=a{i,Jj} (1,m+2);
poc=1;
else
if(a{i,j} (1, m+2)==pom)
poc=poc+l;
end
end
end



pompole=cell (N, poc) ;

ipoc=1;

for j=1:s
if(a{i,J} (1, m+2)==pom)
pompole{i,ipocl}=a{i,j};
ipoc=ipoc+1;
poml=poml+1l;
end

end

vp=randperm (poc) ;
najs{i}=pompole{i,vp(l)};
end

samotny algoritmus:

clear all;

clc

m=3;

N=3;

s=3;

ps=strategia(m,N,s);

mt=mtica (m)

mit=100;

for it=1:mit
najs=prehliadka (m, s, N, ps,mit);

sucet (it)=0; % j-ty agent ma akt. strat. najs(j),
for i=1:N % predch. m-ticu checkuje v
najs(j) a robi rozhodnutie
i=1;
while (ps{i,j} (:,:)~=najs{i})
J=Jj+1;
if (j>s)error ('nekonecny cyklus')
end
end

for r=1:2"m
if (ps{i,J}(r,1:m)==mt)
akcia(i)=ps{i,Jj} (r,m+1l);
sucet (it)=sucet (it)+akcia (i) ;
end
end
end

if (sucet (it)>0)
vitazna=-1;
prehra=1;
else
if (sucet (it)<0)
vitazna=1;
prehra=-1;
end
end

for i=1:N
for j=1l:s
for r=1:2"m
if((ps{i,j}(r,1l:m)==mt)&(ps{i,Jj} (r,m+l)==vitazna))
ps{i, 1 (1, m+2)=ps{i,J} (1, m+2)+1;
elseif ((ps{i,j} (r,l:m)==mt) & (ps{i,Jj} (r,m+l)==prehra))



ps{i,j} (1, m+2)=ps{i,J} (1, m+2)-1;
end
end
end

end

mt=[mt (2:m) vitazna]
end
plot (sucet, 'r'")
sucet



Popis jednotlivych ¢asti programu:

Funkcia mtica:

vygeneruje ndhodnu variaciu dizky m zlozenej z 1 a -1. Najprv vygeneruje vektor
dizky 2m, kde sa vyskytuje na prvych m miestach -1 a na d’al$ich m miestach 1.
Potom sa urobi ndhodna permutacia a z nej sa zoberie prvych m prvkov. Tym je
zarucena pripustnost’ kazdej variacie.

Funkcie volaj, rotuj, zmen a zmenep:

ich ulohou je vytvorit’ maticu vetkych variacii 1 a -1 dizky m. Variacie vyrabame
takym Stylom, Ze na zaciatku mame jednotkovy vektor. Pridame na posledné
miesto vpravo -1 a ti nechame rotovat’ dol'ava cez vsetky pozicie. Potom priddme
d’al$iu -1 namiesto poslednej 1 a nechame odrotovat’ zasa len ta -1, ktora je prva
vpravo za jednotkami. Ked’ odrotuje, posunieme obe -1 o poziciu dopredu a zasa
odrotujeme len prvu z -1. Postupne menime d’alSie +1 na -1. Pritom si ale musime
pamitat’ aj jednotkovy chvost, ktory ndm zacne vznikat’ pri postivani celej
skupinky -1 dol'ava a naslednom variovani. Tiez musime vediet’ poziciu tej -1,
ktord ide rotovat’. Variacie sa ukladaji do riadkov premennej matica.

Funkcia volaj:

zaCiname z jednotkového vektora e. Postupne od konca prepisujeme v tomto
vektore jednotky na -1. Skor nez zavolame funkciu rotuj, ulozime si do
pomocnych premennych vektor, z ktorého vychadzame pri zavolani funkcie rotu;.
Ta vyjadri vietky permutacie pri danom poéte 1 a -1 dizky m. Jediny parameter je
m. Pocet jednotiek v kazdej d’alSej iteracii klesa na ukor -1. Na konci eSte pridame
do pola matica vektor minus jednotiek.

Funkcia rotuj:

vo funkcii volaj, kde pouzivame funkciu rotuj, sa nam v kazdej iteracii meni
vektor e. Lenze tento vektor sa meni aj vo vnutri funkcie rotuj. Funkcia rotuj si
musi pamaétat’ vektor e, z ktorého vychadza. Tiez si potrebujeme pamitat’ poziciu -
1, ktora bude rotovat’, a taktiez aktudlny pocet 1 vo vektore e. Prvy cyklus zacina
podmienkou, Ze rotujiica -1 nemo6ze rotovat’, ak pred fiou nie su ziadne jednotky,
teda poz musi byt’ véacsie ako 1. While cyklus kontroluje, aby rotovala len prva -1,
ak by pred nou uz bola -1, posunieme sa na jej poziciu. Ked’ ndjdeme -1, pred
ktorou nie je -1, ale su tam nejaké 1, pocet pozicii jednotiek, ktorymi pldnujeme
rotovat’, sa znizi o jedno. Do ep sa uklada koncova Cast’ vektora e, ktora nerotuje.
Zavolame funkciu zmen, ktoré posle prvy prvok vektora e na koniec, ¢im sa
posunie -1 o poziciu dol'ava. Funkcia zmenep zmeni ep podl’a toho, ako sa meni e.
Nasledujuci for cyklus ndm postupne vymiena poziciu -1 s predchaddzajucimi 1.
Dostavame variacie. Ukladame ich do premennej a. Tieto varidcie maju vSak
skratent dizku, lebo variuje vzdy len -1 prva zl'ava. Preto sa musi k skratenej
variacii do premennej matica prilepit’ koncova Cast’. Tato vSak méze mat’ rzny
tvar, z toho dévodu sa zaviedla premenna an.

Funkcia strategia:

najprv si zavolame pole vSetkych varicii 1 a -1. Potom si vytvorime as, teda ta
Cast’ stratégie, ktora je pre vSetkych hracov rovnaka. Potrebujeme bunkové pole,
kde kazdému hracovi nahodnym spdsobom vyberieme s roznych stratégii.



K rovnakej ¢asti as prilepime nadhodny transponovany riadok z pol'a a vSetkych
variacii 1 a -1. Ku kazdej stratégii pripojime aj nulovy vektor. Nula v prvom
vektore tohto riadku v d’alSom posluzi ako virtualne skore danej stratégie.

Funkcia prehliadka:

- ma za ucel vyber aktivnych stratégii. V prvej Casti kazdy agent zist'uje pocet
svojich stratégii s maximalnym skére. Tento pocet si zapamaita a takisto vel'kost
maximalneho skore. V druhej Casti si agenti vytvoria pomocné pole, do ktorého si
ukladaju tie svoje stratégie, ktoré maji maximalne skore. Nakoniec si agenti
vybert ndhodne jednu zo svojich virtudlne najlepSich rovnako uspeSnych stratégii
z tohto pola. Virtudlnu uspesnost’ vyjadruje &islo v riadku 1 a stipci m+2.

Samotny algoritmus:

- popisuje mechanizmus minoritnej hry. Ma 3 parametre, pamét m, pocet stratégii s,
pocet hracov N. Pocet iterdcii sa nastavuje v premennej mit. Agenti na zaklade
predchadzajicich m vitaznych akcii ulozenych v mtici prehliadaji svoje stratégie
a vybert si aktivnu. Podla tej sa nasledne rozhodnu. V ramci iteracie sledujeme
sucet akcii. Tento sucet je vzdy na zaciatku iterdcie nulovy a na konci iteracie jeho
kladnost” alebo zapornost’ rozhodne o minoritnej vitaznej akcii. Agenti
prehodnotia svoje rozhodnutia, zistia spravnost’ alebo nespravnost’ svojich
rozhodnuti a toto zistenie premietnu do virtualnych skore svojich stratégii. Tento
sucet je zatial jedinou sledovanou hodnotou. Jeho vychylka od nulove;j stredne;j
hodnoty vyjadruje vzdialenost’ od rieSenia, ktoré je globalne optimalne, lebo
zodpovedd maximalnemu poctu vitazov (N/2-1).

Program je skonStruovany v zavislosti od parametrov m — pamét’, N — pocet hracov, s — pocet
stratégii. Ma teda pozadovanu variabilitu. Samotny algoritmus vyuziva 7 funkcii. Téato
zakladna verzia ma iba jediny vystup, predpoklada neparnost’ N a pocet iteracii nie je
vstupom, tieto (z hl'adiska d’alSej prace s programom) drobné nedostatky je vSak mozné vel'mi
jednoducho odstranit’. Samotné simulécie a d’alSia praca s tymto programom by tematicky
vystacili na d’alSiu diplomov1 pracu, preto nebola cielom mojej diplomovej prace. Za dolezité
pokladam to, Ze program dobre simuluje vyvoj v Zhangovom modeli zédkladnej MG, je
funk¢ny, variabilny, l'ahko sa s nim pracuje, je mozné ho I'ahko upravovat’ a modifikovat’

v zavislosti od toho, ¢o chceme modelovat’. V programe je dobre urobené pridel'ovanie
stratégii hraCom. Ti si vyberaju stratégie z mnoziny vSetkych stratégii ndhodne, pricom nie je
mozné, aby mal nejaky hra¢ pridelené 2 alebo viac identickych stratégii. Kazda pripustna
stratégia ma pritom rovnakl Sancu, Ze si ju agent na zaCiatku zvoli. Program moZzno okamzite
pouzit’ napriklad na vytvorenie simulacii podobnych s tymi na obrazku 13.



