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Abstrakt

Tato diplomova praca by mala sltzit ako uc¢ebny material. Zaobera sa teériou
hier, konkrétne nekooperativnymi hrami s asymetrickou informéciou. Ob-
sahuje tedriu k hram typu Moral hazard, Adverse selection, Signalling a
Screening. K jednotlivym kategériam st uvedené riesené priklady a zadania
prikladov s vysledkami.

Klacové slovéa: Tedria hier, Moral hazard, Adverse selection, Signalling,
Screening

Abstract

This work should be used as educational source. It deals with game theory,
concretely with noncooperative games with asymetric information. It in-
cludes theory about Moral hazard, Adverse selection, Signalling and Screen-
ing. For each category there are couple of solved problems and couple of
problems with solutions only.

Keywords: Game theory, Moral hazard, Adverse selection, Signalling, Screen-
ing
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Uvod

Pociatky tedrie hier mdzeme sledovat az do roku 1713, kedy James Walde-
grave prezentoval rieSenie (minmaxova zmieSand stratégia) kartovej hry le
Her pre dvoch hracov. V roku 1838 Antoine Augustine Cournot v svojej
praci Researches into the Mathematical Principles of the Theory of Wealth,
predstavil analyzu spravania sa duopolov. V roku 1881 Francis Ysidro Edge-
worth predstavil pojem konkuren¢ného ekvilibria v ekonémii, pozostavajice;j
z dvoch 0s6b a dvoch typov komodit. Emile Borel v praci Algebre et calcul
des probabilites z roku 1927 sformuloval prvé minimaxové riesenie pre hry o
dvoch osobach a troch az piatich stratégiach.

No tedria hier, ako samostatnad vedna disciplina neexistovala az do roku
1928, kedy John von Neumann publikoval sériu prac, ktoré vyvrcholili pracou
The Theory of Games and Economic Behavior (Tedria hier a ekonomického
spravania sa) z roku 1944, ktorej spoluautorom bol aj Oskar Morgenstern.
Tato praca sa zasluzila o to, Ze sa tedria hier dostala do povedomia Iudi.
Uplatnenie tedrie hier je hlavne v aplikovanej matematike a ekondémii, no
pouziva sa aj v bioldgii, filozofii ¢i socioldgii. Znamym prikladom z tedrie
hier je hra viznova dilema, ktora je zdkladom nespocetného mnozstva prac.
Najzndmejsim ”"hernym teoretikom” je pravdepodobne John Nash, ktory
predstavil Nashovo ekvilibrium a o ktorom bol natoceny Oscarmi ovenceny
film A Beautiful Mind.

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat nekooperativnymi hrami
s asymetrickou informéciou, t.j. Ucastnici nespolupracuju, ale kazdy chce
maximalizovat svoj zisk sam. Asymetria spoc¢iva v tom, Ze jeden z hracov
mé informdciu, ktortt druhy hra¢ nema. Cielom je popisat tedriu, vysvetlit
ju na vzorovych prikladoch a nakoniec uviest priklady na rieSenie tak, aby
tato praca mohla sluzit ako plnohodnotny ucebny material.

Praca je rozdelena do 5 casti. V prvej popiseme zaklady teorie hier, po-
jmy a definicie, ktoré budi potrebné pre dalsie kapitoly. Druhé cast obsahuje



uvod do asymetrickych hier a rozdelenie do jednotlivych kategdrii. V tretej a
Stvrtej Casti sa budeme zaoberaf uz jednotlivymi kategériami hier s asymet-
rickou informaciou, ich podrobnym popisom, jednotlivymi stratégiami a ich
pripadnymi ekvilibriami. Ku kazdej kategorii uvedieme podrobne vyriesené
vzorové priklady a na konci niekolko zadani prikladov na rieSenie. V piatej
¢asti budu vysledky prikladov na riesenie (bez uvedeného postupu).



Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

Pod hrou v tedrii hier, vSeobecne rozumieme priklad, kde sa vopred dany
pocet hracov rozhoduje medzi vopred danymi stratégiami (nie nutne rovnaky-
mi pre kazdého hrac¢a) s vopred danymi vyplatami. Pritom sa predpoklada
racionalita hracov, to znamena, ze kazdy maximalizuje svoju vyplatu.
Typickym prikladom je hra viiziiova dilema. Pribeh: Policia zatkne 2 Tudi
pre podozrenie z kradeze. Vypocuva kazdého samostatne. Obidvaja dostant
rovnakiu ponuku: Ak sa prizna k tomu, Ze to spravili obaja, a ten druhy nie,
potom on dostane 1 rok za spolupracu, a ten druhy dostane 10 rokov. Ak sa
obidvaja priznaju, dostane kazdy po 5 rokov, no ak sa neprizna ani jeden z
nich, pre nedostatok dékazov si kazdy odsedi len 3 roky. Je tu vopred dany
pocet hracov (2), vopred dané stratégie (priznat sa, nepriznaf sa) s vopred
danymi vyplatami (pocet rokov vo viizeni). Dilema z nazvu spociva v tom,
ze ak sa jeden hrac¢ neprizna, moze v zavislosti od rozhodnutia druhého hraca
dostat bud 1, alebo 10 rokov. Ak sa priznd, moze dostat 3 alebo 5 rokov.
Tak sa rozhodne radsej priznat, kedy je aj ta4 horsia situacia, 5 rokov, stale
lepsia ako 10 rokov. Takto budt uvazovat obidvaja a nakoniec sa priznaju,
takze dostanu 5 rokov, aj ked sa mohli obidvaja nepriznat a dostat 3 roky.
Ekvilibrium hry nie je v tomto pripade to redlne najlepsie dosiahnutelné.
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1.1

Typy a zapisy hier

Hry sa mo6zu lisit vo viacerych aspektoch, teda ich mozeme delit nasledovne:

podla informovanosti hradov:

Hry s uplnou informaciou - vSetci hraci maju vsetky mozné informacie

Hry s netplnou informéciou - niektoré informacie st nedostupné pre
vsetkych hracov

Hry s dokonalou informéaciou - kazdy hrac vie, kde sa v danom okamihu
hry nachadza

Hry s nedokonalou informéciou - hra¢ nemusi vedief, kde sa préave
nachéadza

Hry s istotou - v hre sa nevyskytuje ndhoda
Hry s neistotou - v hre sa vyskytuje aj ndhoda
Hry so symetrickou informaciou - vSetci hraci maju rovnaké informacie

Hry s asymetrickou informaciou - niektori hrac¢i maja informac¢ni vyho-

du

podla podétu krokov:

e jednokrokové hry

opakované hry

— nekonecne opakované hry

— hry s koneénym poc¢tom krokov

podla sposobu rozhodovania:

simultanne hry - hraci sa rozhoduji naraz

sekvencéné hry - hréaci sa striedaju v tahoch
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Rozlisujeme dve formy zapisu hry - extenzivnu a strategick.

Definicia: Hrou v extenzivnej forme I' nazyvame Sesticu

{I,(z,>),c(.), A(.), P,u}, kde:

e I ={N,1,2,...} - mnozina hracov, N - je hra¢ nédhoda

(x,>) - herny strom, dany mnozinou vrcholov x a relaciou predchédza-
nia >, > je tranzitivna, antisymetrické a teda c¢iastocne usporiadana

t(.) - zobrazenie x — I, ktoré priraduje kazdému rozhodovaciemu vr-
cholu x hréca, ktory sa v lom rozhoduje

A(.) - A(h) je mnozina vSetkych akcii, ktoré ma hrac¢ k dispozicii v
informac¢nej mnozine h

P - rozdelenie mnoziny vsetkych vrcholov na informa¢né mnoziny
e u - funkcia vyplat

Potrebujeme este pojem stratégia a informac¢né mnozina.

Definicia: Stratégiou nazyvame uplny predpis akcii, ktoré hra¢ voli vo vset-
kych svojich rozhodovacich vrcholoch, bez ohladu na to, ¢i sa do nich v
priebehu hry dostane alebo nie.

Definicia: Informac¢nou mnozinou nazyvame mnozinu vrcholov, o ktorych
hrac vie, ze sa nachadza v jednom z nich, nevie vSak v ktorom.

Priklad: Mayersonova hra

Hraju dvaja hraci a hra¢ ndhoda. 1. hrac si potiahne kartu z balika. Nahoda
urdi, ¢ je to ¢ierna (black) alebo ¢ervena (red) karta. 1. hra¢ sa na 1iu pozrie
a vyberie si, ¢i zlozi (fold) alebo nie (rise). Ak nezloZi, ale prihodi, 2. hrac¢ si
vyberie, ¢ prihodi (meet) alebo neprihodi (pass) a pozrie sa na kartu. Zapis
v extenzivnej forme:

I={N,1,2}

AN(N) = {red,black}

Ai(l.a) = {Fold, Rise} , A1(1.b) = {fold,rise}
Ay(2.0) = {meet, pass}
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S ={Ff,Fr,Rf,Rr} Sy = {m,p}

vyplaty a informa¢né mnoziny st zrejmé zo stromu hry (obrazok 1.1).

202

1,1 m7 ﬁs m7 ﬁs -1.1
2,-2 1-1 2.2 -1,1

Obrazok 1.1: Mayersonova hra

Definicia: Hrou v strategickej forme nazyvame trojicu G = {I, S, u}, kde:

e [ ={1,2,...,n} - mnozina hracov
e 5=5 x5 x... x5, - mnozina profilov stratégii
o u = (uy,us,...,u,) - vektor funkcii vyplat

Priklad: Suboj pohlavi

Manzelsky par sa rozhoduje, ako stravi vecer. Manzelka chce ist na koncert,
manzel na box. Zapis v strategickej forme:

I={M,F}

S = {<B7B)7 (B’ K)v (K’ B)v (Ka K)}

Vektor funkcii vyplat sa ¢asto nahradza tabulkou vyplat:

B K

)

2,1
0,0

~| o
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Definicia: Statickou Bayesovou hrou v strategickej forme nazyvame péticu
(I,A T, u: T, x A= R, ;) , kde:

e [ ={N,1,2,...,n} - mnozina hrécov
e A=A x Ay x ... x A,- profil akcii, A; je mnozZina akcii hraca i
o I'="T, xTy, x ... xT,- mnozina profilov typov hracov, T; je mnozina

typov hraca i

e u; - funkcia vyplat hraca i, u;(t;, a)

Wi - systém predpokladov hraca i o pravdepodobnosti typov ostatnych
hrécov, p;(t—i[t:)

1.2 Stratégie a ekvilibria

Rozlisujeme dva typy stratégii. Cisté a zmiesané. Hrac¢ ma Cisté stratégie,
ak voli svoju stratégiu s;, z mnoziny stratégii S;, bez akejkolvek ndhodnosti.

Definicia: Stratégiu s; hraca nazyvame ostro dominantnou stratégiou, ak
plati, Ze pre lubovolny profil stratégii s_; zahrany protihra¢mi prinisa straté-

.....

ui(si, S,i) > Ui(SfL», s,i),VS,Z- S Sfi

Definicia: Stratégiu s; hraca nazyvame slabo dominantnou stratégiou, ak
plati, Ze pre lubovolny profil stratégii s_; zahrany protihra¢mi prinasa straté-

.....

Ui (85, 5-3) > u(s;,5),Vs_; € S_;

Definicia: Stratégia s, je ostro (slabo) dominovana stratégiou s,. Plati, ze
ak existuje ostro dominantna stratégia s;, tak je jedina. Slabo dominantnych
stratégii moze byt viacero.

Definicia: Profil stratégie s* nazyvame ekvilibriom ostro dominantnych stratégii,
ak pre kazdého hraca i je s; jeho ostro dominantna stratégia.
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Veta: Ak ma hra ekvilibrium ostro dominantnych stratégii, tak toto ekvilib-
rium je Nashovym ekvilibriom hry. Nashové ekvilibrium hry, je také ekvilib-
rium, kde uz Ziadny hra¢ nemdze ziskat viac¢siu vyplatu tym, Ze len on sadm
zmeni stratégiu.

Definicia: Zmiesanou stratégiou o; hraca i nazyvame rozdelenie pravde-
podobnosti nad mnozinou ¢istych stratégii daného hraca S;.

Definicia: Profil zmieSanych stratégii o* = (o7, ...,0}) nazyvame Nashovo
ekvilibrium v zmiesanych stratégiach, ak pre kazdého hraca ¢ € I plati:

o = argmax w;(o;,0%,;)

i€,

*

Definicia: Profil strategii v statickej Bayesovej hre (si(.), s3(.) ... s%(.)) nazy-
vame Bayesovym Nashovym ekvilibriom (BNE) pre kazdého hraca a pre
kazdy jeho typ, ak

0 maltoilts) wilt, sp(6), 87, (0)) = Y paltolts) wilti ai, 87, (E)

t—i €T t_i€T—;

pre vsetky a; € A;.

Definicia: Nech s* je BNE hry s netplnou informéciou. Hovorime, ze in-
formacnd mnozina je na ekvilibriovej ceste, ak vzhladom na s* a rozdelenie
typov je dosiahnutelnd kladnou pravdepodobnostou. Ak je dosiahnutelné s
nulovou pravdepodobnostou, hovorime, Ze je mimo ekvilibriovej cesty.

Definicia: Profil stratégii s nazyvame sekven¢ne racionalnym vzhladom na
systém predpokladov p, ak s vyberie v kazdej informacnej mnozine racional-
nu akciu.

Definicia: Profil stratégii s* a systém predpokladov p tvoria slabo dokonalé
Bayesovo ekvilibrium, ak splhaji:

e Hra ma systém predpokladov, teda v kazdej informac¢nej mnozine ma
hra¢, ktory sa v nej rozhoduje, dobre definovany predpoklad . Sys-
témom predpokladov i hry v extenzivnej forme nazyvame rozdelenie
pravdepodobnosti nad rozhodovacimi vrcholmi v kazdej informacne;j
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mnozine. Pre kazdy rozhodovaci vrchol x v informaé¢nej mnozine h(x)
plati:

S ) = 1) € (0,1)

z€h(x)

e Nech s* je BNE. Pozadujeme, aby vSetky informac¢né mnoziny na ekvilib-
riovej ceste boli konzistentné s Bayesovym pravidlom.

e V informac¢nych mnozinadch mimo ekvilibriovej cesty, kde nie je mozné
pouzit Bayesove pravidlo, je predpoklad Tubovolny.

e Vzhladom na dané predpoklady, stratégie hracov musia byt sekvenéne
racionélne.



Kapitola 2

Hry s asymetrickou informaciou

Hrou s asymetrickou informéaciou nazyvame taka hru, kde jeden z hracov
mé informacntt vyhodu oproti druhému, t.j. jeden vie nieco, ¢o ten druhy
nevie. Typickym prikladom st modely, kde predavajici ma viac informécii
o predavanom produkte, napr. predavac¢ ojazdenych vozidiel, realitny agent,
obchodnik s akciami. Na druhej strane pozname aj pripady, kde méze mat
informac¢nii vyhodu kupujuci, napr. trazova poistka alebo kupovanie ume-
leckého diela u predajcu, ktory nemé dielo ocenené znalcom. Podobne medzi
hry s asymetrickou informéciou méZzeme zaradit pracovny pohovor.

Teodria hier s asymetrickou informéciou je casto pouzivana v oblasti eko-
nomického vyskumu a uz viac ako dve desafrocia je nevyhnutnym néstro-
jom nemalej c¢asti vyskumnikov. Jej pociatky sa datuju do roku 1970, kedy
George Akerlof uverejnil svoju pracu The Market for Lemons, v ktorej na
trhu s ojazdenymi autami predstavil asymetricka informéaciu a jej dosledky.
Druhym prelomom bol rok 1973, kedy Michael Spence uverejnil svoju pracu
Job Market Signalling, v ktorej popisal spravanie sa zamestnancov a zamest-
navatelov na trhu prace. V roku 2001 dostali pani Akerlof, Spence a Stiglitz
za ich analyzu trhov s asymetrickou informaciou Nobelovu cenu.

Hry s asymetrickou informaciou moézeme rozdelit do 2 hlavnych kategodrii:
e Moral hazard
o Adverse selection

Pojem Moral hazard vyjadruje to, zZe redistribtucia rizika meni spravanie sa
Iudi. Napriklad Tudia, ktori maji poistenie proti kradezi auta, sa mozu
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spravat TahkovaZznejSie a nechaf obcas auto nezamknuté. Podobne Tudia,
ktori maji trazovi poistku sa menej boja robit nebezpeéné veci (napr.
skalolezenie a pod.), pretoze vedia, Zze pripadny traz im bude vykompen-
zovany. Dalsim prikladom méze byt opakovana pomoc, finanéna alebo iného
druhu, niekomu v nudzi. T4 vytvara moralne riziko, ze ten, kto ti pomoc
potrebuje, si na 1u zvykne a prestane sa snazit sdm z toho problému dostat.
V tedrii hier mdzeme hry typu Moral hazard dalej rozdelift na Moral hazard
so skrytou akciou a Moral hazard so skrytym poznanim.

Adverse selection vyjadruje to, ze vdaka asymetrickej informécii je jedna
skupina tcastnikov trhu znevyhodnena. Napriklad ak si nefajciar chce uza-
vrief poistku, poistoviia nevie, ¢i je fajéiar alebo nie a preto mu nastavi vyssiu
cenu, taki, akt nastavi fajciarovi. Ak by tuto skutoc¢nost vedela poistoviia
zistif, mohla by nastavif rozdielne ceny poistiek. Dalsim prikladom méze
byt trh prace. Zamestnavatel nevie urc¢it mieru produktivity uchédzaca o
zamestnanie a preto mu ponikne nizsi plat, ako keby vedel jeho produk-
tivitu. Tieto situdcie sa daju riesif signalmi, ktoré jednotlivi Gi¢astnici trhu
mozu zasielat. Napriklad ak niekto ide na vysoku Skolu, predpoklada sa,
ze je vysokoproduktivny, aj keby ju ledva presiel. To, Ze na nu isiel je pre
zamestnavatela signalom, Ze uchidzac je vysokoproduktivny. Zamestnavatel
tiez moZe vytvorit situdciu, kde zamestnanec bude dontteny prezradit o sebe
nieco. Od Adverse selection mézeme dalej odvodif podkategdrie Signalling a
Screening.

Kazdu z tychto hier mozeme opisat jednoduchym Principal - Agent mode-
lom, kde agent ma informac¢nu vyhodu. V tychto modeloch ide o to, ze prin-
cipal pontka agentovi zmluvu, ktora agent prijme alebo odmietne. V Moral
hazard modeloch priroda zasahuje do hry az po uzatvoreni zmlav. V pripade
hier typu Moral hazard so skrytou akciou, priroda zasahuje az po tom, ako
agent nieco podnikne, v hrach typu Moral hazard so skrytym poznanim pred
tym. V hrach typu Adverse selection, priroda zac¢ina hru a uréi typ agenta.
Agent moze poslat signél principalovi. Ak to spravi pred pontknutim zmlu-
vy, tak sa jedna o Signalling, ak signél posle po uzatvoreni zmluvy, jedna sa o
Screening. Ak neposle ziadnu spravu, ide o typ Adverse selection. Jednotlivé
kategdrie nie si jednoznacne odlisitelné, navzajom sa prelinaji. Stromy hier
vidno na obrazku 2.1.
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Moral hazard so skrytou akciou

zmluva

Signalling

r
@% signdl /ﬁ\ zmluva
ni ZkOPr‘. U

Screening

zmluva

Obrazok 2.1: Stromy hier s asymetrickou informéciou



Kapitola 3

Moral hazard

3.1 Moral hazard so skrytou akciou

Pre pochopenie principu riesenia tychto hier si najprv uvedieme hry so sy-
metrickou informéciou. Najlepsie si to vysvetlime na dvoch typoch hier. Tie
sa lisia v tom, kto ma vyjednévaciu vyhodu. V prvej hre je vela firiem (prin-
cipalov), ktoré sitazia o zamestnanca (agenta), ktory je len jeden. V druhej
hre si tlohy vymenia. Principal je len jeden a on si vyberd spomedzi teore-
ticky nekonecne vela kandidatov na pracu.

Pre obidve hry st spolo¢né tieto vlastnosti:

e Kazdy fah je vSeobecne znamy

e Vystup firmy (principala) ¢(e) je rasttici so snahou e, kedze ¢im pra-
covitejsi zamestnanec, tym vyssi zisk pre firmu

e Principalova funkcia zisku V(¢ — w) je rastica s rozdielom vystupu a
platu

e Agentova funkcia uzitocnosti U (e, w) je klesajica so snahou e a rasti-
ca s platom w, kedZe Clovek prirodzene chce ¢o najviac penazi za ¢o
najmenej prace

e Hraci: principal a agent

e Casovy plan hry:
1. krok: principal pontkne agentovi zmluvu
2. krok: agent ju prijme alebo zamietne
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3. krok: ak ju agent prijme, vynalozi snahu e
4. krok: vystup je rovny ¢(e), kde ¢’ > 0

e Vyplaty:
Ak agent odmietne zmluvu, jeho zisk sa rovna jeho rezervacnej uzi-
tocnosti U a zisk principala je nulovy. Ak agent zmluvu prijme, jeho
zisk je rovny U (e, w) a principal bude mat zisk V(g — w)

Hra 1 - Produkéna hra 1

Principal je jeden a agentov je vela. KedZe teoreticky je nekonecne vela
agentov, tak ak chce byf agent prijaty, musi sa uspokojit s minimalnym
platom, s ktorym vSak musi dosiahnuf aspoii rezerva¢nt uzitoc¢nost, teda

Ue,w(e)) =U (3.1)
Principal chce maximalizovat svoj zisk, takze

max V(q(e) — w(e)) (3.2)

e

Nutnou podmienkou je

V'(q(e) —w(e)) (% — %) =0 (3.3)

KedZe V je vzdy rastica, teda prva derivicia je vzdy kladné, tak

dg 0w

- A4
Oe Oe (3-4)

Vyuzitim vety o derivacii implicitnej funkcie dostavame

BE-E

Teraz musi principal vymysliet tak(i zmluvu, ktord by donutila agenta vy-
nalozit snahu vyhodnejsiu pre principala. M4 viac moznosti:
e donucovacia zmluva, kde agentovi pontkne plat w*, ak vynalozi snahu
e*, alebo nulu, ak vynalozi ini snahu
e hranicna zmluva, kde mu pontukne plat w*, ak vynalozi snahu vécsiu
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rovnu ako e* a nula ak mensiu

e linedrna zmluva, kde pontiknuty plat je v tvare w(e) = a + [ * e.
o a (3 sa uréia tak, Ze spliiajii rovnicu w(e*) = a+ B *e* a tato priamka
je doty¢nicou k indiferencnej krivke U = U a dotykajii sa v bode (e*, w*)

Hra 2 - Produkéna hra 2

V tejto verzii hry je vela principalov a len jeden agent. Znovu principal
ponuka agentovi zmluvu, no je si vedomy, zZe tentoraz je agent ten, kto si
moze klast podmienky. TakZe vie, Ze agentovi musi ako plat pontknuf cely
svoj zisk, inak ten zmluvu neprijme. Maximalizujeme teda agentovu funkciu
uzitocnosti.

max Ule,q(e)) (3.6)
Nutnou podmienkou je v tomto pripade
ou ou dq
- )1 (=) =0 3.7
5 (a) (5 (37)
Ako sme uz spomenuli, plat agenta je vystupom firmy, teda %—[q] = g—g, z ¢oho

dostavame

@) e

Obidve hry si ukdzeme na konkrétnych prikladoch. V obidvoch bude agento-
va funkcia uzito¢nosti dana cez rovnicu, no vystup principala bude v jednom
pripade dany pomocou funkcie a v druhom pomocou tabulky.

Rieseny priklad 3.1.1

Predokladajme, ze agent mé funkciu uzitoc¢nosti U = /w — e, kde e moze
nadobiidat hodnoty 0 alebo 1. Jeho rezerva¢na utilita U nech je 5. Pravde-
podobnost jednotlivych vystupov principala pri roznych trovniach snahy je
vidno v tabulke

vystup
0 100

snaha
nizka (e=0) |04 0.6
vysokd (e=1) | 0.2 0.8
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Otazky:

(a) Ak je vela principalov a méalo agentov, ako bude vyzeraf zmluva, ktort
principal pontikne agentovi a aké bude jeho uzito¢nost?

(b) Ako by vyzerala zmluva, ak je vela agentov a malo principalov? Aky
bude zisk principala?

(c) Akd snahu by agent zvolil, ak by bol majitelom a zamestnancom zéaroven
a aka by bola jeho uZito¢nost?

Odpovede:

(a) Zisk principala musi byt 0. Agent dostane vSetok vystup, takze si vyrata
vsetky mozné uzitocnosti pri réznych vystupoch. Pri e = 0 principal dosi-
ahne vystup 0.4 %« 0 4+ 0.6 x 100 = 60, takze agentova uzitocnost U = 7.74 a
pri (e = 1) je vystup 0.2 x 0 4+ 0.8 * 100 = 80, takZze agentova uZito¢nost je
U = 7.94. Principal vie, ze ak agentovi pontkne int zmluvu ako t, pri ktore;
mé agent maximéalnu uzitocnost, tak ju odmietne. Preto pontkne agentovi
nasledujicu zmluvu: w =80 ake =1aw = 0 ak e = 0, ¢im dontti agenta sa
snazit, kedze inak by jeho uZitocnost bola mensia ako rezervacna. Agentova
uzito¢nost bude U(e = 1) = /80 — 1 = 7.9.

(b) Agentova uzito¢nost sa musi rovnat jeho rezerva¢nej uzitocnosti, teda
U = 5. Principal si vyrata svoj zisk pre obidve snahy.

Ak e=0,tak 5= /w—0=w =25 ¢=060, V=060—25=45.

Ak e=1, tak w =36, ¢ =80, V =80 — 36 = 44.

Teda paradoxne je pre principala lepsie, ak je agent menej snazivy. To
je sposobené hlavne nevelkym rozdielom v efektivite agenta a aj jeho vyso-
kou rezervacnou uzito¢nostou. Principal pontkne agentovi taktuto zmluvu:
w=25ake=0aw=0ake=1.

(c) Kedze agent je majitelom firmy, tak vSetok vystup ¢ ide jemu, takze
w = q. Ztoho U(e = 0) = 0.4 %0 +0.6%+/100 -0 =6, Ule = 1) =
0.2 % v/0 + 0.8 x v/100 — 1 = 7. Teda preferoval by vyssiu snahu a jeho
uzitocnost by bola 7. Vsimnime si, Ze dosiahne nizsiu uzitoc¢nost, ako keby
pracoval pre principala.

Pozndamka: Snahu vynaloZil len jednu a preto ju odcitavame len raz.
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Rieseny priklad 3.1.2

Predpokladajme, Ze agent ma funkciu uZitocnosti U = log(w — €?), e € RT.
Jeho rezerva¢éna uzitoénost U = 5. Vystup principala je dany funkciou
q(e) = 100log(1 + e).

Otazky:

(a) Ak je vela principalov a méalo agentov, ako bude vyzeraf zmluva, ktort
principal pontikne agentovi a aké bude jeho uzito¢nost?

(b) Ako by vyzerala zmluva, ak je vela agentov a malo principalov. Aky
bude zisk principala?

Odpovede:
(a) V tomto pripade mé vyjednavaciu silu agent, teda zisk principala bude
nula. Agent maximalizuje svoju funkciu uzito¢nosti. Z (3.5) dostavame

(w i 62) (113()@) - (w__z;) (3.9)

z toho dostaneme e* = 6.59. Vsimnime si, Ze snaha nezavisi na plate. Dalej
dostavame ¢* = 202.7, teda aj w* = 202.7. Principal ponikne agentovi
nasledujicu zmluvu: w = 202.7, ak vynalozi snahu e = 6.59, pri inej snahe
dostane agent 0. Agentova uzitocnost bude U = 5.07.

(b) Kedze principal ma v tomto pripade vyjednavaciu silu, agentova uzi-
to¢nost bude U = 5, z toho si vyjadrime @ = €2 + exp(5). Zisk principala
je V.= q(e) —w(e) = 100log(1 + e) — e* + exp(5), ten chce maximalizovat.
Z nutnej podmienky nam vyjde (1132) — 2e = 0, z ¢oho dostavame e* =2 6.59.
Dopocitame ¢* = 202.7 a w* = 191.8. Zisk principala je V = 10.9. Zmluva
moze byt napr. ”donucovacia”:

ak agent vynalozi snahu e = 6.59, dostane plat w = 191.8

ak agent vynalozi int snahu dostane nula

V tychto hrach sa asymetrickd informéacia nevyskytovala. T4 sa v hre vysky-
tuje, az ked principal nemoze pozorovat asponl jednu z veli¢in (snahu, vyst-
up). V tom horSom pripade, ked nemédze pozorovat ziadnu z nich, sa konecne
dostdvame k mordlnemu hazardu. Totiz ak principal nemozZze pozorovat
ani snahu, ani vystup, tak ak ponukne agentovi plat vyssi ako nula, agent
nevyvinie ziadnu snahu a napriek tomu dostane plat. Toho si je vedomy aj
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principal, a teda mu pontkne plat 0. Tento problém sa da c¢iasto¢ne vyriesit
napr. viacnasobnym opakovanim hry alebo pozorovanim inej premennej,
ktora je korelovana so snahou.

V pripade, ked moze pozorovat aspoii vystup, tak principal si vie podob-
ne ako v hrach 1 a 2 vypocitat, akd by mala byt agentova snaha, aby on
mal maximalny zisk. Pre tito snahu si vyratat vystup a plat podmienit vys-
tupom. Napr. principal pontkne agentovi plat w ak ¢ = ¢* a0 ak ¢ # ¢*. V
tomto pripade, sa d4 zmluva znovu podmienit nie¢im, ¢o je zavislé na snahe.

Hra 3 - Produkéna hra 3

V tejto hre sa vyskytuje ndhoda. Principal nemoze pozorovat snahu, no
moze pozorovat vystup. Ten je vSak funkciou nielen snahy, ale aj nédhody.
Principal poniikne agentovi zmluvu, ten ju prijme alebo odmietne. Ak ju
odmietne, principal mé zisk 0 a agent rezervacni uzito¢nost. Ak ju prijme,
do hry zasiahne nahoda, ktora urci stav sveta 6, od ktorého zavisi vystup q.
Principal maximalizuje strednti hodnotu svojho zisku V

max E(V(q(é,0) — w(q(¢,0)))) (3.10)
KedZe vie, 7e agent méze zmluvu odmietnut, navrhnuté zmluva musi spliaf
dve podmienky. Prva, podmienka komplementarity stimulov, nuti agenta
vybrat si snahu, ktoru zvoli principal a druhd, podmienka tcasti, zarucuje,
ze uzito¢nost agenta bude aspon taka, ako je jeho rezervaénd uzitoc¢nost, teda
nuti agenta prijat zmluvu. Tie dve podmienky vyzeraja takto:
podmienka komplementarity stimulov:

¢ = argmax FE(U(e,w(q(e,0)))) (3.11)

podmienka ucasti: )
B(U(@, w(q(,0)) > U (3.12)
Systém zmlav musi byt nastaveny tak, aby nami pozadovany systém zmlav

bol pre agenta lepsi ako lubovolny iny.

Jednym zo sposobov, ako mdze principal vybrat zmluvu, je tzv. troj-krokova
metdda panov Grossmana a Harta. Prvym krokom je ndjst pre vSetky trovne
snahy zmluvy, ktoré donutia agenta vynalozif pozadovant snahu. Druhym
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krokom je spomedzi nich néjst zmluvu, ktord mé pre dantt snahu najmensie
naklady. Tretim krokom je vybrat t1 zmluvu, ktord maximalizuje principalov
zisk. Krok jedna a dva sa daju zhrnut do jednej funkcie:

ce) = min E(w(q(e,0))) (3.13)

za podmienok (3.11), (3.12).
Krok tri je vyjadreny rovnicou

max E(V(q(,0) — C(2))) (3.14)

Principal m4 teraz viac moznosti ako navrhntt zmluvu. Jednou z moznosti je
tzv. Boiling-in-oil zmluva, v ktorej je agentovi pontiknuty plat v zavislosti od
vystupu firmy. Ak vystup bude taky, aky pozaduje principal, agent dostane
postacujuci plat. Ak agent vyvinie snahu, ktora vedie k inému vystupu, bude
mu ponutknuty zaporny plat. To znamena, Ze ak agent nevyvinie pozadovant
snahu, tak bude potrestany a bude musiet zaplatif principalovi nejak sumu.
Dalsou moznostou je, Ze agent kiipi firmu, takze vietok vystup pdjde jemu
a principalovi zaplati nejakt ¢iastku. Ukazeme si to na konkrétnom priklade.

Rieseny priklad 3.1.3

Zoberieme si tabulku vystupov z rieSeného prikladu 3.1.1. Funkcia uzito¢nos-
ti agenta nech je U = w — e. Rezerva¢né uzito¢nost U = 3. Zisk principala
je V = ¢ — w. Principal nemdze pozorovat snahu agenta.

Otéazky:

(a) Ak agentov je viac a principal je len jeden, ako bude vyzerat zmluva?
Aky bude principalov zisk a agentova uzito¢nost?

(b) Ako bude vyzerat zmluva, ak sa zavedie podmienka, Ze plat nemoze byt
zaporny w(q) > 07

Odpovede:

(a) Principal si vyréata, aka snaha je pre neho vyhodnejsia.
Ake=0,tak3=w—-0=w=3, ¢ =60, V=60—3 =57.
Ake=1,tak w =4, ¢ =80, V=80—4=T76.

Vyhodnejsia je pre neho snaha e = 1.

Z podmienky tcasti pri snahe 1, ktord vyzera takto:

0.2(w(0) — 1) + 0.8(w(100) — 1) > 3 vyplyva, ze ocakdvany plat musi byt
najmenej 4.
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Prvou z moznosti, ako to dosiahnut je, Ze principal predéa firmu agentovi.
To znamena, ze vSetok vystup pojde jemu. Naviac dostane 4 za pracu a za
to vSetko musi principalovi zaplatit ocakavany vystup, to je 80. Takze ak
vystup bude 100, agentov plat bude 100 + 4 — 80 = 24 a ak bude vystup 0,
tak agentov plat bude 0 4+ 4 — 80 = —76.

Agentova uzitocnost je 0.2(—76) + 0.8(24) — 1 = 3.

Principalov zisk je 0.2(0 — (=76)) + 0.8(100 — 24) = 76.

Druhé mozZnost je, Ze principal navrhne agentovi ” Boiling-in-0il” zmluvu.
Principal chce ¢o najvacsi vystup, takze agentovi pontiikne plat v zavislosti
od vystupu. Ak vystup bude 100, tak agent dostane plat rovny jeho rezer-
vacnej uzitocnosti w(100) = 3. Ak vystup bude lubovolne iny, agentov plat
bude zaporny w(0) = —1000. Moze to byt lubovolné zaporné ¢islo.

(b) Z podmienky kompatibility stimulov 0.4w(0) 4+ 0.6w(100) < 0.2w(0) +
0.8w(100) — 1 dostavame w(100) — w(0) > 5. Zmluvy z (a) ju spliiaja,
ale nespliiaji podmienku, Ze plat nemoze byt zéporny. Takze podmienka
kompatibility stimulov bude splnend ako rovnost. To znamenéa, Ze rozdiel
medzi platom pri vysokom a platom pri nizkom vystupe bude presne 5.

Principal méZe pontknut viacero zmlav, ale chce platit ¢o najmene;
a chce, aby nizky vystup bol neatraktivny, takze sa rozhodne pre zmlu-
vu w(0) = 0 a w(100) = 5. Musi vSak spliiaf, Ze ofakdvani uZzitocnost
0.2(0) + 0.8(5) — 1 = 3 bude vicsia alebo rovna ako agentova uzito¢nost 3.
To je v poriadku.

3.1.1 Priklady

Priklad 3.1.1.1 - Broadwayska hra

Investori chctl investovat peniaze do divadelnej hry. Pontiknu producentovi
hry zmluvu w(q) v zévislosti od vystupu ¢. Producent ju moze prijat alebo
odmietnut. Ak ju odmietne, jeho uzito¢nost je U(100), zisk investorov je
0. Ak ju prijme, méZe sa rozhodnit, ¢i peniaze investuje do hry alebo ich
investuje do hry. Jeho uzitoénost je teda U(w(q)+50) ak peniaze spreneveri a
U(w(q)) ak nie. Nahoda potom ur¢i spesnost hry. S pravdepodobnostou 0.5
bude Gspesna a s pravdepodobnostou 0.5 to bude prepadak. Vystup g potom
zavisi od kombindcie tychto dvoch faktorov a jeho hodnoty st v tabulke. Zisk
investora je V7 = ¢ — w(q).
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Uspesnost hry
uspech prepadak

spravanie producenta
spreneveri -100 100
nespreneveri -100 500

(a) Akt zmluvu maji navrhnif investori, aby maximalizovali svoj zisk?
(b) Ako sa zmeni situdcia, ked je na trhu vela investorov a iba jeden produ-
cent?

Priklad 3.1.1.2

Predpokladajme, Ze agent mé funkciu uzitocnosti U = Jw—e, e € {0,2.4}.
Jeho rezervac¢na uzitoénost je U = 7. Zisk principala je V(¢ — w) = ¢ — w.
Tabulka vystupov je nasledujtca:

vystup
0 49 100 225

snaha
e=0 |01 01 0.8 0
e=241 0 05 0 0.5

(a) Ak je vela principalov a malo agentov, ako bude vyzeraf zmluva, ktort
principal pontikne agentovi a akd bude jeho uzitocnost?

(b) Ako by vyzerala zmluva, ak je vela agentov a maéalo principalov. Aky
bude zisk principala?

(c) Akd snahu by agent zvolil, ak by bol majitelom a zamestnancom zaroven
a aka by bola jeho uzitoc¢nost?

(d) Ako by vyzerala zmluva, ak je vela principalov, mélo agentov a principal
nemoze pozorovat snahu.

Priklad 3.1.1.3

Principalov je vela, agentov mélo, principal moze pozorovat snahu. Predpok-
ladajme, ze agent ma funkciu uzito¢nosti U = w + /w — ae, jeho rezervaéna
uzito¢nost je U = 0. Tabulka vystupov je nasledujtica:

vystup
0 100
snaha
e= 09 0.1
e= 05 0.5




3.1 Moral hazard so skrytou akciou 29

(a) Ak a = 2, akd bude agentova uzitocnost?

(b) Aka bude agentova uzito¢nost ak ov = 107

(c) Pre aké « je agentovi jedno ktort snahu si vyberie?

(d) Ak je agent majitelom firmy, o = 2, akd snahu si zvoli a akd bude jeho
uzitocnost?

(e) Pri akej najviiésej « si agent eSte vyberie snahu 57
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3.2 Moral hazard so skrytym poznanim

V tychto hrach je informacia tiplna. Nahoda urobi krok po uzatvoreni zmlu-
vy, ale eSte pred vynalozenim snahy agentom. Tento krok pozoruje agent,
principal nie. Informacia je na zaciatku symetricka a stava sa asymetrickou
az po uzatvoreni zmluvy. Podmienka kompatibility stimulov sa v hrach so
skrytym poznanim nazyva samovyberajiuca podmienka. Principal sa snazi
navrhnat zmluvu, ktora dontti agenta prezradit informécie o sebe (o svojom
type) a bude prijatelna pre obidvoch.

Hra 4 - Produk¢na hra 4
e Hraci: principal a agent

e Casovy plan hry:

1. krok: principal pontikne agentovi zmluvu w(q, m), kde ¢ je vystup
a m je sprava, ktori agent posle

2. krok: agent zmluvu prijme alebo odmietne

3. krok: nahoda ur¢i stav sveta s podla rozdelenia F'(s), ktoré priradi

s pravdepodobnostou p dobry stav a s pravdepodobnostou
1 — p zly stav. Principal ju nemoze pozorovat, agent moze.

4. krok: ak agent zmluvu prijme, vynalozi snahu e, ktora principal ne-
vie pozorovat a posle spravu m. m moze byt sprava o dobrom
stave alebo o zlom stave sveta

5. krok: vystup je g = ¢(els)

e Vyplaty:
Ak agent odmietne zmluvu, jeho uzitocnost sa bude rovnat rezervacnej
uZito¢nosti U. Zisk principala je 0.
Ak agent zmluvu prijme, jeho uzitocnost je U(e, w|s) a principalov zisk

je V(g —w).

Rieseny priklad 3.2.1

Uvazujeme hru 4. Priroda uréi p = 0.5. Vystupy agenta st ¢(e|d.s.) = 3e
pre dobry stav sveta a g(e|z.s.) = e pre zly stav. Agentova uzito¢nost je
Ul(e,w|s) = w—e?, rezervacnd uzitoénost U = 0 a principalov zisk V = ¢—w.



3.2 Moral hazard so skrytym poznanim 31

Principal sa snazi navrhnaf zmluvu, ktord ma donutit agenta povedat pravdu
o stave sveta. V tejto verzii hry so skrytou informéaciou, musi zmluva spliiat
obidve samovyberajice podmienky a len jednu podmienku tcasti.

Ak by agent aj principal mali rovnaké informécie, priklad by sa dal
vyriesit takto. Agent maximalizuje svoju uzito¢nost. Ak je stav sveta dobry,
riesi

max 3eq — €] (3.15)
d
ak je zly
max e, — e’ (3.16)

€z

Vyriesenim tychto maximalizaénych problémov dostavame optiméalne hodno-
ty snahy a z toho hodnoty vystupov, e; = 1.5, e, = 0.5, ¢, = 0.5, ¢4 = 4.5.

V tomto priklade ale principal nevie pozorovat snahu. Teda musi navrhnit
systém zmlav pomocou samovyberajicej podmienky a podmienky tucasti.
Principal maximalizuje svoj zisk

max [0.5(qq — wq) + 0.5(q. — w.)] (3.17)

qd,qz,Wd, Wz

Agent si vyberie zmluvu (g4, wy), ak sprava m = dobry stav a zmluvu (g, w,),
ak m = zIj stav. Obidve tieto zmluvy musia spliiat samovyberajtcu pod-
mienku a podmienku tcéasti. V pripade dobrého stavu sveta, kde e = ¢/3,
chce principal, aby si agent vybral dobrt zmluvu. Takze samovyberajica
podmienka vyzera takto:

U(qa, wq|d.s.) = wg — <%)2 > Ul(q,,w,|d.s.) =w, — (q?’—z)Q (3.18)

V pripade zlého stavu sveta, kde e = ¢, vyzera samovyberajica podmienka
takto:
U(q,w.|z.5.) = w, — ¢ > Ulqq, wq|2.5.) = wg — ¢ (3.19)

V Case uzatvarania zmluvy agent nevie, aky stav sveta bude. Teda podmien-
ka tucasti bude len jedna a bude vyzerat takto:

0.5U(qq, wqld.s.) + 0.5U(q,, w,|z.s.) =

~ 05 (wd - (%)2) +0.5(w, —¢?) >0 (3.20)

Principal chee platit agentom ¢o najmenej, takze tato podmienka bude splnena
ako rovnost.



3.2 Moral hazard so skrytym poznanim 32

0.5 (wd - (%)2) +0.5 (w. — ¢%) =0 (3.21)

Taktiez samovyberajica podmienka pri dobrom stave sveta bude splnend ako
rovnost, kedZe principal chce, aby si agent vybral v dobrom stave sveta urcite
dobri zmluvu, ale zaroven mu chce ¢o najmenej zaplatit.

- (8 = (4 o

Vyjadrime si w, a wy z (3.21) a (3.22), w, = 2¢2 a wyg = §q3 + 342
Dosadenim tychto hodnét do maximalizac¢nej funkcie principala dostavame

1 4 5
max (0.5(q—-¢3—-¢*) +05(q — ¢ (3.23)
4d,9z 9 9 9

Z nutnych podmienok

9

1
0.5 (—qu) +0.5 (1 - qu) -0, (3.25)

dostavame ¢ = 4.5 a q. = 0.5, pomocou ktorych dopocitame wy = 2.36 a
w, = 0.14.

0.5 (1 - qu) =0 (3.24)

3.2.1 Priklady

Priklad 3.2.1.1

Priroda urcila pravdepodobnost p = 0.6, s ktorou priradila dobry stav sve-
ta. Agent, po prijati zmluvy a vynaloZeni snahy, posle principalovi spravu
a stave sveta m. Vystupy agenta su ¢(e|d.s.) = 4e pre dobry stav sveta a
q(e|z.s.) = e pre zly stav. Agentova uzito¢nost je U(e,w|s) = w — €2, rez-
ervanéa uzito¢nost U = 0 a principalov zisk V = ¢ — w. Ako budi vyzerat
pontknuté zmluvy?
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Priklad 3.2.1.2

Principal pontka agentovi zmluvu, ktora zavisi od vystupu ¢ a od poslanej
spravy m. Priroda uréi pravdepodobnost p = 0.5, s ktorou priradi dobry
stav sveta. Agent, po prijati zmluvy a vynaloZeni snahy, posle principalovi
spravu o stave sveta m. Vystupy agenta st g(e|d.s.) = 2e pre dobry stav sve-
ta a g(e|z.s.) = e pre zly stav. Agentova uzito¢nost je U(e, w|s) = w — 2¢?,
rezervacné uzitoénost U = 0 a principalov zisk V = ¢ — w. Ako ma4 principal
navrhnat zmluvy?



Kapitola 4

Adverse selection

4.1 Adverse selection

V hrach typu Adverse selection sa, na rozdiel od hier typu Moral hazard,
agenti rozdielni. Agent ma eSte pred uzatvorenim zmluvy informéciu, ktora
principal nema. St to hry so skrytym poznanim. Samovyberajica podmien-
ka nuati roznych agentov vybratf si rozne zmluvy. Ako to moze vyzerat, si
ukazeme na priklade.

Hra 5 - Produkéna hra 5
e Hraci: principal a agent

e Casovy plan hry:

1. krok: nédhoda uré¢i agentovu produktivitu a podla rozdelenia F'(a),
ktoré s pravdepodobnostou p priradi nizku a s pravdepodob-
nostou 1—p vysoku produktivitu. Principal ju nemoze pozoro-
vat, agent moze

2. krok: principal pontikne agentovi niekolko zmlav
Wi = (wi(q(av, 0)), wi(q(an, 0)))

Wy = (w2(q(avv 0))7 w2(q<an7 9)))

3. krok: agent jednu zo zmliuv prijme alebo zamietne vsetky
4. krok: ndhoda urci 6, ¢o je stav sveta, podla rozdelenia G(6).
Vystup ¢ je funkciou 6
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e Vyplaty:
Ak agent odmietne vSetky zmluvy, jeho uzitocnost sa rovna rezervacnej
uZito¢nosti, v pripade nizkej produktivity agenta je U, a v pripade
vysokej produktivity U,. Principalov zisk je nula.
Ak si agent vyberie jednu zo zmlav, jeho uzito¢nost bude U(w) a prin-
cipalov zisk V(g — w).

Rieseny priklad 4.1.1

Uvazujeme hru 5. Néhoda s pravdepodobnostou p = 0.5 priradi agentovi
nizku produktivitu a = 0 a s pravdepodobnostou 1 — p = 0.5 mu priradi
vysoku produktivitu @ = 10. Vystup agenta ¢ = min(a + 6,10), kde 0
modze byt 0 alebo 10. Jeho uZitofnost U = w, rezerva¢na uzito¢nost pre
nizkoproduktivneho agenta je U, = 3 a pre vysokoproduktivneho U, = 4.
Principalov zisk je V' = ¢ — w. Vystup pri nizkoproduktivnom agentovi je
teda bud 0 alebo 10, pri vysokoproduktivnom je stéale 10.

Ocakdvany vystup pri nizkoproduktivnom agentovi je 0.5(0)+0.5(10) = 5,
takze principal si ho méze dovolif najaf za plat 3 < w(q) < 5. Pri vysoko-
produktivnom je oc¢akavany vystup 0.5(10) 4+ 0.5(10) = 10, takZe principal
moze pontuknut plat 4 < w(q) < 10.

Principal sa snazi navrhnaf zmluvu tak, aby si agent jednoznacne vy-
bral akciu. Snazi sa pre agentov roznych typov navrhnif rézne atraktivne
zmluvy. Opiit chce maximalizovat svoj zisk za podmienky ucasti a samovy-
berajticej podmienky. V separovanom ekvilibriu bude teraz viacero samovy-
berajtcich podmienok pre rozne typy agentov. Vhodna zmluva zalezi na
agentovej skrytej informécii. ModZe sa staf, Ze samovyberajica podmienka
nebude vobec potrebna. Principal sa moze rozhodnif, Ze nebude rozlisovat
rozne typy agentov. Vtedy mu staci podmienka Gcasti, aby sa uistil, zZe sa u
neho zamestnaju.

V nasej hre podmienka tcasti vyzera takto:

U,(W1) > U, ; 0.5w1(0) + 0.5w;(10) > 3

Uy(Wy) > U, ; 0.5wy(10) 4 0.5w,(10) > 4 (4.1)

V hrach typu Adverse selection je typické, ze podmienka ucasti je zavizna pre
hor$i typ agenta a pre lep$i typ agenta nie je. Principal sa snazi navrhnit taky
systém zmlav, ktory mu pomoze uréit, o aky typ agenta sa jedna. Napriklad
z dvoch navrhnutjch zmltv, musi maximéalne jedna spliiat obe podmienky
pre horsieho agenta. Aspon jedna zo zmlav musi byt atraktivna pre lepsieho
agenta. Chceme, aby to bola téa, ktora nie je atraktivna pre horsieho agenta.
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PodTla toho, ktort zmluvu si agent vyberie, principal urci o aky typ agenta sa
jedna. Ak by obidve navrhnuté zmluvy boli atraktivne pre lepsieho agenta,
principal by nevedel urcit o aky typ agenta sa jednd. Navrhnuté zmluvy
musia spliiaf obidve podmienky (samovyberajtcu aj podmienku téasti).
Samovyberajica podmienka:

(4.2)
Samovyberajica podmienka je zavizna pre lepsi typ agenta a pre horsi typ
agenta nie je. Toto je tiez typické pri hrach typu Adverse selection.
Principal navrhne dve zmluvy:

Wi = (wi1(qg =0) = 3,wy(¢ = 10) = 3)
W2 = <IU2(g = O) = O,wg(q = 10) = 4)

Prva zmluva pontka rovnaky plat pri réznych vystupoch. Nizkoproduktivny
hrac si vyberie Wi, lebo W5 mu prinesie nizsiu ocakavanu vyplatu a vysoko
produktivny hrac¢ si vyberie Ws. Je to slabé ekvilibrium, kedZe obidvaja st
indiferentni voci tomu, ¢i prijmu zmluvu alebo nie.

Ak by principal navrhol systém zmlav (2,4), (0, 4), horsi agent by si znovu
musel vybrat prvi zmluvu, lepsi by mal na vyber. Ale kedZze lepsi agent by
si mohol vybrat horsiu, tak tento systém zmlav by principalovi nepovedal
ni¢ o typoch agentov.

Systém zmlav (3, 3), (0,5) by bol tieZ v poriadku, no kedZe principal max-
imalizuje svoj zisk a vie, Ze agent bude robit aj za menej, tak nemé doévod
navrhnat tento systém.

(4.3)

Ukézeme si teraz priklad, vdaka ktorému vznikol Adverse selection. Jedn4

sa o priklad od Akerlofa, Trh s ojazdenymi autami, ktory popisal vo svojej
knihe The Market for Lemons.
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Hra 6 - Trh s ojazdenymi autami
e Hraci: kupujuci a predavajuci

e Casovy plan hry:
1. krok: priroda uréi typ kvality auta 6 pre preddvajiceho, podla
rozdelenia F'(f). Predavajuci pozné 6. Kupujtci pozné roz-
delenie F', no nepozna 0
2. krok: kupujuci navrhne cenu P, za ktoru je ochotny auto kupit
3. krok: predavajuci ju bud prijme alebo nie

e Vyplaty:
Ak sa na cene nedohodnt, ich vyplaty s nulové. Ak sa dohodnu, zisk
kupujtceho je U = Z;(0) — P a zisk predavajiceho je V =P — Z,().
Kde Z, a Z, st funkcie ocenenia auta pre predavajiceho a kupujtceho.

RiesSeny priklad 4.1.2

Obidvaja maji rovnaka funkciu ocenenia auta Z;(0) = Z,(0) = 6. Vyplaty
sitedaU = 60— P aV = P—§. Kvalita aut na trhu je rovnomerne rozlozena
medzi 2000 a 6000. Priemerna kvalita a teda aj cena auta je 4000. Ziaden
preddvajici s autom kvalitnejsim ako 4000 vSak na trhu nebude pdsobit.
Pontkané budu teda len autéa s kvalitou 4000 a nizsou. Ich priemerna cena
bude 3000. To z trhu vytla¢i majitelov aut s kvalitou vyssou ako 3000.
Priemernd cena pontikanych aut klesne na 2500, .... Takto to skondi, az ked
na trhu buda len auté s kvalitou 2000, ktorych ale bude velmi mélo a trh s
autami skolabuje.

Vysledok tejto situécie je extrémny, no kedze kupujuci aj predavajici si
cenia auto rovnako, v kone¢nom doésledku je jedno, kto auto vlastni, spokojni
st obidvaja. To sa zmeni v dalSom priklade, kde si kupujici buda auto cenit
viac.

RieSeny priklad 4.1.3

Oproti prikladu 4.1.2 sa zmeni funkcia ocenenia auta u kupujiceho Z;(0) =
1.20. Jeho vyplata bude U = 1.260 — P. Priemerna cena aut na trhu je
4000, ale predavat sa budu autd aj za 1.2*¥4000=4800. Z trhu budi vytlaceni
majitelia aut s kvalitou vyssou ako 4800. Priemernd cena aut na trhu klesne
na 3400, ale predavat sa buda auta za 1.2*¥3400,... Tak to bude pokracovat,
az dojdeme k tomu, Ze priemerna cena aut na trhu bude 2500, ktoré budua
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mat pre kupujicich hodnotu 3000. Predéavat sa teda budu vSetky auté s
priemernou kvalitou 2500 a za cenu 3000 a nizsiu. Tato situécia vSak nie je
efektivna, kedZze v situécii so symetrickou informéciou by sa predali vSetky
auta.

Tieto a podobné hry typu Adverse selection sa daji riesit pomocu Sig-
nallingu alebo Screeningu. V predchadzajucich prikladoch by to mohla byt
napr. predvadzacia jazda, na ktorej by si kupujici mohol urobit odhad kval-
ity auta. Signallingu a Screeningu sa budeme venovat v dalsich kapitolach.

Teraz si ukdzeme hru, kde agent mé na zaciatku hry informaciu o stave sveta,
ktort principal nemoze pozorovat a taktiez v priebehu hry podnikne akciu
nepozorovatelni pre principala. Takze sa tu buda vyskytovat prvky z hier
typu Adverse selection aj z hier typu Moral hazard.

Hra 7 - Kombinacia Adverse selection a Moral hazard
e Hraci: principal a agent

e Casovy plan hry:

1.krok: ndhoda uréi stav sveta s podla rozdelenia F'(s), ktoré priradi
s pravdepodobnostou p dobry stav a s pravdepodobnostou
1 — p zly stav. Principal ju nemdze pozorovat, agent moze.

2.krok: principal pontikne agentovi zmluvu w(q)

3.krok: agent zmluvu prijme alebo odmietne

4.krok: agent vynalozi snahu e

5.krok: vystup je ¢ = q(e, s)

e Vyplaty:
Ak agent odmietne zmluvu, jeho uzitocnost sa bude rovnat rezervacnej
uzito¢nosti U. Zisk principala je 0.
Ak agent zmluvu prijme, jeho uzito¢nost je U(e, w, s) a principalov zisk
je V(g —w).

RiesSeny priklad 4.1.4

Uvazujeme hru 7. Priroda uréi p = 0.5. Vystupy agenta su g(e,d.s.) = 3e
pre dobry stav sveta a ¢(e, z.s.) = e pre zly stav. Agentova uZitocnost je
Ul(e,w,s) = w—e?, rezervatnd uzitoénost U = 0 a principalov zisk V = ¢—w.
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Hra sa riesi podobne ako Hra 4. Rozdiel bude pri podmienke tucasti, kde uz
podmienky budu dve.

Ak by agent aj principal mali rovnaké informécie, agentov plat by bol vo
vyske jeho vystupu. Priklad by sa dal vyrieSit takto: Agent maximalizuje
svoju uzitocnost. Ak je stav sveta dobry, riesi

max 3ey — €3 (4.4)
ed

ak je zly

maxe, e, — ez

(4.5)
Vyriesenim tychto maximalizaénych problémov dostavame optiméalne hodno-

ty snahy a z toho hodnoty vystupov, e; = 1.5, e, = 0.5, ¢, = 0.5, ¢4 = 4.5.

Principal a agent v tomto priklade nemaji rovnaké informécie. Principal
maximalizuje svoj zisk.

max [0.5(qq — wq) + 0.5(q. — w.)] (4.6)
4d,qz,Wd,Wz
Agent si vyberd medzi dvoma donucovacimi zmluvami (g4, wq) a (., w,),
ktoré musia spliiat samovyberajice podmienky a podmienky tcasti.
Samovyberajica podmienka:
V pripade dobrého stavu sveta chce principal, aby si agent vybral dobrta
zmluvu (qq, wq). Agentova snaha je e = ¢/3. Takze

U(qa, wq|d.s.) = wgq — (%)2 > Ul(gq,w,|d.s.) = w, — (%)2 (4.7)

V pripade zlého stavu sveta principal chce, aby si agent vybal zli zmluvu
(q.,w,). Agentova snaha v tomto pripade je e = ¢q. Takze

U(qe, w.|z.8.) = w, — ¢ > U(qq, wy|2.5.) = wq — ¢; (4.8)

Na to, aby si agent urcite vybral moznost pracovat pre principala v dobrom
aj v zlom stave sveta, sltizia podmienky ucasti. Podmienka tucasti:
Pre dobry stav sveta

2
U(qas wald.s.) = wq — (q?)—d) >0 (4.9)

a pre zly stav sveta

U(q,w.|2.5) =w, —¢> >0 (4.10)
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V obidvoch stavoch sveta chce principal zaplatit agentovi ¢o najmenej, ale
musi to byt aspon rezervacna uzitocnost. V pripade dobrého stavu, je ochot-
ny agentovi zaplatit aj trochu viac, takze podmienka tcasti pre dobry stav
ostava ako nerovnost a podmienku tcasti pre zly stav mozeme dat na rovnost.

w, = q° (4.11)

V dobrom stave sveta chce principal, aby si agent vybral urcite dobra zmluvu
(¢»,w,), takze samovyberajuca podmienka bude potla¢end na rovnost. Z

(4.6) a (4.7) mame
= (8 e ()

(4.12)
-(5) - (5)
(3 TE-G
Dosadenim do principalovej maximalizacnej funkcie
q:\? 2 72\ 2 2
max [(05(qg— (%) —¢+ (= +0.5(¢; — ¢7)] (4.13)
qd,q= 3 3

Z nutnych podmienok
2
05(1—{?):0 (4.14)

2q.
9

nam vyjde ¢g = 4.5, z toho wy = 2.32 a ¢, = 0.26, z toho w, = 0.07.

05(4%+ )+Q&1—%J=O (4.15)

Ked si to porovname s hodnotami, ktoré nam vysli pri symetrickej informécii,
tak vidime, ze vystup v dobrom stave sveta je rovnaky a v zlom stave sveta
klesol. Je to sposobené potrebou odlékat agenta od zlej zmluvy v dobrom
stave sveta.

Ak si tieto hodnoty porovname s hodnotami, ktoré nam vysli v pred-
chadzajicej hre z Moral hazard so skrytym poznanim (Hra 4), tak vidime,
Ze platy v obidvoch stavoch sveta st v tomto pripade nizsie. To je zase spo-
sobené tym, Ze principal v predchadzajicom priklade mal v zlom stave sveta
moznost priblizit sa bliz$ie k hodnote platu z hry so symetrickou informéciou.
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4.1.1 Priklady

Priklad 4.1.1.1

Nahoda uréi produktivitu. S pravdepodobnostou p = 0.5 priradi agentovi
nizku produktivitu ¢ = 0 a s pravdepodobnostou 1 — p = 0.5 mu priradi
vysokt produktivitu a = 5. Vystup agenta ¢ = a+ 6, kde § moze byt 0 alebo
10. Jeho uzitocnost U = w, rezervatné uzito¢nost pre nizkoproduktivneho
agenta je U, = 2 a pre vysokoproduktivneho U, = 6. Principalov zisk je
V=q—w.

(a) Aky je oCakavany vystup vysokoproduktivneho agenta?

(b) Ako budt vyzerat poniknuté zmluvy?

Priklad 4.1.1.2

Néhoda urci produktivitu. S p = 0.5 priradi nizku produktivitu a = 0 a s
p = 0.5 priradi vysoktu produktivitu a = 3.5. Vystup agenta ¢ = 2a + 6,
kde 6 moze byt 0 alebo 7. Jeho uzitocnost U = w, rezervacna uzito¢nost pre
nizkoproduktivneho agenta je U, = 3 a pre vysokoproduktivneho U, = 5.
Principalov zisk je V = q — w.

(a) Aky je ofakdvany vystup nizkoproduktivneho agenta?

(b) Ako budu vyzerat pontknuté zmluvy?

Priklad 4.1.1.3

Majme trh s pouzitymi mobilmy. Kvalita mobilov € je rovnomerne rozlozena
medzi 1000 a 5000. Predajca mé funkciu ocenenia mobilu Z,(6) = 6 a kupu-
jaci Zy(0) = 1.50. Vyplaty st U = 1.50 — P aV = P — 0. Aka bude
priemernd cena mobilu na trhu? Za akt cenu sa buda predavat?

Priklad 4.1.1.4

Na zaciatku hry priroda uréi pravdepodobnost p = 0.5, s ktorou bude stav
sveta dobry. Agentovi je ponuknuta zmluva. Po prijati zmluvy agent vy-
nalozi snahu e. Vystup agenta v dobrom stave sveta je g(e,d.s.) = 2e a v
zlom stave sveta ¢(e, z.s.) = e. Agentova uZito¢nost je U(e,w,s) = w — €2,
rezervacné uzitocnost U = 0 a principalov zisk V = ¢ — w.

(a) Aka zmluvu ponikne principal?

(b) Aké by boli snahy a vystupy, ak by mali agent aj principal rovnaké in-
formacie?
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4.2 Signalling

Signalling sa pouziva na odhalenie asymetrickej informacie v hrach typu Ad-
verse selection. Agent posle signal este pred navrhnutim zmluvy principalom,
principal tak moze na zéklade poslaného signalu dedukovat typ hraca a zmlu-
vu navrhntt v zavislosti od poslaného signalu.

Najlepsim prikladom na signalling je pracovny trh, kde zamestnavatel
pontika zamestnanie. Budeme sa teda zaoberat hrami, kde hraci s zamestna-
vatel a pracovnik. Pracovnik méze byt vysokoproduktivny alebo nizkopro-
duktivny. Zamestnévatel nevie pozorovat produktivitu hraca, ale pozna jej
rozdelenie F'(x). Pracovnik si zvoli signal, ktory v tejto hre bude predstavo-
vat troven vzdelania. Predpokladéame, Ze vzdelanie nezvysuje produktivitu.
Tento signél zamestnavatel pozoruje a na jeho zaklade navrhne zmluvu.

Na trhu je viac zamestnévatelov a jeden pracovnik, ¢o sposobi, Ze zisk
zamestnavatela bude nula. UzZito¢nost pracovnika je jeho plat, minus nak-
lady na vzdelanie. Naklady na vzdelanie zévisia od trovne vzdelania a pro-
duktivity.

Stratégia pracovnika je vybrat si vhodni turoven vzdelania a zamestna-
vatela. Stratégia zamestnéavatela je navrhnit zmluvu, ktord zavisi od tirovne
vzdelania. Predpokladame, ze vzdelanie je menej nakladné pre vysokopro-
duktivneho pracovnika.

Funkcia nékladov na vzdelanie je rastica so vzdelanim a klesajtica s pro-
duktivitou, kedZe sa predpokladd, ze vysokoproduktivny pracovnik sa lahsie
uci. Indiferen¢né krivky su rastiice a konvexné, napr. ako na obrazku 4.1.

Hra 8
e Hraci: zamestnavatel a pracovnik

e Casovy plan hry:

1. krok: ndhoda uréi produktivitu hraca 6. S pravdepodobnostou A
priradi hracovi produktivitu 6, a s pravdepodobnostou 1 — A
priradi 0,,. Produktivitu moze pozorovat pracovnik, zamestna-
vatel nie.

2. krok: pracovnik si vyberie tiroveti vzdelania s € (0, 00)

3. krok: zamestnéavatelia pontiknu zmluvu w(s)

4. krok: agent jednu zmluvu prijme alebo odmietne vsetky

5. krok: vystup je 0
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% &

Obrazok 4.1: Indiferen¢né krivky

e Vyplaty:
Ak agent odmietne zmluvu, jeho uZitocnost sa bude rovnat rezervacne;j
uZito¢nosti U. Zisk principala je 0.
Ak agent zmluvu prijme, jeho uzito¢nost je U(w, s,6) = w—c(s, ), kde
c(s,0) je funkcia nakladov na vzdelanie. Principalov zisk V(6 — w) =
0 — w.

Ak by produktivita pracovnikov bola pozorovatelna aj pre zamestnavatela a
neexistovalo by vzdelanie, zmluvy by boli navrhnuté jednoducho. Kazdy by
dostal plat podla toho, kolko by vyrobil. Cize w(6,) = 0, a w(6,) = 0,.

Ak by produktivita nebola pozorovatelnd a neexistovalo by vzdelanie,
zamestnéavatel by nemal moznost zistif ako produktivny je ten ktory praco-
vnik, takze zmluva by bola rovnaka pre obidvoch pracovnikov w(f) = 6, kde
0= X0, + (1 —N\)b,.

V naSom pripade nie je produktivita pozorovatelna pre zamestnévatela,
ale troven vzdelania, ktoré sluzi ako signél, tu je. TakZe zamestnavatel moze
na zéklade signélu dedukovat, o ktorého pracovnika sa jedna. Predpokladana
produktivita je 0 = u(s)0, + (1 — u(s)8,), kde u(s*) = P(§ = 0,]s*) je sys-
tém predpokladov. Zamestnavatel predpoklada, Ze existuje také s*, Ze vsetci,
produktivita  bude lezaf medzi 6, a 6,.

Do uvahy pripadaju dve ekvilibria, spolo¢né a separované.
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Ak systém predpokladov u(s*) = 1, tak sa bude jednat o separované ekvi-
librium. Ak u(s*) = A, tak zamestnavatel nebude vediet rozoznat vysoko
a nizkoproduktivnych, takZe im pontkne rovnaky plat a bude sa jednat o
spolo¢né ekvilibrium.

Pri separovanom ekvilibriu si pracovnici vybert rozne urovne vzdelania
s*(0,) # s*(0,) a pri spoloénom ekvilibriu rovnaka troven s*(6,) = s*(6,).
Zamestnavatel sa snazi ndjst hraniéna droven, pri ktorej si uz pracovnici
radsej vyberaju separované ekvilibrium ako spoloc¢né.

Separované ekvilibrium

Vysokoproduktivny pracovnik dostane, pri jeho optimalnej tirovni vzdelania,
plat vo vyske jeho produktivity 6,. Podobne nizkoproduktivny hrac¢ dostane,
pri jeho optimalnej irovni produktivity, plat vo vyske 6,,.

Predpokladajme systém predpokladov p(s*) = 1, takze ak si pracovnik
zvoli snahu s*, bude to znamenaf, Ze je vysokoproduktivny. A naopak, ak si
nevyberie s*, bude nizkoproduktivny.

Pre nizkoproduktivneho pracovnika je v ekvilibriu optimélna najnizsia
mozné uroven vzdelania s(6,,) = 0, lebo ma vysoké naklady na vzdelanie a
zvolenim si lubovolnej vy$Sej Grovne, by sa mu znizila uzitocnost.

Teraz potrebujeme urcit optiméalnu troven pre vysokoproduktivneho pra-
covnika. Pouzijeme grafické znézornenie. Na obrazku(4.2) mame nakreslené
indiferen¢né krivky vysoko aj nizkoproduktivneho pracovnika a produkéné
priamky rovnobezné s osou x. Na osi X je zobrazena troven vzdelania a
na osi y je plat. Na indiferenc¢nej krivke mé pracovnik rovnaka uZitocnost.
Produkcéna priamka je priamka, na ktorej dostane pracovnik rovnaky plat.

Optimalna troven vysokoproduktivneho pracovnika s* je niekde medzi s;
a So. Nemoze byt mens$ia ako sp, lebo nizkoproduktivny pracovnik by mal
moznost devidcie, mohol by si zvolit ti niZSiu Groven a tym si zvySit svoju
uzitocnost. Tiez nemdze byt vicsia ako s,, lebo to by zase mal moZnost
deviacie vysokoproduktivny pracovnik, zvolenim si s*(6,,) = 0, kedZe v nej
by mal viiésiu uzitocnost ako pre Tubovolni troven vicsiu ako ss.

Hra mé& nekonecne vela separovanych ekvilibrii. Ekvilibrium s; je z po-
hladu vysokoproduktivneho pracovnika najvyhodnejSie, ma tam najvyssiu
uzitocnost a s, je najhorsie. Tieto dve hrani¢né trovne vzdelania si vyra-
tame pomocou funkcii uzitocnosti. Vyuzijeme to, ze ak dva body lezia na
indiferenc¢nej krivke, tak uzito¢nost je v nich rovnaka. Na indiferenc¢nej krivke
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nizkoproduktivneho pracovnika lezia body [0, 6,] a [s1,0,]. Uroveii vzdelania

W A '
&, 6, 0, (9;
o,
L
g /
sis, % S s

Obrazok 4.2: Optimalna troven vzdelania vysokoproduktivneho pracovnika

s1 si vyratame z

Un(enao) = Un(9v731> (4.16)

Podobne na indiferencnej krivke vysokoproduktivneho pracovnika lezia body
0,0,] a [sq9,0,], takze so si vyratame z

Uv(em 0) - Ul)(e’LH 52) (417)

Toto ekvilibrium je slabo dokonalé Bayesovo ekvilibrium.
Spoloc¢né ekvilibrium

Obidvaja pracovnici si vybert rovnaku troven vzdelania a dostant rovnaky
plat. Nech systém predpokladov p(s) = A. Vypocitame si predpokladany
plat w(s) = A, + (1 — A)#,. Oznacime si ho F(#). Potrebujeme si urcit
optimalnu troven vzdelania. Opif pouzijeme podobné grafické znézornenie
(obrazok 4.3). Optimalna troven pre obidvoch pracovnikov bude medzi 0
a 5. Nemdze byt vyssia ako S, lebo nizkoproduktivny pracovnik by mal
moznost devidcie. Ekvilibrium pri nule je najvyhodnejSie a pri s najhorSie.
Tato spolo¢nt optimélnu troven vzdelania si tiez vyratame, podobne ako v
predchadzajicom pripade, pomocou funkcii uzitocnosti.
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Obrazok 4.3: Optimalna troven vzdelania

S si vyratame z

Un(0,,0) = U,(E(0),3) (4.18)

Od systému predpokladov zavisi, ktory z pracovnikov preferuje ktoré ekvilib-
rium z pohladu uZitocnosti. Nizkoproduktivny pracovnik vzdy preferuje
spolo¢né ekvilibrium. U vysokoproduktivneho pracovnika to zalezi na A.
Ak sa A vyberie taka, ze E(\) vyjde dostato¢ne nizke (obrazok 4.4), tak
vysokoproduktivny pracovnik preferuje separované ekvilibrium. Ak sa zvoli
tak, ze E(\) vyjde dostato¢ne vysoké (obrazok 4.5), tak preferuje spolo¢né
ekvilibrium.

Rieseny priklad 4.2.1

Predpokladajme, ze pravdepodobnost A = 0.5, 6, = 5.5, 6, = 2. Ak pra-

covnik odmietne zmluvu, jeho uzito¢nost sa rovna rezervacnej uzitocnosti

U = 0. Zisk odmietnutého zamestnéavatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu

prijme, jeho uzitoénost U = w — % a zisk zamestnavatela je V =0 — w.

Otéazky:

(a) Ak4 je optimalna troven vzdelania pre vysokoproduktivneho pracovnika
v separovanom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Ak4 je optimélna troveri vzdelania pre vysokoproduktivneho pracovnika
v spolo¢nom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmluva?
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Y-S

v

Obréazok 4.4: Preferované separované ekvilibrium

L
/

v

Obréazok 4.5: Preferované spolo¢né ekvilibrium
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(c) Pri akej A budi obidva typy pracovnikov preferovat spolo¢né ekvilibrium?

Odpovede:
(a) Pri systéme predpokladov u(s*) = 1, budeme mat separované ekvilibri-
um. Kazdému z pracovnikov bude pontknuty plat vo vyske ich produktivity.
Zamestnavatel moze zmluvu urcit len na zdklade vzdelania, kedZe nepozoru-
je produktivitu pacovnikov. Co znamend, Ze budeme hladaf taka troveri
vzdelania s*, ktort si zvoli vysokoproduktivny pracovnik.
Nizkoproduktivny pracovnik si zvoli s*(6,) = 0. Uroveii vysokoproduk-
tivneho pracovnika bude niekde medzi s; a s,, ktoré si mozeme vypocitat
pomocou indiferen¢nych kriviek, ako je popisané vyssie. Vypocet pomo-
cou indiferen¢nych kriviek je vlastne inak preformulovana samovyberajtca
podmienka pre vysoko a pre nizkoproduktivneho pracovnika. Ukazeme si
vypocet cez samovyberajice podmienky. Pre nizkoproduktivneho pracovni-

ka musi platit
Un(0,,0) > U, (0,,51) (4.19)

¢o po dosadeni znamych hodnot

=2-0>w(b,) — — =55— — (4.20)

z toho nam vyjde s; > %.

Pre vysokoproduktivneho pracovnika musi platit
Up(0r,0) < Uy(6,, 52) (4.21)

¢o po dosadeni znadmych hodnot

852 882
=55—— 4.22
0, 2.5 ( )

8% 0

wl0,) ==

=2-0<w(,) —

7 toho sy < g—;
Optimalna troven vzdelania pre vysokoproduktivneho pracovnika je medzi

£ a II. Zamestnavatel navrhne zmluvu: w(s*) = 5.5 a w(s # s*) = 2, kde

« 2T T
s* € (5 5):

(b) Ak systém predpokladov bude u(s*) = A = 0.5, tak budeme mat spolo¢né
ekvilibrium. Obidvaja pracovnici dostant rovnaky plat E(6), ak si zvolia
optimalnu troven vzdelania. Najskor si vyratame plat: E(0) = A0, + (1 —



4.2 Signalling 49

A0, = 0.5%55+ (1 —0.5) %2 = 3.75. Teraz potrebujeme zistit optimalne
vzdelanie 5. Opéft si to mozeme vyratat pomocou indiferencénej krivky alebo
pomocou samovyberajicej podmienky pre nizkoproduktivneho pracovnika.
Samovyberajica podmienka pre nizkoproduktivneho pracovnika:

Un(0,,0) < U,(E(6),5) (4.23)

po dosadeni znamych hodnot

540 <O -E 3 (4.24)

w(fn) = 9, 9, 2

z ¢oho ndm vyjde 5 < L. Zamestnavatel pontikne zmluvu: w(s*) = 3.75 a
w(s # s*) =2, kde s* <.

(c) Nizkoproduktivny pracovnik vzdy preferuje spoloéné ekvilibrium. Pre
vysokoproduktivneho pracovnika je spolocné ekvilibrium lepsie, ak E (0) je

Najprv si vypocitame 6 pomocou indiferencnej krivky vysokoproduk-
tivneho pracovnika.

U,(0,0) =U,(0,,s1) (4.25)
po dosadeni znamych hodnét
-~ 8x0 - 851 8x L
0 — =0-0=w(d,) — =5.5— 8 4.2
0 0=w(6,) ) 5.5 55 (4.26)

nam vyjde 6 = %. Takze ak F(0) bude viicsie ako %, tak vysokoproduktivny

pracovnik uprednostni spolocné ekvilibrium. Este potrebujeme vyratat pri
akom X to plati. E(6) = A0, + (1 — A\)f, > 0 z ¢oho ndm vyjde, ze A > .

7 . s, .z v 7 1. .
Ak X\ > {7, tak obidva typy pracovnikov preferuji spolo¢né ekvilibrium.

4.2.1 Priklady

Priklad 4.2.1.1

Predpokladajme, Ze na pracovnom trhu je rovnaky pocet vysoko aj nizkopro-
duktivnych pracovnikov. Jednotlivé produktivity sa 6, = 250, 6, = 50. Ak
pracovnik odmietne zmluvu, jeho uzito¢nost sa rovna rezervacnej uzitocnosti

U = 0. Zisk odmietnutého zamestnavatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu
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prijme, jeho uzitocnost U = w — % a zisk zamestnavatela je V =0 — w.

Otéazky:

(a) Ak4 je optimélna troven vzdelania s* pre vysokoproduktivneho pracovni-
ka v separovanom ekvilibriu? Aké droven je pre neho vyhodnejsia z po-
hladu uzito¢nosti? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Ak4 je optimélna troveri vzdelania pre vysokoproduktivneho pracovnika
v spolo¢nom ekvilibriu, ak A = 0.7? Ako bude vyzerat zmluva?

(c) Aké ekvilibriu preferuje ten ktory hra¢ pri A = 0.7? Pri akej A\ budud
obidva typy pracovnikov preferovat spolocné ekvilibrium?

Priklad 4.2.1.2

Na pracovnom trhu st vysoko aj nizkoproduktivny pracovnici. Jednotlivé

produktivity su 6, = 3, 6, = 1. Ak pracovnik odmietne zmluvu, jeho uzi-

to¢nost sa rovné rezervacnej uzitoénosti U = 0. Zisk odmietnutého zamest-

navatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu prijme, jeho uzitocnost U = w — S—Z

a zisk zamestnavatela je V = 0 — w.

(a) AKk4 je optiméalna troven vzdelania s* pre vysokoproduktivneho pracovni-
ka v separovanom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Aka je optimalna troven vzdelania pre pracovnikov v spoloénom ekvilib-
riu, ak A = 0.8? Ako bude vyzerat zmluva?

(c) Pri akej A preferuji obidva typy spolo¢né ekvilibrium?

Priklad 4.2.1.3

Predpokladajme, Ze na pracovnom trhu je rovnaky pocet vysoko aj nizko-

produktivnych pracovnikov. Jednotlivé produktivity su 6, = 5, 6, = 1. Ak

pracovnik odmietne zmluvu, jeho uZitocnost sa rovna rezervacnej uzitocnosti

U = 0. Zisk odmietnutého zamestnavatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu

prijme, jeho uzitocnost U = w — % a zisk zamestnavatela je V = 6 — w.

(a) Aka je optimélna troven vzdelania s* a plat w(s*) v spoloénom ekvilib-
riu? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Aké je optimalna troven vzdelania s* a plat w(s*) pre vysokoproduk-
tivneho pracovnika v separovanom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmlu-
va?

(c) Pri akej A preferuji obidva typy spolo¢né ekvilibrium?
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4.3 Screening

Screening sa tiez pouziva na odhalenie skrytej informécie v hrach typu Ad-
verse selection. Rozdiel oproti Signallingu je v ¢asovom plane hry. V tychto
hrach je signal poslany az po navrhnuti zmluvy. Signédl bude predstavovat
velkost tlohy.

Na vysvetlenie opit pouZijeme pracovny trh, kde hraci st zamestnavatel
a pracovnik, ktori mozu byt vysoko alebo nizkoproduktivni. Zamestnavatel
nevie pozorovat produktivitu hraca. Opit predpokladdme, Ze velkost Gilohy
nezvysuje produktivitu. Na trhu je viac zamestnavatelov a jeden pracovnik,
¢o spdsobi, ze zisk zamestnévatela bude nula. Uzitocnost pracovnika je jeho
plat minus néklady na tlohu. Néklady na tlohu zavisia od velkosti tlohy a
produktivity.

Stratégia pracovnika je vybraf si vhodnu velkost tlohy a zamestnavatela.
Stratégia zamestnavatela je navrhnaf zmluvu, ktord zéavisi od velkosti tlo-
hy. Uloha je menej ndkladné pre vysokoproduktivneho pracovnika. Funkcia
nakladov na tlohu je rastica s velkostou tlohy a klesajica s produktivitou.
Indiferen¢né krivky su rastice konvexné. Ako vidno na obrazku 4.1.

Hra 9

e Hraci: zamestnéavatel a pracovnik

e Casovy plan hry:

1. krok: nédhoda uré¢i produktivitu hraca € patri. S pravdepodobnostou
A priradi hracovi produktivitu 6, a s pravdepodobnostou 1-\
priradi ,,. Produktivitu moze pozorovat pracovnik, zamestna-
vatel nie.

3. krok: zamestnavatelia poniknu zmluvu w(t)

2. krok: pracovnik si vyberie velkost tlohy ¢ € (0, 00)

4. krok: agent jednu zmluvu prijme alebo odmietne vsetky

5. krok: vystup je 0

e Vyplaty:
Ak agent odmietne zmluvu, jeho uzitocnost sa bude rovnat rezervacnej
uZito¢énosti U. Zisk principala je 0.
Ak agent zmluvu prijme, jeho uzitocnost je U(w, t|0) = w —c(t, 8), kde
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c(t,0) je funkcia nakladov na ulohu a principalov zisk je V(0 — w) =
0 —w.

Ak by produktivita bola pozorovatelna, zamestnavatel by poniikol pracov-
nikom plat vo vyske ich produktivity. Ak by tak nespravil a pontikol by nizsi
plat, nasiel by sa iny zamestnévatel s lepSou ponukou a tak by to pokracova-
lo, az kym by plat dosiahol vysku produktivity. Zisk zamestnévatela je preto
nula. Optiméalna velkost Glohy by bola tiez nula. Ak by bola vysSia, tak
zamestnavatel m4 moznost pontknut ini zmluvu, pri ktorej jeho zisk bude

.....

—

£

Obrazok 4.6: Pozorovatelna produktivita

V pripade, Ze produktivita nie je pozorovatelna, bude zisk zamestnavatela
tiez nulovy, lebo iny zamestnavatel vie poniknuf zmluvu, v ktorej bude o
nieco vyssi plat a pracovnici si ju vybert.

Systém predpokladov v tomto type hier nema opodstatnenie, kedZe pra-
covnik si vybera velkost tlohy aZ po navrhnuti zmluvy.

Oproti Signallingu sa tu bude vyskytovat iba separované ekvilibrium.
Spolo¢né ekvilibrium v hrach typu Screening neexistuje. Ak by spolocné
ekvilibrium (E(0),t) existovalo, in& firma by mala moZnost navrnif zmlu-
vu (w',t') s vy$$im platom a velkostou tlohy, pri ktorej by vysokoproduk-
tivni pracovnici mali vy$siu uzitocnost. Vsetci vysokoproduktivni pracovnici
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by presli k tomu novému zamestnavatelovi a nizkoproduktivni by ostali u
starého. To by zvysilo zisk novej firmy a znizilo zisk starej na zaporny. Zo-
brazené na obrazku 4.7.

t
Obrazok 4.7: Neexistencia spolo¢ného ekvilibria

Separované ekvilibrium

Optimalny plat pre nizkoproduktivneho aj vysokoproduktivneho pracovnika
je vo vyske ich produktivity. Ak by bol plat nizsi, iny zamestnavatel by
pontukol vyssi plat, a kedZe zisk zamestnavatela je v ekvilibriu nula, tak vyska
platu musi byt presne vo vyske produktivity pracovnikov. Takze w(t})) = 0,
aw(th) = 0,.

Optiméalna vyska tlohy pre nizkoproduktivneho pracovnika je nula, tak
ako pri pozorovatelnej produktivite. Potrebujeme si urcif optimélnu vysku
tlohy pre vysokoproduktivneho pracovnika. Mo6zeme pouzit grafické zobraze-
nie. Na grafe na obrazku 4.8 st zobrazené produkéné priamky a indiferencné
krivky pracovnikov. Optimélna velkost tlohy pre vysokoproduktivneho pra-
covnika je t¥. Ak by si zvolil véc¢siu tlohu t”, zamestnavatel by mal moznost
nemoze vybrat mensiu tlohu ¢, lebo nizkoproduktivni pracovnici by sa tvarili
ako vysokoproduktivni. Na vypocet pouzijeme indiferen¢na krivku nizkopro-
duktivneho pracovnika. Na nej lezia body [0,6,] a [t%,0,]. V obidvoch ma
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rovnaki uzitocnost.
Optiméalnu velkost tlohy t* si vyratame z

U6, 0) = Uy (6, £°) (4.27)
e g, o, 6, o'

//
/
]

Obréazok 4.8: Optiméalna velkost tlohy vysokoproduktivneho pracovnika

Toto ekvilibrium nemusi v ¢istych stratégiach existovat. Pozndme dve situé-
cie, kedy neexistuje.

1. situacia:
Zobrazena na obrazku 4.9. Ak E(A) = M, + (1 — \)6, je vidsia ako 6, vtedy
existuju zmluvy vo vysrafovanej Casti, ktoré si vyhodnejsie pre zamestna-
vatela. VSetci pracovnici prejdi k zamestnéavatelovi, ktory taktto zmluvu
navrhne. Vyprodukuji F(f) a zamestnavatel bude maft kladny zisk.

6 si vyratame pomocou indiferenc¢nej krivky vysokoproduktivneho pra-
covnika.

Uy(6,0) = Uy (6o, t}) (4.28)
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Obrazok 4.9: Neexistencia separovaného ekvilibria, 1. situacia

2. situacia:

Ekvilibrium nebude existovat aj v pripade, ked zamestnavatel moze pontiknut
zmluvu (t1,wy) a (t2,ws), pri ktorej zisk na vysokoproduktivnom pracov-
nikovi bude vicsi, ako strata na nizkoproduktivnom pracovnikovi. Bod
(ta,wq) je z pohladu uZito¢nosti pre vysokoproduktivnych rovnako vyhod-
ny. Zobrazené na obrazku 4.10.

Hodnotu ¢ si vyratame pomocou indiferenénych kriviek. Body (¢1,w;) a
(t2,wq) lezia na indiferencnej krivke nizkoproduktivneho pracovnika a body
(t2,wq) a (tF,0,) na indiferencnej krivke vysokoproduktivneho pracovnika.
(t1,w1) a (t2,ws) si vyratame zo ststavy rovnic:

Un(wy, t1) = Uy (wa, ta)

U, (ws, 1) = Us(6y, £7) (4:29)

Rieseny priklad 4.3.1

Predpokladajme, ze 6, = 5.5, 6,, = 2. Ak pracovnik odmietne zmluvu, je-
ho uzito¢nost sa rovna rezervacénej uzitoénosti U = 0. Zisk odmietnutého
zamestnavatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu prijme, jeho uzito¢nost
U=w-— % a zisk zamestnévatela je V =0 — w.
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Obrazok 4.10: Neexistencia separovaného ekvilibria, 2. situacia

Otéazky:

(a) Ak4 je optimélna velkost tlohy pre vysokoproduktivneho pracovnika v
separovanom ekvilibriu?

(b) Pri akej A nebude existovat separované ekvilibrium v ¢istych straté-
giach?

(c) Aké& zmluva porusuje existenciu separovaného ekvilibria v ¢istych straté-
giach?

Odpovede:
(a) Pouzijeme rovnicu (4.27). Teda 0, — M =0, St;, ¢o po dosadeni

||:

zndmych hodnét 2 — 0 = 5.5 — —“ z ¢oho nam vyjde ¢

(b) Separované ekvilibrium v ¢istych stratégiach nebude existovat, ak F£(f) >
0. Vyratame si 6 z rovnice (4.28). Takze 6 — 0 = 6, St , ¢o po dosadeni

%7
znamych hodnot § = 5.5 — 5—58, z Eoho 0 = 22 Teraz mdZzeme vyratat, pre
aké \ je E(@) viicgie rovné ako 6. A, + (1 — A\)f, > 6, z Goho nam vyjde,
ze N> 11 Pre takéto A nebude existovat separované ekvilibrium v ¢istych

stratégiach.
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(c) Druh& moznost, kedy nebude ekvilibrium v ¢istych stratégiach existovat,
je situacia, ked iny zamestnavatel moze pontknut vyhodnejsiu zmluvu. t; =
0 a wy; = 60, + k. Potrebujeme si vyratat (tz,ws).

Riesime ststavu rovnic (4.29):

8k &
wy — 2 =55 %

Vyjadrenim ¢, z prvej rovnice a dosadenim do druhej, dostavame 3.5wy 44+
2k = %. 7 ¢oho wy = 5.5 — %l{:. Zisk zamestnavatela, ktory pontkne tito
zmluvu bude V' = A\(6, —w2)+(1—X\)(0,—w;). Dosadenim vsetkych znamych
hodnot dostavame V' = 1—71k)\ — k. Tento zisk je kladny pre A > % Teda ak
A bude spliiat tto podmienku, tak existuje zmluva (napr. (0, 2.5),(;—2, %)),
ktord porusuje existenciu separovaného ekvilibria v ¢istych stratégiach.

4.3.1 Priklady

Priklad 4.3.1.1

Predpokladajme, ze 6, = 250, 6,, = 50. Ak pracovnik odmietne zmluvu, je-

ho uzito¢nost sa rovna rezervacénej uzitocnosti U = 0. Zisk odmietnutého

zamestnavatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu prijme, jeho uZito¢nost

U=w— % a zisk zamestnavatela je V =0 — w.

Otéazky:

(a) Ak4 je optimélna velkost tlohy pre vysokoproduktivneho pracovnika v
separovanom ekvilibriu?

(b) Pri akej A nebude existovat separované ekvilibrium v ¢istych straté-
giach?

(c) Aké zmluva porusuje existenciu separovaného ekvilibria v ¢istych stratégiach?

Priklad 4.3.1.2

Predpokladajme, ze 6, = 3, #,, = 1. Ak pracovnik odmietne zmluvu, jeho uzi-
to¢nost sa rovna rezervacnej uzito¢nosti U = 0. Zisk odmietnutého zamest-
navatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu prijme, jeho uzitocénost U = w — 22

0
a zisk zamestnéavatela je V =6 — w.
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Otazky:

(a) Ak4 je optimélna velkost tlohy pre vysokoproduktivneho pracovnika v
separovanom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Pri akej A nebude existovat separované ekvilibrium v ¢istych straté-
giach?

(c) Aké zmluva porusuje existenciu separovaného ekvilibria v ¢istych stratégiach?

Priklad 4.3.1.3

Predpokladajme, ze 6, = 5, 6,, = 1. Ak pracovnik odmietne zmluvu, jeho uzi-
to¢nost sa rovna rezervaénej uzitocnosti U = 0. Zisk odmietnutého zamest-
navatela je tiez 0. Ak pracovnik zmluvu prijme, jeho uZitoénost U = w — &

0
a zisk zamestnavatela je V = 0 — w.

Otéazky:

(a) Ak4 je optimélna velkost tlohy pre vysokoproduktivneho pracovnika v

separovanom ekvilibriu? Ako bude vyzerat zmluva?

(b) Pri akej A\ nebude existovat separované ekvilibrium v ¢istych straté-
giach?

(c) Aké zmluva porusuje existenciu separovaného ekvilibria v ¢istych stratégiach?



Kapitola 5

Riesenia prikladov

Priklad 3.1.1.1
(a) KedZze pre investora je vyhodnejsie, ak producent peniaze nesprenevert,
ponukne producentovi boiling-in-oil zmluvu:

w(500)=100
w(-100)=100
w(100)=—o00

—

b) KedZe vyjednavaciu vyhodu mé agent, investor poniikne nasledovni zm-
uvu:

w(500)=200

w(-100)=200

w(100)=0

[u—

Priklad 3.1.1.2

(a) w(0) = 0,w(2.4) =137,U = 9.3

(b) w(0) = 0, w(2.4) = 88.4,V = 48.6

(c)e=0,U=28."7

(d) w(0) = —oo,w(49) = 137, w(100) = —oo0, w(225) = 137,U = 9.3
Priklad 3.1.1.3

a) U = 47.07
b) U = 13.16
C
d
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Priklad 3.2.1.1

Zmluva vyzera takto:

ak m= dobry stav a ¢ = 8, tak poniknuty plat je 4.09
ak m= zly stav a ¢ = 0.5, tak ponuknuty plat je 0.11

Priklad 3.2.1.2

Zmluva vyzera takto:

ak m= dobry stav a ¢ = 1, tak pontuknuty plat je 0.547
ak m= zly stav a ¢ = 0.25, tak pontknuty plat je 0.078

Priklad 4.1.1.1

(a) Oc¢akavany vystup vysokoproduktivneho agenta je 10.
(b) Zmluvy:

W1 = (wl(O) = 2,w1(5) = 0,11)1(10) = 2,21)1(15) = 0)

Wy = (w2(0) = 0,wy(5) = 6,w(10) = 0, wz(15) = 6)

Priklad 4.1.1.2

(a) Oc¢akavany vystup nizkoproduktivneho agenta je 3.5.
(b) Zmluvy:

Wi = (w1(0) = 3,w(7) = 3,w;(14) = 0)

Wy = (w2(0) = 0,we(7) = 5, wy(14) = 5)

Priklad 4.1.1.3
Priemerné cena mobilov bude 2000. Predévat sa budu za 3000.

Priklad 4.1.1.4
(a) Zmluva bude vyzerat takto:
1

’ _ _ 6
ak vystup bude g = 2, tak plat w = 5
ak vystup bude g = %, tak plat w = g

(b) Snaha v dobrom stave sveta je e = 1 a vystup je ¢ = 2. V zlom stave
sveta je snaha e = 0.5 a vystup je ¢ = 0.5.
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Priklad 4.2.1.1

(a) Optimalna troveni vysokoproduktivneho pracovnika v separovanom ekvilib-
riu s* € (100,223, 6). Vyhodnejsia z pohladu uzito¢nosti je pre neho troven
S1 = 100.

Zmluva vyzera takto:

ak s* € (100,223, 6), tak plat w = 6, = 250

ak s* ¢ (100,223, 6), tak plat w = 6,, = 50

kde systém predpokladov pu(s*) = 1.

(b) Optimalna troven vysokoproduktivneho pracovnika v spolo¢nom ekvilib-
riu s* < 83.6.

Zmluva vyzera takto:

ak s* < 83.6, tak plat w = E(0) = 190

ak s* > 83.6, tak plat w = #6,, = 50

(c) Vysokoproduktivny pracovnik pri A = 0.7 preferuje separované ekvilibri-
um a nizkoproduktivny preferuje spolocné ekvilibrium. Obidvaja preferuja
spoloc¢né ekvilibrium pri A > 0.8.

Priklad 4.2.1.2

(a) Optimalna troveini vysokoproduktivneho pracovnika v separovanom ekvilib-
riu s* € (2,3.46).

Zmluva vyzera takto:

ak s* € (2,3.46), tak plat w =60, =3

ak s* ¢ (2,3.46), tak plat w =0, =1

kde systém predpokladov pu(s*) = 1.

(b) Optimalna troveti vysokoproduktivneho pracovnika v spolo¢nom ekvilib-
riu s* < 1.79.

Zmluva vyzera takto:

ak s* < 1.79, tak plat w = E(0) = 2.6

ak s* > 1.79, tak plat w =60, =1

(c) Obidvaja preferuju spolo¢né ekvilibrium pri A > 0.66.



62

Priklad 4.2.1.3

(a) Optiméalna troven pracovnikov v spolo¢nom ekvilibriu s* < 0.25.
Zmluva vyzera takto:

ak s* <0.25, tak plat w = E(f) = 3

ak s* > 0.25, tak plat w =60, =1

(b) Optimélna troven vysokoproduktivneho pracovnika v separovanom ekvilib-
riu je s* € (0.5,2.5).

Zmluva vyzera takto:

ak s* € (0.5,2.5), tak plat w =6, =5

ak s* ¢ (0.5,2.5), tak plat w =6, =1

kde systém predpokladov pu(s*) = 1.

(c) Obidvaja preferuji spoloéné ekvilibrium pri A > 0.8.

Priklad 4.3.1.1

(a) Optimalna velkost tlohy ¢! = 100.

(b) Ekvilibrium nebude existovat, ak A > 0.8.
(c) Zmluva (ws, ta), kde we = 250 — 0.25k a to = 4/10000 — 62, 5k.

Priklad 4.3.1.2

(a) Optimalna velkost tlohy ¢ = 1.
Zmluva vyzera takto:

ak t7 <1, tak w =1

ak t7 > 1, tak w =3

(b) Ekvilibrium nebude existovat, ak A > 2.
(c) Zmluva (ws,t9), kde wy = 3 — g aty=+v4— 3k.

Priklad 4.3.1.3

(a) Optimélna velkost tlohy ¢} = 3.
Zmluva vyzera takto:

ak t; < 1, tak w =1
akt;‘jZ%,takw:F)

(b) Ekvilibrium nebude existovat, ak A > 1.

(c) Zmluva (ws,t2), kde wy =5 — L aty =1 — £



Z.aver

Cielom diplomovej prace bolo vytvorit ucebny materidl. Na zaciatku prace
sme zhrnuli zdkladné pojmy a definicie z tedrie hier. V dalsich kapitolach
sme sa uz konkrétne zaoberali jednotlivymi hrami s asymetrickou informa-
ciou. Hry sme rozdelili na viac kategorii, v ktorych sme sa jednotlivym
typom blizsie venovali. Ku kazdej kategdrii sme vysvetlili teériu a nasledne
to podrobne vysvetlili na riesenych prikladoch. Pri opise hier nam posluzil
principal-agent model, ktory sa da aplikovat na viaceré typy hier. Kazda
kategoria sa konci zadaniami prikladov na riesenie, ktorych vysledky st uve-
dené na konci prace. Citatel si tak moze pri rieseni tychto prikladov overit,
¢i tedriu pochopil spravne.
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