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Abstrakt

Toman, Eduard: Statistickd inferencia v asovych radoch. [Diplomova pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky fyziky a informatiky, Katedra ekonomickej
a finan¢nej matematiky, Bratislava 2006.

Skolitel: PaedDr.,RNDr. Stanislav Katina, PhD.

V diplomovej praci skimame testy pouzivané v analyze casovych radov. Permutacny
test porovnava dva nezavislé casové rady a Fisherov test overuje, ¢i dany casovy rad
obsahuje skryté periédy. Ako alternativu k permutac¢nému testu sme si zvolili C' P-plot
metodu. Ide o graficki metddu, ktora porovnava dva nezavislé ¢asové rady na zaklade
ich normovanych kumulativnych periodogramov (NCP).

Hlavnym cielom je preverenie vlastnosti chyb prvého a druhého druhu permutac¢ného
testu a Fisherovho testu pomocou simulac¢nych stadii a potom aplikovat tieto testy pri
analyze casovych radov lekarskych tidajov. Permutac¢ny test je zovseobecnenim Kolmogorovho-
Smirnovho testu dobrej zhody. Preto dalsim cielom je urobit aj simula¢na Studiu vlast-
nosti chyb prvého a druhého druhu K S-testu a porovnat ich s permutaénym testom.

Ukazuje sa, ze permuta¢ny a Fisherov test st v praxi pouzitelné len pre velké (> 120)
rozsahy siborov. Oba testy maju mala chybu prvého druhu, ale sila testov je pre v praxi
¢asto pouzivané (< 50) rozsahy stborov slaba. U permutacného testu je sila rovna 0. U

Fisherovho testu sa v sile testu vyskytuju velké vykyvy.

Klucové slova: Casovy rad, Periodogram, Simulacia.



Predhovor

Vyznamnou ¢astou Matematickej Statistiky je analyza ¢asovych radov.

Existuje niekolko testov porovnévajucich dva nezavislé ndhodné vybery. Najzname-
jsim je Kolmogorov-Smirnov test dobrej zhody. Ak meriame alebo zistujeme dant charak-
teristiku v postupnych ¢asovych okamzikoch, byvaji pozorovania navzajom zéavislé a tvo-
ria ¢asovy rad. V praxi potrebujeme vyriesit niekol’ko problémov, napr. méZeme mat dva
nezavislé ¢asové rady (napr. rady udajov z dvoch krajin) a chceme testovat hypotézu, ze
maju rovnaké rozdelenie pravdepodobnosti.

Alebo mame dva tseky rovnakého casového radu, napr. moze ist o dva tuseky po-
zorovani meranych v dvoch po sebe iducich obdobiach. Chceme testovat hypotézu, ze
medzi obdobiami nenastala vyznaméa zmena, teda Ze rozdelenie pravdepodobnosti je sta-
cionérne po celé obdobie zistovania.

Vidime, Ze testy hypotéz o zhode dvoch ¢asovych radov maju pre prax velky vyznam.

Autor
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Uvod

V diplomovej praci sa zaoberame ¢asovymi radmi. Na skiimanie ¢asovych radov vyuzi-
vame regresnu analyzu a testovanie roznych hypotéz.

Jednym z cielov tejto prace je pomocou simulénych Studii preverit chyby prvého a
druhého druhu permutac¢ného testu porovnavajiceho dva nezavislé ¢asové rady a porov-
nat vysledky s KS-testom dobrej zhody. Permutacény test je zovSseobecnenim K S-testu
dobrej zhody. ZovSeobecnenie spo¢iva v tom, ze permutacny test porovnava dva nezéavislé
casové rady, kym K S-test porovnava dva nezéavislé nahodné vybery. Jedna simulacné
studia permutacného testu bola vykonané v praci [2] (Diggle a Fisher, 1991). Zdalo sa
nam vSak, Ze nebola urobené dostatoéne podrobne. V praci chybaju vysledky pre malé
rozsahy vyberov. Konkrétne boli preverené vlastnosti chyb prvého a druhého druhu pre
rozsahy vyberov n = 64, 256, 1024, ¢o je maly pocet a nema skoro Ziadnu realnu vypoved-
ni hodnotu pre pouzitie testu v praxi. Dalsim cielom je v pripade priaznivych vysledkov
simulacnej studie aplikovat permutacny test na lekarske udaje. Ako alternativa k permu-
tacnému testu sa poniika metdda tzv. CP-plotu. Ide o graficki metédu, ktord takisto
porovnava dva cCasové rady. V pripade, Zze simulac¢na Studia nebude dévat uspokojivé
vysledky pouzijeme metédu C P-plotu.

Pri popise ¢asového radu pomocou regresného modelu sa snazime modelovat okrem
trendovej zlozky aj periodicki zlozku. Na modelovanie mdézeme pouzit kvaziperiodicky
nelinedrny regresny model. Medzi udaje vykazujice periodické spravanie patria napr.
udaje lekarskeho alebo ekonomického charakteru. Nasim cielom bude aplikovat model
na lekarske udaje. Trendovu zlozku budeme modelovat pomocou linedrneho trendu a
na odhalenie skrytych periéd vyuzijeme v prvej faze periodogram skimaného ¢asového
radu. Existuje Akaikeho informa¢né kritérium (AIC) a Fisherov test pomocou ktorych sa
daju vyladit z regresného modelu tie periody, ktoré nie st vyznamné (druhé faza urcenia
vyznamnych period). Nasim cielom bude porovnat AIC a Fisherov test z hladiska kvality
vysledkov. Ako kritérium kvality si zvolime rezidudlnu sumu $tvorcov modelu (RSS).
To, ¢ bude mozné porovnéavat AIC' a Fisherov test sa rozhodneme na zaklade simula¢nej
studie Fisherovho testu. Doposial nebola totiz urobena Ziadna simula¢né $tudia tohto
testu v mne dostupnej literature.

Na zéver zhrnieme nase ciele. Hlavnym cielom je preverenie vlastnosti chyb prvého
a druhého druhu permutac¢ného testu a Fisherovho testu pomocou simula¢nych studii a
potom aplikovat tieto testy pri analyze Casovych radov lekarskych adajov. Dalsim cielom
je urobit aj simula¢ni Studiu vlastnosti chyb prvého a druhého druhu K S-testu a porovnat

ich s permuta¢nym testom.



1 Teoretické zaklady Kolmogorov-Smirnovho testu

dobrej zhody

1.1 Uvod

Kolmogorov-Smirnov test dobrej zhody (v dalsom pouzivame skratku K S-test) je jednym
zo zékladnych testov porovnavajuci distribucné funkcie dvoch nédhodnych vyberov. Je

vychodiskom pre vznik inych testov zalozenych na jeho principe.

1.2 Zakladné pojmy
Definicie pochadzaji z prace [10] (Zvara a Stepan, 2002).

Definicia 1.2.1 Nech F(+) je distribu¢na funkcia. Nech X7, X, ..., X, st nezavislé nahod-
né veliciny, z ktorych kazda méa distribu¢na funkciu F'(+). Nech x4, x9, ..., x,, € R. Potom

T1, X3, ..., T, nazyvame ndhodnym vyberom z distribu¢nej funkcie F(+).

Definicia 1.2.2 Majme ndhodny vijber xi,xs,...,x,. Potom F,(z) = %ZF(%); kde

F(z;) =1 ak z; < x, inak F(x;) =0, je empirickd distribucnd funkcia.

1.3 Kolmogorov-Smirnov test-princip fungovania

Majme napr. realizacie x a y nahodnych vyberov X a Y. Mozeme sa pytat, ¢i tieto realiza-
cie pochadzaju z toho istého rozdelenia pravdepodobnosti. Rozdelenie pravdepodobnosti
néahodnej veli¢iny je reprezentované jej distribu¢nou funkciou. Zhodu rozdelenia pravde-
podobnosti dvoch nédhodych veli¢in chapeme teda ako zhodu ich distribu¢nych funkcii.
My vsak nevieme ako vyzeraju distribuc¢né funkce nasich skiimanych nahodnych veli¢in.
Zéavery mozeme robit len na zéklade odhadov empirickych distribuénych funkcii tychto
nahodnych veli¢in.

Ak porovnévame dve empirické distribu¢né funkcie, mozeme formulovat nasledovnu

obojstrannii hypotézu

Hy: FX(z) = FY (x),Va,
Hy 2 F () # Fy (o)
pre aspon jedno .
Statistika K S- testu dobrej zhody, pomocou ktorej overujeme dant hypotézu, je defi-

novana ako maximum rozdielu dvoch empirickych distribuénych funkcii [3] (Feller, 1948)

D



D= max |FX (x) — F (2)]
X
kde X a Y predstavuju nahodné vybery, n a m si rozsahy ndhodnych vyberov.
Jednostranna hypotéza pre empiricka distribucéni funkciu a teoreticki distribu¢ni

funkciu znie

Hy : FX(z) > F(z),Vz,
H,: FX(x) < F(2)

pre aspon jedno x
alebo
Hy: F) (z) < F(x), Ve,

Hy : FX(x) > F(z)

pre aspon jedno .

Tu ma K S statistika pomocou ktorej overujeme dani hypotézu nasledovny tvar

D* = max |FX(x) — F(x)].

Z definicie empirickej distribu¢nej funkcie je intuitivne zrejmé, ze F,(x) — F(x) pre
n — oo. Teda ¢im VvACST pocet pozorovani méme, tym by mal byt odhad distribuéne;j
funkcie lepsi.

Von Mises je autorom tzv. Von Miseho w?-kritéria [3] (Von Misses, 1931 in Feller,
1948), ktoré poskytuje odhady pravdepodobnostnych odchyliek F,(x) od F(x) pre isté
formy F(x). Este so silnejsim vysledkom prisiel A. Kolmogorov [3] (Kolmogorov, 1941
in Feller, 1948). Podarilo sa mu odvodit rozdelenie tatistiky D,, = max |FX(z) — F(z)|.
Vidime, Ze rozdelenie $tatistiky D,, je nezavislé na konkrétnej forme F'(x). Pozadujeme
iba, aby bola F(z) spojita. Presné rozdelenie Statistiky D,, nie je znadme, ale Kolmogorov
prisiel na to, ze n'/2D,, ma limitné rozdelenie.

Vysledok A. Kolomogorova je predmetom velkého zaujmu a skiimania v teoérii nepara-

metrického odhadovania.
Veta 1 Nech F(x) je spojitd a ndhodnd premennd D, je definovand ako
D, = max |EX (z) — F(z)].
Potom pre kaZdé pevné z > 0 pre n — oo platt
Pr (D, < znl/Q) — L(z),

6



kde L(z) je kumulativna distribucnd funkcia, ktord pre z > 0 je dand nasledugicimi ekvi-

valentnyma vstahma

(e 9]

_1_22 Vl—l/z 271'1/2 —126 (2v— 122/82

v=1

Pre z <0 mdme L(z) = 0.

Rovnaké limitné rozdelenie m4 aj Statistika max |FX(z) — EY (2)],
Smirnov [3] (Smirnov, 1939 in Feller, 1948).

Veta 2 Nech (x1,Z2, ..., Tm) a (Y1,Y2, ..., Yn) SU dva ndhodné vgbery s distribucnou funkciou
F(:). Nech FX(x) a EY (x) st prislusné empirické distribucné funkcie a definujme novi

ndhodni premenni D,, , ako

Dy = max |EX(z) — F) (2)].

Nech
mn
N —
m+n
a nech pre m — co,n — oo plati
m
n

kde a je konstanta. Potom pre kaZdé fizné z > 0
Pr (D < 2NY?) — L(2),

kde L(z) je rovné

_1_22 I/].—Z/Z_2ﬂ_1/2 Ze 21/122/82

Vidime, ze zakladom pre K S testovacie Statistiky st rozdiely medzi napr. empirick-
ymi distribuénymi funkciami z toho istého rozdelenia. Prvy krok je teda vytvorit k
porovnavanym skupinam pozorovani ich empirické distribu¢né funkcie. Potom vypoci-
tame D = max |FX(z) — FY ()| a na rozhodovanie pouzijeme priblizni kriticka hodnotu

1
2 2
D) = (Gt og2 )

2nm

Ak D > D, (), zamietame hypotézu Hy [4] (Katina, 2006).

Povodné dokazy Kolmogorova a Smirnova sa velmi zloZzité a st zalozené na uplne
odlisnych metodach [3] (Feller, 1948). Kolmogorov dokaz je zaloZzeny na pomocnom tvr-
deni [3] (Kolmogorov, 1941 in Feller, 1948). Smirnov dokazal obe vety ako dosledky

7



inej vety, hovoriacej o potte prienikov grafov FX(z) a F(z) = eN~2, resp. FX(z) a
FX(z) £ eN =2, kde ¢ je ndhodna premenna predstavujica rozdiely medzi danymi dis-
tribu¢nymi funkciami [3] (Smirnov, 1939 in Feller, 1948).

S jednoduchsim, hoci nie jednoduchym dékazom prisiel W. Feller (1948) [3]. Podava

dokaz oboch viet zalozeny na rovnakych metodach.



2 Permutacny test

2.1 Uvod

Existuje niekol'ko testov pre porovnanie dvoch nezavislych ndhodnych vyberov. Jednym
z nich je aj K S-test dobrej zhody predstaveny v predoslej kapitole. Ak nase tidaje tvoria
casovy rad, pozorovania uz nie su nezavislé a teda netvoria nahodny vyber. Permu-
tacny test predstavuje zovseobecnenie K S-testu. Zistujeme, ¢i dva nezavislé casové rady
pochadzaji z toho istého nahodného procesu alebo nie. ZovSeobecnenie spociva v tom,
ze namiesto ndhodného vyberu uvazujeme casovy rad. Musi ist ale o dva nezavislé ¢asové

rady. V tomto zmysle musi byt nezavislost zachovana.

2.2 Zakladné pojmy

Definicie pochadzaju z prac [§] (étulajter, 1990)a [2] (Diggle a Fisher, 1991).

Definicia 2.2.1 Nech (2, F, P) je lubovolny pravdepodobnostny priestor a nech T' je lubo-
volnd mnoZina - podmnoZina E*. Nech X(t) je pre kazdé t € T ndhodnd velicina defino-
vand na pravdepodobnostnom priestore (Q, F, P). Potom mnoZinu X = X (t);t € T ndhod-
nych premenngch X (t) nazgvame ndhodny proces. Parameter t vystupujici v definicii

ndahodného procesu budeme nazyvat cas.

Definicia 2.2.2 Ndhodny proces X = {X (t);t € T'} nazgvame staciondrny, ak jeho stred-
nd hodnota je konstantnd, teda ak plati m(t) = E[X(t)] = c pre vsetky t € T, kde c
je nejaké redlne ¢islo a jeho kovariancénd funkcia zdvisi len od vzdialenosti argumentov,

Yo (k) = cov {X(t), X(t — k)}.

Definicia 2.2.3 Hovorime, Ze ndhodnyj proces X = {X (t);t € T} splita linedrny regresny
model, ak pre jeho stredni hodnotu m(t) = E [ X (t)];t € T plati:

m(t) = Zﬁjfj(t),

kde f1, fa, ..., [ st zndme funkcie definované na T a vektor 3 = (By, B2, ..., Be)T je nezndmy

vektor regresniyjch parametrov.

Definicia 2.2.4 Funkciu A\,(w) = 3= > p_ Yo(k)e™™, -1 < w < 7 nazgvame spektrdl-
nou hustotou procesu X = {X(t),t € T'}.



Definicia 2.2.5 Redlna funkcia I, (w); w € [—m, —7| definovand predpisom

2 2
1 n n .
I (w) = 5 [Z xycos(tw)| + Z Ty Sln(tw)] :
t=1 t=1
sa nazyva periodogram pozorovania Iy, kde w = w; = %, j=1,...m;m= ”T_l

Veta 3 Ak je {X;} linedrny staciondrny proces, plati pre n — oo

L(w) = =\ (w)Z,

N | —

0 <w <, kde Zy je ndhodnd velicina s x* rozdelenim pravdepodobnosti s 2 stuptiami

volnosti a I,(w;) a I;(wg) s asymptoticky nezdvislé pre j # k.

2.3 Popis testu

Majme dva nezavislé ¢asové rady {z;,t = 1,...n} a {y;,t = 1,...,n}, generované sta-
cionarnymi procesmi {X;} a {Y;}.

Rozdelenie pravdepodobnosti procesu je dané jeho spektralnou hustotou. Hypotézu
zhodného rozdelenia dvoch ¢asovych radov formulujeme ako zhodu ich spektralnych hustot

nasledovne

Hy: X(w) =Mw),0 <w <,
Hy: A (w) # M\(w),0 <w <.

Permutacny test je vlastne zovSeobecnenim K S-testu dobrej zhody, teda testovacia

Statistika bude tvaru [2] (Diggle a Fisher, 1991)

D,, = max |F,(w;) — F,(w;)| = di(w1, ..., wm),

1<j<m
kde ,
i1 Lo (wi)
> iy Lo(wi)

je normovany kumulativny periodogram (NCP) ¢asového radu {z;,t = 1,...,n} (rovnako

Fo(wy) =

je definovany aj F,(w;) ).

Je doélezité mat na paméti, ze prvky periodogramu I, (wy), I (ws), ..., I (wy,) sG nezavis-
lé iba asymptoticky, to isté plati aj pre periodogram I,(w;). To je hlavny rozdiel medzi
K S-testom a permutacnym testom. U K S-testu pochadzaju pozorovania z ndhodného

vyberu a st teda nezavislé.
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Za predpokladu, ze plati hypotéza Hj, je rozdelenie pravdpodobnosti K.S Statistiky
D,, invariantné ku vSetkym 2" vzajomnym zamenam I,(w;) a I, (w;), j = 1,...,m. V
praxi vypoc¢itame d nie pre vSetkych 2™ zamien, ale iba pre ich dostatocne velky pocet.
Vypocitané statistiky oznac¢ime do, ..., d,, s je dostato¢ne velké a vratane Statistiky d; ich

zoradime od najmensej po najvacsiu, teda dostaneme d; < dy < ... < ds. P-hodnotu

le_(r—1)7
s+1

kde r je poradie Statistiky d; a s je pocet vSetkych Statistik.

vypocitame ako

2.4 Povaha testu

Vsimnime si, Ze test je navrhnuty tak, ze dokaze odhalit iba pripadné odlisnosti v priebe-
hu porovnavanych c¢asovych radov a nie absolitne rozdiely medzi nimi. Je tomu tak
preto, ze zaklad K S testovacej Statitiky tvori normovany kumulativny periodogram a
jeho hodnoty sa pohybuju vzdy medzi nulou a jednotkou. Ak by porovnavané ¢asové
rady tvorili napriklad dva biele Sumy s rozdielnym rozptylom, test by ich nedokézal ro-
zlisit. Takto koncipovany test moze mat Siroké uplatnenie v medicine ale aj v ekonémii.
Napriklad mézeme porovnavat ekonomické cykly Slovenska a Nemecka. Mozeme sa pytat,

¢1 ekonomika na Slovensku a Nemecku zaziva sticasne boom alebo recesiu.

11



3 Teoretické zaklady Fisherovho testu
Zakladné pojmy st prevzaté z prace [1] (Brockwell a Davis, 1991).
Fisherov test vyuziva periodogram a je postaveny na dosledku nasledovnej vety

Veta 4 Ak X, je gaussovsky biely sum, potom ndhodné premenné

v = 2kt L0OW)
Z het L (k)

i=1,..,q9—1,q=[(n—1)/2], si nezdvislé ndhodné premenné a kazdd z nich je rovnomerne

rozdelend na intervale [0, 1]

Dosledok tejto vety mézme formulovat ako nasledujicu vetu.
Veta 5 Definuyme Yy :=0, Y, :=1a

M, := max (Y; — Y;_1) = max )

1<i<q 1<i<q Zgzl I(\) ’

Potom

kde x4 = max(z,0).

Pomocou tochto dosledku mézeme formulovat nasledovni hypotézu:
Hy znie, ze X; je biely Sum a alternativna hypotéza H, znie, Ze X; obsahuje periodicky
komponent neznamej frekvencie. Hypotézu H, zamietame ak periodogram X; obsahuje

hodnotu, ktora je zna¢ne vicsia ako priemerna hodnota, teda ak hodnota

je mensia ako «, tak zamietame hypotézu Hj na hladine vyznamnosti «.

12



4 Simulac¢né studie

4.1 TUvod

V nasledujacich dvoch podkapitolach sa budeme zaoberat chybami prvého a druhého
druhu K S-testu a permuta¢ného testu. Tieto chyby nam hovoria o celkovej kvalite a teda
pouzitelnosti testu. Pokusime sa porovnat vysledky pre tieto dva testy.

Chyby prvého a druhého druhu zistujeme pomocou testovania hypotéz a preto si

pripomenieme niektoré zdkladné pojmy z teérie testovania hypotéz.

4.2 Zakladné pojmy

Zakladné pojmy su prevzaté z prace [5] (Katina, 2006).

Nulova hypotéza Hy : 6 € Oy, alternativna hypotéza H, : 6 € ©1, g+ 0, = O, kde 0
je parameter a © je vyberovy priestor.

Stretdavame sa s nasledovnymi Styrmi moznostami: A) plati Hy a naSe rozhodnutie
je prijat Hy (spravne), B) plati Hy a naSe rozhodnutie je zamietnut H, (nespravne), C')
plati H; a naSe rozhodnutie je prijat Hy (nespravne), D) plati H; a naSe rozhodnutie je
zamietnut Hy (spravne).

V pripade A, D je naSe rozhodnutie spravne (Pry(A) > 1 — «). V pripade B sa
dopustame chyby prvého druhu (CHPD, Pro(CHPD) < «), kde « je hladina vyznam-
nosti testu, ktord si na zac¢iatku volime. V pripade C' sa dopustame chyby druhého druhu
(CHDD, Pro(CHDD) = (). Doplnok ku Pro(CHDD) je pravdepodobnost 1 — (3 a
nazyva sa sila testu (pri alternative H;). Sila testu teda predstavuje pravdepdobnost s
akou zamietame hypotézu Hy, ak Hy neplati (D). Silu testu mozeme znazornit pomocou
silofunkcie testu 1 — B(0) = Pro(X € W), kde W je kriticky obor testu. Ak ndhodna
premenna X padne do W, zamietame Hj. 6 je parameter, ktory sa pri kazdom teste Speci-
fikuje zvlast. Pri K S-teste je parametrom silofunkcie rozdiel strednych hodnét dvojice

pozorovani, pri permuta¢nom teste plni funkciu parametra rozsah vyberov.

4.3 Simulac¢na $tiudia Kolmogorov-Smirnov testu

Chyba prvého druhu

Na urcenie chyby prvého druhu budeme simulovat dvojicu idajov z norméalneho rozde-
lenia s identickou strednou hodnotou g a rozptylom o?. Ideme teda zistovat, s ak-
ou pravdepodobnostou sa K S-test pomyli a prehlasi dant dvojicu realizacii nahodnych

vyberov za dvojicu, ktord nepochédza z toho istého rozdelenia pravdepodobnosti, ak z
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neho v skutocnosti pochadza. Zelame si aby chyba prvého druhu bola ¢o najmensia.

Hypotéza znie
Hy: FX(z) = FY (x),Va,

Hy : F(z) # F, ()

pre aspon jedno x.

Simulujeme k& = 1000-krat dvojicu tdajov z normélneho rozdelenia s identickou stred-
nou hodnotou p a rozptylom 2. Spoc¢itame pocet P-hodndt mensich ako 0,05 a vydelime
k. Dostaneme tak odhad chyby prvého druhu. Vypocet opakujeme pre rozne rozsahy
nahodnych vyberov n = 10, 20, 30, 40, 50.

Dochadzame k zaveru, ze chyba prvého druhu nezévisi na rozsahu ndhodného vyberu.
Pohybuje sa medzi 0,02 a 0,04.

Sila testu

Majme tie isté hypotézy ako pri urcovani vlastnosti chyb prvého druhu. Silu testu
preverime tak, Ze naSa dvojica nahodnych vyberov sa bude lisit v strednych hodnotach
p a pig (02 = 02 = o). Postupne zvicSujeme rozdiel strednych hodnot g — po pre fixny
rozsah ndhodnych vyberov.

Presny postup je taky, ze rozdiel v strednych hodnotéch je p1 — ps = (0,0.2,04, ..., 2)
pricom g = 0 a fixné rozsahy nahodnych vyberov st postupne n = 20, 30, 40, 50.

Vieme, Ze hypotéza H, urcite neplati, pretoze nasa dvojica ndhodnych vyberov sa lisi
v strednych hodnotach. Zistujeme s akou pravdepodobnostou zamietne K S-test hypotézu
H, ak neplati. Zelame si, aby bola sila testu ¢o najvécsia a teda chyba druhého druhu ¢o
najmensia. Vypocet prebieha tak isto ako pri zistovani chyby prvého druhu.

Ukazuje sa, ze na silu testu vplyvaji dva parametre. Prvym parametrom je rozsah
nahodného vyberu. So zvacSujicim sa rozsahom nahodného vyberu rastie aj sila testu.
Druhym parametrom je rozdiel strednych hodnot nahodnych vyberov. Pri narastaji-
com rozdiele strednych hodnot sa sila testu zvysuje. Silofunkcie testu st zachytené na
obrazku ¢. 1. Na obrazku je znazornena iba polovica intervalu, druha polovica je parovo
identické, kedze ide o obojstrannti hypotézu. Z tohoto obrazku je zrejmé, ze rozdiely

medzi silofunkciami st velmi malé pre n > 50.
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Obrazok ¢&. 1: Silofunkcia K S-testu.

4.4 Simulac¢na studia permutacného testu

Diggle a Fisher(1991) [2] prezentuju vysledky simulacnej studie, ktora sa zaoberala chy-
bami prvého a druhého druhu nimi navrhnutého testu K S-typu. Simulované boli procesy
Ar(p) a Ma(q). Dochadzaju k zéverom, Ze test modze konkurovat semiparametrickym a
parametrickym testom pre niektoré dvojice procesov. Chyby prvého a druhého druhu
preverovali na simulovanych nahodnych vyberoch dizky n = 64, 256 a 1024. Z ich studie
nie je zrejmé, aky je minimélny rozsah vyberu, aby mal test eSte dobré vlastnosti (chyba
prvého druhu, chyba druhého druhu). Autori aplikuji test na reéalne lekarske udaje o
rozsahu n = 44, ¢o je menej ako n = 64, najkratsi rozsah, pre ktory skimali chyby prvého
a druhého druhu tohoto ich K S-testu. To nas viedlo k podrobnejSiemu prevereniu chyb

prvého a druhého druhu testu.

Chyba prvého druhu

Definujme hypotézu nasledovne



kde A(w) boli definivané v def.2.2.3.

Simulujeme k=1000-krat napr. dvojicu Ar(1) procesov, aby sme dostali vzdy dvojice
nezévislych realizacii. Simulacie robime pre rozne dlzky dvojic procesov. Jednotlivé dlzky
dvojic procesov su n = 20,30, ...,100, 120, ..., 200, 300, ..., 800 (po k£ = 1000 simulécii ).
Pre kazdu z tychto dvojic robime s = 100 permutécii a vypocitame prislusni P-hodnotu.
Zvolime si hladinu vyznamnosti o = 0,05 a spoc¢itame pocet tych P-hodnot, ktoré sa
mensie ako 0,05 a vydelime tento pocet poc¢tom simulécii k. Dostaneme tak odhad chyby
prvého druhu.

Pre dvojice zhodnych procesov nam vyslo, Ze bez ohl'adu na rozsah vyberov je pravde-
podobnost zamietnutia hypotézy priblizne 0,001. Test teda prakticky nerobi chybu prvého
druhu. Podobne sa sprava aj K.S-test, taktiez nezélezi na rozsahu vyberov, len pravde-

podobnost nastatia je vyssia(pozri Kap.3.3).

Sila testu

Majme tie isté hypotézy ako pri zistovani vlastnosti chyby prvého druhu. Zistovanie
sily testu prebieha presne tak ako pri zistovani chyby prvého druhu s tym rozdielom, Ze
simulujeme dvojicu réznych procesov, napr. Ar(1) a biely Sum.

Zaver je, Ze test ma dobré vlastnosti len pre velké rozsahy tudajov vo v8eobecnosti
okolo n = 500 a viac.

Pre korela¢ny koeficient velkosti 0.1 a 0.2 nie je test schopny rozlisit Ar(1) proces od
bieleho Sumu ani pre velké rozsahy vyberov. Silofunkcie testu st znazornené na obrazku
¢. 2 pre Ar(1) proces s roznymi korelaénymi koeficientami. Z tohto obrazku je vidno,
ze pri korelacnom koeficente rovnom 0.6 je silofunkcia "najstrmsSiad pre ostatné kore-
lac¢né koeficienty sa strmost silofunkcie zmensuje na obe strany od korela¢ného koeficientu
rovného 0.6. Teda napr. pre korelacny koeficient rovny 0.6 je silofunkcia strmsia ako
pre korela¢ny koeficient rovny 0.8, ¢o je necakané. Vidime, ze vztah medzi korela¢nym
koeficientom Ar(1) procesu a silou testu je prekvapujico nelinearny. Teda s narastajucim
korela¢nym koeficientom najprv sila testu rastie, svoje maximum dosahuje pre korela¢ny
koeficient rovny 0.6 a pre korela¢né koeficienty vicsie ako 0.6 zase sila testu klesa. Tento
vztah je zrejmy uz z obrézka ¢. 2 a je zobrazeny na obrazku ¢. 3, kde fixujeme rozsah
vyberov a postupne zvicsujeme korelaény koeficient.

V porovnani s K S-testom dobrej zhody sa sprava permutacny test odlisne. Pri K.S-
teste dobrej zhody pri urcovani sily testu sme postupne zvéicsovali rozdiely medzi stred-
nymi hodnotami nahodnych vyberov s tym, Ze sila testu nam réstla. Pri permuta¢nom
teste robime ¢osi podobné, ked postupne zviac¢sujeme korela¢ny koeficient Ar(1) procesu a
tym sa akoby "vzdalujemedd bieleho Sumu. Tu nam ale sila testu najprv rastie a neskor

zacina klesat.
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Obrazok ¢. 2: Silofunkcia permuta¢ného testu pre rozne rozsahy vyberov pre AR(1)

procesy s roznym korelaénym koeficientom
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Obrazok ¢. 3: Silofunkcia permutac¢ného testu pre fixny rozsah vyberov a meniaci sa

korelacny koeficient AR(1) procesu
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Poznamka 4.4.1 VSimnime si, Ze sme pri chybe prvého druhu ani pri sile testu neu-
vazovali rozptyl o2 nahodného procesu. Z teérie totiz vyplyva, Ze permutacny test je
schopny zachytavat iba odlinosti v priebehu danych ¢asovych radov. Teoériu podporuje
aj vysledok simul¢nej stidie, kde sme simulovali dvojicu procesov presne tak isto ako pri
zistovani vlastnosti chyby prvého druhu s tym rozdielom, ze sa dané Ar(1) procesy lisili
v rozptyle. Rozptyl jedného procesu sme zvolili 02 = 1 a rozptyl druhého procesu sme
zvolili 0 = 2. Teda meriame vlastne silu testu. Simulacia preukizala, Ze permutacny test
nedokéaze rozlisit ¢asové rady ak sa odlisuju iba v rozptyle. Sila testu vysla bez ohladu

na rozsah vyberov 0.

Existuje aj menej formalny sposob, ako overit, ¢ dvojica ¢asovych radov pochadza z toho
istého stochastického procesu alebo nie. Pred testovanim mozeme urobit tzv. CP-plot.
Na os z nanesieme normovany kumulativny periodogram (NCP) jedného ¢asového radu
a na os y NCP druhého ¢asového radu. Ak dostaneme graf v tvare y = x, znamena to,
7e Casové rady pochadzaju z toho istého stochastického procesu. Ak sa rady lisia, bude
sa graf vychylovat od funkcie y = x.

CP-plot je vhodny najméa v pociato¢nej faze analyzy dat. Na ilustraciu uvadzame
niekolko C'P-plotov (obrazky ¢. 4 - 11).

1.0
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0.8
0.8
|

0.6
|
0.6

NCP2
NCP2

0.4
|
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0.2
|
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|
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NCP1 NCP1

Obrazok ¢. 4 a 5: CP-plot dvojice bielych Sumov s rozsahom vyberov n = 30, resp.
n = 200
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Obrazok ¢ 6 a 7: CP-plot dvojice AR(1) procesov s korelaénym koeficientom 0.3 s

rozsahom vyberov n = 30, resp. n = 200
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Obrazok ¢. 8 a 9: C'P-plot dvojice AR(1) procesu s korelaénym koeficientom 0.3 a

bieleho Sumu s rozsahom vyberov n = 30, resp. n = 200
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Obrazok ¢. 10 a 11: CP-plot dvojice AR(1) procesu s korela¢nym koeficientom 0.8 a

bieleho Sumu s rozsahom vyberov n = 30, resp. n = 200

Prva dvojicu tvoria ¢asové rady bieleho Sumu (obrézky ¢. 4 a ¢. 5). Vidime, ze C'P-
plot je dobrym ukazovatelom zhodnosti ¢asovych radov. Plot je tvaru y = x pre vyber
rozsahu n = 30, ako aj pre n = 200, ¢o znazoriiuje uz asymptotické spravanie.

Druhu dvojicu tvoria ¢asové rady Ar(1) procesu s korelaénym koeficientom 0.3 (obrazky
¢. 6 ac¢. 7). Pre vyber rozsahu n = 30 by sme sa na zéklade obrazka ¢. 6 mohli dom-
nievat, Zze ide o dva rozne casové rady. Graf ma tvar esovitej krivky teda nie je tvaru
y = x. Asymptotické spravanie je na rozdiel od rozsahu vyberu n = 30, lepsie (obrazok
¢. 7).

Tretiu dvojicu tvoria dva rozne ¢asové rady, Ar(1) proces s korelaénym koeficientom
0.3 a biely sum (obrazky ¢. 8 a ¢ 9). C'P-plot v tomto pripade iba mierne naznacuje
odlignost casovych radov (obrazok ¢. 8). Rozdiel je vidno iba asymptoticky(obréazok ¢.
9).

Poslednti dvojicu tvoria dva rozne ¢asové rady, Ar(1) proces s korelaénym koeficientom
0.8 a biely sum (obrazky ¢. 10 a ¢ 11). Tu je C'P-plot dobrym ukazovatelom odlisnosti

¢asovych radov.

Zaver
Je vidno, Ze rozhodovat iba na zaklade C'P-plotu sa neda. CP-plot moze sluzit ako
pomdcka, niekedy moze aj zavadzat, pre maly rozsah vyberov sa C'P-plot sprava nepred-

vidatelne. (obrazky ¢. 6 a ¢. 7 a obrazky ¢. 6 a ¢. 8). Na zaklade obrazkov ¢. 8 - ¢. 11
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by sme sa mohli domnievat, Ze so zva¢8ujucim sa korela¢nym koeficientom Ar(1) procesu
sa C'P-plot odchyluje od grafu tvaru y = x Coraz viac.
Moézeme povedat, ze pre samotny C'P-plot plati podobny zaver ako pre permutacny

test. Teda, Ze pre maly rozsah vyberov je tato metdda nespolahlivé.

4.5 Simulac¢na studia Fisherovho testu

Chyba prvého druhu

Hypotéza znie
Hy: ndhodny proces X; je biely Sum,
H, : ndhodny proces X; obsahuje periodicky ¢len neznamej periody.

Simulujeme k£ = 1000-krat biely Sum. Simulacie robime pre biely Sum postupne pre
rozsahy n = 10,20, 30,...,300 (po k& = 1000 simulacii pre kazdy rozsah). Zvolime si
hladinu vyznamnosti o = 0.05 a vypocitame pocet tych P-hodnot, ktoré su mensie ako
a = 0.05 a vydelime tento pocet poc¢tom simulécii k. Dostaneme tak odhad chyby prvého
druhu.

Dochadzame k zaveru, ze Fisherov test prakticky nerobi chybu prvého druhu. Nezavisle
na vel'kosti rozsahu vyberu je chyba prvého druhu rovna priblizne 0.001. Rovnako spolahli-

Vo sa sprava aj permutacny test (pozri Kap.3.4).
Sila testu

Majme tie isté hypotézy ako pri zistovani vlastnosti chyby prvého druhu. Budeme
simulovat & = 1000-krat nahodny proces pozostavajici z roznych zmesi kosinusov a
sinusov. Simulédcie robime pre rozsahy vyberov n = 10,20, 30,...,300 a eSte aj pre
n = 95,101 kvoli lepSej nazornosti (po k£ = 1000 simulécii pre kazdy rozsah). Teraz

si rozoberieme konkrétne skimané pripady.

A) Simulujeme nahodny proces {X;}, X; = K cos(t) + Z;, kde Z; je biely sum a K je
konsStanta.

Postupujeme tak, ze pre K = 1,2, 3,4 simulujeme k& = 1000-krat proces { X, } pre kazdé
K zvlast. Zvolime si hladinu vyznamnosti a = 0.05 a vypocitame pocet tych P-hodnét,
ktoré st mensie ako o = 0.05 a vydelime tento pocet po¢tom simulacii k. Vysledok
simuldcie je znazorneni na obrazku ¢. 12. 7 tohto obréazka je zrejmé, Ze silofunkcia
Fisherovho testu nie je neklesajtica na celom intervale rozsahu vyberu. Neklesajtca je iba

na istych podintervaloch rozsahov vyberov.
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Vidime, Ze na silu testu vplyvaji dva parametre. Jednym parametrom je rozsah
vyberu. So zvic¢sujicim sa rozsahom vyberu sa "vykyvy"v hodnotach silofunkcie zmensu-
jua. Pre rozsahy vyberov nad n = 200 je sila testu bez vykyvov pre vSetky skiimané K a
je dostato¢ne velka.

Druhym parametrom je konstanta K. Je vidno, Ze pre fixny rozsah vyberov so zvacsu-
jucim sa K sila testu rastie pre vSetky fixné rozsahy vyberov. Dovod preco hra konstanta
K taku vyznamnu tulohu pri sile testu je ten, Zze Fisherov test zamieta hypotézu Hy, ak
je maximalna hodnota periodogramu daného pozorovania znacne vacsia ako priemerna

hodnota periodogramu. So zvac¢Sujucim sa K nam tento rozdiel narasta a preto sila testu

rastie.
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Obrazok €. 12: Silofunkcia Fisherovho testu pre ndhodny proces X; = K cos(t) + Z;,
K=1,234

B) Simulujeme nahodné procesy X}, X7, X7, kde
X} = cos(t) + cos(2t) + sin(t) + sin(2t) + Z,
X7 = cos(t) + 2cos(2t) + 2sin(t) + 3sin(2t) + Zi,
X} = 3cos(t) + 2cos(2t) + 3sin(t) + 3sin(2t) + Zi,

Z, je biely sum.
Simulacia prebieha presne tak ako v pripade A. Vysledok simulacie je zobrazeny na

obrazku ¢. 13. 7 tohto obrézka je vidno, Ze v porovnani s pripadom A dochadza k
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pretinaniu jednotlivych silo¢iar napriek tomu, Ze koeficienty pri kosinusoch a sinusoch
narastaji pri skimanych procesoch (u procesu X} st najmensie a u procesu X najvicsie).
Teda sila testu je napr. pre rozsah vyberu n = 70 vicsia pre proces X, ako pre proces X},
pritom proces X? ma pri kosinusoch a sinusoch vidsie koeficienty ako proces X}. Dalej
je badatelné, ze rozdiely v sile testu nie su také velké v porovnani s pripadom A, ked
zmes kosinusov a sinusov tvoril iba jeden ¢len K cos(t) v procese a zvySovali sme postupne
koeficient K. Teraz nam vystupuju v procese 4 ¢leny, taktiez zvysSujeme koeficienty, ale

rozdiely v sile testu st mensie ako v pripade A.
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Obrazok ¢. 13: Silofunkcia Fisherovho testu pre ndhodné procesy X}, X7, X}
C) Simulujeme nahodné procesy X}, X2, kde
X} =3cos(t) + Zy,

X? = 3cos(t) + 2cos(2t) + 3sin(t) + 3sin(2t) + Z;,

Z; je biely sum.
Simulécia prebieha presne tak isto ako v pripadoch A a B. Vysledok simulacie je

zobrazeny na obréazku ¢. 14.
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Obrazok ¢. 14: Silofunkcia Fisherovho testu pre ndhodné procesy

Z tohto obréazka je vidno, 7e silofunkcie pre procesy X}, X2 st velmi podobné. Zauji-
mavé je, Ze pre proces X} nadobida silofunkcia vacgie hodnoty ako silofukcia procesu X?.
Pritom v procese X? tvoria zmes kosinusov a sinusov 4 ¢leny, kym proces X/ obsahuje

iba jeden.
Zaver

Moézeme povedat, Ze s narastajicim rozsahom vyberu nam rastie sila testu i ked s
istymi "vykyvmi". Pre vybery mensich rozsahov st vykyvy vicSie, so zva¢Sujicim sa
rozsahom vyberu okrem zvacsujicej sa sily testu dochédza aj k zmensovaniu jej vykyvov.

Okrem rozsahu vyberu mé vyznamny vplyv na silu testu aj velkost koeficientov pri
sinusoch a kosinusoch, ktoré vystupuji v ndhodnom procese. Mensi vplyv ma uz pocet a
velkost peridédy tychto funkcii. Je tomu tak preto, Ze s narastajicim koeficientom K; pri
niektorom z ¢lenov (sinusu alebo kosinusu) nahodného procesu narasté aj maximum jeho
periodogramu. Tym sa nam zvacsuje rozdiel medzi maximéalnou a priemernou hodnotou
periodogramu. Této situécia je zachytena na obrazku ¢. 15. Z tohto obrézka vidime, ze
pre narastajice koeficienty K nadobuda periodogram procesu {X,;} maximum v tej istej
frekvencii, ale velkost maxima sa zvicSuje. To je aj dovod preco nemé az taky vplyv

na silu testu pocet ¢lenov vystupujiucich v ndhodnom procese. Pre zvicsujuci sa pocet
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¢lenov nam nerastie maximum periodogramu, ak s koeficienty pri pridavanych ¢lenoch
mensie alebo rovné ako tie povodné. Pre mensie rozsahy vyberov sa nam moze dokonca
stat, ze pridanim d'alsich ¢lenov sa ndm zvacsi priemerna hodnota periodogramu (pretoze
pridanim kazdej novej funkcie sinus alebo kosinus nam v periodograme pribudne nové

lokalne maximum) a sila testu sa tak moze zmensit.
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frekvencia

Obrazok ¢&. 15: Periodogram nahodnych procesov X; = K cos(t) + Z;, K =0,1,2,3

Najdolezitejsim poznatkom je ale fakt, Ze pre malé rozsahy vyberov je Fisherov test
nepouzitelny. Z obrazkov ¢. 12 - 14 je vidno, Ze sila testu je pre rozsahy vyberov n < 50

velmi mala. Naviac st pritomne velké vykyvy v silofunkciach.
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5 Aplikacia kvaziperiodickych ¢asovych radov
v kardiologii

Tato aplikacia vychadza z prace [6] (Katina, Stulajter et al, 2005). 7 tejto prace je

prevzaty uvod, zakladné pojmy a cast teodrie.

5.1 Uvod

Matematicka Statistika ma Siroké uplatnenie v biomedicinskych vedach. Jednym z prik-
ladov je dizajn experimentu s opakovanymi meraniami v ekvidisStantnych ¢asovych bodoch.
Prave vyssie spomenuty dizajn vedie k pouzitiu kvaziperiodickych casovych radov.

S narastajicimi moznostami ambulantného monitorovania krvného tlaku (7'K') u dospelych
sa potvrdzuje, ze vyznamnou zlozkou intraindividualnej variability T'K je jeho periodcké
kolisanie. V literatire najskor a najviac (réznymi metédami pre analyzu periodickych pro-
cesov) dokumentovanym biologickym rytmom (T'K) je jeho cirkadidlne (C'D) kolisanie s
no¢nym minimom. NajcastejSou Statistickou metédou jeho dokazu a amplitidovo-casovej
kvantifikicie je Halbergom zavedené kosinorova analyza (Halberg et al. 1967). Svoje
miesto v diagnostike hypertenzie, resp. v chronofarmakologii méa hladanie charakteru cca
24-hodinového periodického vykyvu jeho amplitudy okolocelodenného priemeru, ¢asovanie
maxima a minima a taktiez pripadna nepritomnost noé¢ného poklesu T K.

Konstrukcia vlastného ultrazvukového pristroja na meranie 7'K u novorodencov (Kellerova
at al. 1978) nam umoznila prioritny dokaz na existencie C'D kolisania T'K uZz u novoro-
dencov v druhom postnatalnom dni (Kellerova at al. 1978, 1981). Rozptyl jednotlivych
hodnot T'K okolo odhadu strednej hodnoty s 24 hodinovou periédou (s pouzitim len
kosinusovej funkcie) si vyziadala podrobnejsiu analyzu na pritomnost superponovanych
ultradiadlnych (U D) periodicit. Tato ukazala, ze kym C'D rytmus T'K a pulzovej frekven-
cie sa vyskytuje u 100 percent zdravych dospelych, priblizne po 2 pomalé UD rytmy
skoro u kazdého a rychle UD len asi z 30 percent, v porovnani s tym u novorodencov
vySetrovanych v kontrolovanom rezime novorodeneckého oddelenia, sa C'D a pomalé UD
cykly pozorovali u 60-57 percent a rychlych UD periéd bolo priblizne 4-nasobne viac
(Kellerova et al. 1989).
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5.2 Material a metodika
5.2.1 Sibor jedincov

Subor jedincov tvorilo p = 20 fyziolgickych novorodencov s postnatalnym vekom 45 + 11
hodin, pérodnou hmotnostou 3551 + 172 gramov (aritmeticky priemer + smerodajna
odchylka), vo volnom rezime "rooming in"s matkou. Na tychto jedincoch sme merali TK
v hodinovych intervaloch automatickym oscilometrickym tlakomerom Nippon-Collin. Z
dalsej analyzy sme vyradili 3, pretoZe jedno alebo viac chybajucich pozorovani, teda
p=17.

5.2.2 Statistické metody

Analyza kvaziperiodickych ¢asovych radov je postavena na béze analyzy frekvencii aso-
ciovanych s cyklami, ktoré sa v datach nachadzaju. NajcastejSie pouzivanou mnozinou
matematickych funkcif je zmes kosinusov a sinusov.

Majme nelinearny regresny model [7] (NRM, Stulajter, 2002)

k

X(t) = Bi+ ot + 3 [y cos At + By sin \jt] +e(t);t € T, (1)

j=1

kde Brur = (k, B, )T = (k, By, B, Bi1, -, Bk, a1, vy Bogy My ooy )T je neznamy vektor
regresnych parametrov (pocet parametrov modelu (1) je 3k + 3 < n, kde k je potrebné
tiez odhadnut), (t) je biely Sum (nekorelované ndhodné premenné s nulovou strednou
hodnotou a s rovnakym rozptylom o2?). Nezndme parametre modelu (1) odhadneme z
dat X (t);t =1,2,...,n tak, Ze najprv vypocitame odhady linearneho trendu Bl a (3 a to
oby¢ajnou metédou najmensich stvorcov (M N 5’), potom vypocitame )?(\t) = X(t)— By —
ﬁzt, t=1,2,...,n a tieto pouzijeme na vypocet periodogramu podla vstahu (Christensen,

2003)

2
+

iéﬂ@mﬁﬁ e, teT. (2)

t=1

L) = —— lj{:j?ZB<XB(Aa

2

Poznamka 5.2.1 Periodogram sa pocita len v niektorych frekvenciach. Najcastejsie sa
pouzivaju, ak n je parne, Furierove frekvencie \; = 27“ J,7 =1,2,...,n/2. Frekvenciam A

zodpovedaju periody Ty = 2.

Hodnotu k£ a frekvencie ):j, odhady frekvencii \;, j = 1,2, ..., k, ur¢ime s periodogramu,

je to pocet vsetkych lokdlnych maxim funkcie (2), resp. frekvencie, v ktorych su tieto
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lokélne maxima. Potom uvazujeme linearny regresny model (LRM)

k
X(t) = B1 + fot + Z[ﬂu cos At + By sin \jt] +e(t);t € T, (3)

j=1
v ktorom odhadneme nezname parametre 3y, 32, 811, ..., Bik, Bo1, ..., B2k pomocou obycajnej
MNS.

Model (3) je aditivnym saturovanim modelom bez interakcii. Vychadzajtc z tohoto
modelu, pomocou Akaikeho informa¢ného kritéria (AIC, Akaike, 1974)

AIC (ﬁﬁ,&?) Y (EB &2) — ok,

kde [(+) je maximum funkcie vierohodnosti, P/‘B je maticovy zapis odhadu strednej hod-
noty, najdeme optimalny submodel pouzitim spéatného krokového mechanizmu (Vanables
a Ripley, 2002).

Teda iterovanim za predpokladu konvergencie vyradujeme pomocou sluciek tie regres-
né parametre, ktoré sposobuja pokles AIC. Iteracie zastani vtedy, ked uZ nenastane
dalsi pokles AIC.

Poznamka 5.2.2 Povodne sme planovali pouzit okrem AIC kritéria aj Fisherov test a
porovnat kvalitu vysledkov pomocou velkosti rezidualnej sumy Stvorcov (RSS). Simu-
la¢néa studia Fisherovho testu ukazala, Ze pre malé rozsahy vyberov je nespolahlivy a tak

sme ho z analyzy vynechali.

Nacrtnuty postup hladania optimalneho submodelu zhrnieme v nasledovnych bodoch:
1. najprv vyberieme vSetky lokdlne maximé funkcie I,,(-) v (2), ich pocet oznacime

k <mn,

2. potom frekvencie k nim prislichajtce pouzijeme v LRM (3), kde regresné parametre
odhadneme M NS ,

3. dalej po spétnej krokovej procedure ostane v modeli (3) I < 2k regresnych parametrov,

kedy tento model budeme povazovat za optimalny submodel.

Majme p jedincov v ndhodnom vybere, na ktorych opakovane meriame n-krat nejaku
premennu v ¢ase za rovhakych podmienok. Pre kazdého i-teho jedinca mame realizacie
zi(t);i=1,2,....,p;t = 1,2, ...,n a pre kazdého z nich uvazujeme NRM (1), periodogram
I'(\) s A € [0,7] a LRM (3). Hlavnou tlohou je identifikovat najcastejsie sa vyskytujtce
periody za predpokladu, Ze realizéce x;(t) modzu byt teoreticky u kazdého jedinca posunuté

o intd fazu a naviac vyskyt hladanych period moéze byt rozny.
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f)alej sa mozeme pytat, ¢i periodické zmeny v systolickom krvnom tlaku i-teho jedinca
pochadzaji z toho istého stochastického procesu ako periodické zmeny j-teho jedinca,
pre i = 1,2,...,p,i # j. Pod periodickymi zmenami systolického krvného tlaku i-teho
jedinca rozumieme udaje x;(t) — ﬁl — ﬁQt;t =1,2,...,24, kde B a ﬂg st odhady linearneho
trendu realizacii x;(t);t = 1,2,..,24. Tieto udaje jednotlivych jedincov tvoria nezavislé
stacionarne ¢asové rady. Nezavislost je zabezpeCena tym, Ze realizacie z;(t);t = 1,2, ..., 24
a x;(t);t =1,2,...,24 pre i # j s nezavislé, pretoZe st merané na roznych jedincoch v
tych istych ¢asovych odstupoch (hodinovych).

Teda hypotéza H, znie, ze periodické zmeny v systolickom krvnom tlaku i-teho a
j-teho jedinca pochazaju z toho istého stochastického procesu.

Hypotéza H; znie, Ze periodické zmeny v systolickom krvnom tlaku ¢-teho a j-teho
jedinca pochéazaji z roznych stochastickych procesov. Ide teda o obojstranné hypotézy.

Mame dve moznosti ako overit dané hypotézy. Prvou moznostou je pouzit permu-
taény test (pozri kap.2). Simula¢néa $tudia tohto testu vSak ukézala, Ze test je pre malé
rozsahy vyberov nepouZitelny (pozri podkap. 4.4). Druhou moZznostou je pouZitie grafick-

ej metody, tzv C'P-plot (pozri podkap. 4.4).

5.2.3 Odhal'ovanie vyznamnych frekvencii

V naSej analyze zmien systolického krvného tlaku sa snazime identifikovat vyznamné
frekvencie, ktoré by mali byt zahrnuté do regresného modelu. Klacova ulohu pri tom
zohrava periodogram, kde za vyznamné frekvencie povazujeme frekvencie, v ktorych
nadobida svoje lokdlne maximé (pozri postup v predchadzajicej podkap. 5.2.2). Teraz
si objasnime preco je to tak.
Majme kvéziperiodicky nelinearny regresny model
k
X(t)=n+ Y (B coshit+ Bsin\t) +e(t);t € T,

i=1
kde v = (71,8, oo, B B2, oy B2 AL s M) T = (K, 71,8, M) je vektor neznamych regres-
nych parametrov, ktoré je potrebné odhadnit. Na odhad parametrov pouzijeme periédo-
gram. Nech X (t) = m(t) +e(t);t € T je ¢asovy rad. Nech X,, = (X(1),..., X(n))T je jeho

kone¢nym pozorovanim.

Definicia 5.2.1 Redlna funkcia I,,(\); A € [—7, 7| definovand predpisom

I,(\) =5 [Z xy cos(tA) th sin(t\) ] ,
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sa nazyva periodogram pozorovania X,, kde w = w; = Moj=1,...,m, m= "T’l (Stula-

jgter, 1990).

Periodogram sa pocita véicsinou pre Furiérove frekvencie \; = (27) 7,5=1,2,..,

N3

Peribdogram mozeme zapisat ako

2 2

n

> [m(t) + £(t)] sin(tA)

t=1

1) = =4 | S Im() + e(t)] cos(t)

- 2mn *
t=1

V pripade, ze ¢asovy rad ideme modelovat kvéziperiodickym nelinedrnym regresnym

modelom, teda ked
k
m(t) = my(t) =y + Z(ﬂ} cos \it + BFsin \t);t =1,2,....n,
i=1

periodogram nadobtuda tvar
I(\) = 5= [Z?Zl (71 + 3% (B cos \it + 32 sin /\it)> cos()\jt)] i
+ 5 [Z?Zl (71 + 3% (B cos \it + 32 sin /\,;t)> sin(/\jt)} i :
Nech teraz \; = \; pre nejaké i = 1,2,..., k, potom
Lo(N) = & (81 iy cos? M(t) + 01 e(t) cos? Ai(t)°
+ % (ﬁzl Sorsin? A () + D01 e(t) sin® )\i(t)Q)Q )

Vidime, Ze vyraz sa nam znacne zjednodusil, platia totiz nasledujice vztahy

i sin \it = i cos Ajt,
t=1 t=1

Zcos Aitcos A\t =0,
t=1

Z sin )\ﬂi sin /\]t = 0,

z”: sin A\;t cos \;t = 0.
Fa(N) = [ (3600 + Sy =(0) cos A1) + (302 + Sy =(1)sin® A1)
=n [(%ﬁ% + LS () cos \(t))* + (B2 + L3 e(t)sin )\i(t))2} .

g(t) je biely sum so strednou hodnotou p = 0 a rozptylom o2, teda plati
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Dostavame

n—oo
pre vSetky ¢+ = 1,2, ..., k.

Vidime, ze ak je nejakd z furiérovych frekvencii vyznamné pre nas regresny model,
pojde o frekvenciu, v ktorej dosahuje periddogram lokalne maximum. Teda vSetky lokéalne
maxima periodogramu by mali byt zahrnuté ako vyznamné frekvencie do regresného mod-
elu. Existuje Fisherov test (kap. 3), pomocou ktorého sa da ur¢it ¢i je dana frekvencia v

ktorej nadobtuda periodogram lokdlne maximum vyznamné pre regresny model.

5.2.4 Vysleky a diskusia

Identifikacia vyznamnych periéd v systolickom krvnom tlaku

V nasom pripade meriame t v hodinach (n = 24), t = 1 pre 7. hodinu rano a t = 24 je
6. hodina rano nasledujuceho dia. Na ilustraciu sme si vybrali casové zmeny systolického
krvného tlaku novorodenca ¢. 3. Z periodogramu (obrazok ¢. 16) vyberieme vsetky
lokalne maxima, ktoré spolu s odhadnutym linearnym trendom vstupuji do iterac¢nych

procedur.

periodogram
1500 2000
l I

1000

500
1

I T T T T T I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

frekvencie

Obrazok ¢. 16: Periodogram (novorodenec ¢. 3)
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Optimalny submodel bude mat potom nasledovny tvar

#(t) = 67.128 — 0.196t
+2.879 cos(0.0837t) + 4.078 cos(0.257t) + 3.503 cos(0.757t)
—3.611sin(0.57t),

kde st zahrnuté nasledovné frekvencie 5\(1) = 0.083m, 5\(2) = 0.25m, 5\(3) = 0.75m, 5\(4) =
0.0837 a k nim prislachajice periody Tj bk, = 3.831, Toos, = 1.273, T, = 0.424,
T = 0.636 hodiny (tu k = 4).

Odhadnutt strednt hodnotu optimélneho submodelu ¢asového radu znazoriujeme ako
spojita funkciu ¢asu. Do grafu zakreslujeme aj skuto¢né (namerané) hodnoty sledovaného

parametra v diskrétnych ¢asoch a linearny trend (obrazok ¢. 17).

systolicky krvny tlak

Obrazok ¢.17: Kvaziperiodicky ¢asovy rad systolického krvného tlaku (novorodenec

v

¢. 3), odhadnuta stredna hodnota a linearny trend

Globalny pohl'ad na periodické zmeny systolického krvného tlaku novorodencov v nami
sledovanom stibore mézeme vyjadrit pomocou periodogramu vypocitaného z nasledovnych
udajov

1 17 1 24
T(t) — T = — )= =N "z(t);t=1,2,..,24.
°0) =7 = 37 D) - 37 200

t=1
Z periodogramu vypocitaného z tychto idajov vyplyva, Ze v systolickom krvnom tlaku
pozorovanej skupiny deti st vyznamné peridody. Periodogram je znézorneny na obrazku

¢. 18.
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Obrazok ¢. 18: Periodogram z casového radu priemerného systolického krvného

tlaku sledovanej skupiny deti.

Optimalny submodel bude mat potom nasledovny tvar

#(t) = 69.739 — 0.282t
+1.736 cos(0.1667t)
+1.9495in(0.1667t) + 0.973sin(0.3287¢) — 1.117sin(0.6667t).

Teda najvyznamnejsie frekvencie si Ay = 0.166m, A\ = 0.3287, Az = 0.666m a
k nim prislichajtce periody Ty s = 1.912, Ti2 = 0.97, T = 0.477 hodiny (tu
k=3).

Testovanie hypotéz

Zoberme casové rady periodickych zmien systolického krvného tlaku prvého a druhého
jedinca. Chceme vediet, ¢i tieto casové rady pochéazaji z toho istého stochastického

procesu alebo nie.
Hypotéza znie

Pripad A)

Hy : periodické zmeny jedinca ¢.3 = periodické zmeny jedinca ¢.4,

H; : periodické zmeny jedinca ¢.3 # periodické zmeny jedinca ¢.4.

33



Pripad B)

Hy : periodické zmeny jedinca ¢.2 = periodické zmeny jedinca ¢.3,
H; : periodické zmeny jedinca ¢.2 # periodické zmeny jedinca ¢.3.

Ide teda o obojstranné hypotézy.

Na overenie danej hypotézy pouzijeme permutacny test a C'P-plot.
Metoda C P-plotu

Na obrazkoch ¢. 19 a ¢. 20 st znazornené C P-ploty jedincov ¢. 3 a ¢. 4 (pripad A)
resp. ¢. 2 a ¢ 3 (pripad B). Vidime, ze C'P-plot v pripade A je priblizne tvaru y = z,
kym C P-plot v pripade B nie. Na obrazkoch je zachyteny aj 95 % interval spolahlivosti.

Interval spolahlivosti konStruujeme tak, ze simulujeme & = 1000-krat biely Sum a
ten pripoc¢itame k periodickej ¢asti odhadnutej strednej hodnoty jedinca ¢.3 (stredni
hodnotu jedinca ¢.3 sme odhadovali v “Identifikicia vyznamnych period v systolickom

krvnom tlaku”). Simulacie teda vyzeraju nasledovne
X! = 2.879cos(0.083t) 4 4.078 cos(0.257t) + 3.503 cos(0.75mt) — 3.611sin(0.57t) + Z,

kde Z} je biely sum pre t = 1,2, ...,24;i = 1,2, ..., 1000. Dostaneme tak k& = 1000 procesov
X, so strednou hodnotou rovnou periodickej ¢asti jedinca ¢.3, pre kazdy z tychto procesov
vypocitame NCP (normovany kumulativny periodogram) a vypoc¢itame 5% a 95% kvantil

NCP v kazdej jeho frekvencii. Periodogram poc¢itame vo furiérovych frekvenciach.

Poznamka 5.2.3 Vsimnime si, Ze nikde nespominame rozptyl simulovaného bieleho su-
mu ani rozptyl skiimanych pozorovani. Velkost rozptylu nemusime uvazovat vdaka vlast-
nosti NC'P, ktorad nam hovori, Ze podstatny je priebeh ¢asového radu a nie jeho absolitna
hodnota. Teda ¢ méa napr. biely sum rozptyl ¢? = 1, alebo 02 = 0.5, jeho NCP bude

rovnaky.

Rovnaku vlastnost mé aj permutacny test (pozri podkap.2.4).

Vidime, ze C'P- plot v pripade A sa do intervalu spolahlivosti vosiel, kym v pripade B
znacna cast C P-plotu prekracuje interval spolahlivosti. Mohli by sme teda urobit zaver, Ze
v pripade A nezamietame hypotézu Hy na hladine vyznamnosti a = 0.05, kym v pripade B
zamietame Hj. Potrebujeme ale poznat, akd velka je chyba druhého druhu tejto metody,
aby nase zavery boli spravne. Chybu druhého druhu budeme zistovat na dvojici bieleho

Sumu a pozorovania jedinca ¢. 3. Vieme, Ze pozorovania jedinca ¢. 3 obsahuju skryté
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periody a teda sa urcite liSia od bieleho Sumu. Zaujima nas s akou pravdepodobnostu

zamietne tato metoda Hy ak vieme, ze Hy je nepravdiva.

0.6 0.8 1.0
1 1

NCP4

0.4

0.2

NCP3

Obrazok ¢. 19: C'P plot jedincov ¢. 3 a ¢. 4

1.0

NCP2
0.6

0.4

0.2

0.0

NCP3

Obrazok ¢. 20: C'P plot jedincov ¢. 2 a ¢. 3

Na obrazku ¢. 21 je CP-plot bieleho Sumu a jedinca ¢. 3. Vidime, ze graf ma charakter
esovitej krivky, ¢o naznacuje, ze ide o dva rézne procesy.
Interval spolahlivosti konstruujeme tak, ze simulujeme k = 1000-krat biely Sum, vy-

pocitame pre kazdy z nich NCP a vypocitame 5 % a 95 % kvantil NCP v kazdej jeho
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frekvencii. Vidime Ze skoro cely C'P-plot lezi bud na hranici intervalu spolahlivosti alebo
v nom. Chyba druhého druhu tejto metddy je teda velka, ak porovnévame biely Sum
a jedinca ¢. 3. Doévod je ten, Ze ak sa pozrieme na periodogram jedinca ¢é. 3 (obrazok
¢. 16) vidime, ze lokdlne maximé periodogramu su priblizne rovnako velké. Z vlastnosti
(NCP) periodogramu potom vyplyva, ze (NCP) jedinca ¢. 3 sa nebude velmi odligovat
od (NCP) bieleho sumu.

Aby sme presne poznali velkost chyb druhého druhu tejto metody, trebalo by preverit
rozne kombinacie dvojic procesov obsahujiice rézne zmesi sinusov a kosinusov a preverit
chyby pre rozne velkosti rozsahov vyberov. Totiz pre kazda z tychto moznosti moézeme
dostavat rozne velkosti chyb druhého druhu. To isté plati aj pre chybu prvého druhu,
ktora sa moze lisit pre rovnaké dvojice porovnavanych procesov, tvorené réznymi zmesami

sinusov a kosinusov.
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NCP3
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Obrazok ¢. 21: C'P plot jedinca ¢. 3 a bieleho Sumu

Na obrazku ¢. 22 je znazorneny ten isty pripad ako na obrazku ¢. 21, len rozsah
vyberu sme zvacsili na z n = 24 na n = 100. Z obrazka vidime jasne, Ze ide o dva
rozne procesy. Graf nie je tvaru y = x. Vidime, Ze viac¢Sina bodov C'P plotu prekracuje
interval spolahlivosti,teda pravdepodobnost zamietnutia hypotézy H, je dostatocna. Ak
porovname tento pripad s pripadom na obrazku ¢. 21 tak zistime, Ze rozsah vyberu ma
na tuto metoédu znacny vplyv.

Podstatné ale je, Ze pre rozsah nasich skumanych udajov velkosti n = 24, je tato

metdda nevyhovujica, pretoze ma mala silu (velkd chybu druhého druhu).
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Obrazok ¢. 22: C'P plot stochastického procesu so strednou hodnotou jedinca ¢. 3 a

bieleho Sumu s rozsahom vyberu n = 100

Zéaver teda je, ze bez podrobnej analyzy chyb prvého a druhého druhu méze mat tato
metoda len informativny charakter. Teda pozerdme sa na C'P-plot bez zahrnutia intervalu
spolahlivosti s tym, Ze sledujeme, ¢i je C'P-plot tvaru y = x alebo nie je.

Skusime este otestovat dané hypotézy pomocou permutac¢ného testu.
Permutac¢ny test

Pre jedincov ¢. 3 a ¢. 4 je P-hodnota testu rovna 1. Teda na Iubovolnej hladine
vyznamnosti a nezamietame hypotézu Hy. Vieme vsak, Ze sila testu je velmi mala (podla
simula¢nej $tadie je pre nas rozsah vyberu rovna 0) a tak treba brat tento vysledok s
velkou rezervou.

Pre jedincov ¢. 2 a ¢. 3 je P-hodnota testu rovnéd 0.089. Teda na hladine vyznam-
nosti a = 0.05 nezamietame hypotézu Hy. V porovnani s predoslym pripadom sice tiez
nezamietame hypotézu Hy, ale P-hodnota je ovela mensia (0.089 < 1). Ak sa pozrieme
na predoslé vysledky dané grafickou metodou C'P-plotu, vidime isti anal6giu. Pre jed-
incov ¢. 3 a ¢. 4 je CP-plot tvaru y = x a P-hodnota testu je rovna 1. Pre jedincov
¢. 2 ac¢. 3 nema C'P-plot tvar y = = a P-hodnota testu je rovna 0.089. Samozrejme
metoda C' P-plotu ani permutaény test nam v ani v jednom z dvoch skiitmanych pripadov
nezamietli hypotézu Hj, ale spolu nam dévaju lepsi obraz o situicii. Moézeme povedat,
ze v pripade jedincov ¢. 3 a ¢. 4 nam metdéda C'P-plotu aj permutacny test silnejsie

nezamietaju hypotézu H, ako v pripade jedincov ¢. 2 a ¢. 3.
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Zaver

Na zaklade periodogramu urobeného z priemerov sledovaného systolického krvného
tlaku deti mozeme povedat, Ze v zmenach tohto tlaku sa vyskytuju vyznamné periody.
Celkovo nam tlak klesa (trendova zlozka je v regresnom modeli klesajica) s kolisaniami
periodického charakteru (sposobenymi identifikovanymi vyznamymi periodami).

Nepodarilo sa nam urcit, ¢i periodické zmeny v systolickom krvnom tlaku deti pochadza-
ju z toho istého stochastického procesu. Doévodom je slaba sila permutacného testu pre
malé rozsahy vyberov. NaSe rozsahy vyberov sii rozsahu n = 24. Pre tento rozsah vyberu
je sila permuta¢ného testu nulova (pozri podkap. 4.4), ¢ize nema zmysel vysledky daného
testu uvazovat. Ako alternativa sa ponikala metoda zalozend na C P-plote. Ani tu vSak
neboli preukidzané uspokojivé vysledky. Moze za to mala schopnost metody zamietnut
hypotézu H, ak je nepravdiva. Preto tato metdéda moze sluzit iba na pociatoénu analyzu

pozorovani.
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Zaver

Jeden zo zékladnych cielov, ktoré sme si na zaciatku stanovili bol ur¢it velkost chyb
prvého a druhého druhu permuta¢ného testu porovnavajiceho dva nezavislé c¢asové rady.
Vysledky simula¢nej Studie permutacného testu ukézali, Ze tento test je pouZitelny len
pre velké rozsahy vyberov. Ide o rozsahy vyberov velkosti n = 200 a viac, pre malé
rozsahy je sila testu nulova. Metéda C P-plotu déava podobné vysledky ako permutacny
test. Pre malé rozsahy vyberov sa C'P-plot spriava pomerne nevyspytatelne, ak neberieme
do uvahy aj 95 % interval spolahlivosti. Tu nebola urobené dokladné simula¢néa stadia, na
zaklade ktorej by sme mali vedomosti o chybéch prvého a druhého druhu. Odporucame
pri analyze casovych radov pouzivat permutacny test aj metoédu C'P-plotu spolu. Ani
jedna metoda sice nie je spolahlivé, ale spolu ndm moézu slazit na vytvorenie predstavy
o spravani sa danych ¢asovych radov. Simula¢na studia Fisherovho testu preukézala, ze
test je podobne ako permutacny test pouZitelny len pre velké rozsahy vyberov. Pre malé
rozsahy vyberov stu badat velké vykyvy v sile testu. S narastajicim rozsahom vyberu sa
vykyvy postupne zmensuju, ale k ustaleniu dojde az pri velkom rozsahu vyberu. Preto
neodportucame pouzivat v praxi tento test pre rozsahy vyberov mensie ako n = 120,
kedy je sila testu dostatocna a vykyvy st zanedbatelné. V naSom pripade to znamené
merat systolicky krvny tlak SKT aspon 4 dni v hodinovych intervaloch alebo kazdych
15 minat po dobu minimélne 1.5 dna. K S-test, permutacny test a Fisherov test maju
jedno spolo¢né. Chyba prvého druhu je pri tychto testoch velmi mal4d a nezavisi na
velkosti rozsahu vyberu. U K S-testu sa pohybuje na trovni okolo 0.04 a u zvy$nych
dvoch je priblizne rovna 0.001. Teda da sa povedat, ze permutacny a Fisherov test dobre
kontroluju chybu prvého druhu ale chyba druhého druhu je pre malé rozsahy vyberov
prilis velkia. K S-test mé o nie¢o vacsiu chybu prvého druhu, ale zato je chyba druhého
druhu ovela mensia.

V analyze SKT sme predstavili metodu C'P-plotu. Oplatilo by sa spravit podrobnu
simula¢nt $tidiu vlastnosti chyb prvého a druhého druhu tejto metody, rovnako aj AIC
kritéria. f)alej z analyzy SKT vyplynulo, Ze u novorodencov sa prejavuje no¢ny pokles

krvného tlaku, ¢o by bolo zaujimavé vyhodnotit.

39



Literatura

[1] Brockwell, P. a Davis, R.: Time Series: Theory and Methods, Second edition, New
York, Springer-Verlag, 1991, pp. 328-329.

[2] Diggle, P. a Fisher, N.: Nonparametric Comparison of Cumulative Periodograms,
Appl. Statist., 1991, 40, No. 3, pp. 423-434.

[3] Feller, W.: On the Kolmogorov-Smirnov Limit Theorems for Empirical Distributions,
The Annals of Mathematical Statistics, Vol. 19, No. 2. (Jun, 1948), pp. 177-189.

[4] Katina, S.: Vybrané kapitoly z pocitacovej Statistiky I, elektronické $tudijné materialy,
18/01/2006

[5] Katina, S.: Statisticka analyza planovanych experimentov, XVII Summer School of
Biometrics, 2006 (Lednice na Morave, Czech Republic).

[6] Katina, S., Stulajter, F. a Kellerova, E.: Aplikacia kvaziperiodickych ¢asovych radov
v kardiologii, Konferencia PRASTAN, 2005, Tajov, SR.

[7] étulajter, F.: Predictions in Time Series Using Regression Models, New York, Springer-
Verlag, 2002.

8] étulajter, F.: Odhady v nahodnych procesoch, Alfa, Bratislava, 1990.

[9] Zvéra, K. a Stépz’m, J.: Pravdépodobnost a matematicka statistika, Veda, Bratislava,
2002.

40



Priloha

V prilohe st funkcie naprogramované v statistickom programe R, ktory sme pouzivali
pri vypoctoch. R-ko nema tieto funkcie zabudované. Simula¢né studie permuta¢ného
a Fisherovho testu sme nenavrhli ako funkcie. V oboch pripadoch uviddzame ukazky

konkrétnych simulécii.
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Funkcia K S-testu
vstup: rozsah vyberov dlzka, stredné hodnota x

vystup: P-hodnota

KS.test <-function(dlzka,x){

a<-0

for (i in 1:1000 ){
x1<-rnorm(dlzka,x,1)
x2<-rnorm(dlzka,0,1)
z<-ks.test(x1,x2)

if ( z[2]<=0.05 ) a<-a+l

}
pvalue <- a/1000

pvalue

Simulacia K S-testu
vstup: rozsah vyberov dlzka, vektor strednych hodnot X
vystup: vektor P-hodnot

Funkcia “KS.testvela”vyuziva funkciu “KS.test”.

KS.testvela <-function(dlzka,X){

n <- length(X)

Pval <- rep(0,n)

for (i in 1:n){
Pval[i] <- KStest(dlzka,X[i])
+

Pval
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Funkcia pocitajiica periodogram
vstup: nahodny proces X

vystup: periodogram ndhodného procesu X

periodogram<-function(X) {

n<-length(X)
Z<-diag(seq(-3.14+6.28/n,3.14, 6.28/n))
U<-array(l:n, dim=c(n,n))

T<-t (U)

c<-cos (Z%*%T) %*%X

e<-c*c

d<-sin(Z%*%T) %k %X

f<-dxd

vysledok<-e+f

vysledok

Funkcia pocitajica permutacie medzi periodogramami porovnavanych procesov.
vstup: periodogramy procesov X1, X2 (vstup treba vypocitat pomocou funkcie “periodogram”)

vystup: Statistika

permutacie<-function( X1, X2 ){
k<-0
maximum<-0
kumulati<-numeric()
kumulat2<-numeric ()
rozdiel<-numeric()
X<-matrix(0, 2, length(X1))
for (1 in 1:length(X1) ){
X[(i+k): (i+k+1)]<-sample(c(X1[i],X2[i]))
}
kumulati1<-cumsum(t (X) [1:1length(X1),1])/sum(t(X) [1:1length(X1),1])
kumulat2<-cumsum(t (X) [1:1ength(X1),2])/sum(t(X) [1:1length(X1),2])
rozdiel<-abs(kumulatl-kumulat2)
maximum<-max(rozdiel)

maximum
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Funkcia permuta¢ného testu
vstup: stacionarne ndhodné procesy Y1, Y2 (rovnakého rozsahu)
vystup: P-hodnota

Funkcia Permutacny.test vyuZziva funkciu “periodogram”.

Permutacny.test<-function(¥1l, Y2){

pocet<-0
periodi<-periodogram(Y1)
period2<-periodogram(Y2)
statistika<-max(abs (cumsum(periodl)/sum(periodl) -cumsum(period2) /sum(period?2)))
for (i in 1:100 ){
alil<-permutacie(periodl,period?2)
if (a[il>=statistika) pocet=pocet+1
}
pvalue<-1-(100-pocet) /101

pvalue
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Simulacia permuta¢ného testu

Simulacia nie je navrhnuté ako funkcia, vyuziva funkcie periodogram a Permutécie.

Ukéazka simulécie je urobené pre AR(1)proces s koef.=“0.8”a biely Sum oba procesy rozsahu
“n=100 "(nastavenia vo funkcii “arima.sim”), po¢et simulacii “k=1000"(nastavenie v prvom “for’cykle).

vystup: P-hodnota testu

a<-numeric()
pvalue<-numeric ()
po<-0

for ( k in 1:1000 ){

c(0.8), ma = c(0)), sd=1)
c(0), ma = c(0)), sd=1)

tsl=arima.sim(n=100, model list(ar

ts2=arima.sim(n=100, model = list(ar
periodl<-periodogram(tsl)
period2<-periodogram(ts2)
pocet<-0
statistika<-max(abs(cumsum(periodl)/sum(periodl) -cumsum(period2)/sum(period2)))
for (1 in 1:100 ){
alil<-permutacie(periodl,period?2)
if (alil>=statistika) pocet=pocet+1
}
pvalue [k]<-1-(100-pocet) /101
if (pvaluel[k]<=0.05) po<-po+1
}
po/1000
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Funkcia pocéitajica kombinaéné cislo.
vstup: prvy ¢len kombina¢ného ¢isla n, druhy ¢len kombina¢ného ¢isla k

vystup: hodnota kombina¢ného ¢&isla

Kombin<-function(n,k){

x<-numeric ()

if (k==0| |k==n) x=1

else{
x<-prod(seq(n,1,-1))/(prod(seq(n-k,1,-1))*prod(seq(k,1,-1)))
}

Funkcia Fisherovho testu
vstup: stacionadrny ndhodny proces X
vystup: P-hodnota

Funkcia “Fisher.Test"pouziva funkciu “Kombin ”.

Fisher.Test<-function(X){

n<-length(X)

g<-numeric()

g<-floor((n-1)/2)

x<-numeric ()

x<- (max (X) /sum(X) ) *q

a<-numeric()

b<-numeric()

Prob<-0

for (i in 1:(g+1) ){
alil<-(max(c((1-(i-1)*x/q),0)))~(g-1)
b[i]l<-(-1)~(i-1)*Kombin(q,i-1)*a[i]

Prob<-1-sum(b)
Prob
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Simulacia Fisherovho testu

Simulécia nie je navrhnuté ako funkcia

Simulacia pouziva funkcie “Fisher.Test 7a “periodogram ”.

Ukéazka simulacie je urobené pre proces rozsahu “n=90"(nastavenie vo funkcii “arima.sim ")
so strednou hodnotou cos(t), pocet simulécii “i=1000"(nastavenie vo “for”cykle)

Vystup:P-hodnota

F<-numeric()
po<-0
for (i in 1:1000){
tsl=arima.sim(n=90, model = list(ar = c(0), ma = c(0)), sd=1)
ts2<-tsl+4xcos(c(1l:1length(tsl)))
P<-periodogram(ts2,length(ts2))
F[i]<-Fisher_Test (P)
if (F[i]<=0.05) po<-po+1
}
po/1000
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Funkcia simulujica kvantily bieleho Sumu
vstup: rozsah bieleho Sumu t, pravdepodobnost daného kvantilu Pr, pocet simulécii je pevne
dany v tele funkcie “i=1000"(prvy“for’cyklus). vystup: kvantil bieleho Sumu.

Funkcia “kvantil’vyuziva funkciu “periodogram”.

kvantil<-function(t,pr){
X<-numeric()
for (i in 1:1000 ){
X[(i*xt-(t-1)): (i*t)]<-(tsl=arima.sim(n=t, model = list(ar = c(0), ma = c(0)), sd=1))
}
Y<- matrix(data = X, nrow = 1000, ncol = t, byrow = FALSE, dimnames = NULL)
P<-numeric()
kumpl<-numeric()
for (i in 1:1000 ){
PL(i*t-(t-1)):(i*t)]<-periodogram(Y[(i*t-(t-1)):(i*t)],t)
kumpl [(i*t-(t-1)): (i*t)]<-cumsum(P[(i*t-(t-1)): (i*t)])/sum(P[(i*t-(t-1)):(i*t)])
}

Ykumpl<-matrix(data = kumpl, nrow = 1000, ncol = t, byrow = TRUE, dimnames = NULL)
Q<-numeric()
for (i in 1:t ){
Qli]<-quantile (Ykumpl [((i*1000)-999):(i*1000)], probs =pr, na.rm = FALSE)

}
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Funkcia simulujica kvantily skiimanych jedincov v aplikacii

vstup: rozsah bieleho Sumu t, pravdepodobnost daného kvantilu Pr, pocet simulécii je pevne
dany v tele funkcie “i=1000"(prvy “for’cyklus) okrem toho si treba v tele funkcie vzdy nastavyt
aj danu stredntt hodnotu (premenné “jedinec3”). vystup: kvantil daného jedinca.

Funkcia “kvantil.jedinec”vyuziva funkciu “periodogram”.

kvantil.jedinec<-function(t,pr){
X<-numeric()
for (i in 1:1000 ){
X[(i*xt-(t-1)):(i*t)]<-(tsl=arima.sim(n=t, model = list(ar = c(0), ma = c(0)), sd=1))
}
Y<- matrix(data = X, nrow = 1000, ncol = t, byrow = TRUE, dimnames = NULL)
jedinec3<- 2.879%cos(0.26166xc(1:24))+4.0708%cos(0.785*%c(1:24))
-3.611*%sin(1.57*c(1:24))+3.503*cos(2.355*c(1:24))
viacjedinec3<-rep(jedinec3,1000)
X2<-X+viacjedinec3
Y2<-matrix(data = X2, nrow = 1000, ncol = t, byrow = TRUE, dimnames = NULL)
P<-numeric()
kump1<-numeric ()
for (i in 1:1000 ){
PL(i*t-(t-1)): (i*t)]<-periodogram(Y2[(ixt-(t-1)):(i*t)],t)
kumpl [(ixt-(t-1)): (i*t)]<-cumsum(P[(i*xt-(t-1)): (i*xt)])/sum(P[(i*xt-(t-1)):(i*t)])
}
Ykumpl<-matrix(data = kumpl, nrow = 1000, ncol = t, byrow = TRUE, dimnames = NULL)
Q<-numeric()
for (i in 1:t ){
Q[i]<-quantile (Ykumpl [((i*1000)-999):(i*1000)], probs =pr, na.rm = FALSE)
}
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