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Abstrakt

V stcasnosti sa vSetci ¢oraz CastejSie stretavame s pojmom kartel. Ci uz
ide o kartely legdlne, napr. OPEC, alebo kartely nelegélne, ich pritomnost
na trhu je prinajmensom neziadica. V tejto praci sa preto pozrieme na sta-
bilitu vytvorenych kartelov, t.j. budeme skiimaf podmienky, za ktorych
kartelova dohoda nebude porusend, a naopak. Najprv sa zameriame na pri-
pad klasického Cournotovho duopolu a nasledne nas bude zaujimat Courno-

tov duopol na trhu s komplementarnymi tovarmi.
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Uvod

V stcasnosti, snad viac ako kedykolvek v minulosti, v Case vzrastajicej
konkurencie v dosledku zjednocovania Eurépy a rasttcej globalizacie, sme
Coraz CastejSie konfrontovani so skuto¢nostou, ze ”konkurencéné” spolo¢nos-
ti, v snahe zvysit svoj zisk alebo bojovat proti silnejSiemu konkurentovi,
vytvarajua kartelové dohody.

Kartely mozno vo vSeobecnosti rozdelit na dve skupiny: legélne a nele-
gélne. Bezpochyby najznéamejsim predstavitelom legalneho kartelu je Orga-
nizacia krajin vyvazajucich ropu — OPEC. AvSak omnoho pal¢ivejSim prob-
lémom st prave nelegalne kartely, ktoré vyrazne deformuju trh a rusia tak
platnost trhovych principov, a ktorych existenciu (na rozdiel od OPECu)
mozno ovplyvnit.

V tejto préaci sa teda budeme zaoberat skiimanim podmienok, za ktorych
existuje realna obava z vytvorenia tichej dohody medzi spolo¢nostami poso-
biacimi na trhu. Predmetom nésho zaujmu bude Specidlny pripad konkuren-
cie, a sice, ked na trhu posobia len dve frmy, t.j. pripad duopolu.

Préaca je rozdelend do troch kapitol. V prvej kapitole, ktord celd vy-
chadza z publikicie [7], uvedieme Ccitatela do problematiky opakovanych
hier, ktoré st velmi ispeSne pouzivané na aproximéciu dlhodobych vztahov
medzi firmami vystupujicimi na trhu. Hlavnym vystupom tejto kapitoly
bude znenie tzv. Vety prostého ludu, ktorej tvrdenie Specifikuje mnoziny
ekvilibrii nekone¢ne opakovanych hier.

V druhej kapitole aplikujeme vedomosti z predchédzajicej kapitoly na kla-



sicky Cournotov duopol, ktory bol prvykrat predstaveny franctzskym filozo-
fom, matematikom a ekonémom Augustinom Cournotom este v roku 1838.
Vysledkom bude stanovenie podmienok, pri ktorych mozno povazovat vyt-
voreny kartel za stabilny.

V tretej kapitole najprv navrhneme model Cournotovho duopolu s kom-
plementarnymi tovarmi, ktory budeme nésledne pouzivat v nekoneéne opa-
kovanej hre. Vysledkom bude, obdobne ako v druhej kapitole, stanovenie
podmienok, za ktorych je vytvoreny kartel stabilny, avsak tentokrat na trhu

s komplementarnymi tovarmi.



Kapitola 1
Opakované hry

Najdokladnejsie preskiimanou triedou dynamickych hier si1 opakované hry,
v ktorych hraci celia tej istej "statickej hre” v kazdej peridde a celkova
vyplata kazdého hraca je normalizovany stcet diskontovanych vyplat v jed-
notlivych periédach. Ak st akcie hriacov na konci kazdej periédy odpo-
zorovatelné, hrac¢i mozu podmienit svoje stratégie predchadzajicim vyvojom
hry, ¢o moze viest k ekvilibriovym vystupom, ktoré nenastavaju v prislusnej
statickej hre.

KedZe v opakovanych hrach sa mnoziny pripustnych akcii alebo funkcie
vyplat nemenia v zévislosti od predchédzajtcej hry, nemézu byt tieto pouzité
na modelovanie takych dolezitych fenoménov ako s napr. investicie do vy-
robnych strojov a pod. A predsa mozu byt opakované hry dobrou aproximé-
ciou niektorych dlhodobych vztahov v ekonomickych a politickych vedach —
obzvlast vtedy, ak st ”dovera” a ”spolocensky tlak” dolezité, rovnako ako
v pripadoch, kedy st neforméalne dohody pouzité na vynitenie obojstran-
ne vyhodnych obchodov bez préavne vymorzitelnych kontraktov. Existuje
mnoho variant na tato tému, vratane Chamberlinovho [1] neformalneho ar-
gumentu, ze oligopolisti mdzu pouzit opakované hry , aby sa tajne dohodli
na vyssich cenach, a Macaulayho [11] pozorovania, Ze vztahy medzi firmou a

jej dodéavatelmi st ¢asto zaloZené na ”dobrom mene” a hrozbe straty buda-
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cich obchodnych prilezitosti.

V tejto Gasti budeme najskor analyzovat hry na nekoneénych casovych
horizontoch, pri¢om sa zameriame na ”Vetu prostého Tudu”, ktord opisuje
ekvilibrid, ked st hraé¢i bud tplne trpezlivi alebo takmer tplne. V dalsom
budeme diskutovat rozne rozsirenia modelov na pripady, ked nie vSetci hraci

hraja v kazdej peridde.

1.1 Nekonecne opakované hry

1.1.1 Model

Zakladnym stavebnym kameitiom opakovanej hry — hra, ktora sa opakuje
— nazyvame staticku hru. Predpokladame statick(i hru s n hra¢mi v tvare
G={Ai,gi();i€l},kde I ={1,2,...,n} je mnozina n € N hricov, A; je
mnozina akcii hraca i a g;(-) : A = Xjer4; — R je vyplatna funkcia hraca i.
Nech A; je priestor pravdepodobnostnych rozdeleni nad A;.

Aby sme definovali opakovani hru, musime opisat priestor stratégii a
funkcie vyplat hrac¢ov. Budeme uvazovat hry, v ktorych hra¢i odpozoruju

na konci kazdej periédy realizované akcie. A teda, nech a' = (a!, ..., al) st

r'n
akcie hrané v peridde t. Predpokladame, ze hra zacina v periéde 0 s nulovou
histériou h°. Pre t > 1, nech h! = (a°,a!,...,a’"1) st realizované volby ak-
cif vo vSetkych periédach pred ¢, a nech H' = (A)! je priestor vietkych
moznych historii s ¢ periédami.

KedZe vsetci hraci poznaju h!, ¢istd stratégia s; hraca i v opakovanej
hre je postupnost funkeii sf — jedna pre kazda periédu ¢ — ktoré zobrazuju
histérie h! € H® na akcie a; € A;. (Nezabtdajme, Ze stratégia musi §peci-
fikovat hru vo vsetkych moznych pripadoch bez ohladu na to, ¢i nastani
alebo nie.) Zmiesand stratégia o; v opakovanej hre je postupnost zobrazeni
ol z H' na zmiesané akcie o; € A;. Pamitajme, Ze stratégia hraca i nemoze
zévisiet na minulych hodnotéch rozlozenia pravdepodobnosti jeho oponen-

tov a_;, ale len na minulych hodnotach a_;.
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V celej tejto Casti uvazujeme len nekone¢ne opakované hry. Pri hrach
s koneénym a zndmym poctom periéd je mnozina vzhladom na podhry
dokonalych ekvilibrii urcena spdtnou indukciou, ktort vSsak nemozno apli-
kovat na modely s koneénym, ale neznamym poc¢tom opakovani, a modely
na nekone¢nom horizonte. Nekonec¢ne opakované modely lepsie popisuju
situédcie, kde st si vSetci hraci vedomi toho, Ze hra bude s velkou pravde-
podobnostou pokracovat aj dalSou periédou; konecne opakované hry opisuju
situacie, kde je ¢as ukoncenia vSeobecne predvidany.

Existuje niekolko alternativnych tvarov vyplatnych funkcii pre nekoneéne
opakované hry. My sa v tejto kapitole zameriame na pripad, kedy hraci
diskontujt budice vyplaty diskontnym faktorom & < 1. V takej hre je
maximalizovanou téelovou funkciou hraca i normalizovany sucet (diskonto-

vanych) vyplat! v tvare
u; = Ey(1-6) Y _ 6'gi(o"(h")),
t=0

kde operator E, oznacuje o¢akévanie s ohladom na rozdelenie nad nekone¢ny-
mi histériami, ktoré je generované profilom stretégii . Normalizac¢ny faktor
(1 — ) slazi na meranie vyplat statickej a opakovanej hry v rovnakych jed-

notkach.

1.1.2 Veta prostého Iudu pre nekoneéne opakované hry

"Veta prostého Iudu” pre opakované hry tvrdi, Ze ak su hréé¢i dostatocne
trpezlivi, potom akékolvek dostupné a individudlne racionalne vyplaty mozu
byt vynutené ekvilibriom. Preto, v hranicich krajnej trpezlivosti, opakovana
hra v podstate umoziiuje, aby sa akdkolvek vyplata stala ekvilibriovym vys-

tupom.

1V dalsich kapitoldch budeme uvazovat za funkcie vyplat hra¢ov sumu diskontovanych
vyplat v jednotlivych periédach t. Toto vSak nijako nevplyva na platnost dalej opisanych

usudkov, tvah a tvrdeni.
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L R
ul 22 1,2
M[ 1.2 | 22
D[ 01 | 01

Obréazok 1.1: Staticka hra

Aby sme vSak toto tvrdenie sformulovali v presnej podobe, musime
zadefinovat pojmy ”dostupny” a ”individudlne raciondlny”. Zadefinujme

minmazovt vyplatu hraca i ako

v; = minmax g;(a;, a_;). (1.1)
o4 (677

Toto predstavuje najniz$iu vyplatu hraca ¢, ktortt mu mozu zabezpecit je-
ho oponenti pri akomkolvek vybere a_;, za podmienky, Ze hrac¢ i bude
spravne predvidat «_; a zahra svoju najlepsiu odpoved (best response). Pro-
fil stratégii m’ ; nazyrvame minmazovy profil proti hracovi i. Nech m! je taka
stratégia hrada i, ze g(mi,m' ;) = v,.

Pre lepsiu ilustraciu tejto definicie vypoc¢itame minmaxové hodnoty hry
na Obrazku 1.1. Aby sme vypocitali minmaxova hodnotu hraca 1, najprv
vyjadrime jeho vyplaty pre U, M a D ako funkciu pravdepodobnosti g, ktort
hrac¢ 2 pridelil akcii L; zo zrejmého zapisu dostavame, zZe tieto vyplaty st
v(q) = =3¢+ 1, vm(q) = 3¢ —2 a vp(q) = 0. Kedze hra¢ 1 si moze
vzdy zabezpecit vyplatu 0 zahranim D, jeho minmaxova vyplata je prinaj-
mensom takéto; otdzkou je, ¢i moze hraé 2 udrzat maximalnu vyplatu hraca
1 na 0 nejakym vyberom ¢. KedZe ¢ nevstupuje do vp, modzeme spravnou

volbou ¢ minimalizovat maximum vy a vy, ¢o nastdva v bode, kde sa oba

vyrazy rovnajd, t.j. g = % Kedze UU(%) = UM(%) = —%, minmaxové
vyplata hraca 1 je vyplata 0, ktort dosiahne zahranim D. (Poznamenajme,

ze max(vy(q),var(q)) < 0 pre Vg € [3, 2], takze minmaxova stratégia hraca 2

proti hracovi 1, mi, je akékolvek ¢ z tohto intervalu.)

Podobne, aby sme nasli minmaxovt hodnotu hraca 2, najprv vyjadrime
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vyplatu hraca 2 pre L a R ako funkciu pravdepodobnosti py a pys, ktora
hrac 1 pridelil U a M:

v, = 2(pv —pm)+ (1 —pu —pm), (1.2)
vrp = —2(pv —pm)+ (1 —pv —pum). (1.3)

Minmaxova vyplata hraca 2 je teda urcena vyrazom

min max([2(py — py) + (1 —pv — pur), —2(pv — par) + (1 = pu — par)]-

Pu.pPMm

Riesenim (alebo vykreslenim rovnic (1.2) a (1.3)) vidime, Ze minmaxova vy-
plata hraca 2 je 0, ktora je dosiahnutelné profilom (%, %, 0). Tu, na rozdiel
od minmaxu proti hracovi 1, minmaxovy profil je jednoznac¢ne urceny: Ak
pUu > pum, vyplata pre L je kladna, ak py; > py, vyplata pre R je kladné,
aak py =pu < %, potom L aj R maju kladné vyplaty.

Poznamenajme, Ze ak obmedzime nasu pozornost iba na ¢isté stratégie
v rovnici (1.1), minmaxové hodnoty oboch hrac¢ov budd rovné 1. Je jas-

né, ze minimalizaciou cez mensiu mnozinu v rovnici (1.1) nemozeme dostat

nizsie hodnoty.

Pozorovanie 1 Vyplata hrdica i je prinajmensom v, v kaZdom statickom
ekvilibriv. a v kazdom Nashovom ekvilibriu opakovanej hry, bez ohladu na

vysku diskontného faktora.?

A teda, na zéklade apriérnych podkladov vieme, Ze ziadne ekvilibrium
opakovanej hry neméze poskytnut hracovi vyplatu niz$iu ako je jeho min-
maxova hodnota.

Dalej si zavedieme definiciu dostupnjch vyplat. Mnozina dostupnych

vyplat pre akykolvek diskontny faktor je

V = konvexny obal {v|3a € A, g(a) = v}.

?Dékaz mozno najst v publikacii [7] na str. 151.
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Va

(-2.2)

Dastupng, individualne
racionalne wyplaty

i

(1.-2)

Obrazok 1.2: Dostupné, individualne racionalne vyplaty

Tato mnozina je zobrazena na Obréazku 1.2. Vysrafovana oblast na obrézku
je mnozina vSetkych dostupnych vyplat Pareto-dominujicich minmaxovym
vyplatam, ktoré sit 0 pre oboch hracov. Mnozina dostupnych, ostro indi-
viduélne racionéalnych vyplat je mnozina {v € V|v; > v; Vi}. Obréazok 1.2
vykresluje tieto mnoziny pre hru na Obréazku 1.1, v ktorej st minmaxové
vyplaty (0,0).

G(0) oznac¢ime nekonec¢nekrat opakovant hru G s diskontnym faktorom
d e (0,1).

Veta 1 (Veta prostého Iudu) 3 Pre kazdy dostupny vektor vyplat v, kde

v; > v; pre kaZdého hrdca i, 30 < 1 také, Ze pre V5 € (4,1), G(§) md

Nashovo ekvilibrium s viplatami v.*

3Nazjva sa ” Veta prostého fudu”, pretoZe tstne podanie tejto vety bolo sucastou Tedrie

hier ddvno predtym, ako bola zaznamenand v tlacovej podobe.
4Dokaz mozno najst v publikacii [7] na str. 153-154.
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Poznamka 1 Myslienka tejto vety je jednoducho takd, Ze ak si hrdci trpez-
livi, akykolvek konecny zisk z jedno-periodovej devidcie je vyvdZeny hoci
i malou stratou na uZitku v kaZdej budicej periode. Stratégie konstruované
v dokaze tohto turdenia su "neustupcéivé”: Hrdc, ktory deviuje, bude mat

minmazovt vyplatu v kaZdej nasledujicej periode.

PodTa stratégii pouzitych v dokaze Vety 1, jednorazové deviacia vyvola
neustupdivy trest. AvsSak pre trestajiuceho hraca méze byt vykonanie toh-
to trestu velmi nékladné. Napr. v Cournotovom oligopole, minmaxové
stratégie vyzaduju, aby oponenti hraca ¢ produkovali také mnozstvo, ze ceny
padnit pod priemerné naklady hraca i, a teda modzu byt rovnako aj pod
ich vlastnymi nékladmi. KedZe minmaxové stratégie mozu byt nakladné,
vyvstava otazka, ¢i hracovi ¢ zabrani v jednorazovej deviacii strach z toho, ze
jeho oponenti budu reagovat nedstupéivym trestom popisanym vyssie. Iny-
mi slovami, ide o to, ze stratégie pouzité v ddkaze Nashovej Vety prostého
Tudu nie st vzhladom na podhry dokonalé. To vyvoléva otézku, ¢i sa tvrde-
nie Vety prostého Tudu tyka vyplat v dokonalom ekvilibriu.

Odpovedou na tato otdzku je édno, ako ukazuje Dokonald veta prostého
Tudu. Friedman [3] dokazal slaby vysledok, niekedy nazyvany Veta prostého

Tudu s ”Nashovymi hrozbami”.

Veta 2 (Friedman [3]) Nech o je statické ekvilibrium (ekvilibrium sta-
tickej hry) s vyplatami e. Potom pre Yv € V, kde v; > e; pre kaZdého
hraca i, 30 < 1 také, Ze pre Y6 € (0,1), G(6) md vzhladom na podhry

dokonalé ekvilibrium s vyplatami v.°

Friedmanov vysledok ukazuje, zZe trpezlivi, zhodni Cornotovi duopolisti
mozu "ticho spolupracovat” produkovanim polovice monopolistického vys-
tupu®, pricom akékolvek deviicia je trestand navratom ku Cournotovmu
vystupu bez moznosti zmeny tohto stavu. Toto ekvilibrium je ”podvod-

né”, pretoze vedie k monopolistickej cene; o tajnej dohode hovorime ako

®Dékaz mozno najst v publikécii [7] na str. 154-155.
5K tomuto sa este vratime v Gasti o Cournotovom duopole.
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o "tichej”, nakolko méZe byt vynutena bez pouzitia zavizného kontraktu.
Namiesto toho je kazda firma odradend od porusenia dohody (opodstat-
nenym) strachom z vyprovokovania Cournotovej konkurencie.

Tvrdenie Friedmanovej vety je slabsie ako Veta prostého Iudu, okrem hier
so statickym ekvilibriom, ktoré zabezpecuje vSetkym hracom minmaxové
hodnoty. (Toto je velmi $pecidlna podmienka, ale plati pre véznovu dilemu
a Bertrandovu konkurenciu s dokonalymi substitatmi a konstantnymi vynos-
mi z rozsahu.) A teda, Friedmanova veta nechéva otvorenu otazku, ¢i po-
ziadavka dokonalého ekvilibria obmedzuje hranice mnoziny ekvilibriovych
vyplat.

V snahe zodpovedat tuto otdzku, Fuenberg a Maskin [6] navrhuji obme-
neny typ stratégie pouzitej Rubinsteinom [15] - t4 nuti oponentov hraca i
minmaxovat jeho vyplatu nie na zdklade hrozby ”potrestania”, ak nebuda
minmaxovat, ale radSej pontknutim odmeny, ak budd. Pri vytvarani pro-
filov stratégii, ktoré poskytuji odmeny za trestanie devianta, musime vSak
dévat pozor, aby sme neodmenili tiez povodného devianta, ¢o by mohlo anu-
lovat efekt trestu a urobif tak deviovanie atraktivnym. Potreba, aby sme
boli schopni poskytniit odmeny za trestanie hrica i bez odmeriovania samot-
ného hraca i, vedie k poziadavke ”plnej dimenzie” pouzitej v nasledujicom

tvrdeni:

Veta 3 (Fudenberg a Maskin [6]) Predpokladajme, Ze dimenzia mnoZi-
ny dostupnych vyplat V sa rovnd poctu hrdacov. Potom pre Vv € V', kde v; >
v;, 30 < 1 také, Ze pre Vo € (9,1), G(0) md vzhladom na podhry dokonalé

ekvilibrium s vyplatami v.”

Poznamka 2 Fudenberg a Maskin poskytli priklad hry s tromi hracmi s
dim(V') = 1, kde Veta prostého ludu zlyhd. Abreu a Dutta (1990) oslabili

poziadavku plnej dimenzie na dim(V) =1 — 1.

"Dékaz mozno najst v publikacii [7] na str. 158-160.
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1.2 Opakované hry s meniacimi sa oponentmi

Klasické opakované hry predpokladaju, ze ta istd pevne stanovend mnozina
hracov hra v kazdej jednej periéde. AvSak vysledky podobné Vete prostého
Tudu mozeme ziskaf tiez v niektorych pripadoch, kedy nie vSetci hraci hraja

v kazdej peridde. V tejto ¢asti opiSeme niekolko variantov tohto pripadu.

1.2.1 Opakované hry s dlhodobymi a kratkodobymi hrac¢mi

Prvym variantom, ktory budeme uvazovat, je pripad, kedy niektori hraci
st dlhodobi hraci, ako v standardnych opakovanych hrach, kym tlohy pris-
lichajtce ostatnym ”hra¢om” st plnené postupnostou kratkodobych hracov,

z ktorych kazdy hra iba raz.

Priklad

Predstavme si, Ze dlhodoba firma ¢eli postupnosti kratkodobych zakaznikov,
z ktorych kazdy hra iba raz, ale je informovany o vSetkych predchadzaju-
cich hrach, ked si vybera svoje akcie. Kazdu periédu zdkaznik voli akciu
prvy a rozhoduje sa, ¢i kupi alebo nekupi tovar od firmy. Ak sa zakaznik
rozhodne nektpit, obaja hradi ziskavaju vyplatu 0. Ak sa zédkaznik rozhodne
kupit, potom sa musi firma rozhodnut, ¢ pontkne vysoku alebo nizku kva-
litu. Ak pontkne vysoku kvalitu, obaja hra¢i maja vyplatu 1; ak pontkne
nizku kvalitu, vyplata fimy je 2 a vyplata zazaznika je -1.

Nasledujtce stratégie si vzhladom na podhry dokonalé ekvilibrid tejto
hry, ked je firma dostato¢ne trpezliva: Firma zac¢ina ponukou vysokej kvali-
ty vzdy, ked si zdkaznik kupi tovar a pokracuje to tak dlho, kym neponikla
nizku kvalitu v minulosti. Ak niekedy firma pontkne nizku kvalitu, pontka
nizku kvalitu pri kazdej dalsej prilezitosti. Zakaznik zacina kipou tovaru
od firmy a pokracuje to tak dlho, kym firma nikdy nepontkla nizku kvalitu.
Ak firma niekedy pontkne nizku kvalitu, potom Zziadny zo zdkaznikov uz
nikdy viac nekipi tovar. Stratégie zakaznikov st optiméalne, pretoze kazdy

zdzkaznik sa zaujima iba o vyplatu v danej periéde, a teda mal by kuapit
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len vtedy, ak ocakéva, ze kvalita v danej periéde bude vysokd. Firma
sa vystavuje kratkodobym nakladom ponukanim vysokej kvality, avsak na
druhej strane, pre trpezlivii firmu si tieto naklady kompenzované stra-
chom, Zze ponuka nizkej kvality by viedla k strate zakaznikov v budicnosti.
Poznamenajme, Ze toto ekvilibrium zdévodnuje, preco by mali zdkaznici
uprednostiiovat obchodovanie s firmou, o ktorej sa predpokladé, Ze zostane
na trhu nejakt chvilu, v porovnani s pokiitnou firmou, pre ktora je dlhodobé

uvazovanie nedolezité.

Sposob ako rozsirit Vetu prostého Tudu aj na hry tohto typu je modifiko-
vat definicie dostupnych vyplat a minmaxovych hodnét zahrnutim obme-
dzeni, na zaklade ktorych hraja kratkodobi hrac¢i vzdy kratkodobu nejlepsiu
odpoved.

Aby sme mohli forméalne potvrdif tito domnienku, ozna¢me hrécov tak,
ze hraci ¢ = 1,...,[ st dlhodobi hraci, ktori maximalizuji normalizovani
diskontovana sumu ich vyplat v jednotlivych periédach ako v beznych opako-
vanych hrach, a nech hrééii = (I+1),..., I predstavuji postupnost kratko-
dobych hracov, ktori sa snazia v kazdej peridde maximalizovat dant vypla-
tu. T.j. statickd hra ma I hracov a v opakovanej hre sa jednotlivci, tvoriaci
hrécov [+1 az I, menia kazda periédu. (Alebo inak, hraci [+1 az I by mohli
byt dlhodobi hraci, ktorych diskontny faktor je 0.) Nech

B:AxX...xA = A1 X ..o X X Ay

je priradenie, ktoré zobrazuje akykolvek profil akcii (aq,...,q;) pre dlho-

dobych hracov na zodpovedajice Nash-ekvilibriové akcie pre kratkodobych

hrac¢ov. T.j. pre Vo € graf(B) ai > [+ 1, «; je najlepsia odpoved na a_;.
Pre kazdého dlhodobého hraca ¢ definujeme minmaxovt vyplatu v, ako

min  max g;(a;, a_;).
acggraf(B) a;€A; ’

(Minimum sa dosahuje, pretoze graf zobrazenia B je kompakt a funkcie
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vyplat st spojité v zmieSanych stratégiach. Poznamenajme, Ze tato definicia

sa meni na obvyklt definiciu v pripade, Ze vSetci hrac¢i st dlhodobi.) Majme
U={v=(v1,...,v) € RFa € graf(B), kde g;(a) = v; pre i =1,...,1}
a mnozinu
V = konvexny obal (U).

Toto je modifikovana definicia mnoziny dostupnych vyplat.

Ako sme poznamenali, mohli by sme sa domnievat, Ze Veta prostého
Iudu by sa dala rozsirif na zdklade modifikovanych definicii dostupnosti
a minmaxovych trovni. AvSak, ako ukazali Fudenberg, Kreps a Maskin
[4], toto rozsirenie dosiahneme iba za predpokladu, ze vyber zmieSanej akcie
kazdého hraca je verejne odpozorovatelny. Ak hrééi poznaju len realizované
akcie svojich oponentov, mnozina vzhladom na podhry dokonalych ekvilib-
rii moze byt striktne mensSia. Dovod pre toto je taky, Ze v snahe presveddéit
kratkodobého hraca zahrat pocas svojej periédy akciu na ekvilibriovej ces-
te, niektori z dlhodobych hra¢ov mozu potrebovat pouzit zmieSané akcie.
Ak nie st mieSajuce pravdepodobnosti odpozorovatelné, vyvolanie tejto
nadhodnosti si vyzaduje, aby nadchadzajice vyplaty donutili dlhodobych
hracov so zmieSanymi akciami k indiferentnosti medzi ¢istymi akciami, kto-
rym pridelili kladnt pravdepodobnost, ¢o vSak sposobi ndklady z hladiska
efektivnosti moznych ekvilibriovych vyplat.

Obmedzené mnozina ekvilibrii s neodpozorovateInymi miesajtcimi prav-
depodobnostami je prieseénik dostupnych, individuélne racionalnych vyplat

s obmedzeniami v; < v;, kde v; je definované ako

U; = ma min (ai, a—;), »
Z ae%raf)((B) aienosié(ai)gz( ’ i) (1.4)

kde nosié(a;) predstavuje mnozinu tych akcii hraca ¢, ktorym bola priradend

nenulovéa pravdepodobnost.
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Pre pevne stanoveny profil zmiesanych akcii «, rovnica (1.4) poéita naj-
horsiu vyplatu hraca ¢ spomedzi akcii, pre zahranie ktorych «; stanovuje
kladnti pravdepodobnost. Intuitivne, ak sa od hraca ¢ ziada, aby hral o;

pozdlz ekvilibriovej cesty, musi byt ochotny pouzif kazda akciu v a;.

Veta 4 (Fudenberg, Kreps a Maskin [4]; Fudenberg a Levine [5])
Predpokladajme, Ze dimenzia V' je rovnd l, poc¢tu dlhodobych hrdcov. Potom
preYv € V, kde v; < v; <T; prei=1,...,1, 30 < 1 také, Ze pre Vd € (9,1),

existuje vzhladom na podhry dokonalé ekvilibrium s viyplatami v.

1.2.2 Hry s prekryvajicimi sa generaciami hracov

Crémer [2] uvazoval opakovant hru, v ktorej prekryvajice sa generacie
hracov ziju T period tak, ze v kazdom cCase ¢ je jeden hra¢ vo veku T,
ktory hra svoje posledné kolo, jeden hrac¢ vo veku T' — 1, ktory hré este dve
kola, a tak dalej az k novému hrécovi, ktory bude hrat T-krat. V kazdej
peridde si T hracov simultdnne vyberd, ¢i budu pracovat alebo ulievat sa,
a ich vybery st na konci kazdej periédy odhalené; hraci si rozdelia rovnym
dielom vysledny vystup, ktory je rasticou funkciou poctu pracujicich. Nak-
lady spojené s vynalozenou snahou presahujt % podielu narastu vo vys-
tupe, takze ulievanie sa je dominantnou stratégiou v statickej hre, ktora ma
prichut viiziiovej dilemy (Prisoner‘s dilemma) s T hra¢mi. Vyplaty v opako-
vanej hre st priemerom ziskov v jednotlivych periédach.

Predstavme si, Ze efektivhym vystupom pre vSetkych hracov je praco-
vat. Tento vystup sa neméze stat Nashovym ekvilibriom, kedze T-roény
hrac¢ sa bude vzdy ulievat. A predsa existuju ekvilibrid, kde viésina hracov
pracuje. Najlahsie to uvidime, ak sa dalej zameriame na model. Nech
T = 10. Predpokladajme, ze ak k hracov pracuje, celkovy vystup je 2k,
a kontraproduktivnost snahy je 1. Potom, ak uprednostiiujeme linearitu
vo vystupe a snahe, vyplata pre pracujiceho, ak pracuje tiez k oponentov,
e 2(k+1) 2k

10~ — 1, a vyplata pre ulievajiceho sa je {5. Efektivny vystup pre

vSetkych hracov je pracovat, s vyslednym tzitkom 1 pre kazdého.
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Teraz uvazujme nasledujici profil stratégii: ”10-ro¢ni hrac¢i sa vzdy
ulievaju. Tak dlho, kym sa ziadny z hracov vo veku menej ako 10 rokov
nikdy neulieval, vSetci hrac¢i mladsi ako 10 rokov pracuju. Ak sa niektory
z hracov vo veku menej ako 10 rokov niekedy ulieval, potom sa ulievaja

vSetci hraci.” Ak sa vSetci hraci zariadia podla tohto profilu, kazdy hraé
9
5
ma 10 rokov. Je zrejmé, Ze ziadny hra¢ nemoze ziskat deviovanim v peridde,

ziska % —1= % v kazdej peridde, v ktorej pracuje, a £ v peridéde, v ktorej

v ktorej mé 10 rokov. Ak hra¢ deviuje vo veku 9 rokov, ziska % v peridde,
9.
57
hra¢ moze deviaciou iba stratit. Preto st tieto stratégie vzhladom na podhry

v ktorej deviuje, a 0 v nasledujicej peridéde, ¢o je menej ako % + £; mladsi
dokonalym ekvilibriom.
Kandori [10] a Smith [16] zovSeobecnili tento typ konstrukcie a poskytli

podmienky na ziskanie Vety prostého Tudu.



Kapitola 2

Cournotov duopol

V roku 1838 publikoval franctzsky filozof, matematik a ekoném Augustin
Cournot svoje vrcholné dielo Vyskumy v matematickych principoch bohat-
stva (Researches into Mathematical Principles of Wealth), ktoré nemalo
obdoby. Hoci starousadlici Franctzskej liberalnej skoly, ktori v tom ob-
dobi dominovali ekonomickym profesidm, nechali jeho dielo bez povsimnu-
tia, dopad jeho prace na modernt ekonémiu moZe byt len fazko preceneny.

V tomto diele Cournot prvykrat predstavil svoju dopytova funkciu. Pisal
ju vo vSeobecnom tvare ako D = F(p). Predpoklada, ze F(-) je spo-
jitd, a povazuje za empiricka zélezitost, Zze dopytova funkcia je klesajuca
("zédkon dopytu”). Taktiez zavadza myslienku ”elasticity”, hoci ju neza-
pisuje v matematickom tvare.

Naésledne hned prechadza k analyze monopolu. Tu zavadza koncept zisk-
maximalizujiceho vyrobcu. Cournot tiez zavadza nakladovi funkciu ®(D)
a zaobera sa klesajucimi, konstantnymi a rasticimi nakladmi z rozsahu.
Matematicky ukazuje, ako si vyrobca vyberie také mnozstvo produkcie,
kedy je hranié¢ny prijem rovny hrani¢nym nakladom.

V nasledujtcej kapitole Cournot prezentuje svoj slavny ”duopolisticky”
model. Zostavuje matematicky model s dvomi konkurenénymi vyrobcami

homogenného produktu. Kazdy producent si je vedomy toho, Ze rivalovo
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Obréazok 2.1: Antoine Augustin Cournot (1801-1877)

rozhodnutie o vyrabanom mnozZstve bude mat dopad na ceny, ktorym celi,
a teda aj jeho zisk. Nasledne sa kazdy vyrobca rozhoduje pre mnozstvo,
ktoré maximalizuje jeho zisk, vzhladom na reakcie jeho rivala. Cournot
matematicky ziskal deterministické riesenie v podobe mnozZstiev produko-
vanych jednotlivymi producentmi, ktoré je v stilade so vzdjomnymi pred-
pokladanymi reakciami. Cournot ukazal, ako méze byt toto ekvilibrium
ziskané ako priese¢nik dvoch nakreslenych ”reakénych kriviek.”

Porovnanim rieseni Cournot poznamenéva, ze pri duopole si ceny nizsie
a celkové produkované mnozstvo vicsie ako pri monopole. Toto bol prvy
krok k preniknutiu do podstaty veci, vysledkom ¢oho bolo, Ze s rastiicim poc-
tom vyrobcov, rastie pontikané mnozstvo a cena klesa. Taktiez predstavu-
je pripad neobmedzenej konkurencie (unlimited competition), t.j. kde je
podet vyrobcov taky velky, Ze vstup alebo odchod niektorého z nich m4
zanedbatelny efekt na celkové produkované mnozstvo. Pokracuje ziskanim
cien a mnozstiev v tejto ”"dokonale konkurencénej” situdacii, predovsetkym
ukézanim, ze v rieSeni je cena rovnda hrani¢nym nakladom.

Hoci bol Cournot nespravodlivo zabudnuty svojimi vrstovnikmi, rozvoj

monopolistickej konkurencie v tridsiatych rokoch 20. storocia ¢erpal vo velkej
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miere z jeho prace. Ako sa vyvijala tedria hier pocas pitfdesiatych rokov,
Mayberry, Nash a Shubik [12] preformulovali Cournotovu duopolistickt ted-
riu na nekooperativnu hru s mnozstvami ako strategickymi premennymi.
Ukézali, ze Cournotovo riesenie nebolo ni¢ iné ako ”Nashovo ekvilibrium”
(Nash [13]).

2.1 Nekonec¢ne opakovany model

Uvazujme nekonecnekrat opakovanii hru Cournotovho duopolu, t.j. duopo-
listi volia v kazdej periéde t = 0,1,2, ... vyrdbané mnozstva Q!, resp. Q5.
Zisky firiem v periéde ¢ st 71 (QY, Q%) pre firmu 1 a m(QY, Q%) pre firmu 2.

Vyplaty firiem za celt hru st potom

) o0
m=> 8m(Q,Q), m=> 'm(Q},Qh),
t=0 =0
kde ¢ je spolo¢ny diskontny faktor firiem.

Aby sme blizsie pecifikovali funkciu m;(QY, Q%) pre i = 1,2, predpok-
ladajme, ze firmy nemaju ziadne fixné naklady a hrani¢né naklady c st
konstantné. Cena p je linedrnou klesajucou funkciou poniikaného mnozstva
Q, t.z. ma tvar p(Q) = a — bQ. Zisk firmy v peridde ¢ je m;(Q!, QL) =
[a —b(Q + Qb) — JQf pre i = 1,2.

Obe firmy sa snazia v kazdej periéde maximalizovat svoj zisk. V konku-
ren¢nom prostredi tento ciel predstavuje rieSenie nasledujtcej stistavy linear-

nych rovnic:

87'('1( i?Qé)
9Q!
aﬁ?( §7Q5>
Q%

Optimalne vyrabané mnozstvo produkcie vypocitané na zaklade daného

=a—-b2Q  +Q5) —c=0 pret=1,2,...,

=a—bQ +2Q5) —c=0 pret=1,2,...

la—c

35 Toto mnozstvo mozeme

’ . ’ ’ . * *
systému linedrnych rovnic je Q)" = QY =
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oznacit ako rovnovdine duopolistické mnoZstvo. Celkovy zisk kazdej z firiem

za celi hru vyjadruje nasledovny vztah:

oo
1(a—c)? 1 1(a—c¢)? )
Wi:Z(Stg( 2 ) = 7( ) pre ¢ =1,2.
t=0

2.1.1 Vytvorenie kartelu

Je zrejmé, ze ciefom kazdej firmy je maximalizacia jej zisku. A teda firmy
v snahe dosiahnuf eSte vysSie zisky mozu vytvorit kartel. Kartel, poso-
biaci na trhu ako monopol, maximalizuje svoj zisk pri vyrabanom mnozstve

spliiajicom podmienku

on™
W:a—szm—C:O,
kde 7™ je zisk monopolistu a Q™ je mnoZstvo vyrabané monopolistom.

RieSenim tejto rovnice je Q™" = %% Toto mnozZstvo oznac¢ime mono-

polistické mnozZstvo. Zisk monopolistu si firmy rozdelia, a teda obaja buda
vyrabat Q" = Q%' = %%, kde Q7', Q%' st mnozstva vyrabané firmami
pri vytvoreni kartelu. Dostdvame teda vztah

> 41(a—c)? 1 1(a—c)?
m o_ tZ = - t=1,2 2.1
ﬂ-Z ;6 8 b (1_6)8 b pre = ( )

kde 71", 7" je celkovy zisk firmy 1 a 2 pri vytvoreni kartelu.
Vidime, ze pri vytvoreni kartelu obe firmy svoj zisk zvysili. M4 teda
zmysel skiimat stabilitu tohto ”spojenectva”. Tomuto sa budeme venovat

v nasledujicej casti.

2.1.2 Deviacia od dohodnutého kartelu

Je potrebné si uvedomit, ze mnozstva vyrabané pri vytvoreni kartelu netvo-
ria stabilny bod systému, t.j. ak sa niektora z firiem odchyli od dohodnutého

vyrdbaného mnozstva, moze svoj zisk zvysit. V tejto Casti si pribliZzime,
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ako by sa mohla cel4 hra v takomto pripade vyvijat.

Ak sa niektord z firiem rozhodne deviovat, teda zvySit svoj zisk na
ukor druhej firmy, nebude ni¢im prekvapivym, Ze na hladanie deviujice-
ho mnoZstva - oznac¢ime ho Qf pre ¢ = 1,2 - pouZzijeme opét derivaciu zisku

podla mnozZstva. Rovnica bude mat nasledujici tvar:

omi(Q9) 4 la-—c ‘
=a—bl20%+ = —c=0 ret=1,2
oQ¢ 4 00b P o
Deviujice mnozstvo z tejto rovnice vypocitame velmi jednoducho a je rovné

32
Qf = 3e=¢ 7isk deviujtcej firmy 7¢ = &% je vysi ako zisk, ktory by

v danej periéde dosiahla pri hrani mnozstva dohodnutého pri karteli.

Bez Gjmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze deviuje firma 1,
a to hned v periéde t = 0.

V snahe zabranit devidcii firmy 1, musi mat firma 2 pripravent tzv. tresta-
jucu stratégiu, ktord minimalizuje zisk deviujicej firmy, a zaroven firma 2
nemoze zahranim inej stratégie zvysit svoj zisk. Na splnenie tychto dvoch
poziadavok postaci, ak nedeviujica firma bude maximalizovat svoj zisk,
¢o bude maft za nasledok pokles zisku firmy 1, ktord svoje vyrabané mnoz-
stvo optimalizovala za predpokladu nezmenenej vyroby nedeviujtcej firmy.

Reakciou firmy 2 na deviaciu bude teda vyroba zisk-maximalizujtaceho
mnoZstva k mnozstvu vyrabaného deviujicou firmou, pricom predpokladéa-
me, ze firma 1 svoje mnozstvo ponikané na trhu menit nebude. Tento
predpoklad je Tahko zdévodnitelny, nakolko firma 1 vyrdba mnoZstvo maxi-
malizujice jej zisk a nem4 dévod ho menit. Mnozstvo hrané firmou 2 v nasle-
dujicej periéde t = 1 sa opiit nachddza implicitne zahrnuté vo vztahu

1
87:;2;%22) =a-— b(:a ; € + 2@%) —c=0.

Toto mnoZstvo je Q3 = %%.

Reakcia hric¢a 1 nebude vobec prekvapivd. Opéf bude maximalizovat
svoj zisk za predpokladu, Ze firma 2 nezmeni mnozstvo ponikanych produk-
tov. Firma 1 teda bude v peridde ¢t = 2 vyrabat mnozstvo, ktoré je rieSenim

nasledujucej rovnice:
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om(Q?) 5 ba-—c
902 a—0bl2Q7+ T c=0

Takto to bude pokracovat dalej. Kazda periédu bude jedna z firiem
menit mnozstvo ako reakciu na mnozstvo vyrabané druhou firmou.
Pre nézornost si uvddzame tabulku s mnoZstvami, ktoré pontkaji obe

firmy v niekolkych prvych periodach:

Periéda Firma 1 Firma 2

3a—c la—c
0 e o
1 3a—c 5 a—c
8 b 16 b
) 11 a—c 5 a—c
32 b 16 b
3 11 a—c 2l a—c
32 b 64 b
4 43 a—c 2l a—c
128 b 64 b
5 43 a—c 85 a—c
128 b 256 b

Vseobecny vztah, ktory implicitne obsahuje mnozstvo produkcie QY ako

reakciu na vyrabané mnozstvo Qg_l, mozno zapisat nasledovne:

om (Q}) -
Z tohto vzfahu je explicitnd hodnota mnoZstva @} nasledovna:
a—c _ nt—1
Q=2 (2.2)

Analogicky mozno vyjadrit mnozstvo Q% v nasledovnom tvare:

- t—1
G- @
5 .

Vztah (2.2) mozno jednoduchymi tpravami za pomoci (2.3) upravit do

Q) = (2.3)

nasledujiceho rekurentného vzorca:
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t—1
¢ _a—c @

2b 2
_a—c %ot
2b 4
1 ., la—c
Analogicky dostaneme vztah pre Qb:
1 ., la—c
Q=@+ (2.5)

Z vyrazov (2.4) a (2.5) je velmi jednoduché ukazaft, Ze stabilnym bodom

tohto systému je prave rovnovdzZne duopolistické mnoZstvo.

2.1.3 Stabilita tichej dohody

V tejto ¢asti budeme hladat odpoved na otézku, kedy sa firmam oplati de-
viovat od mnozstva produkcie dohodnutého kartelom. K tomu nam poslizia
predchadzajice zistenia a avahy.

Zo vztahov (2.4) a (2.5) vidime, Ze mnozstvo vyrdbané v peridde ¢ nie je
rekurentnym vyjadrenim produkcie z predchadzajtcej periody, ale mnoz-
stva z periddy ¢ — 2. Toto sa dalo o¢akéavat na zaklade Struktiry uvadzane;j
stratégie. Postupnost vyrabanej produkcie pre kazdého hraca mozno teda

na zaklade (2.4) a (2.5) rozdelit na nasledovné podpostupnosti:

Q’fletl kdek:%pret:0,2,4,...,

QlfQZQtl kdek:%pretzl,?),&...,

Q% = Qb kde k= £ pret =0,2,4,...,
i—1

ngng kde k = 5= pre t = 1,3,5,...
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Lahko moéZeme ukazat, Ze horeuvedené postupnosti mozno rekuretne vy-

jadrit pomocou predchédzajiceho ¢lena:
1 la—c 1 _t-1 la-c
k ¢ t—2
Qﬂ:Qi:ZQi +Z 5 :1 2.21 +Z 5

1l oy la—c
_ALQ“L +4 b

pre i =1,2,

resp.

la—c 1 =g la—c

1
Qi2 - Q’L 4@2 + 4 b 4Q22 + 4 b

1l kg, la—c
=19 Ty

prei=1,2.

Upravou predchadzajicich vztahov dostavame

1 la—c 1/1 la—c la—c
k+1 _ ok 4 = S g Lt -
@in = @ty b 4<4Q” 1y > 4 b

1\ i—1  la-—c 1
(Yot (1) -

k+1 k+1
la—c( (1 .
Q?j “37% ((4) — 1) pre,j =1,2.

e (1) o  Lazcefy (1 ' red,j=1,2 (2.6)
i =\ i T3y 4 pre,7 = 1L, 4. .
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Dosadenim do vyrazu (2.6) za Q?j dostavame konkrétne podoby postup-

nosti ij prei,j=1,2:

k k
o _ (LY'Ba—e la—cf (1
%= (3) § 5+ (-()
1 1 /1\"a-c
- ai) |5 =0
k . B k
tim ()33 ()
1 1 /1\"a-c
- a(i) |5 2
k+1 B k
- ()75 (1)
1 1 /1\"a—c
- i-w(3) |5 (29)
k k
g (1Y ba—c la—c 1
o= (1) w5 (1))

SIS

Pomocou vztahov (2.7) a (2.9) mozeme vypocitat zisk deviujucej firmy

v kazdej parnej peridde:

™ (Qh, @%1) = o —b(Qf + Q%) — @

(I OIER R
[ Fr ()] (-9
g NI OIS
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MR ON

Analogicky mozno uréit zisk deviujicej firmy v neparnej periéde:

(R, Q%) = [a — b(Qf, + Q5,) — @k,

[oo{ a5 e

Na zaklade (2.11) a (2.12) moZzeme vypocitat nasledovny celkovy zisk

deviujucej firmy:

> 11 /1\" 1 /1\*|(a-c)?
_ 2k (2, = = |z
m=2 9 [9+36<4> +56<4> ] b

k=0
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Snahou firmy 2 je, aby stratégia opisana na niekolkych predchadzajtucich
strandch bola dostatoéne velkym trestom na to, aby pre firmu 1 nebolo
vyhodné deviovat od dohodnutého monopolistického mnozstva. Ak teda
zisk firiem pri vytvoreni kartelu bude vyssi ako zisk pri deviacii, ziadna
z firiem nemd dovod odchylif sa od dohodnutého vyrabaného mnozstva.
Na urcenie hodnét diskontného faktora ¢, pri ktorych sa neoplati deviovat,
nam poslazia vyrazy (2.1) a (2.13), pre ktoré musi platit, ze 77" > ;. Takze

dostavame vztah:

1 (a—c)2> 1149 +i 1+g +i 1—% (a—c)?
8(1—9) b 9\ 142 36 1_% o976 _‘15% b
Thto nerovnost mozno upravit na tvar
3
4 )
o9 (-4
§2 52
64(1-0)(1-%)(1- %)

Z tohto vyrazu sa hodnoty ¢, pre ktoré sa neoplati deviovat, explicit-

>0

ne vyjadrit nedaji, avSsak numericky, za pomoci matematickych softvérov,
mozno Tahko zistit, Ze dany vyraz je pravdivy pre ¢ > 0, 6223, pribliZzne.

Na zaklade tychto vedomosti mozeme sformulovat nasledujice tvrdenie:

Veta 5 (Veta prostého Iudu pre Cournotov duopol) Nech ¢ je jedno

z Tiesent implicitne zahrnutych v nerovnici

#-9)-(1-4)
64(1—5) (1—%) (1—%)

a nech s je profil stratégii, v ktorom firmy 1 a 2 produkuji mnoZstvo Qf =

>0

QI = i% prei = 1,2 at = 0,1,2,... Potom, pre dostatocne trpezlivi

firmu, s je vzhladom ma podhry dokonalé Nashovo ekvilibrium.



Kapitola 3

Cournotov duopol

s komplementarnymi tovarmi

V tejto kapitole, podobne ako v predchédzajtcej, budeme skiimat stabilitu
vytvoreného kartelu, avSak tentokrat sa budeme pohybovat na trhu komple-
mentarnych tovarov. Najskor si opiSeme pouzity staticky model a nasledne

jeho pouzitim vytvorime opakovanu hru, ktortt budeme analyzovat.

3.1 Staticky model

Uvazujme model s dvomi komplementarnymi produktmi, ktoré maja rov-
nakt kvalitu u.. Firmy predavaju pri nulovych nakladoch. Firmy volia
vyrdbané mnozstvo v snahe maximalizovat svoj zisk.

Zékaznici st indexovani parametrom 6, ktory vyjadruje ich ochotu kiipit
si jednu jednotku tovaru. Predpokladame, ze st rovnomerne rozlozeni na in-
tervale [0, 1]. Uzitok ziskany zakaznikom @ pri kipe jednej jednotky tovaru

je dany vztahom
ucl — p; prei=1,2,

pri¢om p; vyjadruje cenu tovaru vyrabaného firmou ¢ stanovend trhom na zak-

lade ponuky a dopytu. Pri kape oboch produktov stcasne, mdzeme o za-
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kaznikovi povedaf, Ze ziskal novy produkt, ktory mé uzitok ug. V tejto

stvislosti je kIucovy predpoklad

Uk = Q% Ug, (3.1)

kde o > 2. Uzitok zakaznika pri kiipe oboch produktov je teda

"LL]CH — Dk,

kde pi je cena stanovend trhom pre produkt, ktory je spojenim oboch kom-
plementarnych tovarov.

Aby sme sa pohli dalej, je nutné zistit cenu jednotlivych produktov
stanovend trhom na zaklade mnozstva vyrabaného firmami 1 a 2. Pre lep-

s$iu ndzornost pouzijeme Obrazok 3.1, v ktorom, bez Gjmy na vSeobecnosti,

.....

.....

znacenie p. = p1. Je zrejmé, Ze pri nizsej cene by bol dopyt vicési ako ponu-
ka, ¢im sa vytvara tlak na rast cien, ktoré nasledne skonverguji do nami
stanovenej ceny p.. Naopak, ak by cena bola stanovena na vyssiu troven
ako p., ponuka by prevazovala nad dopytom, ¢o by bol tlak na pokles cien.
To by opit viedlo k poklesu na troven p..

Rovnakym pristupom mézeme vyjadrit cenu produktu pontkaného fir-
mou 2, pre ktort teda plati ps = u.(1—Q2). Tato cenu viak v dalSom potre-
bovat nebudeme, kedze z Obrazku 3.1 je zrejmé, ze pre kazdého zédkaznika
je vyhodnejsie kuapit si tovar ponikany firmou 1, kedze v takomto pripade
je uzitok kazdého z nich vyssi ako pri kiipe produktu vyrabaného firmou 2.

Pouzitim rovnakého principu mozeme taktiez vyjadrif cenu tretieho pro-
duktu, teda produktu tvoreného jednou jednotkou z produkcie oboch firiem.
Je zrejmé, ze mnozstvo takychto tovarov na trhu je determinované produk-
ciou firmy, ktord vyraba mensie mnozstvo, a teda plati pp = ui(l — Q2).
Treba si v8ak uvedomit — je to zrejmé z Obrazku 3.1 — Ze dopyt po trefom

produkte nebude rovny produkcii firmy s mensim vyrabanym mnozstvom,
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Obrazok 3.1: Trhom stanovené ceny
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pretoze niektori zakaznici maju viacsi uzitok pri kape iba jedného produktu.
Oba produkty si kupia ti zékaznici, ktorych sklon ku kape tovaru 6 spliia

uph — pr > ucl — pe. A teda dostédvame nerovnost

upd — up(l — Q2) > uch — uc(l — Q1),
za predpokladu, zZe firma 1 produkuje viac ako firma 2. RieSenim je

0> up(l —Q2) —uc(l — Q1)'

o U — Uc

K predchadzajicemu je potrebné podat vysvetlenie, ako je mozné, Ze ho-
ci cena tovaru produkovaného v mensom objeme je stanovend trhom, dopyt
po tomto produkte je v koneénom dosledku mensi ako jeho ponuka. Toto
vychadza z predpokladu, Ze sa pohybujeme na dvoch separatnych, nezavis-
Iych, trhoch, a teda produkcia jedného tovaru nemé vplyv na cenu druhého
tovaru. AvSak zdkaznici sa nasledne rozhoduju na zaklade svojich prefe-
rencii, ¢o vedie k tomu, Ze firma s mensou produkciou vykazuje prebytok
ponuky nad dopytom.

Pre dalsie je klucovym predpokladom taktiez fakt, Ze zisk z predaja
tretieho produktu si firmy rozdelia na polovicu.

Na zaklade tychto vedomosti mdzeme zadefinovat nasledujice funkcie

zisku oboch firiem:

U (Q1 — Q)uc(l — Q) + UETUQLuE (1 - Q) ak Q1 > Q2

Uk —Ue

Trl(QlaQZ) -
ui—ueQs u (1 — Q) ak Q1 < Qs

T (Qr — Qu)uc(l — Qo) + WA=t ue (1 — Q) ak @y > Qs
m2(Q1,Q2) =
et 1k (1 — Q) ak Q2 < Q1

Z podoby funkcii zisku jednotlivych hracov mozno oc¢akavat, Ze pri snahe

firlem maximalizovat svoj zisk bude maft tato hra Styri (statické) Nashove
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ekvilibrid. Jedno bude pre pripad, ze firma 1 vyraba viac ako firma 2,
druhé, naopak, ked bude firma 2 produkovat viac ako firma 1 a dve ekvilib-
rid mozeme ocakavat pre pripad, Ze obe firmy pontkaji rovnaké mnozstvo
tovarov. Najprv sa budeme zaoberaft situaciou, kedy firma 1 produkuje viac
ako firma 2.

Na vypocet optimélne produkovaného mnozstva opét pouZijeme nutné

podmienky prvého radu. Dostavame tak nasledujicu ststavu rovnic:

om(Q1,Q2)  upuc UpUc B
001 T w—u AT g Tyt @) =0
Oma(Q1,Q2) up,

0Q:2 N 2(uk — uc) (uk — 2upQ2 + uch) = 0.

Riesenim tohto systému je dvojica (Q7, Q%) = (8u1€5f’§uk, Sﬁkj;:fc)' Je zrej-
mé, ze toto ekvilibrium je skutoéne nami hladanym ekvilibriom pre pripad,
ze firma 1 produkuje viac ako firma 2, pretoze Q1 > Q2.

Uvedomme si, ze funkcie vyplat oboch hracov st totozné, a teda ekvilib-
rium pre pripad, kedy firma 2 vyraba viac ako firma 1 bude (Q7, Q%) =
Adug+uc Sug
Sur—3uc? 8up—3ug | °

Teraz upriamime nasu pozornost na pripady ekvilibrii so symetrickym

pontkanym mnozstvom produkcie. Ak uvazujeme pripad, Ze obe firmy
sa snazia produkovat viac ako konkurencia, opétovnym pouzitim nutnych

podmienok prvého radu dostavame

om(Q1,Q2)  upuc Up U B
00, —uk_uc(1—2Q1+Q2)—m(1—Q2)—0

Oma(Q1,Q2)  upuc UpUc B
8@2 B Uk_uc(1_2Q2+Q1)_2(uk_uc)(1_Q1)_0

Ako uz bolo spomenuté, a z uvedenej stustavy je to jasne vidief, obe firmy
budit produkovat rovnaké mnoZstvo, t.j. rieSenie hore napisaného systému
bude symetrické. Tym rieSenim je dvojica (Q7,Q3) = (1,1).

Posledné ekvilibrium vypocitame, ak budeme uvazovat pripad, Ze obaja



3.2 Nekonecéne opakovany (staticky) model 35

hrac¢i sa snazia maximalizovat svoj zisk za predpokladu, Ze buda vyrabat
menej tovarov ako ich konkurent. Dostdvame tak nasledujicu sastavu li-

nearnych rovnic:

Om(Q1,@2) _ Uk (up — 2upQ1 + ucQ2) =0

01 2(ug — ue)
Oma (@1, Q2) ug
= - 2 c - 0.
905 2l — ue) (uk — 2upQ2 + ucQ1)
Riesenim tohto systému je (QF, @3) = (zu:fuc, 2u:fuc).

A teda po zhrnuti dostavame nasledujtcu tabulku s prehladom vyplat

hracov v jednotlivych periédach:

Ekvilibrium Zisk firmy 1 Zisk firmy 2

5u dug+ue ug (Up—Uc) U (ug—uc)
Sur—3ur Sup—3us (8up—3uc)? (Bug + 3uc) Bup—3ug)2 SUk
dug+uc 5u wy (U —uc) ug (U —uc)
Sur—3u. Sup—3up (szkfsuc)Q Bug (8%53%)2 (8u + 3uc)

(1,1) 0 0
Uk Uk ukuc(ukfuc) ukuc(ukfuc)

2up—uc’ 2uk—Uc 2(2ug—uc)? 2(2u—uc)?

Z tejto tabulky mozno lTahko ukézaf, Ze preferovanym ekvilibriom kazdého

hraca je pripad, kedy vyraba viac ako jeho protihrac.

3.2 Nekonecne opakovany (staticky) model

V tejto casti budeme uvazovat nekone¢ne opakovanti hru Cournotovho duo-
polu s komplementarnymi tovarmi, t.j. v kaZdej periéde budu firmy hrat
hru opisana v predchadzajtcej Casti.

Ako uz bolo spominané v predchadzajucich kapitolach, v opakovanych
hréch nie je potrebné hrat (statické) Nashovo ekvilibrium, a teda v tejto ¢asti
sa zameriame na vypocet ekvilibrii, ktoré by mohli byt podporené v tejto

opakovanej hre.
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3.2.1 Vytvorenie kartelu

Opit mozeme predpokladat, Ze firmy v snahe maximalizovat svoj zisk buda
spolupracovat, t.j. buda sa snazit maximalizovat sucet svojich o¢akavanych

ziskov. Opéatovnym aplikovanim nutnej podmienky prvého radu dostavame:

Om(Q1,Q2) | Oma(Q1,Q2) ug _
a0, + 90, = 2 — ) (up — 2up @1 + ucQ2 — ue +ucQ2) =0

o1 (Q1,Q2) n Om2(Q1,Q2) Up,

Q2 0Qs  2(up —ue) (ur — 2upQ2 + ucQ1 — ue +ucQ1) =0

Zo struktury daného systému je zrejmé, ze musi platit Q7 = )5. RieSenim

je teda mnozstvo Q7 = Q5 = % Zisk kazdého z hracov je v takomto pripade
n(b4) - m(34) =%

V dalSom budeme opit pouzivat pre zisk firmy 7 za celd hru znadenie ;.
V pripade uzavretia kartelovej dohody bude tento zisk rovny

(0.9]
Uk 1 (7 .
T, = E 5t§:17—(5§ preZ:1,2,
t=0

kde ¢ je diskontny faktor.

3.2.2 Deviacia od dohodnutého kartelu

Prvoradym cielom kazdého z hracov, firiem, je, ako uz niekolkokrat zaznelo,
maximalizacia zisku. Z kratkodobého pohladu je ndstrojom na dosiahnutie
tohto ciela devidcia od vytvoreného kartelu. Z dlhodobého hladiska vsak
tento pristup nemusi vo vicsine pripadov obstdf. A prave tymto problé-
mom sa budeme opitovne zaoberat, tentokrat v spojitosti s Cournotovym
duopolom na trhu komplementarnych tovarov.

Opit budeme predpokladat, Ze deviovat bude firma 1 a to hned v perié-
de t = 0.

Predtym vsak ako sa pohneme dalej, pre budtce zjednoduSenie prace, vy-
jadrime najlepsiu reakciu (best response) firmy na mnozstvo zahrané konku-

ren¢nou firmou v tvare explicitného vzfahu. Aplikovanim nutnej podmienky
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prvého radu na prva vetvu funkcie zisku, dostaveme vyjadrenie optimalne

vyrabaného mnozstva pre firmu s va¢sou produkciou:

omi(Q1, ) c
= QP = 1+36; 32

4

Rovnakym spdsobom ziskame explicitné vyjadrenie optiméalne ponika-

ného mnozstva pre firmu s mensou produkciou:
omi(Q1, Q2) ug,

ug + ueQ);

(3.3)

Deviant teda vychadza z predpokladu, Zze konkuren¢na firma bude do-
drziavat mnozZstvo stanovené kartelom, a teda dosadenim kartelového mnoz-
stva produkcie % do vyrazu (3.2) ziskame deviujice mnozstvo v peridde

t=0:
o_1+3x5 5

G-yt
kde Q9 je mnozstvo hrané firmou 1 v periéde t = 0. Zisk deviujicej firmy
bude m; (%, %) = u:fuc (%’“ - 7&6), ¢o je viac ako pri dodrzani kartelovej
dohody.

Trestajuca stratégia bude trochu odlisna ako v pripade klasického Cour-
notovho duopolu, ¢o vyplyva z podoby funkcie zisku. Teraz budeme totiz
predpokladat, Ze nedeviujtca firma bude v reakcii na produkciu zahrant de-
viantom vzdy menit mnozstvo svojej ponuky tak, aby maximalizovala svoj
zisk, avsak za predpokladu, ze jej produkcia bude aspon taka ako u nedeviu-

jacej firmy, t.j. na vypocet optimélne ponikanej produkcie budeme pouzivat
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len vzfah (3.2). Dovodom pre takyto pristup je snaha, aby deviujica firma
mala vzdy mensi zisk ako nedeviujica, ¢o je taktiez istou formou trestu,
nehovoriac o tom, Ze takto bude zmarena tiez snaha deviujicej firmy o do-
siahnutie maximalneho mozného zisku.

A teda trestajucu produkciu hrant firmou 2 v nasledujiicej periéde zis-
kame pouzitim vyrazu (3.2):
1+3%3 23

4 32

Odpoved firmy 1 v8ak uz nie je tak jasna. Teraz uz totiz nie je zrejmé,

Q3=

¢ je pre firmu 1 vyhodné hrat mnozstvo vicsie ako mnozstvo ponikané
firmou 2, alebo produkovat menej ako firma 2. Na vypocet optimdalneho
mnozstva produkcie pouzijeme teda oba vztahy, (3.2) aj (3.3), a na zéklade

vysky zisku rozhodneme, aké mnozstvo bude firma 1 vyrabat v periéde t = 2:

143x2 31

2 2 ===
(32) = Q1 1 32
31 23 UL
- i R 207wy, — 263ue):
7”(32’32) 2307 % (up — gy 207Uk — 263uc);
uk—i-uc*@ 1 23u
33)=> Q2= 82 _ - ~=¢
(3:3) = Q1 2y, 2+64uk

Lo (L, 2u w 1 23 1 234,
T+ —— x| = zur— —u = — .
2764w 32) " 2w —u)\2 F 64 ¢)\2 64wy

Jednoduchymi tpravami sa mozno dopracovat k nerovnosti, z ktorej je jas-

né, ze pre firmu 1 je vyhodnejsie vyrabat menej ako firma 2, a teda optimalne
23 uc
64 ug *
Je zrejmé, Ze v doésledku pouzitej trestajicej stratégie bude firma 1

pontikanym mnozstvom firmou 1 v periéde t = 2 je Q? = % +

od periédy t = 2 vzdy pontkat mnozstvo mensia ako firma 2. Dalsi priebeh
hry je teda obdobny ako v predchadzajicej ¢asti, firmy buda postupne v jed-
notlivych periédach upravovat svoje produkcie v reakcii na mnozstvo hrané
druhou firmou.

V nasledujicej tabulke mozno vidiet mnozstvd pontkané jednotlivymi

firmami pocas niekolkych prvych periéd hry:
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Periéda Firma 1 Firma 2
0 3 3
! : 2
; % SN
4 i) I+ S

Pouzitim predchadzajicich vztahov a zisteni dostavame nasledujtce re-

kurentné vyjadrenie produkcie kazdej z firiem v jednotlivych periédach:

t—1
b Uk tue®y 1 ue g 1 ue (1035,
@ = 2y, _2+2uk 2 T2 2 4+4Q1
3u _ 1w 1
= Su @ Tty (3.4)
14+3Q 1 3 ,., 1 3/1 ‘wu
t_ T -, 99t-1_ ~  Of 2 ¢ At—2
@ 4 e R R RS
SUc ~p_9 O
=3 3 3.5
8qu2 +8 ( )

Z tychto vztahov je zrejmé, Ze nasledujuci systém mé stabilny bod, kedze

3 uc e i s duptuc Sug . , -
su, < 1,ajenim dvojica <8Uk73uc, SUFMC) . Tento bod je jednym z ekvilib-

ril v statickej hre a je to ekvilibrium preferované firmou 2. Tento poznatok
nasvedcuje tomu, Ze v dlhodobom horizonte si deviujiica firma nedodrzanim

kartelovej dohody pohorsi.

3.2.3 Stabilita tichej dohody

V tejto Casti sa pokusime sformulovat podmienky, za ktorych sa ziadna
z firiem neodchyli od dohodnutého kartelu, pretoze pouzita trestajica straté-
gia by zapricinila pokles zisku deviujicej firmy pocas hry.

Aby sme sa pohli dalej, potrebujeme spoéitat zisk deviujicej firmy v kaz-

dej peridde. Na ziskanie tohto vyrazu bude potrebné vyjadrit mnozstvo
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pontukané v jednotlivych periédach na zéklade produkcie z predchadza-
jacej periédy. A teda zopakujeme pristup pouzity v casti o klasickom
Cournotovom duopole a kazda z postupnosti (3.4) a (3.5) rozdelime na dve
podpostupnosti, ¢im dosiahneme pozadovany efekt. Forméalne teda modzeme

7’ X
napisat:

QY =@} kde k = & pre t =0,2,4

Qhy = Q! kde k = 51 pre t =1,3,5,.. ;
Q5 = Q% kde k = § pre t =0,2,4,.. ;
Q5 = Q4 kde k = 5L pre t = 1,3,5,..

Lahko mozno opit ukéazat, Ze v takto ziskanych postupnostiach je kazdy

¢len vyjadreny pomocou predchadzajiceho:

3u 1u 1 Sue. t-1 1lu 1
E _ t cot—2 4 c 2 _2U 3 LU 1
@ =@1= Q 8uk+2 Suy M +8uk+2
_3uC 1uC 1
N Q Y +2
3u 1u 1 Sues =11 1u 1
ko _ cOt2 4 cCL 22N 2 -
Qi = @1 = Q 8uk+2 Suy 12 +8uk+2
:%Q Jlu L
8uk 2
_ 3uc t—2 D 3uc t-1 5
Q217 2 8 2 878114 21 +8
g
3u 5 Sue. =11 5
k t 2 %e ~t—2 ¢ _ 2% b) <
@2 2 Squ2 8§ Bu 2 T3
_3UC k—1 5
_8qu22 8’

Postupnym upravovanim horeuvedenych vyrazov ziskame explicitné vyjad-

renie mnozstva ponikaného firmami v jednotlivych periédach:
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_Bue(Bue g due 1) Lue ]
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k+1 2 k
3 U 0 lu. 1 3 Ue 3 Ue 3 U
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3.\t 5 <§f> - .
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Pouzitim substiticie 3 = %“— (=

_ nk
Q]fj = 5kQ(1]j + <1 ﬂ) ! ﬁﬁ pre j =1,2;
_ nk
Qk; = B°QY; + 51% prej = 1,2.

Dosadenim za Q(l)j a ng teda ziskame optiméalne vyrabané mnozstvo v jed-

notlivych periédach pre obe firmy:

ko Bop (1 1 \1-p"
Qn*gﬁ +(2+35>1_5
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_ 1_%(;(1—2;%)&’% <;+§ﬁ>>; (3.6)

k5o (1 1 N\1-p"
Qn—gﬂ +<+35>

2 1-5
N R T A N S AR
(0B ) e
1 51— gk

Q§1:2ﬂk+81_ﬁﬁ
_ (o A
_1_ﬂ<8( | 4g>g +8), (3.8)
23 51— g3k

Q= 50" + 21
_ b (Y3 23\ 5
_1—ﬁ<8(4 4ﬂ>ﬁ+8)' (3.9)

Pouzitim vztahov (3.6) a (3.8) moézeme vyjadrit zisk deviujicej firmy
v kazdej parnej periéde (okrem periédy ¢ = 0, resp. k = 0) v nasledujicom

tvare:

Wl(Qlflanl) = &L [ L <

[; ( —1+ ?ﬁ)ﬂ’“ + (; - 36)] : (3.10)
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Zavedenim substitucii

1 1 23 23

1 23 1 4
b= 75 - = 1+4 - —=
21 By [(O‘ Jos i) (50
1 ) 23
8 1 1 ) 1 4
‘T ﬁ)2<20‘+30‘ﬂ_8> (2_3ﬂ>
mozeme upravit vyraz (3.10) na nasledujuci tvar:
k ok y_ _ UYkUc 2k k
m(@hQh) = gt s (e B et re). @

Tento vzfah nemozno pouzit na vyjadrenie zisku deviujicej firmy v periéde
t =0, resp. k = 0, pretoze v tejto periéde (ako jedinej pocas celého trvania
hry) firma 1 produkovala viac ako firma 2, t.j. na vypocet jej zisku bol
pouzity iny vztah a tento zisk bol 771< 9 Qg) =m (%, %) = uku—kuc (%’“ -
7uc>
64 )

Pouzitim vyrazov (3.7) a (3.9) vypo¢itame zisk deviujicej firmy v kazdej

neparnej periéde:

E oAk U, ug (1 23 & 1 1
@1 @) = o) [1—ﬁ<8<1‘35>ﬁ + <2+35>>
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[; ( g Q;B)ﬁ’“ (1 - 36)] . (3.12)

upravime vztah (3.12) na nasledujuici tvar:

(@ Q) = g (e B% 4 ex B c). (3.13)

8(ug — ue)
Ked poznadme zisk deviujucej firmy v kazdej periéde, tak bez problémov

spoc¢itame zisk tejto firmy za celt hru, ktory je rovny stctu diskontovanych

ziskov v jednotlivych periédach. A teda na zaklade vyrazov (3.11) a (3.13)

dostavame:

UL — Ue el

_ Uk ug Tuc - 2k UgUc 2%k k
o= <8 64>+25 [8(uk—uc)<a*ﬂ +bx (3 —l—c)

8(ug — ue

+Z52k+1[ Uk Uc )(d*52k+e*ﬁk+c>

o UgUe Uk Uc - 2k 2k k
0“"la * +bx 3%+ ¢
8(uk — ue) ( ) uk—uc)[; ( B B )
+Z§2k+1<d*62k+e*ﬁk+c>
Uk U ﬁd) ﬁ(SZ 52
b
k—uc< e i T
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= @02  “1-ps T 1-5

L 7 a(B6)?+ds  bBI%+ e cd
T 8a—1)\" 8 1—(B6)2 -3 "1-%

) ) )
i |

(3.14)

Aplikovanim rovnakych tivah ako v ¢asti o klasickom Cournotovom duopole
mozeme teraz zistif, za akych podmienok je vysSie popisana stratégia dosta-
toénym trestom pre deviujiceho hraca, resp. za akych podmienok sa ziadne-
mu z hracov neoplati odchylit sa od dohodnutého kartelu. Vysledkom buda
opit hodnoty diskontného faktora d, pri ktorych je zisk kazdej z firiem vy$si
pri dodrzani kartelovej dohody ako pri deviacii. Riesenie ziskame z nasledu-

juceho vztahu:

1wy g, 7 a(B6)?+ds  bB&%+ed cd
S N PN + +
1-08 ~ 8a-1) 8 1-(B0)2 | 1-p82 1-9
1 1 7 a(B6)?+dS  bB6%+ed co
L L 1
1—5>a—1<0‘ 8T T30 TT1-pe 1-s (3.15)

Za povsimnutie stoji fakt, ze v nerovnici (3.15) hodnota vyrazu na lavej ani
pravej strane nezavisi od ux ¢i u.. Jediné nezname, ktoré vstupuju do toh-
to vztahu, su velkost diskontného faktora ¢ a hodnota «, ktord vyjadruje
kolkokrat vyssi uzitok poskytuje ndkup oboch tovarov v porovnani s kipou
len jedného tovaru.

Obréazok 3.2 predstavuje grafické zobrazenie vztahu (3.15). Modrou
farbou je vyznacend oblast, na ktorej je vyraz (3.15) pravdivy, t.j. oblast,
na ktorej sa ziadnému z hriac¢ov neoplati deviovat, pretoZe by to v dlhodobom
horizonte pre neho znamenalo pokles zisku.

Na zaklade vsetkych predchadzajucich vypoctov a zisteni mézeme sfor-

mulovat nasledujice tvrdenie:
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Obrézok 3.2: Oblast stabilnej kartelovej dohody

Veta 6 (Veta prostého Iudu pre Cournotov duopol s komplementmi)

Nech o a § nadobidaji také hodnoty, pre ktoré spliiaji nerovnost

1 - 1 7 a(B)?+ds b3+ ed N cd
1-0" a-1 8 1—(B6)? 1 — (362 1-96
a nech s je profil stratégii, v ktorom firmy 1 a 2 produkuji mnoZstvo Qf = %
prei = 1,2 at = 0,1,2,... Potom, pre dostatocne trpezlivi firmu, s je

vzhladom na podhry dokonalé Nashovo ekvilibrium.



Z.aver

Cielom tejto prace bolo hladanie podmienok, pri ktorych mozno prehlésit
ticht dohodu medzi dvomi spoloénostami za stabilni, t.j. stanovenie hodnot
diskontného faktora d, pre ktoré je zisk kazdej z firiem vySsi pri kooperécii
ako pri deviécii.

Pri skiitmani oboch modelov, ktoré boli v tejto praci predstavené, sme
nazerali na trhovi konkurenciu medzi spolo¢nostami ako na nekonec¢ne opako-
vani hru. Vychadzajic z tohto predpokladu, bola hlavnym stavebnym
kamenom tejto analyzy Veta prostého Iudu, ktord vymedzuje mnozinu vzhla-
dom na podhry dokonalych ekvilibrii pre nekoneéne opakované hry. Zak-
ladnou podmienkou dosiahnutia stanoveného ciela bolo navrhnutie profilov
stratégii pre obe firmy. Tieto nasledne determinovali cely priebeh hry. Tym
paddom sme mali vSetky potrebné informécie, aby sme mohli urcif pod-
mienky, za ktorych je kartel vytvoreny dvomi konkurenénymi firmami sta-
bilny.

Vysledkom pre kazdy skiimany model je nerovnost, ktorej pravdivost-
na hodnota hovori o stabilite prislusnej nekonecne opakovanej hry, ¢im sme

splnili stanoveny ciel.
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