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Abstrakt

V diplomovej praci sa venujeme ocetiovaniu opcii modelmi so stochastickou volatilitou.
Z existujucich pristupov sme si vybrali GARCH modely, ato konkrétne aproximacni
formulu NGARCH modelu pre cenu eurdpskej opcie. Na jednej strane vyhodou tejto
formuly je maly pocet parametrov, ktoré je treba odhadnut ana druhej s vhodné
vlastnosti nepozorovatel'nej volatility. Tato formula zatial’ nie je v praxi vyuzivana, avSak
jej aplikacia na redlne data prinaSa uspokojivé vysledky. Formulu otestujeme na

tyzdiiovych hodnotach opcii pre r6zne Casy, ceny akcie a expiracné ceny.
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Uvod

Pri modelovani finanénych procesov nas hlavne zaujima buduici vyvoj ich cien a s nim
spojené riziko. Na opisanie rizika sa pouziva pojem volatilita. Cim je dané aktivum viac
rizikové, tym ma vysSiu volatilitu. V stiasnosti existuje viacero pristupov, ako volatilitu
do modelu zahrnut’ a ktoré jej vlastnosti ma model zachytit. Poziadavka ¢asovo zévislej
volatility sa stala jednou zo zdkladnych. Odozvou na tito poziadavku st modely so
stochastickou volatilitou, ktoré v pripade oceniovania opcii vedu ku zovSeobecneniu

Black-Scholesovej formuly.

Praca je rozdelend na tri Casti. Prva kapitola obsahuje zdkladné informécie o volatilite
a struény prehlad modelov Casovo zavislej volatility. V druhej kapitole sa venujeme
moznosti pouzit na modelovanie diskrétne parametrické GARCH modely. Dévodom
vyberu je fakt, Ze pre nelinArny GARCH model bola odvodend explicitnd formula pre
cenu europskej opcie. Tuto formulu analyzujeme v tretej kapitole. OpiSeme sposob
matematického modelovania, ktory sme pouzili pri empirickej analyze a spdsob
odhadovania parametrov. Pri analyze najprv pouzijeme vygenerované data so znamymi

hodnotami parametrov a potom skutocné hodnoty cien akcii a opcii.



Kapitola 1

Volatilita

Casovy vyvoj finanénych aktiv je prirodzene nestaly. Pri jeho analyze mozme sledovat
trend vo vyvoji spolu s ndhodnymi zmenami. Ekonomicka tedria financii a hlavne
finan¢na matematika sa snazia tieto ndhodné zmeny zachytit' a vysvetlit. Volatilita na
finan¢nych trhoch opisuje prave tieto nahodné zmeny. Pouziva sa na kvatifikovanie rizika
spojeného s budicou cenou. Zachytavame fiou mieru pohybov cien aktiv. Cim su zmeny

cien dané¢ho aktiva vyssie, tym rastie aj jeho volatilita. Dané aktivum je viac rizikové.

Nech o] je variancia nahodnej premennej v ¢ase ¢. Jej Standartna odchylku o,

oznadujeme pojmom volatilita. Standartne sa vyjadruje ako roéna hodnota v %.

1.1 Volatilita a jej typické vlastnosti

Vzt'ah medzi volatilitou a vynosmi (cenami) finan¢nych aktiv je predmetom rozsiahlych
Studii. V sucCasnosti je vSeobecne zndme, ze volatilita sa s Casom meni. A taktiez si
zname a zdokumentované mnohé jej typické vlastnosti, ktoré su empiricky

pozorovatel'né. To dalo podnet k rozvoju modelov ¢asovo zavislej volatility.

® Volatility clustering



Tymto pojmom oznacujeme zhlukovanie volatility. Pre urcité ¢asové obdobia je volatilita
vyssia respektive nizsia ako jej priemerné hodnoty a je pre nu typické, ze sa tieto obdobia
objavuju v zhlukoch. To znamend, ze ked’ je volatilita vysoka, je pravdepodobné, zZe
vysokd aj ostane. S tymto javom suvisi aj pretrvdvanie - pomalé vymuznutie Sokov z
casového priebehu volatility. Ur€ity Cas trva, kym sa volatilita vrati ku svojej dlhodobej

hodnote.

® Leverage effect

Na finan¢nych trhoch je cCasto pozorovana negativna koreldcia medzi okamzitymi
vynosmi a zmenou volatility. Tento jav sa medzi odbornou verejnost'ou nazyva leverage
effect. Zvycajne sa opisuje pomocou “dobrych® a “zlych® sprav. Zmena volatility pri
vel'kej negativnej zmene vynosu byva Casto vyssSia ako pri rovnako velkej pozitivnej
zmene. Teda “zIé* spravy maju vacsi vplyv na jej priebeh. Leverage effect hovori

o asymetrickej povahe v zhlukoch volatility.

® Mean-reversion

Mean-reverting procesy su procesy, ktoré sa v dlhodobom casovom horizonte blizia ku
svojej priemernej hodnote. Tato vlastnost’ volatility vyplyva zo zhlukovania. Volatilita sa

po obdobi fluktuécii pritahuje spiat ku svojej dlhodobej priemernej hodnote. Teda sa

predpoklada, Ze tato dlhodob4 troven existuje.

1.2 Modelovanie finanénych procesov, Black-Scholesov a

Mertonov model

® Modelovanie finanénych procesov



Casovy vyvoj finanénych aktiv je viacmenej nestaly. Pri jeho analyze mozme sledovat
trend vo vyvoji spolu s ndhodnymi zmenami, hovorime, Ze vyvoj ma stochasticky
charakter. Trend predstavuje zlozku, ktora hovori o dlhodobom vyvoji finanéného aktiva.
Fluktuacna zlozka reprezentuje ndhodné zmeny. Stochasticky proces je t- parametricky

systém nahodnych premennych {x(¢),z € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnozina

indexov. Na jeho modelovanie pouzivame stochastické diferencidlne rovnice, v ktorych

je ndhodnost’ pritomnd prostrednictvom Wienerovho procesu.

Pri modelovani finanénych procesov sa vo vicsine pripadov pouzivaji ich vynosy a nie
samotné ceny. Hlavnym dovodom je to, Ze vynosy maji vyhodnejSie Statistické vlastnosti

a preto sa s ich ¢asovymi radmi pracuje 'ahSie ako s cenami.

S, - St—At

Budeme modelovat’ vynos S, =— .

S
, ktory sa priblizne rovna log{—). Pretoze

t—At t—At

plati log(l + x) ~ x pre malé x. Dalej budeme predpokladat’, e st to nezavislé ndhodné
premenné s normalnym rozdelenim. Preto mézme tieto vynosy modelovat’ ako prirastky
Brownovho pohybu s driftom. Brownov pohyb je zdkladnym procesom, z ktorého su

odvodené procesy popisujlice vyvoj na finanénom trhu.

Brownov pohyb s driftom x(t) = ut+ Gw(z‘) sa sklad4d z deterministickej zlozky u#, nie je

v nej ziadna ndhodnost’, nazyva sa drift a z ndhodnej zlozky aw(t), ktora sa nazyva

volatilita. Prirastok na intervale dizky At je ,uAt+0W(At), ¢o je ndhodnd premenna s

rozdelenim N (,uAt, azAt). Proces §,, ktory sa riadi log[SLJ = ,ut+aw(t) sa nazyva
-y

geometricky Brownov pohyb. Stochastickéa diferencidlna rovnica pre vyvoj ceny akcie ma

tvar

dS, = uS,dt + oS, dw(r)

Ako bude vyzerat’ prislusné rieSenie ceny tejto akcie? Odpoved’ na tato otazku nam dava

[tdva lemma, ktord je zakladnou vetou pre stochastické procesy.



. 1
Itova lemma :

Nech f (x,t) je hladka funkcia dvoch premennych, priCom premenna x je rieSenim
stochastickej diferencialnej rovnice dx(t)= u(x,t)dt + o(x,t)aw(t), kde wlt) je Wienerov

proces. Potom prvy diferencial funkcie f je dany vztahom

df = gdx+(@+%az(x,t)ngjdt

Oox Ot X’

dosledkom ¢oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici

df = (% + ,u(x,t)g + %0'2 (x,t)aaz—fjdt +o(x,1) g dx .

Oox x> a

RieSenie spominanej stochastickej diferencidlnej rovnice pre vyvoj ceny akcie je

1
S, =5, exp(,ut +ow, —Eaztj

® Black-Scholesov a Mertonov model

Zakladnym ndastrojom ocenovania Eurdpskych opcii je Black-Scholesova, Mertonova
formula. Merton odvodil cenu pre eurdépsku kapnu opciu (call opcia) vyuzitim
ekonomickych a matematickych predpokladov. Hlavna myslienka spociva v konstrukeii
zabezpecen¢ho portfolia, ktorého hodnota nezavisi od hodnoty jednotlivych zloziek.

Portfolio sa sklada z bezrizikovych dlhopisov, akcii a opcii na tieto akcie. Pred stratou na
burze je zabezpecené pomocou vlastnenia akcii a opcii zaroven. Nakup/predaj zloziek
portfolia je realizovany ndkupom/predajom inej zlozky portfolia. Zaporné mnozstvo
daného aktiva znamena, ze toto aktivum dlzime. Zaistené portfolio zarobi len bezrizikova
tirokova mieru r. Dalej sa predpoklada, Ze obchodovanie je spojité v T'ubovolnych

mnozstvach, neexistuju transak¢né naklady a urokova miera je konStantna.

Matematické predpoklady:
® geometricky Brownov pohyb dS = pSdt + ode(t)

' Vid' Melicheréik, Olzarové (2005), Seviovié (2001)
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® Jtova lemma dv = [G—V + l0'2 (s,2)0

dt +—dS
oS

, 0%V oV
or 2 0S?

Ekonomické predpoklady:

® nulovy rast investicii 0S+0V+B=0
® samofinancovatelnost’ portfolia SdQ. +VdQ, +6B =0
® rizikova neutralita/ no arbitrage dr = rdt

Spojenim predpokladov dostavame

d(Q.S+Q,V +B)=d0
SdQ, +0.dS +VdQ, +Q,dV +dB =0
(SdQ, +VdQ, + 6B)+ Q,dS + Q,dV + rBdt = 0
Q.dS+Q,dV —r(SQ, +VQ, )dt =0

%dS+dV—r[S Q, +det =0

v v

~AdS +dV —r(V —AS)dt =0

2
— AdS + 8_V+102S28_I; dt+a—VdS—r(V—AS)dt:0
or 2 as oS

2
[aV +10232a_V_r(V—AS)]dH((Z—Z—AJdS =0

a2 as
o _
oS
2
a—V+10'ZS2 0 Z—r V—a—VS dt=0
ot 2 oS oS
znamu formulu pre eurdpsku call opciu :
2
a—V+10'2S2 anz +rS8—V—rV=O
o 2 o0°S oS

11



V(S,T)=max(S - E,0)
Prvé rovnica je parabolicka diferencialna rovnica, ktor vieme riesit’ pomocou Greenovej
funkcie. Druha rovnica predstavuje koncovi podmienku v ¢ase expiracie. VyrieSenim

dostaneme cenu pre call opciu :

V(S,t)=SN(d,)- E exp(- (T —1))N(d,)

2
(r+o- (T—t)+lnS]
2 E
d, =
oNT —t
0_2
(V_z (r—i)smS
d, -
oNT —t

Zo vztahu medzi kipnou a predajnou opciou (put opcia) je odvodena formula pre put
opciu. Tento vzt'ah volame put-call parita. Vyplyva z vytvorenia dvoch stratégii, ktoré
maju rovnakl hodnotu. 1. stratégia je zalozend na kupe jednej akcie a put opcie na tato
akciu. 2. stratégia spociva v investovani expiracnej ceny do bezrizikového finan¢ného
nastroja anakupe call opcie na ta ista akciu. NaSe portfolio ma hodnotu

Sexp(~ D(T )+ put = call + E exp(— (T —t)). Dosadenim ziskame vztah pre put

opciu.

V(S,t) = Eexp(—r(T - t))N(_ dz)_ SN(_ dl)
Dalej budeme pod cenou opcie mysliet’ cenu kiipnej opcie eurépskeho typu.
Black-Scholesova formula predpokladé konstantnt volatilitu. V sucasnosti je vSeobecne

zname, ze volatilita sa s ¢asom meni. Tento poznatok bol empiricky dokdzany a to viedlo

k rozvoju modelov €asovo zavislej volatility.
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1.3 Stochasticka volatilita

“’Suppose we use the standart deviation ... of possible future returns on a stock ... as a
measure of it’s volatility. Is it reasonable to take that volatility as constant over time? |

think not.”’ Fisher Black

Modely so stochastickou volatilitou vedu ku zovSeobecneniu Black-Scholesovej formuly.
Volatilita je v nich casovo zavisla a opisujeme ju pomocou nepozorovatelného
nahodného procesu. Tieto modely st opisané dvoma premennymi. Prvou z nich je vynos
(cena) aktiva, ktord je pozorovatelna a druhou je nepozorovatelna volatilita. Obidve
premenné obsahuju ndhodné zlozky, ktoré su navzajom korelované. Tym, Ze sa pripusti

nenulova korelacia, je mozné zachytit’ znamy leverage effect.
® Spojité modely stochastickej volatility

Néahodny vyvoj ceny akcie budeme modelovat’ ako funkciu ¢asu. Predpokladame, Ze cena

akcie sleduje stochastickt diferencialnu rovnicu v Itovej forme.

dS = uSdt + oSaw, (t) (1.1)

Parameter p, drift, v deterministickej zlozke rovnice urcuje trend vo vyvoji. w, (t) je
standardny Wienerov proces, ktory predstavuje ndhodnu zlozku vyvoja ceny akcie. Dalej
predpokladame, ze volatilita je funkcia stochastického procesu y(t), ktory vieme vyjadrit’

diferencialnou rovnicou taktiez v Itdvej forme.

dY = a(m—Y)dt+ £(Y)dw,(t) (1.2)

13



o=g()

Rovnica (1.2) predstavuje vsSeobecnu triedu tzv. ’’mean-reverting’’ procesov pre
stochasticku volatilitu. RieSenie y, sa v limite blizi k strednej hodnote m s rychlost'ou
priblizovania « . Tejto vlastnosti hovorime ‘‘mean=reversion’’. a(m -Y ) je drift. Ak je
hodnota y v niakom Case ¢ vicSia ako m, tak rieSenie v tomto bode klesa. Naopak, ak je
hodnota y mensia ako m, tak rieSenie v tomto bode rastie. a ovplyviiuje rychlost’

stiipania respektive klesania. f (Y ) je koeficient rozptylu, vo v§eobecnosti moze zavisiet

od Casu ¢ aj od hodnoty y. O hodnote e hovorime ako o pamiti. Ako rychlo,
a

respektive pomaly vymiznu z casového priebehu volatility Soky, hodnoty vyrazne

rozdielne od priemernych. Wienerov proces w, (t) je korelovany s w, (t)

Doteraz bolo navrhnutych mnozstvo réznych modelov stochastickej volatility podla jej
pozadovanych vlastnosti. Zakladnym problémom je najst’ model, ktory sa priblizuje
realite a odhadnut’ jeho parametre. VSeobecne mo6zme Specifikovat’:

-vyber nepozorovatel'nej premennej (volatilita vynosov o, log-volatilita vynosov log(O')
a iné)

-rozdelenie ndhodnej zlozky (normalne rozdelenie, t-rozdelenie a in¢)

-vyber funkeii pre drift a volatilitu

-zahrnut’ do modelu skoky a d’al’Sie vysvetl'ujuce premenné

V zavislosti od vyberu funkcii g a f, rozdel'ujeme modely stochastickej volatility na 4

zékladné podtriedy”. Lisia sa vo volbe funkcie pre drift a volatilitu. Nahodné zlozky

maji normalne rozdelenie. V GARCH modeloch sa vyuziva znamy Hestonov model.

Ornstein Uhlenbeck model, kde o=g(Y)=Y, f(¥)=k , k je kladna konitanta

? Pre porovnanie efektivnosti tychto modelov pozri Buchbinder, Chistilin (2006)

14



do = a(m—o)dt + kdw, (t)
Exponencidlny Ornstein Uhlenbeck model, kde o =g(¥)=exp(Y), f(¥Y)=k, k je

kladna konStanta

2

do = a{% —a(lno - m)}dt + kodw, (t)

Heston model, kde o = g(Y ) =47, f (Y ) =kJY k je kladna konstanta
2

do = %{a(m - 02)—%}0’1 +§a?w2 (¢)

Hull White model, kde o = g(Y) =Y , f(Y) =kY .k je kladna konStanta

1 ko? k
d0=%{a( —0'2)— Z}dwr?adwz(t)

Tieto modely urcuji volatilitu ako Markovov proces. Teda buduca hodnota volatility
zavisi len od sucasnej hodnoty, a nie od minulych hodnét. Vyplyva to z predpokladu, ze
stochasticky proces y(t), vieme vyjadrit' diferencidlnou rovnicou v Itovej forme.
Diferencidlne rovnice v Itd tvare maju Markovove vlastnosti. Je to v sulade so slabou
formou trhovej efektivnosti - iba sucasné ceny aktiv by mali vytvarat ich buduce

hodnoty”.
® Diskrétne modely stochastickej volatility

Na simulaciu procesov pouzivame diskrétne pripady modelov stochastickej volatility. Je
to nevyhnutné v pripade, ak nemame explicitné rieSenie danej diferencidlnej rovnice. V
diskrétnom pripade volatilita zavisi na jej minulych hodnotach, tito zavislost' urcuje
volba funkcie o = g(Y ) Procesy simulujeme napriklad tak, ze diferencialy nahradime

diferenciami. Z (1.2) dostdvame

AY = a(m—Y)At+ f(Y)Aw

3 Vid Sevéovié (2001)
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Je nutné zvolit' zaciato¢ni hodnotu procesu a nasledujuce hodnoty generujeme podla

predpisu. Kvoli aproximdcii normalnym rozdelenim sa v niektorych modeloch m6zme

dostat’ do z&pornych hodnét. Volbou funkcie g(Y ) sa dd zabezpelit' nezapornost’

procesu. Napriklad pre g(Y ) = kY , kde k je kladna konStanta, sa proces ihned’ vrati do

kladnych hodnét, ak je v niektorom okamihu hodnota ¥ nulova.
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Obr. 1.31 Casovy priebeh volatility v modeloch Ornstein-Uhlenback, exponencialny Ornstein-Uhlenback,
Heston a Hull-White.

Porovnanie pre parametre zvolené tak, aby sa volatilita v limite blizila k hodnote ro¢ne;j

volatility, priblizne 0,225 a spolo¢ny wienerov proces.

14

Implikovana volatilita
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Ako pre model so stochastickou volatilitou priblizne ur¢it' zaciato¢ni aproximaciu
volatility z cien akcii a opcii? Jednoduchou moznostou je, ze aktudlna volatilita sa
aproximuje implikovanou volatilitou z at-the money (expiracnd cena je blizka cene
akcie), ktord ma kratky ¢as do splatnosti. Modelovanie volatility pristupom implikovanej
volatility predpokladd, ze sa volatilita v ¢ase nementi, je konStantna. Tento predpoklad nie
je spravny, avSak mi tento pristup budeme pouzivat len na odhad =zaciatocnej

aproximacie.

Nech opcia ma oceniovaci vzorec dany funkciou V(S,E,t,a*,r). Nech S, E st dané
anech je dana hodnota V' opcie s expiracnou cenou E v ¢ase T . Potom jediné kladné
gislo ¢ > 0 riesiace implicitni rovnicu ¥ = V(S,E,t,a*,r) (1.3)
nazyvame IMPLIKOVANOU VOLATILITOU akcie vypocitanej na zaklade uvazovane;j

opcie.

Implikovana volatilita je hodnota o, ktord riesi Black-Scholesovu rovnicu vtedy, ked’
vietky ostatné parametre si zname. Teda hl'addme riesenie o € (0,00), ktoré riesi (1.3).

Rovnovazna cena opcie z Black-Scholesovej formuly je funkcia 5 parametrov : S, E, r,
7 a o. Sigma je hodnota okamZitej volatility, ktord je dand trhom. V3etky parametre
okrem o su pozorovatel'né. Implikovant volatilitu nevieme explicitne vyratat z Black-

Scholesovej formuly dosadenim S, E, », ¢ a V' . Preto sa na urCenie implikovanej
volatility pouZivajii numerické metddy. Rovnica (1.3) ma kladné rieSenie o len vtedy,

ak je rozumne ocenend. Nech S, E, r a ¢ si dané. Kedy o~ existuje?

Zavislost ceny opcie od volatility na (0,00) je rastlca (%—It/> Oj. So zvySujlicim sa

rizikom rastie aj cena opcie. Akcie s vySSou volatilitou maji vacsie riziko zmeny ceny, ¢i

uz smerom nahor alebo nadol. Pre limitné pripady plati:

lim¥,,, (S,E.t,0,r)=max(S — E exp(- (T —)),0)

imV,,(S,Et,0,r)=[SN(d, )~ Eexp(— /(T —1))N(d, )] = §

17



A

Ak je cena opcie V' zintervalu (S — Eexp(—r(T —1)), S), tak o existuje. Z toho, Ze
(1.3) je na (0,00) rastiica funkcia volatility vyplyva, Ze existuje prave jedna o . BeZne

vyuzivany iteracny algoritmus je algoritmus Newton-Raphson. Nevyhoda tohto algoritmu

je, ze pri nevhodne zvolenej prvej iteracii, rieSenie, ktoré existuje, mézeme prehliadnut’.
Iteracna metoda:
Newton-Raphson iteracna schéma ma tvar

V(O- )_ v, ket
— _ n marke, 1'4
n+l O-n V/ ((Tn ) ( )

kde o, je n-t4 itercia pre o,, . (1.4) moéZeme prepisat’ nasledovne:

imp

Opit ~Oimp :1_V(Jn)_V(6lmp) 1 :1_V/(J;) (1 5)
o —0 o —0. V/(O'n) V/O'n .

n imp n imp

kde o, € (O'n;O'A ) Pod podmienkou, Ze 1. iterdcia je vybrana spravne, limita o,

imp

konverguje k jedinému rieSeniu o, . Z (1.5) vyplyva podmienka pre n>1:

O-n+l - O-imp
0<—ml —m g (1.6)

Pri tejto podmienke je rad {an} monotonny, ohrani¢eny a konverguje k jedinému
rieSeniu o, . Newton-Raphson metdda je popularna kvoli vlastnosti kvadratickej
konvergencie. Ak ¢ existuje, potom existuje otvoreny interval (a,b), taky Ze o, € (a,b)

pre kazdén {o,} > o .
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Prva iteracia:

Prvu iterdciu potrebujeme urcit’ tak, aby o, patrila do intervalu (a,b). Manaster a

Koehler navrhli vybrat' 1. iteraciu takd, ktord maximalizuje V' (o). Pre takéto rieSenie

mame:

o, =

(1.7)

Angerr)
—|ln—+rrt
T E

Ak o <o, derivacia ceny je rastiica funkcia na intervale (0' ,0'1) a opacne. Ak

o, <o, derivacia ceny je klesajlica funkcia na intervale (a*,al ) Preto je funkcia ceny
na tomto intervale rydzokonvexna respektive rydzokonkdvna. V prvom pripade
dostdvame rad " <...< 0, <o, avdruhom ¢ >...> 0, >0, . Pri podmienke (1.4) je

rad {an} monotonny, ohrani¢eny a teda konverguje k jedinému rieSeniu o, .

1.5 Historicka volatilita

Modelovanie volatility pristupom historickej volatility taktiez predpoklada, ze sa
volatilita v Case nemeni, je konStantnd. Tento pristup budeme tiez pouzivat' na odhad

zaClato¢nej aproximacie.
Metoda historickej volatility je jednoducho aplikovatel'na, v praxi je kvoli tejto svojej

vlastnosti ¢asto vyuZzivand. Vo finanénom svete sa volatilita vi¢Sinou odhaduje ako

Standartna odchylka zmeny hodnoty finan¢né¢ho aktiva za wurcité casové obdobie.
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Predpokladom pre dobry odhad je spravne zvolenie rozsahu historickych pozorovani. Pri
malom pocte dat moézme ziskat vysledok ovplyvneni kratkodobymi fluktudciami.

A naopak pri velkom rozsahu dat nas vysledok ovplyviiuju prilis vzdialené pozorovania.

Nech S;je cena aktiva. Z predpokladov Black-Scholesovho modelu vyplyva, Ze logaritmy
vynosov 1, = log (S; / S .1) s nezavislé a maji normalne rozdelenie. Ak je diZka
¢asového intervalu (S;_; , S¢) rovna At, tak variancia r; je AL,

Varianciu odhadneme nasledovne

Odhad parametra potom bude o

mesachna historicka wolatilita
T T

1 1 1
0] 20 100 150 200 250

Obr. 1.51 Historicka volatilita akcie MSFT

Pri zvolenom mesa¢nom rozsahu historickych dennych dat na obrazku 1.51 mézme

vidiet vyrazné rozdiely od hodnoty ziskanej zdennych dat dizky jedného roka.
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Kapitola 2

Modelovanie volatility

Isty Cas vo finan¢nom svete prevladal nazor, Ze volatilita je konStantna. Tento ndzor je uz
davno minulostou a empiricky bolo dokéazané, Ze volatilita sa v ¢ase meni*. Odvtedy
bolo navrhnutych mnoho modelov, ktoré sa snazia zachytit' stochasticki povahu
volatility. Pretoze volatilitu nie je mozné pozorovat’ priamo, modely spojitej volatility nie
st jednoducho implementovatel'né. Jednou z moznosti je pouzit’ diskrétne parametrické
modely. Medzi tieto patria GARCH modely. Navyse pre nelinearny GARCH model bola

odvodena explicitnd formula pre cenu eurdpskej opcie.

2.1 GARCH modely

V sucasnosti existuje mnozstvo ekonometrickych modelov, ktoré sa snazia vysvetlit
casovo zavisli volatilitu. Jednym z moznych pristupov st GARCH (Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) modely, ktoré vysvetl'uja volatilitu ako
funkciu jej predchadzajucich pozorovani a cien aktiva. Variabilita vysvetl'ovanej
premennej sa systematicky meni so zmenami vysvetlujucej premennej. Vyvinuli sa z

autoregresnych ARCH modelov, ktoré volatilitu vyjadruji len ako funkciu

* Vid Ball, Torous
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predchadzajucich cien aktiva. Tvar modelu prirad’'uje vac¢siu vahu pozorovaniam, ktoré st
blizsie k sucasnosti. Vyhodou tychto modelov je, ze tento tvar dokaze zachytit’ niektoré z
vlastnosti volatility. A to hlavne zhlukovanie (Volatility clustering), a jeho nasledky ako
pretrvavanie a pomalé vymuznutie Sokov z priebehu. Autormi tejto triedy modelov st

Engle a Bollerslev”.
Vseobecny tvar modelu GARCH (p, q) je

St N St—i N
In— =c+ ) O, In+> 06 +¢,

-1 i=1 t—i-1 J=1

P q
2
h, = w+zai€t—i +Zﬂjht—j
i=1 =1

GARCH model sa skladd vzdy z dvoch rovnic. Prva rovnica vysvetluje vyvoj vynosov a

2
t+1

druhd je rovnicou pre Casovo meniacu sa volatilitu (h, =0 ) Parametre «, f

predstavuji pamit’ procesu. PriCom parameter o odraza okamziti reakciu na nové
informacie a parameter [ vyjadruje pretrvavanie respektive vymyznutie informécii z

procesu. Medzi najpopuldrnejsi a aj najjednoduchsi patri GARCH (1,1). Tento

vysvetluje volatilitu pomocou najnovsieho pozorovania.

GARCH modely st I'ahko pouZitelné a implementovatelné. Umoziuju urcit' volatilitu
priamo z historickych vynosov aktiva. Ale ich nedostatkom je ,Ze nie st schopné zachytit’
niektoré Crty ¢asovo meniacej sa volatility. A to hlavne leverage effect a taktiez tazké

chvosty distribu¢ného rozdelenia.

2.2 NGARCH modely

> Vid’ Bollerslev (1992)
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Z jednoduchych GARCH modelov sa v poslednom obdobi vyvinulo mnozstvo réznych
typov, ktoré sa snazia zachytit’ typické vlastnosti volatility. Jednym z nich st NGARCH
modely. Boli vyvinuté Specidlne na zachytenie negativnej koreldcie medzi okamzitymi
vynosmi a zmenou volatility. Pre jednoduchost’ pouzivame NGARCH(1,1).

Nech 4, , je podmienend variancia log-vynosov na intervale [t,t + A], v naSom pripade

t+A

2
t+l°

to bude jeden den. Oznacme h =0 VSeobecny nelinedrny podmieneny

heteroskedasticky asymetricky model predpokladd, ze logaritmy vynosov cien akcii

a Casovo meniaca sa volatilita sleduji dynamicky proces v tvare:

S —
lné_+A = r/' + 5t+A _%hHA + ht+A gt+A (21)

t

ht+A :f(hs’gs’S St’®)

kde r, je bezrizikova urokova miera, J,,, je prémia za riziko a ¢,, je Standartnd

normalna ndhodna premennd. Nelinearitu v modely obsahuje druha rovnica.
Za ucelom podmienky no-arbitrage sa dynamicky proces prevedie do rizikovo neutralne;j

miery®.

S, 1
ln‘;,_A =71 _EhHA + \/ht+AVt+A

0
h,,=flh,v,———=,5<t;,0

I

kde v,,, je $tandartnd normalna nahodna premenna. Od volby funkcie f(%,,&,,s <#;0)

zavisia vlastnosti konkrétneho NGARCH modelu. K najzndmejSim a aj najviac
vyuZivanim patria nasledovné dva typy’. Viac si povieme o Engle a Ng modely, z

ktorého vychadza analyticka aproximacia NGARCH modelu.

% Prevod do rizikovo neutralnej miery mézme uskutoénit’, len za vhodnych podmienok. Vid’ Rubinstein
(1976)
"Empirické porovnanie tychto dvoch modelov poniikaji vo svojej praci Hsieh, Ritchken (2000)
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® Engle a Ng (1993) a taktiez Duan (1995)

Dynamicky systém je definovany:

8y = Al

o = S (hy,8,,8 <6O)= By + B, + Boh (6, - 7
v rizikovo neutralnej miere polozime v,,, =¢,,, +4 , o=y + 4

S, I 1
lnSt_l = rf _EhHl + hz+1 (VHI +5]

t

ht+l = ﬁo + ﬂlht + ﬂzht (Vt - a))Z

Kvoli zaisteniu kladnej volatility je potrebné, aby parametre S,, S,, S,boli nezaporné. Z

druhej rovnosti vyplyva, ze prémia za riziko ma vplyv na volatilitu, aj ked riziko je

lokalne neutralizované v prvej rovnosti. Teda cena opcie danda NGARCH modelom zavisi

od rizika. Polozenim S, >0, B, 20, B, >0 zaistime nezdpornost’ a stacionaritu

procesu. Pre ofakavany vynos a varianciu vynosov zaloZenych na informacii v Case t

plati:

E, [ln%} =rp+AJh, _%hm

t

Var{ln h} =h,
Sl‘

Kedze mame zabezpecent stacionaritu h mézme zadefinovat’ nepodmienent varianciu

2 _ _ ﬂ()
L vy iy
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Vyraz S, (l—a)z)+ B, urCuje pretrvavanie-vymyznutie Sokov z modelu. Ak sa blizi k
hodnote jedna, Soky sa z modelu vytracaji pomaly. Pre malé hodnoty

(ﬁz (1 -’ )+ B, << 1) Soky vymyznu rychlejsie.

® Heston a Nandi

Dynamicky systém je definovany:

1
5t+l = (ﬂ“ + Ej V ht+l

ht+1 :f(hs,gs,s St;@):ﬁo +;B1ht +ﬁ2(gt _7\/h_t)2

Tento model ma dva jednoduché predpoklady. Prvym predpokladom je, Ze logaritmy
vynosov cien akcii sleduju dynamicky proces (2.1). Druhy hovori o predpoklade, Ze

hodnota call opcie jednu periddu do expiracie spiiia B-S formulu.

v rizikovo neutralnej miere polozime v,,, =¢,,, +4 , o=y + A1+ 5

S, 1 1
lnSt_l =Ty _EhHl + hz+1 (vml +Ej

t

s = By + B, + By, o, |

Model je zvoleny tak, aby v pripade, ked’ sa volatilita rovna nule, zarobil len bezrizikovli
urokova mieru. V pripade, ked’ sa parametre blizia k nule, model je ekvivalentny s Black-

Scholesovym modelom.

Obidva modely maji 4 parametre, ktoré je potrebné odhadnit’ spolu s pociatocnou

hodnotou /#,. A je odmena za investovanie. Parameter y odraza negativnu korelaciu

medzi vynosmi a zmenou volatility. Tato zachytime polozenim S, 20, y>0.
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COVI (hl+1 s ln(S[+1 )) = _2ﬂ2 7%

y urcuje asymetrickost’ (Sikmost’) logaritmov vynosov. Pri vysoko pozitivnych Sokoch

ma odlisny vplyv na volatilitu ako pri rovnako vysokych negativnych Sokoch. PoloZzenim

y =0 dostaneme GARCH model.

2.3 Analyticka aproximacia NGARCH modelu

Nech #,, je podmienend variancia log-vynosov na intervale [t,t+A]. OznaCme

> .V d’al'Som pod volatilitou budeme rozumiet’ podmienenti varianciu.

ht = O-Hl

S
1n§—+A=¢f +2,\/E—%ht + R, (2.2)

t

hon =By + Bih, + Brh, (VHA - 7/)2 (2.3)

Nech cena akcie sleduje dynamicky proces (2.2) a podmienena variancia h sleduje proces
(2.3). Podmieneny variancny proces h; a okamzité vynosy su korelované. Pri ocenovani
opcii potrebujeme rizikovo neutrdlnu mieru pre okamzitii cenu. Vieme, Ze je to pri niakej

.. . .. , . 3
pravdepodobnostnej miere a prevedieme to na rizikovo neutrdlnu mieru”.

A\ 1
1n§—A =r = h, +Jhu,., (2.4)
% \2
ht+A = IBO +ﬂ1ht +ﬂ2ht (uHA -V ) (25)

¥ Prevod do rizikovo neutralnej miery mozme uskutoénit’, len za vhodnych podmienok. Vid’ Rubinstein
(1976)
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u,, =v,,+A predstavuje podmienku na informéciu v ¢ase ¢, je to normalna nidhodna
premenna respektujiica rizikovo neutralnu mieru a " =y + 4. Zodpovedajici spojity

systém dostaneme tak, ze z normalnych rozdeleni spravime rozdiely. Z tychto rozdeleni

o ] - 9
v limitnom pripade dostaneme Wienerov proces’.

dInS, = (rf —%h, ja’t +Jh,dw,, (2.6)
dh, = (B, —©h )t =23, y"hdw,, + f,h,dw,, 2.7)

kde @ =1-4, -5, (1 + 7/*2) a (wl’,, wz’t) je dvojrozmerny Brownov pohyb. PouZitim It6-

Taylor formuly dostavame

1n‘2—m = (rf —%h, jA + 2, (2.8)
t
ht+A _ht = (ﬂo _®ht )A_Zﬂz }/*htZHA +ﬂ2ht(zt+A _A)2 (29)

kde z,,, je nezavisla normalna nahodna premenna na N(0,A). Nech f*(®) predstavuje

funkciu ceny aktiva pre rizikovo neutrdlnu mieru procesu (2.6), (2.7). V rizikovo
neutralnej miere je generujuca funkcia momentové funkcia.

f©)=£ls?]
CiZe v bode t je to stredna hodnota na tak(i mocninu, v akom bode to poditam. V d’alsom
odvodeni autori vyuzili stromovl vlastnost podmieneného ocakdvania anasledny
prechod k limite pre odvodenie aproximacnej formuly. Potom modelovali portfolio

podobnym spdsobom ako Black, Scholes .

Tvrdenie®:

? Pre podrobnejiie odvodenie vid’ Foster a Nelson (1994)
1% Pre podrobnejsie odvidenie vid’ Youngsoo Choi (2004)
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Ak rizikovo neutrdlna miera spotovych cien spliia rovnosti (2.4), (2.5), potom cenu
Europskej call opcie v Case t sexpiracnou cenou E aexpiraénym Casom T moZzme
aproximovat’ vztahom

V=v(S, h,T—t/®)=S8 N(d,)-Eexp(-rT-t))N(d,)

[

o2 =1 ) ek O]

C

O=1-8-B(1+r?)

[[H‘f}(r_t)mg ([r—?}(]’—tﬁln%j
L d, -

O'g\/T—t - o NT —t

Rozdiel od Black-Scholesovej formuly je v tom, Ze mame jednu rovnicu navyse s casovo
meniacou sa volatilitou. Formula urc¢uje hodnoty cien opcii ako funkciu sicasnej ceny

akcie a volatility zloZzenej priamo z historickych cien.
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Kapitola 3

Empiricka analyza

V tejto kapitole opiSeme spdsob matematického modelovania, ktory sme pouzili pri
empirickej analyze formuly z tvrdenia a spdsob odhadovania parametrov. Pri analyze
najprv pouzijeme vygenerované data so znamymi hodnotami parametrov a potom
skuto¢né hodnoty cien akcii a opcii. Pri kalibracii modelu pouzijeme opcie s réznymi

cenami a &asmi akcie Microsoft. Dalej nasleduju empirické vysledky, ktoré sme dosiahli.

3.1 Model so stochastickou volatilitou

V prvej Casti budeme na testovanie modelu pouzivat’ vygenerované data podl'a NGARCH

modelu Engle a Ng so zndmymi hodnotami parametrov, A =0, r=0, B, =6.575*%107°,
B, =0.90, B, =0.04. Pociatocné hodnoty pre variacny proces a cenu akcie su S; =100,
h, =0.0001096. h, zodpoveda hodnote ro¢nej volatility priblizne 0,2. O¢akavany vyvoj

vynosov akcie a varian¢ny proces budeme simulovat diferenénymi rovnicami v tvare

ekvivalentnom pre Engle a Ng model

S
ln&—+A = [rf _%h;jdf + \/Zwl

t

B,y =h +(B, —Oh)dt -2,y hdtwl + B,h,dtw?2

t+A t
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[ena akie

' L 1 ' s ' s '
m} =0 100 1=0 zZ20o0 250 j=imim] SS0 00
cCas

Obr.3.11 Casovy priebeh vyvoja ceny akcie

Cer1a OpCie

L L L L L L
o a0 100 150 200 250 S00 350 00
Cas

Obr. 3.12 Casovy priebeh vyvoja ceny opcie

Pre varian¢ny proces plati :

E=0,D= [(— 28,7" ) i +ﬁ§thdz

Variacny proces mézme prepisat’ do tvaru s jednym wienerovym procesom.

dh, = (B, —©h, )t + 1+ 4y" B, h,dtw,
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Tento proces pre volatilitu sa d4 zaradit’ do triedy Hull-White procesov. Log-variancia

2
t+1

vynosov ma tvar h, =o,,, a rozdelenie Sokov je normalne. Drift parametre S, a ®

predpokladame, ze si konStanty a zachytavaju mean-reverting povahu procesu.

V limitnom pripade sa varianény proces bliZi k hodnote 3, /0. Qim h, = B,/ ®)

3.2 Priblizné rieSenie ceny opcie a odhad parametrov

Na vypocet cien opcii budeme pouzivat’ explicitnti formulu z tvrdenia.

o2 <[ g1, o 1ok OO

) C C

Narozdiel od NGARCH modelu, obsahuje dva nezname parametre f,, ©, a nie Styri.
Tieto je potrebné odhadnit’, pricom vieme , Ze podiel ,/f3,/©®*365 by sa mal blizit

k ro¢nej hodnote volatility.

Nasa cielova funkcia minimalizuje sumu §tvorcov odchyliek medzi teoretickou cenou

opcie vypocitanej na zaklade tvrdenia, oznaCujeme V,, a skuto¢nou cenou opcie,

oznaCujeme V.

=

min SSE(5,,0)=Y &2 = (v, -7,

Derivacie minimaliza¢nej funkcie podla parametrov su tvaru:

(VZ,i - Vl;)

. 82SSE(,BO,®)_ZZ AN
s, \os) op;
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2 2
. 0 SSE(ﬁO,@):22 LA AN v, -7.)

03,0 3B, \ 6o ) 6p,0
o O°SSE(f,,0) _ 9°SSE(f,,0)

25,0 005,
0*SSE(,,0) v, o
o oy R )

Matica druhych derivacii je symetricka''.

02
015.) .-
0.1

005

0.04

Obr. 3.21 Zavislost minimaliza¢nej funkcie od parametrov [39,®

3.3 Experimentalne vysledky 1

' Cela derivacia minimalizagnej funkcie je uvedend v prilohe
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Testovanie sme zacali so zndmymi hodnotami parametrov. Do minimaliza¢nej funkcie
sme dosadili hodnoty blizke bodom, ku ktorym by mala funkcia konvergovat’. Redlne sa
optimalizacia takymto spdsobom nedé robit’, avSak aj napriek dobre zvolenym hodnotam

sme neziskali uspokojivé vysledky.
Vysledky pre rozne optimalizaéné metody':

® 1. gradientna metéoda: nekonverguje

® Levenberg-Marquardtova metoda: konverguje, ale k inému bodu ako je optimalne
rieSenie (B = 10,6475, ® = 98451,1)

® Newtonova metéda:  konverguje k inému bodu, ako je optimélne rieSenie a k inému
bodu ako predchédzajica metdda (B = 0,01470, ® = 135,987)

® Kvazinewtonovskd metoda: nekonverguje

® Simplexova metoda: nekonverguje

Podobné vysledky sme ziskali aj pri nahradeni presnej hodnoty variacného procesu
implikovanou volatilitou. Preto bolo treba zvolit’ iny postup, ako odhadnit’ parametre

modelu, respektive minimalizovat’ funkciu dvoch premennych.

3.4 Iny postup pre odhad parametrov

Otimalizacia minimalizacnej funkcie vzhladom na obidva parametre nefunguje.
V druhom postupe si najprv ur¢ime, aka ma byt pribliznd hodnota limity variacného
procesu. Jej pociatocni hodnotu ur¢ime ako minimum S$tvorcovych chyb medzi

skuto¢nou cenou a cenou danou Black-Scholesovou formulou.

V prvom kroku odhadneme limitnti hodnotu volatility a hodnotu ®.

12 Prvé $tyri metody su sidastou programu Mathematica, piata je z programu Matlab
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n n

hm(%) = min SSE(UZ ) = Z g,‘z = (I/l,i - VBlack7Scholes,i )2

i=1 i=1

_tim| Zo |+
ﬂo—llm(Gj S

o, = [lim[g’j(T — 1)+ [h, - 1im(€;jj L= eXp(_G)@(T ! ))} /T ¢

V druhom kroku budeme hybat’ s touto hodnotou limity tak, aby sme ziskali minimum

povodnej minimaliza¢nej funkcie.

3.5 Experimentalne vysledky 2

Najprv sme urcili limitu volatilty B¢/®. Optimalna hodnota konstantnej volatility pre
redlne data vypocitand pomocou Black-Scholesovej formuly ndm vysla 0,289819. Pre
tuto je zodpovedajuca limita 0,00033598. Priebeh ucelovej funkcie, v ktorej berieme [,
® také, ze Bo/O je limita volatility je zndzorneny na obrazku 3.52. Je vidiet, Ze sme

schopny optimalizovat’ dané parametre.

® Optimalna ucelova funkcia v Black-Scholesovi dosiahla hodnotu 1,04887. Pri rozsahu
dat 72 je rozdiel medzi skuto¢nou cenou a modelovanou cennou 0,0134471 dolara na

jednu opciu.

® Optimalna Ucelova funkcia dana aproximacnou formulou dosiahla hodnotu 1,0854,
teda na jednu opciu pripadd rozdiel medzi skuto€nou cenou a modelovanou cenou

0,115075 dolara.

Hodnota tcelovej funkcie dand aproximacnou formulou je o nieco horsia ako v Black-
Scholesovi. Ale limitn4 hodnota volatility nemusi byt odhadnuta presne. V druhom kroku
sme zobrali rézne hodnoty limity ¢/®. S limitou sme sa hybali okolo hodnoty

konstantnej limity vypocitanej v prvom kroku.
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Obr. 3.52 Ugelova funkcia, v ktorej berieme Bo/® ako limitu.

Zavislost’ optimalnej ucelovej funkcie od limitnej hodnoty je zndzornena na obrazku 3.53

a prislusné odhady parametrov st uvedené v tabul’ke 3.51 .

Limita h, Optimalna Gc¢elova | Odhad parametra ® | Odhad parametra By
funkcia
0,0002401 2,95919 0,00574748 1,37997E-06
0,00025 2,8021 0,00636147 1,59037E-06
0,0002601 2,63087 0,00712531 1,85329E-06
0,0002704 2,44446 0,00809258 2,18823E-06
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0,0002809 2,2423 0,00934023 2,62367E-06
0,0002916 2,02484 0,0109809 3,20203E-06
0,0003025 1,79407 0,0131863 3,98886E-06
0,0003136 1,55418 0,0162356 5,09148E-06
0,0003249 1,31193 0,020618 6,69879E-06
0,0003364 1,07718 0,0272516 9,16744E-06
0,0003481 0,863958 0,0379024 1,31938E-05
0,00036 0,693259 0,055501 1,99804E-05
0,0003721 0,595608 0,0842826 0,000313616
0,0003844 0,605044 0,13376 0,00051411734
0,0003969 0,75212 0,225359 8,9445E-05
0,0004096 1,06312 0,391119 0,000160202

Tabulka 3.51: Zavislost’ optimalnej i¢elovej funkcie od limitnej hodnoty a prislusné odhady parametrov.

optimalna hodnota

0.5

| 1
24 286 25 & 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2

limitna hodnota ¥ '||:|'4

Obr. 3.53 Zavislost optimalnej uc¢elovej funkcie od zvolenia limitnej hodnoty ,/®
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Obr. 3.53 Realne ceny verzus modelované ceny

Limitnd hodnota volatility z B-S formuly nebola pre nami pouZivani aproximacénu
formulu odhadnutd presne. Bola vSak dobrym ukazovatelom pre zvolenie limitnej
hodnoty pre B¢/®, nakol’ko optimalizdcia minimalizacnej funkcie vzhl'adom na obidva
parametre nebola efektivna. Optimalna ucelova funkcia dand aproximacnou formulou
dosiahla hodnotu 0,595608, teda na jednu opciu pripada rozdiel medzi skuto¢nou cenou a
modelovanou cenou 0,00827 dolara. Tento vysledok je v porovnani s optimalnou

hodnotou v Black-Scholesovi vyrazne lepsi a zachytava redlne hodnoty cien opcii.
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Z.aver

V préaci sme sa zaoberali modelovanim cien opcii, ktoré zahfiiaji stochastickii povahu
volatility. Pre empiricki analyzu sme si vybrali analyticki formulu odvodenu z

NGARCH modelu. Jej vyhodou je, ze narozdiel od NGARCH modelu, obsahuje dva

nezname parametre f,, ©, a nie Styri. A v porovnani s Black-Scholesovou formulou

volatilita nie je konsStantna v Case.

Optimalizacia minimalizanej funkcie vzhladom na obidva parametre nepriniesla
ocakavané vysledky. Preto sme museli zvolit’ iny pristup pre odhadovanie parametrov.
V druhom postupe sme najprv urcili, akd ma byt pribliznd hodnota limity varia¢ného
procesu a nasledne sme optimalizovali jej hodnotu spolu s parametrami. Pre druhy postup
optimalizacie parametrov sme konStatovali , Ze modelované ceny opcii st blizke redlnym
cenam.

V buducnosti mozno pracu obohatit o predikcie cien opcii s uz odhadnutymi
parametrami modelu. Nakolko bude model efektivny pri zafixovanych hodnotach

parametrov.
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