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Abstrakt

Portfólio, ktoré je zloºené z akcií podlieha riziku týchto aktív. Preto sa zameriame na

minimalizáciu miery rizika portfólia. Na za£iatok sa oboznámime so základnými pojmami

ako o£akávaný výnos, disperzia, stochastická diferenciálna rovnica a Average Value�at�

Risk. Tieto veli£iny aplikujeme na portfólio. Zaobera´ sa budeme mierami rizika portfólia,

ktoré predstavujú disperzia a Average Value�at�Risk Deviation. V teoretickej £asti práce

vybudujeme podmienky pre tvorbu optimálneho portfólia. Potom aplikujeme teoretické

poznatky na konkrétne portfólio, ktoré bude vytvorené a spravované pomocou webovej

aplikácie.

K©ú£ové slová: Avarage Value-at-Risk, o£akávaný výnos, Markowitzova teória portfólia,

miera rizika

Abstract

Portfolio, which is set up of shares, underlies risks of these assets. Therefore we

want to focus on minimalization of the risk rate of this portfolio. At the beginning we

are introducing the basic terms like expected return, dispersion, stochastic di�erential

equation and Average Value - at - Risk. These quantities are applied in portfolio. We

are trying to deal with the risk rates of portfolio, which are represented by Standard

Deviation and Average Value-at-Risk Deviation. In the theoretical part of dissertation

we are building up the conditions for optimal portfolio. Then we are applying theoretical

knowledge in concrete portfolio, which will be created and managed by a web application.

Keywords: Avarage Value-at-Risk, expected return, Markowitz portfolio theory, measu-

re of risk
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1 Cie©

Investícia sa povaºuje za dobrú, ak priná²a £o najmen²ie riziko. Cie©om investície je

priná²a´ zisk investorovi. Roz²írme preto dobrú investíciu na takú, ktorá priná²a £o

najvä£²í zisk pri £o najmen²om riziku. Dobrým spôsobom na zniºovanie rizika je investíciu

rozloºi´ do portfólia a zaobera´ sa zniºovaním rizika tohto portfólia. To bude aj jedným

z cie©ov tejto diplomovej práce. Minimalizova´ riziko portfólia. Portfólio bude zloºené

z akcií, ktoré nepochybne predstavujú rizikový �materiál�. Teóriu portfólia vybudujeme

na základe nepopierate©ného prínosu H. Markowitza1 do modernej teórie portfólia. Pre

tvorbu Markowitzovho portfólia je nutné pozna´ niektoré ²tatistické charakteristiky aktív,

z ktorých je portfólio tvorené, v na²om prípade akcií. Tieto základné charakteristiky budú

uvedené v Kapitole 2 a samotnémuMarkowitzovmu portfóliu sa budeme venova´ v kapitole

nasledujúcej .

Tak ako sa vyvíja svet okolo nás, vyvíjala sa aj teória portfólia. Tento trend vývoja

bude zachytáva´ Podkapitola 3.2, v ktorej sa venujeme pomerne novej veli£ine, odvode-

nej od Avarage Value-at-Risk, predstavujúcej riziko portfólia a to Avarage Value-at-Risk

Deviation2. Základ úlohy na tvorbu portfólia s AVaRD, ako mierou rizika, je zhodný s

Markowitzovou úlohou. Rozdiel je v pouºití veli£iny, ktorá predstavuje riziko portfólia.

Spôsob jej výpo£tu si vyºadaje aspo¬ základnú znalos´ stochastického kalkulu, a nie len

preto sa tejto problematike venujeme v Kapitole 2.

Spomenuté metódy na tvorbu portfólia vyºadujú vhodný matematický aparát na ich

rie²enie. Ten nám bude poskytnutý vo forme matematického programovania, o ktorom

budeme hovori´ v Kapitole 4. Základnú metódu na rie²enie úloh matematického progra-

movania bude predstavova´ metóda vnútorného bodu. V sú£astnosti je táto metóda dobre

známa a £asto publikovaná, preto sa v Podkapitole 4.1.1 zameriame iba na jej základnú

my²lienku.

Teória sa môºe sta´ úspe²nou iba ak je aplikovate©ná v praxi. Preto venujeme boha-

tý priestor aj praktickým ukáºkam pouºitia teórií, ktoré sú opísané v Kapitolách 2, 3 a
1Markowitz, Harry M., ekonóm, ktorý je povaºovaný za zakladate©a modernej teórie portfólia aj v¤aka

svojej priekopníckej práci Portfolio Selection, Journal of Finance, 1952.
2¤alej len AVaRD
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4. Finan£ný svet je nato©ko zloºitý, ºe v praxi sa nevyhneme obmedzeniam na niekto-

ré skuto£nosti. Napriek tomu sa vynasnaºíme mieru obmedzení minimalizova´ a preto

sa budeme venova´ aj poºiadavkám trhu, ako napríklad zahrnú´ transak£né náklady do

portfólia.

V dne²nej dobe je internet sú£as´ou ná²ho ºivota, £i ho pouºívame alebo nie. Vyuºívajú

ho banky, investi£né spolo£nosti a kaºdá moderná in²titúcia, £i spolo£nos´. Preto cie©om

tejto práce bolo vytvorenie webovej aplikácie na tvorbu a sledovanie portfólia. V aplikácii

budú implementované teoretické poznatky z Kapitol 2, 3 a 4, do formy jednoduchého a

praktického vyuºitia. Spojenia sveta �nancií, internetu a aplikovanej matematiky. Záro-

ve¬ dúfame, ºe sa stane prínosom na vyuºitie teórie portfólia v praxi. Bliº²ie sa budeme

venova´ uvedenej aplikácii v Kapitole 5.
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2 Charakteristiky akcií

Finan£né aktíva sú cenné papiere, ktoré sú obchodované na �nan£ných trhoch. Radíme

medzi nich dlhopisy, akcie, opcie, futurity a iné. V ¤a©²om texte sa budeme venova´

výhradne jednému typu �nan£ného aktíva a to akciám.

Neoddelite©nou sú£as´ou �nan£ných trhov je trh s akciami. Akcia je cenný papier,

ktorý umoº¬uje svojmu majite©ovi vlastni´ podiel na majetku spolo£nosti, ktorá akciu

emitovala. Práva a povinnosti majite©a akcie upravuje okrem obchodného zákonníka

taktieº zákon o cenných papieroch. Akcionár má, okrem iných práv, právo podie©a´ sa na

zisku akciovej spolo£nosti vo forme dividendy. O vý²ke dividendy rozhoduje kaºdý rok s

oh©adom na dosiahnutý hospodársky výsledok valné zhromaºdenie, zloºené z akcionárov.

Skuto£nou hodnotou akcie je jej kurz na burze cenných papierov. Vý²ka kurzu je

ovplyvnená dosahovanými, resp. o£akávanými hospodárskymi výsledkami akciovej spo-

lo£nosti, vývojom priemyselného odvetvia, v ktorom akciová spolo£nos´ pôsobí a stavom

ekonomiky ²tátu v ktorom akciová spolo£nos´ vyvíja svoju £innos´. Na kurz akcie pôsobia

aj iné faktory. Napríklad objem produkcie �rmy, vývoj jej trhového podielu a schopnosti

manaºmentu.

Dôleºitým faktorom, determinovaným faktormi predo²lými, je ponuka resp. dopyt po

konkrétnej akcii na burze cenných papierov. Tento aspekt do zna£nej miery prispieva k

nestabilite ceny, teda kurzu akcie. Nie len ºe sa cena akcie mení zo d¬a na de¬ ale v praxi

sa mení aj v krat²ích £asových intervaloch. Neo£akávaný vývoj kurzu akcie môºe by´

spôsobený pozitívnou alebo negatívnou informáciou o spolo£nosti, ktorá akciu emitovala,

alebo globálnou správou, ktorá zasiahne celý akciový trh a tým pádom aj konkrétne akcie.

Vývoj kurzu kaºdej akcie je individuálny. Napriek tomu sa v praxi dá vypozorova´

typický priebeh kurzu a ur£ité ²tandardné situácie. Denné kurzy vytvárajú krivku, z

ktorej môºeme vy£íta´ základný smer vývoja kurzu. Tento smer sa nazýva trend. Na

Obrázku £. 1 je vývoj akcie Google, jej vývoj má rastúci trend. Uvedený obrázok bol

získaný z �nan£ného portálu �nance.yahoo.com.
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Obrázok 1: Krivka vývoja ceny akcie Google s rastúcim trendom

2.1 Výnos akcie

Uvaºujme o investorovi, ktorého investi£né aktíva tvoria akcie. Ako bolo spomenuté v

úvode kapitoly, skuto£nou hodnotou akcie je jej cena na akciovom trhu a v ¤al²om texte

sa pod pojmom cena akcie bude myslie´ práve cena akcie na akciovom trhu. Primárnym

cie©om racionálneho investora je dosiahnu´ zisk z investície, preto aj investor, ktorý in-

vestuje do akcií sleduje tento cie©. Oboznámme sa teda s pro�tom resp. výnosom3 akcie.

Výnos akcie vyjadruje zlomok

(1)
St − St−1

St−1

,

kde St predstavuje cenu akcie dnes a St−1 je cena akcie v predchádzajúcom £ase. Ak

t = 1, 2, . . . , n, potom interval [t− 1, t] predstavuje £asový interval, ako de¬, mesiac alebo

rok. Pod©a toho, aký £asový okamih predstavuje tento interval, môºeme rozdeli´ výnos

(1) na jednod¬ový, mesa£ný alebo ro£ný4.

Výraz (1) môºeme aproximova´ 5 funkciou prirodzeného logaritmu, to znamená

(2)
St − St−1

St−1

≈ ln

(
St − St−1

St−1

+ 1

)
= ln

(
St

St−1

)
= vt.

V nasledujúcich kapitolách, kde sa bude vyuºíva´ výnos akcie, bude tento výnos vyjadrený

práve vz´ahom (2).

3v ¤al²om texte budem pouºíva´ iba výraz výnos
4môºeme uvaºova´ aj iné £asové obdobia napr. dva týºdne a podobne.
5pre funkciu ln(x + 1) platí ln(x + 1) ≈ x, pre x ≈ 0
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2.2 O£akávaný výnos akcie

V predo²lej podkapitole sme si opísali postup výpo£tu výnosu akcie, ak ceny akcie boli

známe. Aký je o£akávaný výnos akcie, napríklad zajtra? V tejto £asti zodpovieme na túto

otázku, aj ke¤ s pravdepodobnos´ou rovnou jednej nedokáºeme odpoveda´ úplne presne.

Predpokladajme, ºe ceny akcií za uplynulých n dní sú známe. Potom pod©a (2) mô-

ºeme vypo£íta´ n− 1 denných výnosov. De�nujme si vektor známych výnosov ako

(3) v = (v1, v2, . . . , vk),

kde k = n− 1 a vi = ln
(

Si

Si−1

)
,∀i = 1, 2, . . . , k. Potom o£akávaný výnos, ktorý ozna£íme

v̄, je rovný

(4) v̄ = E[v],

kde E predstavuje operátor strednej hodnoty. Ak pouºijeme aritmetický priemer ako

nevychýlený odhad strednej hodnoty [11], dostávame

(5) v̄ =
1

k

k∑
i=1

vi.

Treba si uvedomi´, ºe ak sme po£ítali aritmetický priemer vektora výnosov kde £asový

interval [t− 1, t] predstavoval jeden de¬, tak o£akávaný výnos (5) je na ¤al²í de¬.

2.3 Volatilita výnosu akcie

Pri odhadovaní o£akávaného výnosu akcie sa dopú²´ame ur£itej chyby. Táto chyba je

spôsobená nielen chybou ²tatistiky, ktorú pouºívame na odhad o£akávaného výnosu, ale

aj nepredvídate©nými �skokmi� ceny akcie, ktoré podliehajú akciovému trhu. Tieto skoky

vyjadrujú mieru náhodnosti, ktorú nazývame volatilita. �ím vä£²ie sú tieto skoky, to

znamená rozdiely cien akcií, tým vä£²ia je aj volatilita výnosu akcie. Jednou z metód na

meranie volatility výnosu akcie je jej meranie pomocou disperzie.

De�nícia 2.1. [11] Nech ξ je integrovate©ná náhodná premenná. Hovoríme, ºe má dis-

perziu, ak existuje stredná hodnota

D(ξ) = E
(
(ξ − E(ξ))2

)
�íslo D(ξ) sa nazýva disperzia.
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Nevychýleným odhadom disperzie (pozri [11]) je ²tatistika

(6) σ(ξ) =
1

k − 1

k∑
i=1

(ξi − ξ̄)2,

kde, ξ1, ξ2, . . . , ξk je náhodný výber náhodnej premennej ξ a ξ̄ je aritmetický priemer

náhodných výberov náhodnej premennej ξ.

Potom odhad disperzie o£akávaného výnosu akcie, pouºijúc (6) a vektor predo²lých

výnosov v, je daný ako,

(7) σ(v̄) =
1

k − 1

k∑
i=1

(vi − v̄)2.

2.4 Stochastický vývoj ceny akcie a Brownov pohyb

Na budúcu cenu akcie vplýva ve©a faktorov, ktoré £asto nevieme ani odhadnú´ ani ur£i´

mieru ich vplyvu. Preto akciám prira¤ujeme ur£itú mieru náhodnosti ich vývoja, teda

cena akcie vykazuje tzv. stochastický charakter resp. sa riadi stochastickým procesom.

Základným kame¬om pri budovaní stochastického kalkulu je Brownov pohyb. Brownovmu

pohybu a jeho aplikácii na vývoj výnosu akcie sa budeme venova´ v tejto podkapitole.

2.4.1 Wienerov proces a Brownov pohyb

De�nícia 2.2. [13] Brownov pohyb {X(t), t ≥ 0} je t-parametrický systém náhodných

veli£ín, pri£om

1. v²etky prírastky X(t + ∆t)−X(t) majú normálne rozdelenie so strednou hodnotou

µ∆ a varianciou σ2∆;

2. pre kaºdé delenie 0 < t1 < t2 < t3 < ... < tn sú prírastky X(t2) − X(t1), X(t3) −

X(t2), X(t4)−X(t3), ..., X(tn)−X(tn−1) nezávislé náhodné premenné s parametrami

pod©a bodu 1;

3. X(0) = 0 a vzorky ciest sú spojité v premennej t ≥ 0.

Wienerovým procesom sa nazýva taký Brownov pohyb, ktorého parametre sú µ = 0

a σ2 = 1.
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Analýzou Brownovho pohybu {X(t), t ≥ 0} v tvare totálneho diferenciálu jeho prí-

rastkov dX(t) = X(t + dt) − X(t) dospejeme k stochastickej diferenciálnej rovnici pre

Brownov pohyb v tvare

(8) dX(t) = µdt + σdW (t),

pri£om W(t) je Wienerov proces. Prechod od prírastkov dX(t) = X(t + dt) − X(t) k

stochastickej diferenciálnej rovnici je podrobnej²ie opísaný v [13].

2.4.2 Geometrický Brownov pohyb

Ak X(t), t ≥ 0 je Brownov pohyb s parametrami µ, σ a y0 ∈ R tak systém náhodných

premenných Y (t), t ≥ 0, de�novaných ako

(9) Y (t) = y0e
X(t),

sa nazýva geometrický Brownov pohyb. Parametre geometrického Brownovho pohybu

majú tvar E[Y ] = y0e
µt+σ2t

2 pre strednú hodnotu a var(Y ) = y2
0e

2µt+σ2t(eσ2t − 1) pre

varianciu. Odvodenie parametrov strednej hodnoty a variancie moºno nájs´ v [13].

2.4.3 Itôova lema

Lema 2.1. [6] Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om premenná x je

rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice dx = µ(x, t)dt+σ(x, t)dw, kde w je Wienerov

proces. Potom prvý diferenciál f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx +

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂2x

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂2x

)
dt + σ(x, t)

∂f

∂x
dw.

Pri dôkaze sa vyuºíva rozvinutie funkcie f do Taylorovho radu, podrobnej²í opis dôkazu

moºno nájs´ v [13].
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2.4.4 Stochastická diferenciálna rovnica pre vývoj ceny akcie

Je zrejmé, ºe cena akcie sa mení s £asom. Preto na modelovanie vývoja ceny akcie

pouºijeme funkciu £asu S = S(t), kde funk£né hodnoty sú ceny akcie. Pod©a [13] zmena

ceny akcie vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

(10) dSt = µStdt + σStdWt,

pri£om dSt predstavuje zmenu ceny akcie za £asový okamih dt, µ je trend a σ je volatilita

£asového vývoja akcie. Wienerov proces je ozna£ený ako Wt. Z uvedenej rovnice môºeme

po£íta´ cenu akcie St nasledovne6.

Nech f(t, x) = ln(x) a Yt = f(t, St), potom

∂f

∂x
=

1

x
,

∂2f

∂x2
= − 1

x2
,

∂f

∂t
= 0.

Z Lemy 2.1 vyplýva

dYt = 0dt +
1

St

dSt −
1

2

1

S2
t

σ2S2
t dt

a po dosadení (10)

dYt = 0dt +
1

St

dSt −
1

2

1

S2
t

σ2S2
t dt = µdt + σdWt −

1

2
σ2dt,

z £oho integráciou dostávame

Yt = Y0 + µt + σWt −
1

2
σ2t.

Po dosadení Yt = ln(St) dostávame

ln(St) = ln(S0) + µt + σWt −
1

2
σ2t.

Exponovaním predo²lej rovnice dostávame, ºe cena akcie v £ase t je rovná

(11) St = S0e
(µt+σWt− 1

2
σ2t).

Pripome¬me si, ºe výnos akcie po£ítame pod©a (2) ako ln( St

St−1
) a s vyuºitím výpo£tu

St pomocou (11) môºeme po£íta´ stochastický vývoj výnosu akcie pre ceny St a St−1

nasledovne,

(12)
St

St−1

=
S0e

(µt+σWt− 1
2
σ2t)

S0e
(µ(t−1)+σW(t−1)− 1

2
σ2(t−1))

= eµ+σ(Wt−Wt−1)− 1
2
σ2

.

6prebrané z [8]
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Výnos akcie v tvare (2) môºeme získa´ logaritmovaním (12) a preto,

(13) ln

(
St

St−1

)
= µ + σ(Wt −Wt−1)−

1

2
σ2.

Prírastok (Wt−Wt−1) Wienerovho procesu je náhodná premenná z normálneho rozdelenia

N(0, 1) so strednou hodnotou nula a disperziou jedna, pozri Def. 2.2. Pre budúcu cenu

akcie St+1 bude prírastok Wienerovho procesu v tvare (Wt+1 − Wt). Tento prírastok

môºeme nahradi´ hodnotou ε ∼ N(0, 1). Potom pre budúci výnos akcie platí,

(14) ln

(
St+1

St

)
= µ + σε− 1

2
σ2.

Vo vyjadrení budúceho výnosu (14) vystupujú parametre µ, σ, ε. Parameter µ vy-

jadruje trend vývoja akcie, σ predstavuje mieru volatility akcie a ε je stochastická zloºka.

2.4.5 Odhad parametrov výnosu

Uvaºujme o výnose akcie pod©a (2). O£akávaný výnos je potom

E
[
ln

(
St+1

St

)]
.

Odhad o£akávaného výnosu môºeme získa´ napríklad pomocou ²tatistiky aritmetického

priemeru, odhad ozna£me µ̄. O£akávaný výnos pod©a (14) je rovný

µ̄ = E
[
ln

(
St+1

St

)]
= E[µ + σε− 1

2
σ2] = µ− 1

2
σ2,

kde E predstavuje operátor strednej hodnoty. Pouºijúc túto skuto£nos´ v (14) môºeme

písa´

ln

(
St+1

St

)
= µ̄ + σ̄ε,

kde σ̄ je druhá odmocnina odhadu disperzie o£akávaného výnosu.
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2.5 Average Value-at-Risk výnosu akcie

Value-at-Risk 7 je veli£ina, ktorá nám dáva zrozumite©ný a jednoduchý poh©ad na rizi-

ko. Vo©ne povedané, ak by sme pomocou VaR chceli ur£i´ riziko, ktoré je spojené s

náhodným výnosom akcie r, potom V aRα(r) odpovedá na otázku: � Pre ktorú hodno-

tu náhodnej premennej r platí, ºe s pravdepodobnos´ou α% bude výnos hor²í neº táto

hodnota V aRα(r)?�

Veta 2.1. [10] Nech ξ je náhodná veli£ina a Fξ je jej distribu£ná funkcia, t.j. Fξ(x) =

P{ξ ≤ x}. Nech F−1
ξ (v) je sprava spojitá inverzia Fξ, t.j F−1

ξ (v) = inf{x : Fξ(x) > v}.

Pre �xnú hodnotu α ∈ (0, 1) de�nujeme Value-at-Risk V aRα ako α-kvantil, teda

V aRα(ξ) = F−1
ξ (α),

alebo tieº môºeme písa´ V aRα(ξ) ako

V aRα(ξ) = inf{x : Fξ(x) > α}.

V aR je roz²írená nielen pri meraní rizika výnosu akcie, ale je vhodná aj na meranie

iných ekonomických ukazovate©ov, ako strata podnikov a pod. Hodnoty α volíme podobne

ako pri ur£ovaní miery spo©ahlivosti, teda napríklad α = 0.05 alebo α = 0.01.

Inou veli£inou odvodenej od V aR je Average Value-at-Risk 8. Pre AV aR sú zauºívané

aj názvy ako Conditional VaR alebo Expected Shortfall. AV aR je vlastne priemer hodnôt,

ktoré sú �hor²ie�, teda za úrov¬ou V aR. Na Obrázku £. 2 je znázornený histogram sce-

nárov9 budúceho výnosu akcie MSFT10. V zakrúºkovanej oblasti sa nachádzajú hodnoty

výnosu, ktoré sú za V aR a pomocou strednej hodnoty z nich získame hodnotu AV aR

výnosu. V Prílohe B £. 1 sa nachádza autorom vytvorený program z Matlabu11, ktorý

vygeneruje scenáre, vypo£íta AV aR a nakreslí histogram.

Nasledovná de�nícia je de�níciou AV aR pre spojité náhodné premenné, ktorá objas-

¬uje aj jej názov.
7¤alej len V aR
8¤alej len AV aR
9generovanie scenárov výnosu bude bliº²ie popísané v Kapitole 3.2.1
10MSFT (Microsoft Corp.) je skratka (ticker) spolo£nosti kótovanej na akciovej burze. Ak budú v

¤al²om texte pouºité skratky spolo£ností, pre ur£enie ich totoºnosti pozri �nance.yahoo.com
11Matematický softvér, pozri www.mathworks.com
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Obrázok 2: Histogram simulovaných budúcich výnosov akcie MSFT. Zakrúºkovaná oblas´

obsahuje výnosy, ktoré sú hor²ie ako hodnota V aR. Z nich pomocou strednej hodnoty

vypo£ítame AVaR výnosov.

De�nícia 2.3. [12] Average Value-at-Risk pri úrovni α, 0 < α < 1, náhodnej premennej

ξ je de�novaná nasledovne:

AV aRα(ξ) =
1

α

∫ α

0

F−1
ξ (u)du,

pri£om Fξ je distribu£ná funkcia náhodnej premennej ξ.

Ak si predstavíme integrál v jednoduch²ej forme ako sú£et, tak predo²lá de�nícia

vyjadruje priemer v²etkých kvantilov od 0 po α. Takºe aj pod©a tejto de�nície môºeme

získa´ predstavu, ºe ide skuto£ne o priemerné hodnoty za V aR a teda aj objasnenie názvu

AV aR. Nasledovná formulácia AV aR pomocou optimaliza£nej úlohy je ve©mi dôleºitá

pre praktické ú£ely po£ítania AV aR.

Veta 2.2. [12] Average Value-at-Risk pri úrovni α, 0 < α < 1, náhodnej premennej ξ je

rie²ením nasledovnej optimaliza£nej úlohy,

(15) AV aRα(ξ) = max
x∈R

{x− 1

α
E[(ξ − x)−]},

kde výraz (ξ−x)− predstavuje zápornú £as´ rozdielu ξ−x, teda (ξ−x)− = max{−(ξ−x), 0}.

Návod na dôkaz prechodu od Def 2.3 k Vete 2.2 moºno nájs´ v [10].
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Disperzia náhodnej premennej ξ predstavuje mieru rizika, ktorá nám, vo©ne povedané,

dáva obraz o tom, aká je priemerná odchýlka hodnôt ξ od strednej hodnoty E[ξ]. V

nasledujúcej de�nícii si uvedieme mieru rizika pomocou AV aR.

De�nícia 2.4. [9] Nech ξ je náhodná premenná s AV aRα(ξ), 0 < α < 1. Potom veli£inu

AV aRDα(ξ) = E[ξ]− AV aRα(ξ)

nazývame Average Value-at-Risk Deviation a predstavuje mieru rizika náhodnej premennej

ξ meranej pomocou AV aRα.

Kde nebude hrozi´ nedorozumenie budeme index α vynecháva´. Na Obrázku £. 3 je

znázornená miera rizika AVaRD. Histogram12 na obrázku je vytvorený pomocou 104 simu-

lácii budúceho výnosu r akcie MSFT. Dvojitá ²ípka ur£uje vzdialenos´ strednej hodnoty

výnosu od AVaR výnosu. Táto vzdialenos´ pod©a Def. 2.4 ur£uje mieru rizika AVaRD.

Obrázok 3: Histogram simulovaných budúcich výnosov akcie MSFT. Dvojitá ²ípka ur£uje

ve©kos´ miery rizika AV aRD(r)

12Autorom vytvorený program z Matlabu sa nachádza v Prílohe B £. 1
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2.5.1 Odhad Average Value-at-Risk

V £lánku [4] je ukázaný prístup ur£enia AV aR pomocou odhadu. Nech r = (r1, r2, ..., rk)

je realizácii výnosov akcie a rs = (rs
1, r

s
2, ..., r

s
k) je vektor vzostupne usporiadaných prvkov

vektora r. To znamená, ºe rs
i ≤ rs

j ak i ≤ j, ∀i, j ∈ {1, 2, ..., k}. Aproximáciu 100%α

prvkov vektora rs pomocou premennej αk získame nasledovne:

(16) αk = max
i∈N

{i ≤ kα},

kde k je po£et prvkov vektora rs (aj r). Ak z vektora rs vezmeme len prvých αk prvkov,

tak odhad AV aRα má potom tvar:

(17) AV aRα(r) =

∑αk

i=1 rs
i

αk

.

Pre k → ∞ je výraz (17) dobrým odhadom AV aRα. Odhad (17) �funguje� dobre aj pre

hodnoty, ke¤ αk = kα. To znamená, ºe ak vyberieme práve prvých αk = kα prvkov

vektora rs a vypo£ítame ich priemer, získame presnú hodnotu AV aRα. V Tabu©ke £.2.5.1

sú porovnávané hodnoty AVaR vygenerovaných scenárov výnosu akcie MSFT po£ítanej

pod©a (17) a pod©a (15). Miera spo©ahlivosti je zvolená α = 0.05. V tabu©ke zámerne

volíme �netradi£né� k, aby sme ukázali správanie odhadu. V st¨pci ozna£enom AV aR sú

hodnoty po£ítanné pod©a (15) a v st¨pci s zna£ením AV aR sú hodnoty po£ítané pod©a

(17). Z tabu©ky je dobre vidno, ºe odhad sa spres¬uje so zvä£²ovaním k a skuto£ne ak

αk = kα, hodnoty AV aR sú rovné AV aR i pre malé k. V Prílohe B £. 1 sa nachádza

autorom vytvorený program z Matlabu, ktorý nasimuluje výnosy, vypo£íta z nich AV aR

a AV aR.
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k αk kα AV aR AV aR

100 5 5 -0,2490 -0,2490

199 9 9,95 -0,2410 -0,2445

1000 50 50 -0,2679 -0,2679

1509 75 75,45 -0,2764 -0,2768

10000 500 500 -0,2615 -0,2615

16456 822 822,8 -0,2686 -0,2687

20000 1000 1000 -0,2643 -0,2643

31859 1092 1092,95 -0.2628 -0.2628

Tabu©ka 1: Porovnanie hodnôt AV aR pomocou odhadu (17) a hodnôt AV aR po£íta-

ných pod©a (15). St¨pec k ozna£uje po£ty simulácii (po£et prvkov vektora r), st¨pec αk

vyjadruje hodnotu £ísla αk vypo£ítaného pod©a (16) a v st¨pci kα sú sú£iny k a α.

3 Teória portfólia

Portfólio je súbor aktív, napríklad akcií, dlhopisov, výmenných kurzov ale aj ich kom-

binácii. V tejto kapitole sa zameriame na portfólio zloºené výhradne z akcií. Jednou z

najdôleºitej²ích úloh portfólia je diverzi�kova´ riziko. To znamená, ºe pri vhodne zvo-

lených pomeroch aktív v portfóliu môºeme zníºi´ riziko investície do takéhoto portfólia,

skôr, ako by sme celú investi£nú sumu zainvestovali do jedného aktíva.

Jednou zo základných priorít investora je �získa´ £o najviac pri £o najmen²om riziku�.

Takýto postoj je vo svojom základe protichodný, nako©ko pri maximalizácii výnosu sa

investor vystavuje aj zvý²enému riziku. Preto sa pri tvorbe portfólia obmedzíme na

konkrétny výnos, teda ho za�xujeme na ur£itej hodnote a sústredíme sa na minimalizáciu

rizika pri danom výnose.

Uvaºujme o portfóliu zloºeného z n akcií13 s náhodnými výnosmi r = (r1, r2, . . . , rn)T .

13ako po£et akcií myslíme po£et aktív, nie po£et konkrétnych akcií jednej spolo£nosti
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Nech vektor

(18) r̄ = (r̄1, r̄2, . . . , r̄n)T

so zloºkami r̄i pre i ∈ {1, 2, ..., n} reprezentuje o£akávané výnosy akcií. Uvaºujme, ºe

investor má rozpo£et 1 pe¬aºnej jednotky14 a rozdelí tento rozpo£et do pozícií, resp. váh

v portfóliu, ktoré ozna£íme

(19) w = (w1, w2, ..., wn)T ,

tak aby bola splnená rozpo£tová podmienka

(20) wT1 = 1,

kde 1 = (1, 1, . . . , 1)T je jednotkový vektor rozmeru n. Potom o£akávaný výnos portfólia

je vyjadrený ako

(21) E[wT r] = wT r̄.

Uvaºujme oR ako o ur£itej miere rizika ná²ho portfólia, resp. miere rizika o£akávaného

výnosu portfólia. Nech rp predstavuje za�xovaný výnos, ktorý �poºadujeme� od ná²ho

portfólia. Potom R minimalizujeme pri danom o£akávanom výnose rp a portfólio musí

sp¨¬a´ (20). Tieto poºiadavky zapí²eme nasledovne:

min
w∈Rn

R(wT r)

(22) wT r̄ ≥ rp,

wT1 = 1.

Rie²ením takejto úlohy dostávame optimálne váhy portfólia vzh©adom na mieru rizika R.

V predo²lej formulácii je vektorw �neobmedzený�, to znamená, ºe váhy portfólia môºu by´

aj záporné. Záporné váhy15 znamenajú, ºe sme niekomu dlºní £as´ portfólia, konkrétne

tú £as´, ktorú predstavuje wi < 0, ∀i = {1, 2, . . . , n}. V praxi to pri akciovom portfóliu

znamená, ºe si poºi£iame akcie v hodnote, ktorú predstavuje zlomok hodnoty portfólia
14bez újmy na v²eobecnosti
15v literatúre sa ozna£ujú aj ako short-position alebo krátka pozícia
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ur£ený zápornými váhami, hne¤ ich predáme a potom ich pri ¤a©²ej alokácii portfólia

kúpime a vrátime spä´. Výhoda krátkych pozícii je v tom, ºe ak si dnes poºi£iame 100

kusov akcií Ford v cene 30$ za kus a o mesiac bude cena akcie 25$ za kus, tak bilancia je

nasledovná

100 ∗ 30$− 100 ∗ 25$ = 500$.

To znamená, ºe takouto transakciou zarobilo portfólio 500$ za mesiac na transakcii so

zápornými váhami. Z toho vyplýva, ºe krátke pozície sú výhodné vtedy, ak o£akávané

ceny akcií budú niº²ie ako, ceny za ktoré sme si akcie �poºi£ali�. Samozrejme, ºe takáto

transakcia bude zisková iba v prípade, ak sa o£akávania ceny akcie aj naplnia. Je dobré si

uvedomi´, ºe nikto �nepoºi£iava ni£ zadarmo� a preto treba po£íta´ s ur£itými nákladmi

za takúto transakciu. Napríklad ak by sme si vedeli poºi£a´ jednu akciu s úrokom 4.5% z

ceny akcie na rok, potom by bilancia vyzerala nasledovne

100 ∗ 30$− 100 ∗ 30$ ∗ 0.045− 100 ∗ 25$ = 3000$− 135$− 2500$ = 365$,

ak by sme si akcie vypoºi£ali práve na jeden rok. To ale znamená, ºe získa´ na takejto

transakcii môºeme iba vtedy ak platí

−St+1 − St

St+1

100% > π%,

kde π je úrok za vypoºi£anie si akcie na £asové obdobie [t, t + 1]. Táto podmienka je iba

jedna z mnohých, kedy nie sú záporné váhy v portfóliu výhodné, resp. povolené. Pod-

mienka nezáporností tvorí re²trikciu na váhy portfólia napr. aj z dôvodov legislatívnych.

To znamená, ºe niektoré portfólia, ako napr. portfólia na zabezpe£enie dôchodkového

sporenia, sú zákonom regulované a záporné váhy nie sú povolené. Optimaliza£ný prob-

lém minimalizácie rizika portfólia so zahrnutím obmedzenia nezáporných váh sa zmení

nasledovne,

min
w∈Rn

R(wT r̄)

wT r̄ ≥ rp,

wT1 = 1,

w ≥ 0n,

kde 0n = (0, 0, . . . , 0) je n-rozmerný nulový vektor.
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3.1 Markowitzova formulácia portfólia

V predo²lej kapitole sme si ozrejmili v²eobecnú úlohu na minimalizáciu miery rizika port-

fólia. H. Markowitz sa zaoberal mierou rizika, ktorú predstavovala variancia, resp. disper-

zia. Takáto úloha sa nazýva aj Mean-Variance, pretoºe minimalizuje varianciu portfólia

pri danom o£akávanom výnose. Do optimaliza£ného problému vstupujú historické ceny

aktív, v na²om prípade akcií. Z historických cien akcií sa ako prvé vypo£ítajú historické

výnosy týchto akcií a tie budú slúºi´ nielen na odhadnutie o£akávaného výnosu portfólia,

ale aj na výpo£et kovarian£nej matice, ktorá vstupuje do ú£elovej funkcie minimaliza£né-

ho problému. Tieto fakty si zhrnieme do nasledovného optimaliza£ného problému rie²enia

Markowitzovho portfólia[8]:

min
w∈Rn

wT Qw

(23) wT r̄ = rp,

wT1 = 1.

Úloha (23) je úlohou konvexného kvadratického programovania, ktorú bliº²ie ²peci�-

kujeme v Kapitole 4. Ako uº bolo spomenuté v úvode kapitoly, ako vstup na odhadovanie

premenných vo formulácii Markowitzovho problému potrebujeme historické ceny akcií.

Matica historických výnosov akcií v portfóliu má nasledovný tvar

V =



r1
1 r2

1 · · · · · · rn
1

r1
2 r2

2 · · · · · · rn
2

. . · · · · · · .

r1
k . · · · · · · rn

k


,

kde st¨pce matice sú chronologicky usporiadané výnosy akcií, pri£om n je po£et akcií a k je

po£et výnosov akcií. Jednotlivé prvky matice V sú po£ítané pod©a (2). Vektor r̄ je vektor

o£akávaných výnosov akcií, ktorého prvky r̄i získame pomocou (5) zo st¨pcov matice

výnosov V . Skalárnym sú£inom vektora r̄ a vektora váh w dostávame o£akávaný výnos

portfólia a ten dávame do rovnosti s poºadovaným výnosom portfólia, ktorý predstavuje
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parameter rp. Matica Q je kovarian£ná matica výnosov akcií vstupujúcich do portfólia.

Kovarian£ná matica má tvar:

Q =



q11 q21 · · · q1n

q21 q22 · · · q2n

. . · · · .

qn1 . · · · qnn


,

kde prvky qij pre i 6= j sú kovariancie medzi výnosmi akcií i a j. Prvky qii, i ∈ {1, 2, . . . , n}

na diagonále matice Q predstavujú disperziu o£akávaného výnosu akcie i. Na odhad prv-

kov qij kovarian£nej matice môºeme pouºi´ nasledovnú ²tatistiku

(24) qij =
1

k − 1

k∑
l=1

(rj
l − r̄j)(ri

l − r̄i), ∀i, j = {1, 2, . . . , n}.

Prvok rj
l je l− ta zloºka j− teho vektora výnosov (st¨pca matice výnosov) a r̄j je j− ta

zloºka vektora o£akávaných výnosov r̄.

3.1.1 Analytické rie²enie Markowitzovho portfólia

V tejto £asti si ukáºeme analytické rie²enie Markowitzovho portfólia pomocou Lagrange-

ovej analýzy. Postup rie²enia je prebraný z [8]. Preformulujme matematický zápis (23)

nasledovne

min
w∈Rn

1

2

n∑
i,j=1

wiwjqij

(25)
n∑

i=1

wir̄
i = rp,

n∑
i=1

wi = 1,

pri£om r̄i predstavuje prvky vektora r̄, qij je kovariancia medzi výnosmi akcie i a j ak

i 6= j, inak je to disperzia akcie i a wi sú váhy akcie i v portfóliu. Aby sme dosiahli práve

jedno rie²enie minimalizácie (25) musia by´ splnené nasledovné predpoklady:
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1. r̄i sú lineárne nezávislé. Ak by to tak nebolo, môºeme lineárne závislý výnos vyne-

cha´, to znamená vylú£i´ prislúchajúcu akciu z portfólia;

2. z predo²lého predpokladu vyplýva, ºe kovarian£ná matica s prvkami qij je regulárna

a pozitívne de�nitná;

3. existujú dve akcie, pre ktoré platí r̄i 6= r̄j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Medzi základné metódy na rie²enie Markowitzovho optimálneho portfólia patrí analy-

tická metóda Lagrangeových multiplikátorov. Lagrangeova funkcia daného optimaliza£-

ného problému vyzerá nasledovne

L(w, λ, δ) =
1

2

n∑
i,j=1

wiwjqij + λ(
n∑

i=1

wir̄
i − rp) + δ(

n∑
i=1

wi − 1)

Nako©ko predpoklad 2. ur£uje, ºe matica kovariancií výnosov je pozitívne de�nitná, tak

Lagrangeova funkcia L(w, λ, δ) dosahuje minimum v bode, kde parciálne derivácie prvého

rádu sú nulové. Preto pre minimum musí plati´,

∂L
∂wi

=
n∑

j=1

wjqij − λr̄i − δ = 0, i = {1, 2, ..., n}

£o môºeme zapísa´ vo vektorov tvare ako

(26)
∂L
∂w

= Qw − λr̄− δ1 = 0

kde w je vektor váh, r̄ je vektor o£akávaných výnosov, Q je kovarian£ná matica a 1 =

(1, 1, ..., 1)T je jednotkový vektor rozmeru n. Parciálne derivácie Lagrangeovej funkcie

pod©a λ, δ musia by´ tieº nulové,

(27)
∂L
∂λ

= rp −wT r̄ = 0

(28)
∂L
∂δ

= 1−wT1 = 0.

Systém (26)�(28) je systém n + 2 lineárnych rovníc s n + 2 neznámymi. Zvo©me wp, teda

h©adané váhy, ktoré sú rie²ením predo²lého systému. Vyjadrením w z (26)

(29) w = λQ−1r̄ + δQ−11 = wp
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a po dosadení wp do (27),(28) dostávame

rp = λr̄T Q−1r̄ + δ1T Q−1r̄,

1 = λr̄T Q−11 + δ1T Q−11.

Ak ozna£íme A = 1T Q−1r̄, B = r̄T Q−1r̄, C = 1T Q−11 a D = BC − A2, dostaneme

sústavu

rp = λB + δA,

1 = λA + δC,

ktorá má práve jedno rie²enie, ak je jej determinant D nenulový. Pretoºe vektor r̄ pod©a

predpokladu 2. nemá v²etky zloºky rovnaké, musí plati´ Ar̄ − B1 6= 0. Matica Q−1 je

pozitívne de�nitná, teda (Ar̄−B1)T Q−1(Ar̄−B1) > 0. Roznásobením dostaneme

A2B − A2B −BA2 + B2C > 0 a teda B(BC − A2) > 0.

Ke¤ºe B > 0, dostávame, ºe determinant D = BC − A2 je kladný a preto má sústava

práve jedno rie²enie,

(30) λ =
1

D
(rpC − A) a δ =

1

D
(B − Arp).

Dosadením Lagrangeových multiplikátorov (30) do (29) dostaneme rie²enie Markowit-

zovho optimálneho portfólia (23) v tvare

wp = g + hrp,

g =
1

D

(
B(Q−11)− A(Q−1rp)

)
,

h =
1

C

(
B(Q−1rp)− A(Q−11)

)
.

Optimálne portfólio má vektor váh rovný wp. Potom disperzia výnosu optimálneho port-

fólia je rovná

V ar(rp) = wT
p Qwp = (g+hrp)

T Q(g+hrp) = gT Qg+(hT Qg)rp +(gT Qh)rp +(hT Qh)r2
p.

Z uvedeného vyplýva, ºe disperzia portfólia je kvadratickou funkciou rp. V²imnime

si, ºe £len hT Qh pri rp je kladný. Na Obrázku £. 4 je znázornená parabola, ktorá tvorí
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hranicu efektívnych portfólií16. To znamená, ºe portfóliá, ktoré sa nachádzajú na tejto

parabole, majú optimálne váhy. Aj ke¤ portfóliá v dolnej17 £asti paraboly sú efektívne,

vzh©adom na Markowitzovu teóriu, nie sú rozumné, nako©ko môºeme vytvori´ portfólio z

hornej £asti paraboly (a dosiahnu´ vy²²í výnos portfólia) pri rovnakej miere rizika.

Obrázok 4: Efektívna hranica portfólií vzh©adom na výnos rp a disperziu σ. �ípka ukazuje

na optimálne portfólio s najniº²ou disperziou

3.2 Portfólio s AVaRD ako mierou rizika

Markowitzova úloha sa zaoberala minimalizáciou disperzie portfólia, ktorá predstavovala

mieru rizika. Zjednodu²ene sa dá poveda´, ºe minimalizovala priemer vzdialeností o£a-

kávaného výnosu od pôvodných hodnôt výnosu. To znamená, ºe disperzia predstavovala

riziko toho, do akej miery sú výnosy rozptýlené od o£akávaného výnosu. Preto, £ím vä£-

²ia je disperzia tým, vä£²ie je riziko nenadobudnutia o£akávaného výnosu a tým aj riziko

portfólia. V tejto £asti sa budeme zaobera´ portfóliom, ktorého riziko bude predstavova´

miera AV aRDα(ξ) = E[ξ]−AV aRα(ξ), de�novaná v Kapitole 2.5. Mieru rizika AV aRD

16V Prílohe B £. 2 je autorom vytvorený program z Matlabu, ktorý vytvorí efektívnu hranicu portfólií

a zakreslí ju do grafu
17pod vrcholom paraboly
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budeme minimalizova´ vzh©adom na obmedzenia, ktoré sú obdobné ako v prípade Marko-

witzovho portfólia. Na úvod potrebujeme získa´ dáta, z ktorých budeme AVaRD portfólia

po£íta´. Tieto dáta budeme generova´ na základe informácií získaných z historických dát.

�al²í postup tvorby portfólia je totoºný ako pri tvorbe Markowitzovho portfólia.

3.2.1 Generovanie scenárov výnosov akcií

Ako bolo spomenuté v úvode Podkapitoly 3.2, prvým krokom postupu pri tvorbe optimál-

neho portfólia s mierou rizika AVaRD je získanie, teda vygenerovanie, scenárov vývoja

budúcich výnosov akcií. Ako základ na generovanie týchto scenárov, nám poslúºi stochas-

tická diferenciálna rovnica na ur£enie ceny akcie, resp. jej aplikácia na ur£enie budúceho

výnosu akcie a historické ceny akcií vystupujúcich v portfóliu.

Budúci výnos akcie môºeme pod©a (14) po£íta´ nasledovne:

ln

(
St+1

St

)
= µ + σε− 1

2
σ2.

Potom po pouºití výsledkov z £asti 2.4.5 môºeme písa´

ln

(
St+1

St

)
= µ̄ + σ̄ε.

Odhad premenných µ̄ a σ̄ získame napríklad z historických výnosov akcie. Jedinú

stochastickú zloºku predstavuje ε.

Uvaºujme o n akciách, potom k scenárov budúceho výnosu akcie i ∈ {1, 2, . . . , n}

môºeme zapísa´ vo vektorovom tvare, ako

ri =



ri
1 = µ̄i + σ̄iε1

ri
2 = µ̄i + σ̄iε2

...

ri
k = µ̄i + σ̄iεk


pri£om zloºky εi predstavujú jednotlivé realizácie Wienerovho procesu a prvky µ̄i, σ̄i sú

odhadnuté ²tatistiky o£akávaného výnosu akcie i. Prvky εi, i ∈ {1, 2, . . . , k} nasimulu-

jeme ako realizácie ²tandartného normálneho rozdelenia N(0, 1).
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Matica scenárov budúcich výnosov n akcií potom vyzerá nasledovne:

Ξ =



r1
1 r2

1 · · · rn
1

r1
2 r2

2 · · · rn
2

. . · · · .

r1
k . · · · rn

k


Matica má n st¨pcov predstavujúcich vektory jednotlivých scenárov výnosov akcií a k

riadkov, ktoré predstavujú jednotlivé vygenerované scenáre.

3.2.2 Ur£enie optimálnych váh v portfóliu s AVaRD

Uvaºujme o portfóliu s n akciami a vektorom váh w = (w1, w2, . . . , wn). Nech vektor r =

(r1, r2, . . . , rn) predstavuje náhodný vektor budúcich výnosov akcií, 1, 2, . . . , n. Budúci

výnos portfólia je rovný wT r a o£akávaný výnos portfólia predstavuje stredná hodnota

náhodnej premennej, konkrétne E[wT r]. Pod©a vety 2.2 je AV aR náhodnej premennej ξ

rie²ením optimaliza£nej úlohy (15) a dostávame, ºe hodnota AV aRα portfólia pre náhodnú

premennú wT r je rovná

(31) AV aRα(wT r) = max
a∈R

{a− 1

α
E([wT r− a]−)}.

Po¤me sa bliº²ie pozrie´ na minimalizáciu rizika portfólia meraného pomocou AV aRD.

Optimaliza£ná úloha pre minimalizáciu rizika má tvar:

min
w∈Rn

{
E[wT r]−max

a∈R
{a− 1

α
E[(wT r− a)−]}

}

(32) E[wT r] ≥ rp,

wT1 = 1.

Ú£elovú funkciu môºeme prepísa´ do tvaru jednej minimalizácie cez v²etky premenné,

teda a ∈ R a w ∈ Rn. Potom má ú£elová funkcia tvar:

min
w,a

{
E[wT r]− a +

1

α
E[(wT r− a)−]

}
.
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Uvaºujme teraz o úlohe (32) nie ako o v²eobecnej úlohe, kde náhodná premenná vstu-

pujúca do optimaliza£nej úlohy nebola bliº²ie ²peci�kovaná, ale ako o úlohe s diskrétnou

náhodnou premennou. Pre strednú hodnotu diskrétnej náhodnej premennej ξ, ktorá na-

dobúda s pravdepodobnos´ami pi ∈ [0, 1] hodnoty ξi, i ∈ {1, 2, . . . , k} platí

E[ξ] =
k∑

i=1

piξi.

Optimaliza£ná úloha s diskrétnou náhodnou premennou potom nadobudne tvar:

(33) min
w, a

{
wT

k∑
i=1

pir̃
n
i − a +

1

α

k∑
i=1

pi[w
T r̃n

i − a]−

}
,

kde r̃i je transpozícia vektora scenárov budúceho výnosu pre v²etky aktíva. Vektor scená-

rov predstavuje i-ty riadok matice scenárov Ξ. Nech tieto realizácie nastávajú s rovnakou

pravdepodobnos´ou pi = 1
k
, ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}, kde k je po£et riadkov matice scenárov.

Potom môºeme ú£elovú funkciu previes´ do tvaru:

min
w, a

{
1

k

k∑
i=1

wT r̃i − a +
1

αk

k∑
i=1

[wT r̃i − a]−

}
.

Zave¤me novú premennú z = (z1, z2, . . . , zk). Cie©om tejto premennej je nahradi´ £len

[wT r̃i− a]−, tak aby sme odstránili nelinearitu, ktorú tento £len spôsoboval. Potom musí

plati´ zi ≥ 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}. Úloha h©adania optimálnych váh w portfólia s AV aRD

ako mierou rizika portfólia a novou premennou zi ≥ [wT r̃i − a]−, ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}

dostane tvar:

(34) min
a,w,z

{
wT r̄− a +

1

αk
z

}

(35) zi + wT r̃i − a ≥ 0, ∀i = {1, 2, . . . , k},

(36) wT r̄ ≥ rp,

(37) wT1 = 1,

(38) z ≥ 0k.
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V ú£elovej funkcii (34) vystupuje nový vektor r̄ = (r̄1, r̄2, . . . , r̄n)T , ktorého jednotlivé

prvky sú:

r̄j =

∑k
i=1 r̃j

i

k
, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}

Optimaliza£ná úloha s ú£elovou funkciou (34) a obmedzeniami (35)� (38) je úlohou line-

árneho programovania. V²eobecný zápis úlohy lineárneho programovania má tvar:

min
x

cTx

Anerx ≤ bner,

Arovx = brov,

x ≥ 0.

Úloha (34)�(38) sa dá prepísa´ do maticovo-vektorového tvaru, kde:

1. ú£elovú funkciu predstavuje vektor

x = (w1, w2, . . . , wn, a, z1, z2, . . . , zk)
T ,

s koe�cientami

c = (r̄1, r̄2, . . . , r̄n,−1,
1

αk
,

1

αk
, . . . ,

1

αk
)T ,

kde po£et prvkov 1
αk

je rovný d¨ºke vektora z.

2. matica Aner má nasledovné prvky

Aner =



−r1
1 −r2

1 · · · −rn
1 1 −1 0 · · · 0

−r1
2 −r2

2 · · · −rn
2 1 0 −1 · · · 0

...
... · · · ...

...
...

... . . . ...

−r1
k −r2

k · · · −rn
k 1 0 0 · · · −1

−r̄1 −r̄2 · · · −r̄n 0 0 0 · · · 0


Matica Aner má k + 1 riadkov, kde k je po£et simulácii z vygenerovanej matice

výnosov a po£et st¨pcov je rovný n+k+1, kde n predstavuje po£et akcií v portfóliu.
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3. matica Arov má v na²om prípade jeden riadok a preto ju môºeme zapísa´ vo vekto-

rovom tvare

Arov = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0).

Matica Arov má n + k + 1 prvkov, kde po£et núl je rovný k + 1.

4. pravá strana nerovnostného ohrani£enia ozna£ená ako bner je vektor s prvkami

bner = (0, 0, . . . ,−rp)
T

pri£om po£et núl je rovný k, teda po£tu riadkov matice simulácií.

5. pravá strana rovnostného ohrani£enia brov = 1

Takúto úlohu lineárneho programovania môºeme numericky rie²i´ napríklad metódou

vnútorného bodu. Po získaní optimálneho rie²enia v tvare:

x̂ = (ŵ1, ŵ2, . . . , ŵn, â, ẑ1, ẑ2, . . . , ẑk)
T ,

£leny ŵ1, ŵ2, . . . , ŵn predstavujú optimálne váhy portfólia a hodnota â je V aR portfó-

lia. Hodnotu AV aR portfólia získame dosadením niektorých £lenov vektora x̂, konkrétne

â, ẑ1, ẑ2, . . . , ẑk do £asti ú£elovej funkcie rovnej −a + 1
αk

z.

Úlohu (34)�(38) môºeme modi�kova´ pridaním ¤al²ích obmedzení. Napríklad záporné

váhy nebudú povolené a taktieº môºeme poºadova´, aby sa váhy portfólia nachádzali v

ur£itom intervale. Úloha po modi�kácii dostane tvar

min
a,w,z

{
wT r̄− a +

1

αk
z

}
−wT r̃i + a− zi ≤ 0, ∀i = {1, 2, . . . , k},

−wT r̄ ≤ −rp,

wT 1 = 1,

lb ≤ w ≤ ub,

w ≥ 0n, z ≥ 0k.

V takejto úlohe predstavuje vektor lb dolnú hranicu a vektor ub hornú hranicu in-

tervalu, v ktorom sa môºu nachádza´ váhy portfólia, to znamená, ºe prvky li resp. ui

predstavujú dolnú resp. hornú hranicu intervalu, v ktorom sa môºe nachádza´ parameter

váh wi.
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3.2.3 Transak£né náklady v portfóliu

Kaºdý predaj alebo nákup akcie vytvára náklady, vo forme poplatkov, pri tvorbe a aj pri

budúcich alokáciach portfólia. Preto transak£né náklady nie sú zanedbate©né, aj ke¤ v

predo²lých kapitolách bol tento predpoklad axiomatický. Nasledovná teória o transak£-

ných nákladoch v portfóliu je obdobná ako v [2].

Nech premenné bi resp. si predstavujú celkové transak£né poplatky za nákup resp.

predaj akcie i. Treba si uvedomi´, ºe pri alokovaní portfólia nemôºe nasta´, ºe by sme

nakupovali a zárove¬ predávali akcie i v jednej a tej istej alokácii, nako©ko by to viedlo k

neefektivite.

Celkový poplatok za nákup akcie i zapí²eme nasledovne:

(39) bi =

 gi(wi − w̄i), ak wi > w̄i,

0, ak wi ≤ w̄i,

a celkový poplatok za predaj akcie je vyjadrený ako

(40) si =

 hi(w̄i − wi), ak w̄i > wi,

0, ak w̄i ≤ wi,

pri£om w̄i sú pôvodné váhy akcie i v portfóliu a wi sú nové optimálne váhy akcie i.

Kon²tanta gi predstavuje transak£ný poplatok pri nákupe jedného kusu akcie i a hi je

kon²tanta asociovaná s predajom jedného kusu akcie i. Pripome¬me si, ºe bi a si nemôºu

by´ sú£asne nulové, pretoºe bi nadobúda hodnotu 0 pri predaji akcie i a vice-versa.

Nech R(w) predstavuje ú£elovú funkciu v pôvodnej úlohe optimalizácie portfólia. No-

vá ú£elová funkcia zah¯¬ajúca aj náklady portfólia potom vyzerá nasledovne:

(41) R(w) +
n∑

i=1

(bi + si),

pri£om £len, ktorý pribudol v ú£elovej funkcii, sa môºe prepísa´ do tvaru

(42) R(w) +
n∑

i=1

max{bi, si},

ktorý nám zaru£il predpoklad o sú£asnej nenulovosti bi, si v indexe i. Ú£elová funkcia (42)

sa dá zmeni´ pomocou novej premennej yi, i ∈ {1, 2, . . . , n} a optimaliza£ný problém
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bude ma´ nasledovný tvar:

min
w, y

(
R(w) +

n∑
i=1

yi

)

(43) bi ≤ yi,

si ≤ yi,

kde w ∈ Rn, y ∈ Rn a yi predstavuje celkový transak£ný poplatok18 spojený s akciou i.

Nerovnosti v (43) môºeme prepísa´ do tvaru:

giwi − yi ≤ giw̄i,

hiw̄i ≤ yi + hiwi.

Treba si uvedomi´, ºe ak pôvodná optimaliza£ná úloha mala n premených v ú£elovej

funkcii, ktoré sa vz´ahovali na optimálne váhy portfólia19, potom po pridaní funkcie za-

h¯¬ajúcej transak£né poplatky má nová ú£elová funkcia dvakrát to©ko premenných ako

pôvodná ú£elová funkcia bez transak£ných poplatkov. Taktieº sa zvä£²í po£et lineárnych

ohrani£ení v tvare nerovností o 2n.

3.2.4 Markowitzovo portfólio s transak£nými nákladmi

Uvaºujme o Markowitzovom portfóliu. Potom úloha h©adania optimálnych váh Marko-

witzovho portfólia s transak£nými nákladmi dostane nasledovný tvar:

min
w,y∈Rn

{
wT Qw + yT1

}
wT r̄ = rp,

wT1 = 1,

gw̄ + y − gw ≥ 0n,

hw + y − hw̄ ≥ 0n.

Vektory g,h majú zloºky ur£ené pod©a (39) resp. (40), vektor w̄ je vektor pôvodných

váh portfólia.
18tento poplatok uº nerozli²ujeme medzi nákupným a predajným poplatkom
19v prípade minimalizácie miery rizika portfólia s napr. mierou AV aRD, do ú£elovej funkcie vstupujú

aj iné premenné
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Obrázok 5: Efektívne hranice Markowitzovho portfólia s a bez transak£ných nákladov

Pod©a legendy v Obrázku £. 5 vidíme, ºe modrá parabola predstavuje optimálne

Markowitzove portfólia s transak£nými nákladmi. Tieto portfólia dosahujú, od ur£itej

hodnoty disperzie, men²í výnos pri rovnakom riziku, ako portfólia bez transak£ných ná-

kladov. V Prílohe B £. 3 sa nachádza autorom vytvorený program z Matlabu, ktorý

vytvorí efektívne hranice pouºité v Obrázku £. 5. Pôvodné váhy w̄ portfólia sú zvolené

tzv. naivnou diverzi�káciou. To znamená, ºe v²etky prvky vektora w̄ majú rovnakú

hodnotu, konkrétne w̄i = 1
n
, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, kde n je po£et akcií.
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4 Matematické programovanie a metóda vnútorného

bodu

V Kapitole 3 sme sa zaoberali teóriou portfólia, ktorého mieru rizika predstavovala dis-

perzia a AV aRD. Tieto úlohy na optimalizáciu portfólia sa vo svojej podstate lí²ili iba

funkciou, ktorá predstavovala mieru rizika, pri£om túto funkciu sme minimalizovali za

ur£itých podmienok, ohrani£ení. Na rie²enie takýchto úloh £asto pouºívame numerické

metódy20. V Markowitzovej úlohe optimalizácie portfólia musíme rie²i´ úlohu, ktorej fun-

kcia je v kvadratickej forme, kdeºto úloha minimalizácie portfólia s AV aRD je funkcia

vyjadrujúca túto mieru rizika lineárna.

Matematické programovanie predstavuje dôleºitú sú£as´ numerickej matematiky. Je-

ho úlohou je h©adanie extrémov funkcií. Tieto úlohy môºeme ¤alej rozdeli´ na úlohy

s vo©nými a viazanými extrémami, pre bliº²ie ²peci�kácie úloh odkazujeme £itata©a na

[3]. Markowitzova úloha je úlohou konvexného kvadratického programovania s lineárnymi

ohrani£eniami a úloha minimalizácie miery rizika AV aRD je úlohou lineárneho programo-

vania s lineárnymi ohrani£eniami. Vo v²eobecnosti môºeme poveda´, ºe úlohy lineárneho

programovania tvoria ²peciálnu £as´ úloh konvexného kvadratického programovania. Pre-

to sa budeme v tejto kapitole zaobera´ iba úlohou konvexného kvadratického programova-

nia. Jednou z úloh konvexného kvadratického programovania je implementácia algoritmu,

ktorý numericky rie²i zadanú úlohu. V dne²nej dobe je jedným z najroz²írenej²ích algorit-

mov na rie²enie úloh konvexného kvadratického programovania metóda vnútorného bodu.

Táto metóda má mnoho variácii, ale my sa zameriame iba na jej fundamentálny princíp.

Jej vyuºitie je implementované v Kapitole 5, kde pouºívame softvér na rie²enie úloh mate-

matického programovania. Tieto úlohy rie²ime pomocou spomenutej metódy vnútorného

bodu, ktorej algoritmus vyuºíva aj pouºitý softvér.

4.1 Úloha konvexného kvadratického programovania

Úloha konvexného kvadratického programovania je ²peciálny prípad úlohy konvexného

programovania, kde h©adanie extrému prebieha na konvexnej kvadratickej funkcii.
20existujú i analytické metódy ako bolo uvedené v Podkapitole 3.1

32



Uvaºujme o konvexnej kvadratickej funkcii f(x),

f(x) =
1

2
xT Qx + cTx.

Budeme h©ada´ minimum tejto funkcie na mnoºine ohrani£ení, predstavovanej lineárnou

sústavou. Zapí²me túto úlohu nasledovne:

(44) min
x∈Rn

1

2
xT Qx + cTx

(45) Ax = b,

(46) x ≥ 0.

Matica Q ∈ Rn × Rn je kladne semide�nitná a matica A ∈ Rm × Rn pri£om m < n,

vektor b ∈ Rm a vektory c,x ∈ Rn. O vektore x hovoríme ako o prípustom ak sp¨¬a

podmienky ohrani£enia (45) a (46). Mnoºinu prípustných vektorov ozna£me

F = {x ∈ Rn | Ax = b,x ≥ 0}

a jej vnútro ozna£me

F 0 = {x ∈ Rn | Ax = b,x > 0}.

Ak chceme o vektore x hovori´ ako o optimálnom, musí sp¨¬a´ podmienky optimality.

Základné podmienky optimality pre úlohu na viazaný extrém nám ponúka Lagrangeova

analýza. Uve¤me si preto Lagrangeovu funkciu pre úlohu (44)�(46):

(47) L(x, δ) =
1

2
xT Qx + cTx− δT (Ax− b), pri£om x ≥ 0n.

Potom Kuhn-Tuckerove podmienky21 vychádzajúce z Kuhn-Tuckerovej vety, pozri [3],

majú tvar:
∂L
∂x

≥ 0n,

∂L
∂x

xT = 0n,

∂L
∂δ

= 0n,

21¤alej len KT-podmienky

33



x ≥ 0n.

Tieto podmienky nazývame nutnými podmienkami optimality. Problémom takejto úlohy

je, ºe ju nevieme jednoducho rie²i´ napríklad Newtonovou metódou[1], nako©ko klasickú

Newtonovu metódu môºeme pouºi´ iba na ohrani£enia v tvare rovností. Tento problém ale

môºeme vyrie²i´ transformáciou úlohy do tvaru rovnostných ohrani£ení s transformovanou

ú£elovou funkciou. Potom môºeme na takúto úlohu pouºi´ vhodný algoritmus a danú

úlohu numericky vyrie²i´. Touto problematikou sa zaoberá nasledovná podkapitola, ktorej

témou je metóda vnútorného bodou na rie²enie úloh kvadratického programovania.

4.1.1 Metóda vnútorného bodu

Princípom metódy vnútorného bodu je zabezpe£i´, aby sa jednotlivé iterácie algoritmu

nachádzali vo vnútri mnoºiny prípustných rie²ení. Iterácie majú tendenciu �opusti´� vnút-

ro mnoºiny najmä vtedy, ak sa nachádzajú �blízko� hranice striktne prípustných rie²ení22.

Pouºitím bariérovej funkcie, ktorá má schopnos´ tieto iterácie �udrºa´� vo vnútri mnoºiny

prípustných rie²ení, sa tento problém môºe eliminova´. Z uvedeného vyplýva, ºe bariéro-

vá funkcia musí sp¨¬at ur£ité podmienky. Na základe [1], [3],[5] formulujeme nasledovnú

de�níciu.

De�nícia 4.1. Nech funkcia φ(u) sp¨¬a nasledovné podmienky:

1. Bariérová vlastnos´

lim
u→0+

φ(u) = ∞,

2. φ(u) je rýdzo konvexná a klesajúca.

Potom funkcia φ(u) sa nazýva bariérová funkcia.

Vhodnou vo©bou bariérovej funkcie sa ukázala funkcia logaritmu23, ktorá zaru£uje

dobré konvergen£né vlastnosti, pozri [3]. Zvo©me preto za funkciu φ(u) záporne vzatú

funkciu prirodzeného logaritmu, konkrétne

φ(u) = − ln(u).

22Hranica striktne prípustných rie²ení F s = {x ∈ Rn | Ax = b,x = 0}.
23existujú aj iné bariérové funkcie, ako napríklad f(u) = 1

u
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Po©ahky vidno, ºe podmienky De�nicie 4.1 sú splnené.

Uvaºujme o úlohe (44)�(46) a pretransformujme ju s vyuºitím logaritmickej bariérovej

funkcie a parametra 0 < µ < 1 nasledovne:

(48) min
x∈Rn

1

2
xT Qx + cTx− µ

n∑
i=1

ln(xi)

Ax = b.

Pôvodné obmedzenie na vektor x ≥ 0n je obsiahnuté v bariérovej funkcii, nako©ko de�-

ni£ný obor logaritmickej funkcie môºe obsahova´ iba kladné hodnoty. Vidíme, ºe týmto

spôsobom sme sa mohli �zbavi´� nerovnostného ohrani£enia. Lagrangeova funkcia pre

úlohu (44)�(46) má tvar

(49) L(x, δ) =
1

2
xT Qx + cTx− µ

n∑
i=1

ln(xi)− δT (Ax− b).

Potom podmienky optimality úlohy (48) majú tvar:

∂L
∂x

= 0n,

∂L
∂δ

= 0n.

Parameter µ sa nazýva riadiaci parameter a jeho úlohou je riadi´ ve©kos´ vplyvu ba-

riérovej funkcie k pôvodnej ú£elovej funkcii. To znamená, ºe zniºovaním parametra µ

pripisujeme men²iu váhu bariérovej funkcii a zvä£²ujeme váhu pôvodnej ú£elovej fun-

kcie. Takýto postup dáva aj návod na alogritmus rie²enia takejto úlohy. Tento postup

sa £asto nazýva postup sledovania centrálnej trajektórie24. Ako ur£i´ centrálnu trajektó-

riu, pozri [7]. Algoritmus sledovania centrálnej trajektórie môºeme schematicky zapísa´

nasledovne[5]:

Nastav : �tartovací bod x0, riadiaci parameter µ0, α ∈ (0, 1), xk+1 a k=0

opakuj:

Rie² úlohu (48) pre dané µk, dostávame rie²enie xk;

Nastav parameter µk+1 = αµk;

k=k+1;

pokia©: ‖xk+1 − xk‖ ≥ Tol ;

24z anglického prekladu path-following
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V danom algoritme predstavuje Tol kon²tantu, ktorá ur£uje presnos´ rie²enia a α je

parameter, ktorý ur£uje rýchlos´ klesania riadiaceho parametra. Ako ur£ova´ parameter

α moºno nájs´ napríklad v [1] alebo [5]. Takýto algoritmus predstavuje iba �vonkaj²ie�

iterácie metódy vnútorného bodu. Vnútorné iterácie predstavuje samotné rie²enie úlohy

(48) pre zvolený parameter. Úlohu (48) môºeme rie²i´ napríklad Newtonovou metódou.

Podrobnej²í opis takéhoto postupu je opísaný v [5].
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5 Praktická ukáºka tvorby optimálneho portfólia

V Kapitole 3 sme sa zaoberali predov²etkým teóriou optimálneho portfólia. Ako aplikova´

poznatky z teórie do praktického pouºitia si ukáºeme v nasledujúcej £asti. Skôr neº

pristúpime ku konkrétnemu príkladu ukáºeme si ako môºe vyzera´ tvorba a rebalancia

portfólia v²eobecne. V Podkapitole 5.2.2 budeme vyuºíva´ webovú aplikáciu, ktorá nám

poskytne uºívate©ské rozhranie pre riadenie portfólia.

5.1 Praktická tvorba a rebalancia portfólia

Uvaºujme o investorovi, ktorý má rozpo£et jeden milión dolárov. Tento rozpo£et budeme

ozna£ova´ R, pri£om �nan£né prostriedky chce investor investova´ do ním vybraných n

akcií. Od tejto investície poºaduje ro£ný výnos rp = 10%. Investor uvaºuje o investícii

na jeden rok s tým, ºe rebalanciu portfólia bude vykonáva´ kaºdý mesiac. Na portfólio sa

nevz´ahujú ºiadne transak£né náklady a záporné váhy nebudú povolené. V nasledujúcich

bodoch si ozrejmime v²eobecný postup pri tvorbe portfólia.

1. Výpo£et optimálnych váh portfólia

Z historických cien akcií vypo£ítame historické výnosy akcií. Z historických výno-

sov získame potrebné vstupné parametre do optimaliza£nej úlohy. Zkon²truujeme

optimaliza£nú úlohu a z jej výstupu dostaneme vektor optimálnych váh w .

2. Nákup akcií

Vektor cien, ozna£me ho c = (c1, c2, . . . , cn), bude obsahova´ posledné známe ceny

akcií, teda ceny za ktoré môºeme nakúpi´ akcie25. Optimálny26 po£et akcií, ktoré

môºeme nakúpi´ zapí²me do vektora

wks = (wks
1 , wks

2 , . . . , wks
n ),

kde jednotlivé prvky vektora wks
i vypo£ítame ako

wks
i = max

z∈Z

{
z ≤ wi ∗R

ci

}
,

25pre jednoduchos´ je táto cena Close v dni obchodovania
26na základe vektora w
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pri£om ci predstavuje cenu akcie i. Takýmto zaokrúhlením vznikne suma, ozna£me

ju L, ktorá sa neinvestuje a je rovná

L = R−wT
ksc.

Sumu L môºeme potom vyuºi´ napríklad pri rebalancovaní portfólia. Táto suma

predstavuje pomerne malú £as´ hodnoty portfólia a jej hodnota klesá s vý²kou R.

Pomocou bodov (1)�(2) získame vektor wks, ktorý znázor¬uje optimálne po£ty kusov27

akcií v portfóliu.

Ako bolo spomenuté v úvode tak investor poºaduje vykonáva´ rebalanciu portfólia

kaºdý mesiac. Po¤me sa preto bliº²ie oboznámi´ s rebalancovaním portfólia. Pod pojmom

rebalancia portfólia sa myslí výpo£et nových optimálnych váh napr. vzh©adom k získaniu

aktuálnej²ích dát. V na²om prípade to bude predstavova´ poznanie nových cien akcií v

mesiaci rebalancie. To znamená, aby sme aktualizovali ná² £asový rad historických cien

akcií, najstar²ie dáta vynecháme a pridáme k historickým dátam posledné ceny, ktoré

sme získali. Takýto postup nám zaru£í ur£ité sledovanie trendu vývoja akciového trhu,

ktorý zahrnieme do na²ich historických dát. V nasledujúcich bodoch si uvedieme moºnos´

postupu pri rebalancovaní portfólia:

1. Výpo£et nových váh

Pre optimaliza£nú úlohu vypo£ítame vstupné údaje na základe aktuálneho £asového

radu. Výstupom optimaliza£nej úlohy bude opä´ vektor váh.

2. Nákup resp. predaj akcií

Hodnota portfólia v £ase rebalancie je rovná cene akcií v £ase rebalancie vynásobenej

po£tami kusov akcií v portfóliu pred rebalanciou. Ozna£me pôvodné optimálne

po£ty kusov akcií v portfóliu w̄ks. �alej nech vektor ρ predstavuje rozdiel medzi

starými a novými váhami portfólia, teda

ρ = wks − w̄ks,

27nako©ko sme po£ty akcií zaokrúhlovali nadol, tak tento vektor je optimálny vzh©adom na toto zaok-

rúhlenie
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kde wks sú nové váhy portfólia vypo£ítané pod©a bodu 1. Potom ak ρi > 0 tak

musíme do portfólia zakúpi´ akcie i v po£te kusov rovnému ρi, analogicky ak je

ρi < 0 tak akcie i predávame.

Postup v bode dva hovorí aby sme pri rebalancovaní, teda novej alokácii, portfólia ne-

predávali v²etky akcie a potom opä´ nakúpili akcie pod©a nových optimálnych váh, ale

predali resp. nakúpili iba ur£ený po£et akcií daný vektorom ρ.

5.2 Webová aplikácia

Existujú mnohé spôsoby, ako sa vysporiada´ s náro£nos´ou pri tvorbe a nasledovnej aloká-

cii portfólia. My sme si vybrali spôsob, ktorý by mal odzrkadlova´ poºiadavky modernej

doby. Správa portfólia by mala by´ rýchla a pohodlná. Splni´ tieto poºiadavky sa pokú-

sime pomocou webovej aplikácie.

5.2.1 Princíp webovej aplikácie a jej technická podpora

Webová aplikácia, vyuºíva na svoj chod platformu .NET28 a o webové rozhranie sa stará

ASP.NET29. Základ celej aplikácie tvorí SQL databáza, do ktorej sa zapisujú v²etky po-

trebné údaje. Medzi nich patrí kompletná správa uºívate©ov od registrácie aº po zmenu

hesla. V databáze sa taktieº uchovávajú historické ceny akcií potrebné k optimalizácii

portfólia a aj údaje o portfóliu a jeho rebalanciách. Výpo£ty, ktoré sa týkajú samotnej

optimalizácie, vykonáva kniºnica30 optimaliza£ného softvéru MOSEK. V na²ej aplikácii

budeme tento softvér vyuºíva´ na optimalizáciu Markowitzovho portfólia, ako aj na opti-

malizáciu portfólia s AV aRD ako mierou rizika. Algoritmus, ktorý pouºívame zo softvéru

MOSEK31, je zaloºený na metóde vnútorného bodu uvedenej v Podkapitole 4.1.1. Roz-

hranie medzi touto kniºnicou a aplikáciou tvorí kód naprogramovaný autorom v jazyku

C#.NET. V uvedenom programovacom jazyku je vytvorený aj tzv. Code-Behind apli-

kácie, ktorý sa stará o celkovú funk£nos´ aplikácie. V elektronickej prílohe sa nachádza

kompletný zdrojový kód k aplikácii.
28£ítaj �dotnet�
29Active server pages
30súbor s uloºenými procedúrami a funkciami
31softvér obsahuje aj iné algoritmi, ako je napr. simplexová metóda
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Uvedená aplikácia funguje v dvoch základných módoch Demo a Live, z ktorých si môºe

uºívate© vybra´ po prihlásení. Mód Demo, ktorý slúºi na simuláciu tvorby a rebalancie

portfólia, vyuºíva iba dáta z minulosti. To znamená, ºe uºívate© sa môºe �vráti´� do

minulosti a pozorova´ vývoj portfólia, ktoré sa vytvorí a rebalancuje pod©a poºiadaviek

uºívate©a. Napríklad si môºe zvoli´ akcie, ktoré bude obsahova´ jeho portfólio, k týmto

akciám získa´ dáta za £asové obdobie, ktoré si ur£í32. Uºívate© môºe kedyko©vek svoje

portfólio vymaza´ a vytvori´ si nové. Viaceré portfólia v rovnakom £asovom období nie

sú povolené. Princípom módu Live je, aby si uºívate© mohol vytvori´ portfólio na základe

historických dát a sledova´ jeho vývoj v prítomnosti. To znamená, ºe napr. pri vytváraní

váh optimálneho po£tu kusov akcií, sú vyuºité posledné známe Close ceny akcie. Aplikácia

nepodporuje sú£asný beh módov Demo a Live pre jedného uºívate©a.

5.2.2 Rie²enie optimalizácie portfólia pomocou webovej aplikácie

Uvaºujme o príklade z Podkapitoly 5.1, pri£om si ur£íme konkrétne akcie, ktoré bude

obsahova´ na²e portfólio. Okrem príkladu sa budeme podrobnej²ie venova´ aj jednotlivým

funkciám aplikácie.

Prvým krokom k úspe²nému pouºívaniu aplikácie je registrácia na vytvorenie uºíva-

te©ského konta. Po úspe²nej registrácii, sa môºe uºívate© prihlási´. Potom si môºe zvoli´

mód, v ktorom chce vytvori´ portfólio. Nako©ko chceme demon²trova´ príklad z úvodu

kapitoly, zvo©me si mód Demo. Po tejto selekcii sme automaticky presmerovaní na £as´,

kde ur£íme akcie33, ktoré sa budú zú£ast¬ova´ v portfóliu. Zvo©me si akcie AAPL, F,

FCX, HNZ, HPQ, MCD, MSFT, NKE, ORCL, XOM. O úrove¬ niº²ie, pozri Obrázok

£. 6 v Prílohe A, sa nachádza formulár na ur£enie £asového intervalu historických dát

a frekvencie s´ahovaných dát. Zvo©me si historické dáta od 1.4.1997 po 1.4.2007, s me-

sa£nou frekvenciou. Tieto dáta sú získavané z portálu �nance.yahoo.com. Po úspe²nom

stiahnutí, sa dáta uloºia do databázy a objaví sa tabu©ka s názvami tickerov, poslednou

uzatváraciou cenou a o£akávaného výnosu akcie. Po kliknutí na ticker akcie, si môºe uºí-

vate© prezrie´ graf vývoja jej ceny. Na Obrázku £. 8 v Prílohe A je uvedený graf akcie

HNZ, vytvorený aplikáciou.
32za predpokladu, ºe sú dostupné v danom £asovom období
33skratku akcie, resp. ticker
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Po získaní historických dát prejdime k samotnej alokácii portfólia. Z Kapitoly 3 vie-

me, ºe ako vstupné dáta potrebujeme nie len historické ceny akcií ale aj ur£i´ poºadovaný

výnos portfólia. Obrázok £. 7 v Prílohe A znázor¬uje dialóg, v ktorom ur£íme poºado-

vaný výnos a objem pe¬azí v dolároch, ktorý chceme investova´. V príklade je ur£ený

poºadovaný výnos rovný 10% ro£ne a vý²ka investície jeden milión dolárov. Po zadaní

potrebných údajov na alokáciu portfólia, aplikácia vytvorí v prvej tabu©ke váhy portfó-

lia pod©a Markowitzovej teórie z Podkapitoly 3.1. V druhej tabu©ke sa nachádzajú váhy

portfólia ur£ované pod©a Podkapitoly 3.2. Uvedené hodnoty sa zapí²u do databázy a

budú vyuºité nie len pri rebalancii portfólia ale aj na vytvorenie grafu, ktorý znázorní

vývoj portfólia. Na Obrázku £. 11 v Prílohe A sú znázornené tabu©ky s váhami a dialóg

predchádzajúci ich vytvoreniu.

�al²ím krokom, sledujúc zadanie príkladu z úvodu kapitoly, je rebalancia portfólia.

Aplikácia nás do £asti rebalancie portfólia presmeruje automaticky po jeho vytvorení. V

tejto £asti, nie je potrebné zadáva´ ºiadne dáta, aplikácia vykoná v²etky operácie auto-

maticky.

Princíp rebalancie portfólia vykonáva aplikácia v nasledovných krokoch:

1. Aplikácia zistí z databázy dátum vytvorenia portfólia34. Od tohto dátumu uloºí do

databázy nové ceny akcií35.

2. Z nových cien vypo£íta ²tatistiky, ktoré sú potrebné na vypo£ítanie nových váh

Markowitzovho portfólia, ako aj portfólia s mierou rizika AV aRD.

3. Novú hodnotu portfólia a po£et akcií aplikácia vypo£íta pomocou hodnôt uloºených

v databáze, sledujúc postup uvedený na za£iatku tejto kapitoly.

Na Obrázku £. 9 v Prílohe A je znázornená rebalancia. V²etkých 12 rebalancií vypo-

£ítaných pomocou aplikácie je uvedených v Prílohe A v Tabu©ke £. 3 pre Markowitzovo

portfólio a v Tabu©ke £. 4 pre portfólio s mierou rizika AV aRD. Bilancia portfólia na

konci sledovaného obdobia sa vykonáva tak, ºe vytvoríme e²te jednu rebalanciu a hodnota

portfólia pri tejto rebalancii, teda 1.4.2008 je kone£nou hodnotou portfólia. V Tabu©ke
34dátum poslednej chronologicky usporiadanej ceny akcie
35pod©a toho, £i sú dáta denné, týºdenné alebo mesa£né
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£. 2 v st¨pci Markowitz sa nachádza hodnota na za£iatku portfólia, hodnota portfólia

pre poslednú rebalanciu a výnos portfólia za sledované obdobie. Analógia platí pre st¨pec

AVaRD. Z uvedých dát v Tabu©ke £. 2 vidíme, ºe portfólio s mierou rizika AV aRD vy-

tvorilo zisk o 1, 67% za jeden rok vy²²í ako Markowitzovo portfólio. Nako©ko spomínaný

zisk portfólia u oboch metód výpo£tu optimálnych váh je kladný, dokonca prevy²ujúci

poºadovaný výnos 10%, môºeme usúdi´, ºe teória sa uplatnila v praxi úspe²ne. Samoz-

rejme, nie vºdy nás môºe optimálne portfólio �ochráni´� pred klesajúcim trendom celého

akciového trhu. V Tabu©kách £. 3 a 4 moºno vidie´, ºe ak by sme portfólio rebalancovali

iba jeden krát, tzn. do 1.5.2007, zisk portfólia by bol záporný. To nás navádza na fakt,

Markowitz AV aRD

Hodnota portfólia na za£iatku periódy rebalancovania 1 000 000 1 000 000

Hodnota portfólia na konci celkovej periódy rebalancovania 1 139 868 1 156 535

Celkový výnos portfólia v percentách 13,98% 15,65%

Tabu©ka 2: Celková hodnota Markowitzovho a AVaRD portfólia k 2.4.2008

ºe krátkodobé investovanie je omnoho volatilnej²ie ak rozumná investícia na dlh²ie £asové

obdobie. Sledovanie portfólia si vyºaduje pri dlhodobom investovaní viac £asu a preto aj

tu by sme videli uplatnenie webovej aplikácie, v móde Live.
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6 Záver

Obsahom tejto práce bola teória portfólia s mierami rizika predstavovanými veli£inami v

tvare disperzie a Average Value�at�Risk. Na to, aby sme mohli s týmito veli£inami praco-

va´ sme uviedli na úvod práce kapitolu, ktorá sa zaoberala základnými charakteristikami

aktív. V na²om prípade sme sa v celej práci zaoberali výlu£ne aktívami reprezentovanými

akciami.

�alej sme sa zaoberali teóriou portfólia. Ako základný model na vybudovanie port-

fólia sme vyuºili Markowitzovu teóriu. Základ tejto teórie bol pouºitý aj na portfólium,

ktorého mieru rizika predstavuje Average Value�at�Risk Deviation. Pre potreby tvorby

portfólia s uvedenou mierou rizika sme sa oboznámili zo základmi stochastického kalku-

lu. Pomocou stochastickej diferenciálnej rovnice sme uviedli moºný spôsob ako generova´

scenáre budúceho výnosu akcie. Tie sme potom pouºili nie len pri budovaní teórie ale aj

ako základ výpo£tu Average Value�at�Risk Deviation v praktickom prípade.

V praktickej £asti, sme si ukázali, ako moºno vytvori´ a rebalancova´ portfólio. Na

tento ú£el bola autorom vytvorená webová aplikácia, ktorá má umoºni´ rýchly a jedno-

duchý spôsob uplatnenia teórie v praxi. Príklad, ktorý bol uvedený v poslednej kapitole

úspe²ne demon²troval zvolený prístup k správe akciového portfólia. Dúfame, ºe sa apli-

kácia stane nie len dobrým pomocníkom, ale aj motiváciou pre nové metódy a prístupy k

tvorbe a rebalancii portfólia.
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Príloha A

V tejto prílohe sa nachádzajú obrázky, ktoré predstavujú reálnu webovú aplikáciu odo-

vzdanú v elektronickej podobe. Tabu©ky, ktoré sú sú£as´ou tejto prílohy obsahujú údaje

vypo£ítané webovou aplikáciou, zo zadaním z Kapitoly 5.

Obrázok £. 6

Obrázok 6: Formulár na získanie historických cien akcií
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Obrázok £. 7

Obrázok 7: Dialóg na ur£enie poºadovaného výnosu a investi£nej sumy
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Obrázok £. 8

Obrázok 8: Graf vytvorený aplikáciou pre akciu HNZ

Obrázok £. 9

Obrázok 9: Zobrazenie vypo£ítaných váh portfólia
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Obrázok £. 10

Obrázok 10: Ukáºka zistenia hodnoty portfólia v dátume alokácie

Obrázok £. 11

Obrázok 11: Spodné tabu©ky na obrázku obsahujú váhy portfólia po prvej alokácii
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V Tabu©ke £. 3 predstavuje riadok jednu rebalanciu Markowitzovho portfólia. To

znamená, ºe v riadku sa nachádzajú hodnoty váh v portfóliu, pri danom dátume.

Dátum AAPL F FCX HNZ HPQ MCD MSFT NKE ORCL XOM Hodnota portfólia

2.4.2007 0,3676 0 0,1653 0,1532 0 0 0 0,2958 0 0,018 1 000 000

1.5.2007 0,4206 0 0,2135 0,3078 0 0 0 0 0 0,0581 877 996,24

1.6.2007 0,3691 0 0,1661 0,3493 0 0 0 0 0 0,1155 993 631,52

2.7.2007 0,3631 0 0,25 0,3106 0 0 0 0 0 0,0764 1 007 318,12

1.8.2007 0,3366 0 0,2966 0,2727 0 0 0 0 0 0,0941 1 043 779,32

4.9.2007 0,3469 0 0,2909 0,2469 0 0 0 0 0 0,1152 1 052 248,03

1.10.2007 0,263 0 0,2535 0,3143 0 0 0 0,018 0 0,1513 1 172 750,03

1.11.2007 0,2398 0 0,2525 0,295 0 0 0 0,0509 0 0,1618 1 268 186,75

3.12.2007 0,2153 0 0,2162 0,3123 0 0 0 0,1036 0 0,152 1 212 791,89

2.1.2008 0,2002 0 0,2533 0,2425 0 0,0147 0 0,1026 0 0,1867 1 254 016,56

1.2.2008 0,1902 0 0,3778 0,1189 0 0 0 0,1441 0 0,169 1 092 506,27

3.1.2008 0,1897 0 0,4404 0,0466 0 0 0 0,151 0 0,1723 1 116 833,05

Tabu©ka 3: Markowitzovo optimálne portfólio

V Tabu©ke £. 4 predstavuje riadok jednu rebalanciu portfólia s mierou rizika AVaRD.

Dátum AAPL F FCX HNZ HPQ MCD MSFT NKE ORCL XOM Hodnota portfólia

2.4.2007 0,3114 0 0,2779 0 0 0,0004 0 0,3378 0 0,0729 1 000 000

1.5.2007 0,335 0 0,3317 0,0765 0 0,053 0 0 0 0,2563 856 855,32

1.6.2007 0,3142 0 0,2966 0,0964 0 0,0203 0 0 0 0,2397 981397,69

2.7.2007 0,3532 0 0,3484 0 0 0,0298 0 0 0 0,2781 1003092,37

1.8.2007 0,2626 0 0,3534 0,16 0 0 0 0 0 0,1943 1074341,71

4.9.2007 0,2646 0 0,2971 0,1986 0 0,2413 0 0 0 0,2397 1073553,19

1.10.2007 0,1961 0 0,2709 0 0 0 0 0 0 0,2917 1198536,9

1.11.2007 0,2035 0 0,2699 0,2865 0 0,1875 0 0,1499 0 0,2401 1295289,71

3.12.2007 0,1745 0 0,2365 0 0 0,0147 0 0,14 0 0,2517 1236658,25

2.1.2008 0,1728 0 0,2781 0,1082 0 0,0773 0 0 0 0,2236 1293631,58

1.2.2008 0,1865 0 0,386 0,1144 0 0,0534 0 0 0 0,2597 1136249,04

3.1.2008 0,1726 0 0,4654 0 0 0,0801 0 0,1651 0 0,2819 1165753,35

Tabu©ka 4: AVaRD optimálne portfólio
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Príloha B

V²etky programy uvedené v prílohe sú vytvorené autorom a naprogramované v Matlab-e.

Príloha B £. 1

Funkcia na vypo£ítanie AVaR pomocou (15) a pomocou odhadu (17). Vykreslenie

histogramu, ktorý slúºi aj na zakreslenie AVaRD výnosu akcie. Funkcia vola funkciu

SimulujVynosy, ktorá je uvedená v Prílohe B £. 1.1

function [C]=AVaRAkcie(CenyAkcii,PocetSimulacii) Alfa=0.05;

%zavola funkciu na generovanie vynosov

Vynos=SimulujVynosy(CenyAkcii,PocetSimulacii);

%v tejto casti pocitame AVaR cez odhad

UsporiadaneVynosy=sort(Vynos); AlfaZvynosov=Alfa*(length(Vynos));

AlfaZvynosov if(AlfaZvynosov<1)

AlfaZvynosov=1;

else AlfaZvynosov=fix(AlfaZvynosov); end AlfaZvynosov

AVaRzUsp=mean(UsporiadaneVynosy(1:AlfaZvynosov));

%-------------------------------------------------

n=length(Vynos); A1=sparse(1:n,1,1,n,n+1); A2 =

sparse(1:n,2:n+1,-1,n,n+1); A = A1+A2; b=Vynos();

fA=sparse(1,2:n+1,1/(Alfa * n),1,n+1); fB=sparse(1,1,-1,1,n+1);

f=fA+fB; for i=1:n+1

if(i==1)

Lb(i)=-inf;

else

Lb(i)=0;

end

end

%Vypocitame AVaR cez ulohu lin.programovania

x=linprog(f,A,b,[],[],Lb); AVaRLP=-f*x AVaRzUsp

hist(Vynos,-0.7:0.01:0.7)

%---------------------------------------------------
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Príloha B £. 1.1

Funkcia na simulovanie výnosov akcie pomocou stochastickej diferenciálnej rovnice

function [SimulovaneVynosy]=SimulujVynosy(CenyAkcii,PocetSimulacii)

[PocetDat,PocetAkcii]=size(CenyAkcii);

Wiener=randn(PocetSimulacii,PocetAkcii);

%vynosy

for i=1:PocetAkcii

for j=2:PocetDat

VynosAkcie(j-1,i)=log(CenyAkcii(j,i)/(CenyAkcii(j-1,i)));

end

end

%Odhad strednej hodnoty

StredHodnota=mean(VynosAkcie);

%Odhad variancie

StdOdchylka=std(VynosAkcie);

%Matica nasimulovanych vynosov

for i=1:PocetAkcii

for j=1:PocetSimulacii

MaticaSimulacii(j,i)=StredHodnota(i) + sqrt(StdOdchylka(i))*Wiener(j,i);

end

end

SimulovaneVynosy=MaticaSimulacii;
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Príloha B £. 2

Funkcia na vytvorenie efektívnej hranice Markowitzovho portfólia s kovarian£nou ma-

ticou 3x3.

function MarkowitzEfektivnaHranica UrcenyVynos=[];

f=[0;0;0];

KovariancnaMatica=[0.00324625,0.00022983,0.00420395;

0.00022983,0.00049937,0.00019247;

0.00420395,0.00019247,0.00764097];

SumaVah=1; ExpVynosy=[0.010111, 0.0043532, 0.0137058];

Delitel=(0.0137058-0.0043532)/3000;

%<---Matica rovnostnych ohraniceni

Aeq=[1,1,1;

ExpVynosy(1),ExpVynosy(2),ExpVynosy(3)];

%>---

%<----Vektor rovnostnych ohraniceni

beq=[1;0.012];

%>---

options=optimset('LargeScale','off');

%<---Zvoleny vynos Rp

UrcenyVynos(1)=0.0043532;

%>---

%<---Cyklus na vytvorenie dvojice bodov do plot-u

for i=1:500

if (i>1)

UrcenyVynos(i)=0.0043532+i*Delitel;

end

beq(2,1)=UrcenyVynos(i);

Vahy=quadprog(KovariancnaMatica,f,[],[],Aeq,beq,DolneVahy,[],[],

options);

VarianciaPortfolia(i)=Vahy'*KovariancnaMatica*Vahy;

end

for i=1:500

if (i>1)

UrcenyVynos(i)=0.0043532+i*Delitel;

end

beq(2,1)=UrcenyVynos(i);

VahyB=quadprog(KovariancnaMatica,f,[],[],Aeq,beq,[],[],[],options);

VarianciaPortfoliaB(i)=VahyB'*KovariancnaMatica*VahyB;

end

%>---

plot(VarianciaPortfoliaB,UrcenyVynos); legend('Hranica efektívnych

portfólií');
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Príloha B £. 3

Funkcia na výpo£et efektívnej hranice Markowitzovho portfólia s a bez transak£ných

nákladov. Nakreslí do jedného grafu obidve efektívne hranice. Pôvodné váhy sú po£ítané

naivnou diverzi�káciou.

%<---Funkcia na vytvorenie a vypocitanie vah Markowitzovho portfolia

%<---s trans. nakladmi a bez nich.

%<---Ako vstup sa moze zadat subor cien akcie, napr. z MS-Excel

function MarkowitzSnakladmi(CenyAkcii)

%<---Ocakavane vynosy

Vynosy=VypocitajVynosy(CenyAkcii);

%>---

%<---Kovariancna matica

KM=cov(Vynosy);

%>---

OcakVynosy=mean(Vynosy);

VynPortfolia=mean(OcakVynosy);

[NVynosov,NAkcii]=size(Vynosy);

%<---Nastavim vstupy do optimalizacneho problemu

KM1=sparse(1,1:NAkcii,KM(1,:),2*NAkcii,2*NAkcii);

KM2=sparse(2,1:NAkcii,KM(2,:),2*NAkcii,2*NAkcii);

KM3=sparse(3,1:NAkcii,KM(3,:),2*NAkcii,2*NAkcii);

KM4=sparse(4,1:NAkcii,KM(4,:),2*NAkcii,2*NAkcii);

KovMatica=KM1+KM2+KM3+KM4;

Predaj=[0.06,0.06,0.06,0.06];

Nakup=[0.06,0.06,0.06,0.06];

PovVahy=[0.25,0.25,0.25, 0.25];

Jed=-ones(1,NAkcii);

A1=sparse(1:NAkcii,1:NAkcii,Nakup,2*NAkcii,2*NAkcii);

A2=sparse(1:NAkcii,(NAkcii+1):(2*NAkcii),Jed,2*NAkcii,

2*NAkcii);

A3=sparse((NAkcii+1):(2*NAkcii),1:NAkcii,-Predaj,

2*NAkcii,2*NAkcii);

A4=sparse((NAkcii+1):(2*NAkcii),(NAkcii+1):(2*NAkcii),Jed,

2*NAkcii,2*NAkcii);

A=A1+A2+A3+A4; Aeq1=sparse(1,1:NAkcii,OcakVynosy,2,2*NAkcii);

Aeq2=sparse(2,1:NAkcii,ones(1:NAkcii,1),2,2*NAkcii);

Aeq=Aeq1+Aeq2;

NakupovyNaklad=Nakup.*PovVahy; PredajovyNaklad=-Predaj.*PovVahy;

b1=sparse(1:NAkcii,1,NakupovyNaklad,2*NAkcii,1);

b2=sparse((NAkcii+1):(2*NAkcii),1,PredajovyNaklad,2*NAkcii,1);

b=b1+b2; beq(1,1)=VynPortfolia; beq(2,1)=1.00;

INF=[-inf,-inf,-inf,-inf];

lb1=sparse(1:NAkcii,1,zeros(NAkcii,1),2*NAkcii,1);
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lb2=sparse((NAkcii+1):(2*NAkcii),1,INF,2*NAkcii,1); lb=lb1+lb2;

f1=sparse(1,1:NAkcii,zeros(1:NAkcii,1),1,2*NAkcii);

f2=sparse(1,(NAkcii+1):(2*NAkcii),ones(1:NAkcii,1),1,2*NAkcii);

f=f1+f2; f=f'; AeqB1=sparse(1,1:NAkcii,OcakVynosy,2,NAkcii);

AeqB2=sparse(2,1:NAkcii,ones(1,1:NAkcii),2,NAkcii);

AeqB=AeqB1+AeqB2; lbB=zeros(NAkcii,1); fB=zeros(NAkcii,1);

options=optimset('LargeScale','off');

krok=(max(OcakVynosy)-min(OcakVynosy))/80; UrcenyVynos=[];

UrcenyVynos(1)=min(OcakVynosy);

%>---

%<---cyklus na vytvorenie dvojice bodov [disperzia,vynos]

for i=1:100

UrcenyVynos(i)=min(OcakVynosy)+i*krok;

beq(1,1)=UrcenyVynos(i);

Vahy=quadprog(full(KovMatica),full(f),full(A),full(b),

full(Aeq),full(beq),[],[],[],options);

VahyB=quadprog(KM,fB,[],[],full(AeqB),full(beq),

[],[],[],options);

VarPort(i)=Vahy'*KovMatica*Vahy;

VarPortB(i)=VahyB'*KM'*VahyB;

end

%<---

plot(VarPort,UrcenyVynos,VarPortB,UrcenyVynos); legend('Efektívna

hranica s transak£nými nákladmi','Efektívna hranica bez transak£ných

nákladov');

%plot(VarPortB,UrcenyVynos);
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