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Uvod

Znalost spolahlivych algoritmov, ktoré riesia ilohy o komplementarite ma nezaned-
batelny vyznam v oblasti matematického programovania. Komplementérne tlohy
a osobitne tloha o nelinedrnej komplementarite (angl. nonlinear complementarity
problem - NCP) maju totiz siroké uplatnenie pri rieSeni ekonomickych a inzinierskych
problémov. Cielom tejto préce je preskimanie uréitych pristupov k numerickému
rieseniu spomenutej NCP, ¢o zahffia naprogramovanie a otestovanie algoritmu podla
nastudovanej metody.

Na zaciatok je predsavena samotnd NCP a niektoré iné komplementarne tlohy.
Ukézeme ako je formulovana 1iloha NCP a aké vlastnosti moze mat v zdvislosti od
druhu zobrazenia F'.

V druhej casti si nacrtnuté urc¢ité pristupy pri rieSeni nelinearnej ulohy o kom-
lementarite. Popiseme Newtonovu metédu, pomocou ktorej moézme riesit hladky
systém nelinearnych rovnic.

Tretia kapitola je zamerand na konkrétnu met6du - Chenov algoritmus. Popiseme
vyhladenie funkcie (z),, ktord nie je diferencovatelnd a nasledne jeho vyuzitie v
ramci algoritmu zalozenom na Newtonovej metdde.

Iny - zlozitejsi algoritmus sa vyskytuje v praci [5], ktorit podla autora oznacime
ako metédu Fachinei.

V poslednej ¢asti sa budeme venovat numerickému rieseniu NCP pomocou napro-
gramovaného algoritmu na zdklade Chenovej metédy v programe MATLAB. Pomo-
cou neho budeme riesit skupinu tiloh ndhodne vygenerovanych na zdklade zvoleného
kluca.



Kapitola 1

Klasifikacia uloh o

komplementarite

Komplementarita sa d4 popisat ako ortogonalita dvoch nezapornych vektorov.

Definicia 1.0.1. Dva vektory x,y € R" nazgyvame komplementdrne prdve vtedy,
ked

>0, y>0, zy=0 (1.1)

Rovnicu 27y = 0 ozna¢ujeme ako podmienku komplementarity a mézme ju vy-
jadrit v zlozkovom tvare

Kedze
iy >0, 1=1,2,...,n

vidime, ze komplementarita dvoch nezapornych vektorov je vlastne komplemen-
tarita ich jednotlivych zloziek

x>0, y>0, zv=0 i=12..n (1.3)



1.1 Nelinearna dloha o komplementarite a existencia jej
rieSenia

Popiseme zakladnu ulohu ktorej sa venujeme v tejto praci. Ide o takzvanu ne-
linedrnu ulohu o komplementarite (NCP-Nonlinear Complementarity Problem).

Formulacia tlohy NCP(F):Nech je dané zobrazenie F' : R* — R" N4jdite
x € R™ také, aby platilo

x>0, F(x)>0, 27F(z)=0 (1.4)

Tak ako sme (1.1) vyjadrili v tvare (1.3), mozme (1.4) vyjadrit taktiz v zlozkovom
tvare

x>0, F(z)>0, z.Fi(z)=0 Vi (1.5)

Vsimnime si, ze podla formuldcie tlohy NCP(F) nie je zarucend existencia
rieSenia tejto 1lohy, ¢o ukazeme v nasledujicom priklade.

Priklad 1.1.1. Majme NCP(F) kde

e =(13) (2)+( 1)

Potom (i1, 1) bude riesenim NCP(F) prdve vtedy, ked

T > (0 To + 1 > (0 T1.(22+1) ) [0

i’g - 0 fol—l - 0 Zi‘l(li'g—l—l) - 0
Z toho Ze 39 > 0 a T1.(%2 + 1) = 0 mdme &1 = 0 ¢o je v rozpore s &1 — 1 > 0.
Uvedend tiloha NCP(F') teda nemd rieSenie.

V nasledujicom priklade ukdzeme dalsie moznosti, ktoré moézu nastat.



Priklad 1.1.2. Nech funkcia F : R — R, potom
1. ak F(z) = —x — 1, NCP(F) nemd riesenie, kedze F(z) < 0 pre vsetky x > 0

2. ak F(z) = x — 1, NCP(F) md prdve jedno riesenie, pretoze F(x) > 0 len ak
x>1aF(zx)=0len ak z =1. Tym padom jediné riesenie je T = 1

3. ak F(x) = 0, potom riesenim NCP(F) je kazdé x > 0. Vsimnime si, Ze
mnozina rieSent je v tomto pripade kompaktnd.

4. ak F(x) = sin(x), potom si riesnia NCP(F) dané 3% = k.7 pre k =0,1,2, ....

Aby sme mohli formulovat tvrdenia ohladne rieseni NCP(F) uvedieme niekolko
tried transformacnych zobrazeni.

Definicia 1.1.1. Zobrazenie F : R" — R™ nazijvame
1. monoténne ak (x —y)T(F(x) — F(y)) >0, Vo,y € R"
2. rydzomonoténne ak (v — y)* (F(z) — F(y)) > 0, Va,y € R, x # y

3. silnomonotdénne ak existuje konstanta > 0 takd, Ze (x —y)' (F(z) — F(y)) >
pllz —yll, Yo,y € R

Veta 1.1.1. 1. Ak F : R" — R"™ je monotonne, mnozina vsetkych riesent prislichajicich
k ilohe NPC(F) je konvexnd (moze byt prizdna).

2. Ak F je rydzomonoténne, NPC(F ) md najviac jedno riesenie.
3. Ak F je silnomonotonne, NPC(F ) md prave jedno rieSenie.

Vzhladom na vetu (1.1.1) je zabezpecend existencia riesenia len v pripade sil-
nomonoténnej NCP(F). V konkrétnom pripade vsak nemusi byt potrebna ani
monoténnost F

1.2 Linearna tuloha o komplementarite

Specidlnym pripadom NCP(F) je tiloha s linedrnym zobrazenim F. Vtedy hovorfme
o linearnej tlohe o komplementarite (LCP-Linear Complementarity Problem).

Formulacia dlohy LCP(A,b):Nech je dand n-rozmernd matica A a vektor
b € R". N4ajdite z € R" také, aby platilo

x>0, Az+0>0, z7(Ax+b)=0 (1.6)



1.3 ZmieSana tloha o komplementarite

Inym typom komplementarnej tlohy je zovseobecnenie NCP. Pévodne sme uvazovali

o zobrazeni z kladného priestoru na kladny priestor. Vo zovSeobecneni obmedzu-
jeme definiény obor zobrazenia na dani mnozinu B definovanti dolnou a hornou
hranicou, pricom v pripade, ze ista zlozka obrazu nie je nulova pozadujeme aby
prislusné zlozka zobrazovaného bodu lezala na dolnej hranici v pripade kladného
zobrazenia, alebo hornej v pripade zaporného zobrazenia. Toto zovseobecnenie sa
nazyva zmiesana tloha o komplementarite(MCP - Mixed Complementarity Prob-
lem)

Formuldcia ilohy MCP(F,l,u): Nech l,u € R", také ze l; < u; Vi. Mnozina B
je dana ako tie x € R" pre ktoré plati [; < x; < u; Vi. Dalej mame dané zobrazenie
F: R" — R" Najdite také x € B a w,v € R" pre ktoré plati

w>0, v>0, z€B (1.7)
Flz)=w—-v, w(z-10)=0, v"(u—2)=0 (1.8)
Podmienky (1.7) a (1.8) zapiseme v tvare
w>0, v>0, z€B (1.9)
Fi(x) =w; —v;, wi(x;—1;)=0, v.(u; —x;) =0 Vi (1.10)

Vektory w a v zohravaji len vedlajsiu dlohu o ¢om vypoveds nasledujica veta.

Veta 1.3.1. Mayme MCP(F,lu) tak ako bola formulovand. Ak existuje x ktoré
splria podmienky (1.9) a (1.10) pre nejaké w a v, potom budi tieto podmienky
splnené aj pre nasledovné w a v:

Fi(x)=0 = w; = 0, v; =0
Fi(z)>0 = w; = Fi(x), v; =0 (1.11)
Fi(zx) <0 = w; =0, v; = Fi(z)

Dékaz:
o Ak xz € B a Fy(z) =0 potom si (1.9) a (1.10) splnené pre w = v = 0.

o Ak Fi(x) >0 = w; >0=x; —; =0 a z toho si (1.9) a (1.10) splnené pre
v; = U.



Z vety (1.3.1) mame inti definiciu MCP*, ktord je v8ak ekvivalentna s tou
predchadzajicou.

Formulacia dlohy MCP*(F,l,u): Nech l,u € R", také ze l; < u; Vi. Mnozina
B je dand ako tie x € R"™ pre ktoré plati [; < z; < u; Vi. f)alej mame zobrazenie
F:R"— R™

Hladdme také z, ktoré vyhovuje jednej z nasledujicich podmienok

1. Fi(x) >0az =1
2. Fi(z) < 0az =1y
3. Fi(x)=0az €B

NCP(F) je specidlnym pripadom MCP(F,l,u) a sice pre [; =0 a u; = +oo Vi

1.4 Ijlohy o komplementarite a podmienky optimality v ne-
lineArnom programovani

Pri tlohéch nelinedarneho programovania(NP-nonlinear programming) sa stretavame
s takzvanymi Kuhn-Tuckerovymi(KT) podmienkami, ktoré si sticastou nutnych
podmienok optimality niektorych diferencovatelnych tiloh NP. V nasledujicom ukézeme,
ze pre ulohu NP s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti na kladnom ortante si KT pod-
mienky ekvivalentné ilohe NCP(F).

Formul4cia tlohy NP(®,g):Majme zobrazenia ® : R¥ — Ra g: RF — R.
N4jdite také 2 € R* ktoré riesi:

MIN, ®(2)
9(2) <0
z>0

Ak st @ a ¢ diferencovatelné, potom k tejto dlohe prislichaji spominané KT
podmienky.

Definicia 1.4.1. Nech
2,®,g ako v NP,diferencovatelné a A € R*
potom L(z, \) je vektor Lagrangeovych multiplikdtorov prdve vtedy, ked
L(z,\) = ®(2) + ATg(z)

L je Lagrangeova funkcia a A
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Definicia 1.4.2. Nech je L Lagrangeova funkcia. Potom Z spl;ia Kuhn-Tuckerove
podmienky, prdve vtedy,ked existuje také X\, Ze plati nasledovné:

oL o)

8 >0, % < (1.12)
oL 5 __ OL \ __

>0, A>0 (1.14)

Pouzijeme oznacenie

aL
Oz

n=k+lI, xz(i), F(z) =
oL
[o)

Ak 2 spliia KT podmienky, potom existuje A také, 7e pre & = (27T, S\T)T plati
nasledovné:

£>0, F(2)>0, #TF(Z)=0

Suvis s nutnymi podmienkami optimality NP dava nasledujice tvrdenie.

Veta 1.4.1. Ak su splnené podmienky reqularity a T je rieSenim NP, potom & spl/ﬁa
KT podmienky.

Analogicky sivis medzi optimalizacnymi a komplementérnymi tilohami mézeme
najst v inych pripadoch. Konkrétne tiloha kvadratického programovania(Quadratic
Programming - QP) vedie k linedrnej tlohe o komplementarite.

Formulacia tlohy QP(®,9):

MIN.127Qz + r
Sz+ k<0
z22>0

Tvar KT podmienok

1
L(z,\) = §zTQz +rT £ AT (S2 4+ k)

Qz+r+STA>0 Sz+k<0 (1.15)
AQr42r +27STA=0 AT(Sz+k)=0 (1.16)
2> 0 A>0 (1.17)

11



Preznacenie premennych

[z _ Q ST _ r
= (3) 1= (5 0) ()
KT podmienky po preznaceni

x>0
Te+u>0
2" (Tx +u) =0

12

(1.18)
(1.19)
(1.20)



Kapitola 2

Pristupy k rieseniu nelinearnej
ulohy o komplementarite

Napriek tomu, ze rieSenie nelinearnej ilohy o komplementarite je pomerne novou
disciplinou, zohravaju pri jej rieseni dolezitu ulohu metédy vyvinuté pre rieSenie
starsich problémov,ako minimalizand tloha s volnymi premennymi, pripadne riesenie
systému nelinedrnych rovnic. Dovodom pre tento jav je, ze nelinedarna tiloha o kom-
plementarite sa da transformovat na ind, pre ktoré si zname efektivne metédy
riesenia.

Podstatnou otdzkou sa stdva - ako previest komplementarnu tlohu tak, aby sme
mohli vyuZit nejaky zndmy efektivny algoritmus. V tejto kapitole si ukdzeme zopér
prikladov.

2.1 Projekéné metody

V tomto pripade je cielovou tlohou hladanie pevného bodu zobrazenia. Pre
NCP(F') zvolme funkciu

fi(w, F) = (x = pF ()4

kde 4 je kladnd konstanta a funkcia (z); = max (z,0).

Veta 2.1.1. Bod # je riesenim NCP(F ) prdve vtedy, ked plati
;= (2 — puki(2)), Vi (2.1)
Dokaz:"=" Nech & je riesenie NCP(F'), potom
e ak; > 0= Fi(2)=0= (T; — pF;(2))y = (T))y = T4
o aki; = 0= (& — pFi(#))s = (~pFi(2))s = 0 = &,

13



=" Nech & spliia (2.1), z toho mdme &; > 0 a dalej Fy(&) > 0 Vi. Naviac
e aki>0=0< (& —puFi(2); =2, — pFi(z)=2,= F(z) =0

Predpokladdme F(x) silne monoténne a Lipschitzovské. V tom pripade si splnené
predpoklady Banachovej vety o pevnom bode pre dostatotne malé p a tym padom
algoritmus
2 = (2 — pFi(ah)).

7

zarucuje globalnu konvergenciu.

Iné zobrazenie vyuziva takzvand extragradientnd metéda

5 = (b — pF((e* — pF(b)1))s

ktora pozaduje slabsi predpoklad monoténnosti namiesto silnej monoténnosti.

Hlavnou nevyhodou metédy je nanajvys linearna konvergencia, kvoli comu je
vyuzivany skor v pripade nehladkych NCP, kedze nevyuziva pri vypocte derivacie.

2.2 Transformacia pomocou NCP-funkcie

MozZnostou riesena NCP je transformdcia na systém nelinedrnych rovnic (SNR),
konkrétne vyuzitim takzvanych NCP-funkecii.

Definicia 2.2.1. Funkciu ¢ : R? — R nazgvame NCP-funkcia prdve vtedy, ked
c(a,b)=0<a>0,b>0,a.b=0

Prirodzenou snahou je dosiahnut hladkid NCP-funkciu. Jedna takd pochadza od
Mangasariana z roku 1976

c(a,b) = (a — b)* — |a|.a — |b|.b

Inym prikladom NCP-funkcie je
cla,b)=a—(a—b)s

Vyuzitiu tejto funkcie v rémei konkrétnej metédy sa venujeme v dalsej kapitole.
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Ako dalsi objekt definujeme e-oprator pre konkrétnu NCP nasledovne. FE(z) je
e-operator pre NCP(F') préve vtedy, ked

283
E(:L\) _ C\ T2, 2 T
c(xn, F(x))

kde c(a, b) je NCP-funkcia. Z tohoto nésledne vyplyva, ze ak E(r) je e-operdtor
pre NCP(F') potom z je riesenim NCP prave vtedy, ked riesi systém nelinedrnych
rovnic

BE(i) =0 (2.2)

2.3 Funkcia kvality

Inym pripadom je transformacia na minimalizacny problém s pomocou funkcie
kvality. Funkcia kvality (angl. merit function), ako napoveda nazov, ma za tlohu
ohodnotit blyzkost zvoleného bodu k riegeniu problému.

Definicia 2.3.1. Funkcia M : R — R, je funkcia kvality pre NCP, ked spliia
M(z) =0 < & je riesnie NCP

Veta 2.3.1. Bod & je iesenie NCP prdve vtedy, ked riesi wlohu

MIN, M (x)
r e R

s funkénou hodnotou v optimélnom rieSeni & rovnou M (z) = 0.

Jednoduchou moznostou je pouzit pri tvorbe funkcie kvality e-operator. Dostaneme
funkciu

1
M(z) = £ B(2)" E()
ktord sa nazyva prirodzena funkcia kvality.
V ¢ldnku [5] st spomenuté niektoré funkcie kvality aj s predpokladmi globalnej

konvergencie algoritmu. V tom istom clanku je vysvetlené vyuzitie funkeii kvality
v ramci inych metdd, k comu sa este dostaneme v dalsej kapitole.
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2.4 Newtonova metoda

Zakladnym predpokladom fungovania Newtonovej metédy pre rieSenie siustavy
nelinedrnych rovnic E(z) = 0 je, aby E(z) bolo hladké zobrazenie. Na to je
postacuje, aby zobrazenie F rieSenej NPC bolo hladké a aby NPC-funkcia pouzité
pri transformécif bola tiez hladkd. Namiesto diferencovatelnej NCP-funkcie je viak
mozné pouzit hladki aproximéciu, ako ukdzeme v nasledujicej kapitole.

Samotny algoritmus zaéina v pociatoénom bode 2°, pricom sa postupnym zlepSovanim
prepractiva ¢o najblzzsie k rieseniu. Postup je dany lokdlnou aproximéciov zo-
brazenia E(z) prvym rdadom Taylorovho rozvoja

E(2*Y) = BE(2*) + VE(z")T (2" — 2%) =0

odtial mame iteraény predpis

" = ok 4 gt (2.3)

pricom d* je riesenim ststavy linedrnych rovnic pre vektor d

VE(*)d = —E(2%) (2.4)

Aj ked je algoritmus (2.3) funkény a konverguje v okolf riesenia, pokial je stistava
(2.4) riesitelnd, nie je vo vSeobecnosti zarucend cesta k rieSeniu.
Na zabezpecenie konvergencie sa vyuzivaji viaceré techniky. Jednou z nich sa
budeme zaoberat v dalsej kapitole.

V nasledujtcej kapitole popiseme algoritmus vyuzivajici Newtonuvu metédu pri
rieseni tilohy NCP(F).

16



Kapitola 3

Chenova metoda

Postup opisany v tejto kapitole sa zakladd na transformécii tlohy NCP(F) na
systém nelinearnych rovnic a jeho rieSenim pomocou Newtonovej metédy.

Uz vieme, ze NCP(F) sa d4 transformovat na systém nelinedrnych rovnic po-
mocou NCP-funkcii. Pouzitie Newtonovej metédy na riesenie tohoto systému je v
zésade mozné ak si funkcia F a aj NCP-funkcia diferencovatelné. Na druhej strane
mozeme namiesto nehladkej NPC-funkcie pouzit pri transformdcii jej diferencov-
atelni aproximéciu, ¢o je popisané v praci [1] pre NCP-funkciu

cla,b) =a—(a—10b)4 (3.1)

A to nés privddza k potrebe najst hladkt aproximéciu pre funkciu (z),.

3.1 Aproximiacia funkcie (2)4

V prvom rade vidime, ze pre funkciu (z), plati

= [ oty 32)

—0o0

kde funkcia o(y) nazyvame schodkovitou funkciu danou ako

1 akaz >0
U(y)z{ 0 akz<0 (3.3)

Schodkovitd funkcia o sa d4 rovnako ako (z). odvodit z

/ 5z (3.4)

z coho mame, ze funkcia (z) nie je ni¢ iné ako dva krat zintegrovand 6(z), co je
Diracova delta funkcia.

@ = [ o= [ { | 5<x>dw} dy (3.5)

17



Funkcia 6(x) ma nasledovné vlastnosti

e 0(x)>0

o [ d(x)dr =1

e §(x) > 0 je limita pravdepodobnostnych funkcii hustot

Nésledne formulujeme postup pri hladani aproximécie funkcie (2)..

1. Zvolime si nejaki funkciu hustoty d(x) takd, ze

d(z) >0 [T d(z)de =1 (3.6)

2. Zavedieme parametrizaciu
x

. 1

t(x, ) = =d(=

(z, B) 3 ( 3

vdaka ¢omu bude #(z, 3) hustotou pre 3 > 0, pricom
lim (., 5) = d(a)

) (3.7)

3. Nakoniec dvojnasobnou integréaciov ¢(x, 3) dostaneme aproximaciu funkcie ()

Ormitam = [ { | f(x,mdas} ay

Tym padom je otédzka nadjdenia aproximacie vyrieSena. Zostava overit do akej

miery sa bude funkcia p(z, 3) blyzit k (2),. Na to madme nasledujtice tvrdenia

Veta 3.1.1. Nech funkcia hustoty d(z) spliia (3.6), pricom je po castiach spojitd a

plati

/OO lz|.d(z)dz < oo

—00

a nech t(x, 3) je dand (3.7). Potom pre p(z,3) dané

s = [ [ temachay

plati nasledovné

1. p(z, ) je spojitd. Navyse ak je d(x) k-krdt spojito diferencovatelnd, p(z, ) je

k+2-krdt spojito diferencovatelnd.

2. Plati nerovnost
—DyB < p(2,08) — (2)+ < D1

kde 0
D, = /_OO 2] d(x)da
D, = max { /_ Z v.d(x)dz, o} (3.10)
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5. p(0,3) = D13
4. p(2, B) je neklesajiica a konvernd podia z

5.0 < 20 <

Této veta aj s dokazom je uvedend v praci [1].

V dalsom budeme uvazovat uz len nasledovné

—x

e

W=

Podla (3.7) ziskame

-

e
B(l+e5)

Odtial mame aproximdaciu (z); p(z, 3)

t(z,5) =

(3.11)

(3.12)

@+~m4m:/1{fiwamm}@:/;{[L&fgggm}@:

z 1 -
:/ rdy=z+FIn(l+e 7)
—o1l+e s

Preznacime parameter vyhladenia 3 = é

In(1 + e=%)

() ~plz0) = 2+

Pripomenieme, Ze apromacia p(z, «) je lepsia ak je parameter o vacsi.
Pre apromaciu (3.13) s v praci [1] ukdzané nasledujice vlastnosti

1. p(z, @) je ostro rastiica a ostro konvexna vzhladom na z
2.0< —ap(;z’ﬁ) <1

3. p(z,a) >

3.2 Transformacia NCP pomocou p(z, a)

(3.13)

V druhej kapitole sme sa zaoberali transformaciov NCP na systém nelinearnych

rovnic (2.2) pomocou NCP-funkcii. Teraz namiesto NCP-funkcie
cla,b)=a—(a—b)s

pouzijeme hladku aproximaciu vyuzivajucu (3.13) pre z =a — b

In(1 + ¢~ In(1 + ¢~
L In ) _p, In(14 et
« [0

c(a,b) = co(a,b) =a— (a—0b)
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Z toho dostaneme systém nelinearnych rovnic

ln(l+e""(11 *Fl(z)))

ca(21, F1(2)) Fi(z) + e B )
CalT2, Fo(x F n(lye-olr2—Fa

Eo(r) = ( 7 SRR I . =0,  (3.14)
Ca<xna Fn(l’)) F (LE) + ln(l-&.-e—a(fn—Fn(ﬂf)))

«

Tento systém budeme riesit Newtonovou metédou. Kedze ide o numerické riesenie
budeme odhadovat jeho presnost pomocou funkcie kvality - konkrétne si zvolime
prirodzenu funkciu kvality

M(z) = %Ea(x)TEa(x) (3.15)

Pretoze riesenie systému E, () = 0 je zaroven bodom globalneho minima funkcie
kvality budeme sledovat lokélnu linearizaciu - gradient funkcie kvality VM (z). Ak
je norma gradientu ||V M ()| dost mald, bod x je blyzko staciondrneho bodu M (z)
a teda aj blyzko riesenia E,(z) = 0.

V predchadzajicej kapitole sme spomenuli techniky pre zabezpecenie globdlnej
konvergencie Newtonovej metédy. Jednou z nich je nasledujica schéma. Pri uré¢ovani
kroku d;, budeme pozadovat ur¢ité zlepsenie v hodnote funkcie kvality

M () — M(xp1)
Konkrétne volbou Tri1 = Tk + Ag.dg, kde d je rieSenie
VE(@")'d = —E(2")
a A\ je prvé z postupnosti 1,8,02,... ktoré splita

M(ax) — M(zg11) > o |d VM ()]

3.3 Algoritmus Chenovej metody

Majme tlohu NCP(F'), pricom pozndme jakobiho maticu zobrazenia F'(z)

OFi(z) OFy(z) . OFu(z)
ox ox ox
ol (z) OFs(z) . Bana:)
VF@)=| o = T om (3.16)
Oxn Oxn Oxn
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Nech E,(z) a M,(z) st definované podla (3.14) a (3.15) potom ich jakobiho
matice VE,(z) a VM, (x) si nasledovné

e—aT1 +aF1(z)

e—aT2 +aFs(x)

VE,(x) = VF(x) + diag : (I = VF(x)) (3.17)

e—azn—&—chn (z)

Jkde diag(v) je matica s vektorom v na diagonéle, ostatné prvky ma nulové a I
je matica s jednotkami na diagonéle, ostatné prvky ma nulové.

VMz = (VE4(2))' E,(z) (3.18)

Iteracny algoritmus

Zvolime hodnotu « > 0 - parametra vyhladenia, € > 0 - pozadovana gradientna
presnost, 0 <d<lal<o< % - parametre volby dlzky kroku

Méame dané x(, polozme k =0

1. Overenie gradientnej presnosti
ak [|[VM(xy)|| < e stop, xy je riesenie

inak
2. Volba smeru dj. dj je rieSenie
VE(@"Tdy = —E(2") (3.19)
3. Volba deky kroku Ay

e = max(1,4,67,...)

také, ze
M (zy) — M (zy, + Aedy) > o\ |di VM ()]
4. Novy bod
Tl = Tk + Ag.dg
kE=k+1
pokracuj 1.
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Kapitola 4

Metoda Facchinei

Cléanok F. Facchineiho a J. Soaresa [5] ndm pontika nasledujiici postup pri riesenf
NCP(F). Najskor si zadefinujme pojem nedegenerovaného riesenia NCP(F).

Definicia 4.0.1. Bod & je nedegenerovanym riesenim tlohy NCP(F) prave vtedy,
ked & je riesenim NCP(F') a naviac plati

Fi(z)=0&12;>0 (4.1)

4.1 Motivacia pre metodu Fachinei

Vezmime si nasledujicu situdciu. Riesime tlohu NCP(F'), ktord ma aspon jedno
nedegenerované rieSenie . Potom existuju indexové mnoziny A a IV, kde

A = {ilz; = 0}, N = {i[z; > 0}

Ak by sme tieto indexové mnoziny poznali, na vyriesenie NCP(F') by nam stacilo
najst riesenie systému nelinedrnych rovnic

Fi(z) =0, Vie N
kde

(4.2)

__J oz akieN
P71 0 akieA

V pripade, ze je funkcia F'(x) diferencovatelnd a pozndme jej Jakobiho maticu,
mozme spominany systém riesit nasledovne

Nech
TN = (37N17xN27 )T

T = ('INyoA)
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Fn1(Z)
Fy(z)= | Fn2(2)

OFN1(2)  OFN2(Z)
633]\/ aﬁN
8FN16£) 3FN265)

[ 2N OxNa

VEyn(T) = (4.3)

kde x; st prvky vektora x, pricom plati Ni, Nj € N a ak ¢ < j potom Nt < Nj.

0

Zvolime si Starovaci bod % respektive z° a za predpokladu, ze VEny(Z) je

reguldrna volime iteracie
k1 k k
N =an +dy
kde d¥; je riesenie linedrneho systému

VENN () dy = —Fn(2%)

¢o je vlastne Newtonova metdda pre riesenie systému nelinearnych rovnic.

4.2 Fachineiho algoritmus

V predchadzajicom sme predpokladali existenciu nedegenerovaného riesenia a zna-
lost indexovych mnozin A a N pre toto riesenie, ¢o vo vieobecnosti nie je splnené. 7
toho dovodu pristupuje Facchinei k odhadovaniu mnozin A a N v kazdom iteracnom
kroku. Konkrétne volime
AP = {ila} < eFi(a")}, N* = {ila} > eF(«")}

z ¢oho vyplyva nasledujica stratégia. Zvolme Startovaci bod z°. Dalsie body

urcujeme iteréne
R kg gk
kde
dik = —l’ik
kym dlka je rieSenim nasledujiceho systému linearnych rovnic

(VENkNK (ifk))Td’ka = —Fyi(z") + (VFAka(xk))T$§xk

K algoritmu potrbujeme overenie ¢ sme uz dost blyzko riegeniu tilohy. V predchadzajicom
sme spominali NCP-funkcie. Jednou z nich je aj
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o(a,b) = va®+ b2 — (a+b)

Ako uz bolo spomenuté pomocou NCP-funkcie a rovnicového operatora FE(x)
moézme vytvorit funkciu kvality

M(r) = 5B B(x)

pre ktoru plati, ze ma minimum s funkénou hodnotou v bode minima
M(z)=0

, prave vtedy, ked je @ riesenfim NCP(F).

Preto ako mieru blyzkosti k rieSeniu volime hodnotu spomynanej funkcie kvality
dostatocne blyzku 0.

Itera¢ny algoritmus

Zvolime pozadovani presnost riesenia ¢, 0 < § < 1a 0 < o < 1/2 - parametre

volby diZky kroku, € - parameter pri uréovani indexovych mnozin A* a N*
Miame dané z°, polozme k=0

1. Overenie presnosti
Ak M (z%) < € stop, z¥ je riesenie
inak

2. Volba indexovych mnozin

AP = {ilaf < eFy(ah)}

N* = {ila > eFy(2")}
3. Volba smeru
dik = —l’ik
d’j\,k je rieSenie linedrneho systému
(VEnk Nk (a:k))TdI]ch = —Fy ($k) + (VF e nw (:Uk))Tka
4. Volba diiky kroku Mg

A = max(1,6,6%,...)

také, ze
M (2g) — M (2g + Medi) > oA |df VM (z)]
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5. Novy bod
Tpp1 = T + Ap.dy,

E=k+1
pokracuj 1.
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Kapitola 5

Numericky experiment

V tejto kapitole sa venujeme relizacii pouzitia Chenovej metody a Facchineiho
metody v pripade konkrétneho zobrazenia. Zaujimala néds predovsetkym rychlost
konvergencie - pocet iteracii algoritmu v zavislosti od rozmeru tulohy.

5.1 Vytvaranie tloh

Funkciu £’ sme zvolili nasledovne
Fi(z) = 2" Gyr + hl x +
kde )
G = E{ATA + D}

A-matica ndhodnych ¢isiel normélneho rozdelenia N (0, 1), D - diagonédlna matica s
prvkami z rovnomerného rozdelenia na (1,2).
vektor h; méd ako zlozky ndhodné ¢isla z rovnomerného rozdelenia na (0, 1).
Prvky k; dopocitame podla zvoleného riesenia & nasledovne
Ak 2=0 potom v = 1-—327Giz—hlz
Ak >0 potom -~ = —%iTGii — hlz
Riesenie sme volili ako vektor &, ktorého prvky su z alternativneho rozdelenia -
s 20% pravdepodobnostou 0 a 80% pravdepodobnostou 1. Starcovaci bod z, bol
urceny nahodne vo vzdialenosti 6 od vygenerovaného riesenia.
T4y

1‘0:9./\—
17+ yli

kde y je vektor n ndhodnych éisiel z normélneho rozdelenia N(0,1).
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5.2 Vysledky pre Chenovu metédu

Pomoucou algoritmu sme riesili série po 100 tloh s konstantnymi parametrami.
Vysledky v tabulkdch zodpovedaju aritmetickému priemeru danej série uloh.

Zvolili sme nasledovné parametre pre Chenovu metédu
e=10"% a=10 0=0,5 §=0,6 0=0,4

Najskor nds zaujimal pocet iterdcii podla rozmeru tlohy.

rozmer ulohy - n | priemerny pocet iteracii
5 4,9
10 5,25
20 6,5
30 8,25

Predchadzajuca statistika sa zakladd na 100 uspesne vyrieSenych ulohéch. Ide
o to, ze pri vyssich rozmeroch algoritmus zlyhaval, napriklad z dovodu zle pod-
mienenej sistavy (3.19). Preto uvedieme kolko tloh s danym rozmerom nebolo
zapocitanych do Statistiky z dovodu zlyhania.

rozmer 1lohy - n | priemerny pocet iteracii | pocet zlyhani
5 4,9 3
10 5,25 3
15 5,25 13
20 6,5 20
30 8,25 52

Newtonova metéda konverguje v okolf riesenia. Budeme skiimat mnozstvo nevypoéitanych

uloh v zavislosti od rozmeru a pociatoénej vzdialenosti od riesenia.

rozmer tlohy - n | pocet zlyhani § = 0,4 | pocet zlyhani 6 = 0,3
5 0 0
10 0 0
15 1 0
20 3 1
30 24 0
50 88 13
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Nakoniec sme testovali tlohy vacsiecho rozmeru so startom v blyzkosti rieSenia
0 = 0,1. Okrem priemerného poctu iteracii a poctu nevypocitanych tloh sme sle-
dovali vzdialenost vypoéitaného rieSenia od uréeného rieSenia. Okrem priemerne;
vzdialenosti sme hladali najhorsi pripad, teda ten kde je tato vzdialenost najvécsia.

Zvolili sme nasledovné parametre

e=10"% a=10 6=0,1 6§=0,6 oc=0,4

rozmer 1l. - n | priem. pocet iter. | pocet zlyh. | primernd odch. | max. odch.
50 3,01 0 2,4% 1071 1,8 1073
70 3,07 0 2,4%1073 0,2138
100 3,15 0 4,3%1073 0,3647
150 3,31 1 1,1%1073 2,2% 1072
200 3,64 1 1,8+ 1073 5,3 %1072

Zistili sme, Ze vzdialenost @ = 0, 1 bola v tomto pripade bezpecnd a nevypocitané
tilohy neboli ziadne, respektive ich pocet bol zanedbatelny aj pri vaéséh rozmeroch
rieSenych tloh.

V priemere konvergoval algoritmus k zvolenému rieseniu, nasli sa vSak pripady kedy
bola vzdialenost znacne velkd. Treba vSak pripomentf, ze rieSend dloha mohla maf
viac ako jedno rieSenie, tym padom algoritmus skonvergoval k inému rieseniu.

5.3 Vysledky pre Facchineiho metédu

Pomoucou algoritmu sme riesili série po 100 tloh s konstantnymi parametrami.
Vysledky v tabulkach zodpovedaju aritmetickému priemeru danej série uloh.

Zvolili sme nasledovné parametre pre Facchineiho metédu

e=10"*" e=10"2% 60=0,5 §=0,6 0=0,4

Najskor nds zaujimal pocet iterdcii podla rozmeru tlohy a pocet zlyhani.

rozmer ulohy - n | priemerny pocet iteracii | pocet zlyhani
5 13,2 12
10 20,3 24
20 78,6 48
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V porovnani s Chenovou metédou sme teda dosiahli o dost horsie vysledky.

5.4 Degenerované tlohy

V predchadzajucich experimentoch sme volili ilohy tak, Ze vzdy existovalo nede-
generované riesenie. Preto sme urobili zmenu pri tvorbe riesenej NCP(F') tlohy a

to nasledovne
Ak =0 potom -~ = —% TG — hl'z
Ak >0 potom -~ = —%ATG@ — hlz
z ¢oho vyplyva, ze takto vytvorené dlohy budi maf degenerované riesenia, pokial

bude optimdlne riesenie nadobtidat v nejakej zlozke nulovii hodnotu.
Zvolili sme nasledujice parametre

rozmer ulohy n=10
Pre Chenovu metdédu

e=10"% a=10 #=1 6§=0,6 0=0,4

Pre Facchineiho metédu

e=10"% e=10"% 6=0,5 §=0,6 0=0,4

Za degenerované riesenie sme povazovali také, kde #; aj F;(z) nadobida hodnotu
mensiu ako 1074

ulohy Chenova medda | Facchineiho metdoda
vypocitane 68 86
degenerované 0 82

Chenova metéda teda riesila aj takto vytvorené tlohy, ale nikdy sa nedopracovala
k degenerovanému rieSeniu. Na druhej strane Fachineiho metoda sa takmer vzdy
dopracovala k rieseniu, ktoré bolo aj degenerované.
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Zaver

V teoretickej ¢asti prace sme uviedli klasifikaciu tiloh o komplementarite a zdkladné
tvrdenia ohladne existencie a jednoznacnosti rieSenia nelinedrnej tlohy o komple-
mentarite. Popisali sme postup transformécie tejto tlohy na problém hladania
pevného bodu, minimalizaéni tlohu a rieSenie systému nelinedrnych rovnic. Dalej
bola predstavend Chenova metéda s algoritmom pre riesenie diferencovatelnych

NCP(F).

Algoritmus Chenovej metédy sme naprogramovali v programe MATLAB. Na
zvolenom zobrazeni sme demonstrovali konvergenciu v zavislosti od rozmeru tlohy.
Ukazalo sa, ze metdda v nasom pripade zlyhavala a to v zavislosti od rozmeru tlohy
ako aj vzdialenosti startovacieho bodu od riesenia.

Pri vacsichich rozmeroch sme sledovali konvergenciu k zvolenému rieseniu. Ojedinelé
pripady, kedy algoritmus skonveroval k vzdialenému bodu odévodinujeme existen-
ciov viacerych rieSeni.

Rovnako sme naprogramovali aj Facchineiho metédu, ktord vsak nepreukazala
podobnii tispesnost pri rieSeni ako Chenova metéda. Na druhej strane sme preukézali,
7e tdto metdéda je schopnd odhalovat degenerované riesenia, ¢o sa pri Chenovej
metode nepodarilo.
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Kapitola 6

Priloha

chen.m

function hod=chen)()

n=>5; alfa=10; for i=1:n
G(:,:,1)=matG(n);
h(:,i)=vekh(n);

end xr=xries(n);

Fx=F(xrn,G,h,xr);
operator=E(xr,n,G,h,xr,alfa);
df=dF(xr,n,G,h,xr);
de=dE(xr,n,G,hxr alfa);
dM(xr,n,G,hxr,alfa);

y=randn(n,1);
xit=xr+0.1%*(xr-y) /(norm(xr-y));
k=0;
z]=0;
ries=0;
for i=1:50
k=k+1;
vlic=abs(eig(dE(xit,n,G h,xr,alfa)));
if (min(vle)/max(vle));0.000001
disp(’zlyhanie’)
zl=1;
break
else
dit=dE(xit,n,G,h xr,alfa)E(xit,n,G,h,xr,alfa);
if ditjinf
for i=1:30
lam=0.6(i-1);
xnit=xit+lam*dit;
if M(xit,n,G,h,xr,alfa)-M(xnit,n,G,h,xr,alfa);0.4*lam*abs(dit"*dM(xit,n,G,h,xr,alfa))
break
end
end
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else

disp(’neznama chyba’)

zl=1;

break

end

Xit=xnit;

if rem(i,10)==0
eps=norm(dM(xit,n,G,h,xr,alfa))
end

end .
if norm(dM(xit,n,G h,xr,alfa));10(-8)
disp(’riesenie’)

ries=1;

break

end

end

if norm(dM(xit,n,G,h,xr,alfa))g:10(—8)
disp(’zacyklenie’)
zl=1;
end eps=norm(dM(xit,n,G,h,xr,alfa));

Fx=F(xit,n,G h,xr);
for i=1:n kompl(i)=xit(i)*Fx(i);
end

chybal=norm(xit-xr);
chyba2=max(abs(xit.*F (xit,n,G,h,xr)));
chyba3=min(xit);
chybad=min(F(xit,n,G,h,xr));
hod=[k;chybal;chyba2;chyba3;chybad;zl;ries];
F.m

function hod=F(x,n,G,h,xr)

for i=1n
if xr(i)==0
k(i)=1-(0.5%xr"*G(:,:,i) *xr)-h(:,1) *xr;
else
k(i)=-(0.5*xr"*G(:,:,i)*xr)-h(:,i) *xr;
end

F(ii):k(i)+(0.5*x’*G(:,:,i)*X)Jrh(:,i)’*x;

hod=F;
E.m
function hod=E(x,n,G,h,xr,alfa)

f=F(x,n,G,h,xr); for i=1:n
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2=x(i)-£(0);
hod(i)=x(i)-p(z,alfa);
end
hod=hod’;
M.m
function hod=M(x,n,G,h,xr,alfa)
hod=0.5*E(x,n,G,h,xr,alfa)*E(x,n,G h,xr,alfa);

matG.m

function hod=matG(n)

A=randn(n); D=diag(rand(n,1))+eye(n); hod=(n"2)*(A*A+D);
vekh.m

function hod=vekh(n)
hod=rand(n,1);

dF.m

function hod=dF (x,n,G,h,xr)
for i=1mn

hod(:,1)=G(:,:,1)*x+h(:,1);
end

hod=hod’;

dE.m

function hod=dE(x,n,G,h,xr,alfa)
f=F(x,n,G,h,xr); df=dF(x,n,G,hxr);

for i=1:n
ex=exp(-alfa*x(i)+alfa*f(i));
if exjinf
ee(i)=ex/(1+ex);
else
ee(i)=1;
end
end die=diag(ee);
hod=df+die*(eye(n)-df);
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dM.m

function hod=dM(x,n,G h,xr,alfa)
hod=dE(x,n,G,h,xr,alfa) *E(x,n,G,h,xr,alfa);
p.m

function hod=p(z,alfa)
hod=z+log(1+exp(-alfa*z))/alfa;

facch.m
function hod=chen)()

n=10
for i=1:n
G(:,:,1)=matG(n);
h(:,i)=vekh(n);
end

xr=xries(n);

Fx=F(xr,n,G,h,xr);
df=dF(xr,n,G h,xr);

y=randn(n,1);
xit=xr+1*(xr-y)/(norm(xr-y));
k=0;

zl1=0;
ries=0;
ep=0.01;

for i=1:1000
k=k+1;
m=0;
xA=0;
FN=0;
dFNN=0;
dFAN=0;
for i=1:n
if xit(i)jep*F (xit,n,G,h,xr)
m=m-+1;
A(m)=i;
else
N(i-m)=i;
end
end

if m;0
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for i=1:m
d(A(1))=-xit(A(i));

end

for i=1:m
xA(i,1)=-xit(A(i));

end
end

fF=F(xit,n,G hxr);
if n-m;0
for i=1:n-m
FN(i,1)=fF(N(1));
end

fdF=dF (xit,n,G,h,xr);
for i=1:n-m
for j=1:n-m
dFNN(,j)=fdF(N(i),N(j));
end
end
end

if m;0 & n-m;0
for i=1:n-m
for j=1:m
dPAN(ij) ~fdF(N(i), A(}));
end
end
end

if n-m;0 vlc=abs(eig(dFNN)); if (min(vlc)/max(vlc));0.000001
disp(’zlyhanie podm’)
zl=1;
break
else
if my0
dN=dFNN (-FN+dFAN*xA);

else

dN=dFNNFN;
end

for i=1:n-m
d(N(i))=dN(i);
end

for i=1:10

lam=0.6(i-1);
xnit=xit+lam*d’;
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if

M(xit,n,G,h,xr)-M(xnit,n,G,h,xr);0.4*lam™*abs(d"*M(xit,n,G,h,xr))
break
end

end
xit=xnit;

end
end A
if M(xit,n,G,h,xr)j10(-6)
disp(’riesenie’)
ries=1;
break
end
end

if M(xit,n,G,h,xr);=10(-6)
disp(’zacyklenie’)
zl=1;
end

Fx=F(xit,n,G,h,xr); for i=1:n kompl(i)=xit(i)*Fx(i);
end

chybal=norm(xit-xr);
chyba2=max(abs(xit.*F (xit,n,G,h,xr)));
chyba3=min(xit);
chybad=min(F(xit,n,G,h,xr));
hod=[k;chybal;chyba2;chyba3;chybad;zl;ries];
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