FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

KATEDRA APLIKOVANEJ MATEMATIKY A STATISTIKY

Ocenovanie finanénych derivatov pomocou Lévyho
procesov

DIPLOMOVA PRACA

BRATISLAVA 2008 Halina Filova



Ocenovanie finanénych derivatov pomocou Lévyho
procesov

DIPLOMOVA PRACA

Halina Filova

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Ekonomicka a finan¢cna matematika

Veduci diplomovej prace
Mgr. Igor Melichercik, PhD.

Bratislava 2008



Cestné prehlasenie:

Cestne prehlasujem, Ze tato diplomovd pracu som vypracovala samostatne, len
s pomocou nadobudnutych teoretickych vedomosti, konzultacii a literatdry uvedenej v
zozname.

V Bratislave, april 2008 e
Halina Filova



Pod’akovanie:
Dakujem vedicemu Mgr. Igorovi Melicheréikovi, PhD. za cenné rady, pripomienky, névrhy
a odborné vedenie pri vypracovavani diplomovej prace.



Abstrakt

V suc€astnosti sa na ocefiovanie finanénych derivatov pouziva hlavne Black - Scholesov
model. AvSak pri porovnavani realnych cien s vypocitanymi sa na$lo niekolko zasadnych
rozdielov, ¢o viedlo k snahe néjst model, ktory by sa vyhol nedostatkom klasického
pristupu. Tato praca sa zaobera jednym z takychto modelov. Poukazuje na chyby Black —
Scholesovho modelu a uvadza model, ktory by mohol tieto slabiny eliminovat. Okrem
vysvetlenia daného pristupu a vyjadrenia explicitného vzorca pre ocefiovanie eurépskeho
typu opcii, sU uvedené aj priklady pre porovnanie obidvoch pristupov.

Kracové slova: Black — Scholesov model, Laplaceova transformacia, Lévyho procesy,

Volatility smile



Obsah

Uvod

1 Finanéné derivaty
1.1 Opcie
2 Ocenovanie vanilla opcii pomocou Black — Scholesovho modelu
2.1 Nedokonalosti Black — Scholesovho modelu
2.1.1 Porovnanie rozdelenia realnych finanénych dat a normalneho rozdelenie
2.1.1.1 Stredna hodnota, Standardna odchylka, Sikmost a Spicatost
2.1.1.2 Odhad hustoty
2.1.1.3 Statisticky test
2.1.2 Stochasticka volatilita
2.1.3 Nekonzistentnost vypocitanych cien s redlnymi cenami opcii
3 Lévyho procesy
3.1 Priklady Lévyho procesov
3.1.1 Poissonov proces
3.1.2 Zlozeny Poissonov proces
3.2 Ocerovanie vanilla opcii pomocou Lévyho procesov
3.2.1 Predpoklady
3.2.2 Charakterizacia Lévyho procesov
3.2.2.1 Exponent Laplaceovej transformacie
3.2.2.2 Charakteristicka funkcia
3.2.3 Cena opcie
3.2.3.1 VSeobecny vzorec
3.2.3.2 Vzorec pre vypocet ceny vanilla opcie pre zlozeny Poissonov proces
4 Porovnanie ocenovania finanénych derivatov pomocou Black -
Scholesovho modelu a Lévyho procesov
4.1 Porovnanie cien opcii
4.2 Porovnanie implikovanych volatilit
Zaver
Zoznam pouzitej literatury
Prilohy

11
12
13
13
13
14
15
16
18
22
22
23
23
23
24
25
25
26
26
27

30
31
34
38
39
40



Uvod

Finanéné derivaty vznikli z dévodu jednostranného zabezpeclenia investicii vodi
riziku. V réznych formach boli takéto zabezpecenia pouzivané uz od cias antického
Grécka, ale ich situacia nebola vzdy jednoducha. Napriklad v 16. storo¢i v Holandsku
spOsobili opcie pad trhu s tulipanmi a tym padom aj ekonomickl krizu. O sto rokov neskér
po podobnej situacii vo Velkej Britanii, boli dokonca zakazané. Uznania sa dockali az
vroku 1934, ked boli v USA legalizované. Prva opéna burza vznikla vroku 1973 v
Chicagu. Do vzniku tejto burzy boli opcie minimélne pouzivané aro€ny objem sa
pohyboval okolo 300 000 kusov. Po vzniku burzy, v roku 1979, sa toto Cislo vySplhalo az
na 35,4 miliéna a do roku 2000 sa skoro zvojnasobilo na 60 milibnov.

Rok 1973 bol pre opcie velmi vyznamny aj z dévodu publikovania prace Fishera
Blacka a Myrona Scholesa obsahujucej vzorec pre ocenovanie eurdpskeho typu opcii,
neskér znameho ako Black — Scholesov vzorec. Tento vzorec sa do velkej miery pouziva
doteraz. Pri analyzach podmienok, nutnych k platnosti pouZitého vzorca, sa vSak prislo na
niekolko nezrovnalosti. To viedlo, adoteraz vedie, k snahe n§jst model, ktorého
podmienky budl skor reflektovat realitu a vysledky budd minimalne tak dobré ako
s pouzitim Black — Scholesovho modelu.

Cielom tejto prace je poukazat na nedostatky klasického modelu pri snahe popisat
realne data, ohodnotit cenu opcie, uviest novy model ocefiovania finanénych derivatov
a na konkrétnych datach ukazat lepsi odhad cien opcii.

Tato praca je rozdelenda do Styroch kapitol. Prva kapitola obsahuje Gvod do
problematiky, objasnenie pojmov, skryvajicich sa pod finanénymi derivatmi, a hlavne
pojmu opcie. V druhej kapitole je uvedeny vzorec pre vypocet ceny vanilla opcie pomocou
Black — Scholesovho modelu a zaroven obsahuje aj podrobnejSiu analyzu nedokonalosti
tohto modelu. Tretia kapitola zavadza pojem Lévyho procesov, osvetluje ich pouZitie pri
snahe zachytit' vyvoj reélnych finanénych dat a zaroveh odvodzuje explicitny vzorec pre
vypocet ceny opcie pri pouziti $pecialneho Lévyho procesu — Zlozeného Poissonovského
procesu. V poslednej kapitole je uvedena analyza porovnania problémovych ukazovatelov
pomocou vyssie uvedenych dvoch pristupov na konkrétnych prikladoch.
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Kapitola 1’

Financné derivaty

Finanéné derivaty su finanéné nastroje odvodené od hodnoty primarnych aktiv.
Sluzia na zaistenie investiéného portfélia voci riziku, ktoré je spdsobené vykyvmi hodnét
aktiv. Tymito aktivami m6zu byt akcie, dlhopisy, komodity, menové kurzy, urokové miery,
burzové indexy, drahé kovy a podobne.

Pozname Styri zékladné typy finanénych derivatov.

1. Forwardy predstavuju terminovy kontrakt medzi vypisovatefom a investorom, ktory
je uzatvarany na aktivum alebo finanény néstroj za stanovend cenu. Predstavuju
zavazok kupit’ (alebo predat) dané aktivum pri dohodnutych podmienkach, pri¢om
Uplne zavisia od dohody oboch stran, lebo sa uzatvaraju mimo burzy.

2. Futurity su forwardy, s ktorymi sa obchoduje na 3$pecializovanych burzach. To
znamena, ze vSetky podmienky, okrem ceny, suU vopred stanovené. Burza
vystupuje ako sprostredkovatel obchodu. Obchod s futuritami je kontrolovany
Statnom.

3. Opc¢né derivaty predstavuju pravo, nie povinnost, kupit' alebo predat aktivum alebo
finanény nastroj v stanovenom termine za vopred dohodnutu cenu. Opcie su blizsie
rozobrané v dalSej Casti.

4. Swapy su dohody o ¢asovo obmedzenej vymene série platieb medzi dvoma alebo
viacerymi subjektmi, ktoré s obchodované mimo burzy.

Kombinaciou finanénych derivatov vznikaju syntetické finanéné nastroje.

! vagsinu materialu na tto kapitolu som &erpala z knihy MELICHERCIK I, OLSAKOVA L.,
URADNICEK V., Kapitoly z finanénej matematiky, Bratislava, Epos, 2005
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1.1 Opcie

Opcia je zakladny typ opéného derivatu. Predstavuje pravo kupit alebo predat’ urcité
podkladové aktivum za vopred stanovenu realizaénu cenu K, v den splatnosti (maturite) T.
Predavajuci dostane za vypisanie opcie op&nu prémiu, ktord vznikne ako sucet vnutornej
ceny a ¢asovej hodnoty opcie. Podla toho, ¢o je obsahom opcie, rozliSujeme 2 typy opcii.

1. Klpne opcie, ktoré predstavuju pravo kupit v stanovenom termine dané cenné
papiere za dohodnutl cenu od vypisovatela opcie.

2. Predajné opcie, ktoré predstavuju pravo predat’ v stanovenom termine dané cenné
papiere za dohodnutl cenu predavajucemu opcie.

Z&kladné opcie su opcie eurdpskeho typu (takzvané vanilla opcie), kde pravo predat
alebo kupit podkladové aktivum je mozné vyuzit len v defi splatnosti. V pripade, ak je
mozné uplatnit opciu kedykolvek do maturity hovorime o americkom type opcii.

VSetky opcie rovnakého typu, viazané na rovnaké aktivum, tvoria triedu opcii. M6zu
mat’ rozdielny defi splatnosti alebo realizaénu cenu. Opcie, ktoré patria do rovnakej triedy
opcii a su¢asne maju rovnaku realizaénl cenu a rovnakd maturitu tvoria opénu sériu.

Vzhladom na rozdiel medzi realizanou cenou opcie K a spotovou cenou
podkladového aktiva S sa opcia méze v €ase vyprSania dostat do troch pozicii:

e In The Money: S—K >0 pre kipnu opciu a K-S >0 pre predajni opciu. V tomto
pripade ma zmysel opciu uplatnit.

e At The Money: S— K =0 pre obidva typy opcii.

e Qut of The Money: S—K <0 pre kipnu opciu a K—-S<0 pre predajnu opciu. V
tomto pripade nema zmysel opciu uplatnit.

Dalsie typy opénych derivatov:

e Exotické opcie predstavuju vSetky neStandardné opcie. Delia sa na Styri zédkladné
skupiny:
1. modifikované opcie s meniacimi sa zmluvnymi znakmi
2. opcie zavislé od vyvoja podkladového aktiva
3. multivariantné opcie, ktoré su zavislé od viacerych podkladovych aktiv
4. zlozené opcie, ktoré predstavuji opcie na opcie
e Opcné listy su definované ako dlhodobé kupne opcie. Ich majitel ma pravo kupit

urcity finanény nastroj za stanovenu cenu. Opéné listy maju len jedného eminenta,



maturita méze byt niekolko rokov, maju len jednu realizacnu cenu a eminent moze
vypisat len obmedzeny pocet opénych listov.

Stropy, dna atzv. obojky predstavuju pravo kupujliceho na priebezné plnenie od
predajcu. V pripade stropu sa toto pravo uplatfiuje, ak trhova Urokova miera stipne
nad dohodnutd hranicu, v pripade dna, ak trhova Urokova miera klesne pod
dohodnutu hranicu a obojok je kombinacia tychto dvoch op&nych derivatov typu

stropu a dna.
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Kapitola 2

Ocenovanie vanilla opcii pomocou Black -
Scholesovho modelu

Zakladné predpoklady pri ocefiovani opcii mézeme zhrnit do nasledovnych bodov:

pri obchodovani sa neuplatiiuju Ziadne transakéné naklady

pre vSetky obdobia sa pouziva rovnaké Urokovanie
e je mozné kipit alebo predat neobmedzené mnozstvo akcii, aj desatinné mnozstva
e existuje moznost pozi¢at si akékolvek mnoZstvo pefiazi za bezrizikovd Urokovu
mieru
e neexistuje moznost arbitraze
e existuje moznost kratkej pozicie, je mozné vlastnit zaporny pocet aktiv
Pre pouzitie Black-Scholesovho modelu je nutny dalSi predpoklad, ato Zze vyvoj ceny

akcie (S,/S,, pret=12,.T) predstavuje ndhodny vyber zlognormalneho rozdelenia

s parametrami 4 a ¢ .

Potom Black - Scholesov vzorec pre vypocet hodnoty eurdpskej kupnej opcie
nevyplacajucej dividendy v Case t je :

Vel (S,K,T,r,c) = SN(d,)-Ke"™N(d,),
a vzorec pre vypocet hodnoty eurdpskej predajnej opcie nevyplacajicej dividendy v ¢ase t
je:

VP (S,K,T,r,0)=Ke""N(-d,) - SN(-d,),

kde

11



In(i] + (r + O:](T-t)

oy (T-t)

d,=d,—o, (T-t)

S =cena akcie v ¢ase t

d, =

K =realizaéna cena opcie
T = den splatnosti
r = bezrizikova Urokova miera

o = volatilita akcie

2.1 Nedokonalosti Black-Scholesovho modelu

Black-Scholesov model sa stal najpouzivanej§im nastrojom pre ocenovanie
finanénych derivatov aj napriek nutnosti splnenia niekolkych podmienok. NavySe sa
ukazuje, Ze klasicky Black-Scholesov model nie velmi dobre opisuje Statistické vlastnosti
finan€énych ¢asovych radov. Existuju dva hlavné problémy tohto modelu:

1. Zlogaritmované hodnoty nemaju viastnosti Normalneho rozdelenia.

2. Volatilita sa s ¢asom stochasticky meni.

Schoutens analyzoval tieto problémy v knihe [3].
Na testovanie pouzil 7 skupin dat. Skupiny zlogaritmovanych hodnét indexov Nasdag-
Composite, DAX, SMI, CAC - 40 a S&P500 boli brané za ¢asové obdobie 1997 - 1999.
Dalsie 2 skupiny st tvorené hodnotami indexu S&P500 za obdobie 1970 - 2001 pri¢om
jedna obsahuje vSetky denné zlogaritmované hodnoty a druha obsahuje vSetky hodnoty
okrem zlogaritmovanej hodnoty koreSpondujucej s vyraznym prepadom z 19.10.1987.
Svoje pozorovania rozdelil do 3 ¢asti:

— Porovnanie rozdelenia realnych finanénych dat a normalneho rozdelenia

- Stochastické volatilita

- Nekonzistentnost vypog¢itanych cien s realnymi cenami opcii
VSetky grafy uvedené v tejto kapitole su prebraté z knihy [3].
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2.1.1 Porovnanie rozdelenia realnych finanénych dat a normalneho
rozdelenia

2.1.1.1 Stredna hodnota, standardna odchylka, Sikmost’ a Spicatost’

Pri normalnom rozdeleni nie je Zziadne obmedzenie pre strednd hodnotu
a Standardna odchylka musi byt vacsia ako nula. Stredna hodnota 5 skupin dat z obdobia
1997 - 1999 sa pohybuje na Grovni 0,0011 a 0,0003 pre skupiny dat z rokov 1970-2001.
Standardna odchylka je rovnako vys$ia pri datach z obdobia 1997 - 1999 (hodnoty okolo
0,0135) ako pri datach z obdobia 1970 - 2001 (hodnoty okolo 0,0097).

Koeficient Sikmosti je pri normalnom rozdeleni 0. VSetky skupiny testovanych dat
maju zaporny koeficient Sikmosti. Pricom skupina dat S&P500, ktora obsahuje v8etky data
za obdobie 1970 - 2001, ma koeficient Sikmosti -1,67. Ostatné skupiny maju hodnotu tohto
koeficientu v rozmedzi -0,1099 — -0.5439. To znamen4, ze empirické rozdelenie vSetkych
testovanych skupin ma chvost viac nafavo ako napravo, priCom normalne rozdelenie je
symetrické.

Koeficient Spicatosti m& pre normalne rozdelenie hodnotu 3. Koeficienty Spicatosti
vSetkych testovanych skupin su vacsSie ako 3. Najvacsiu hodnotu ma koeficient indexu
S&P500 obsahujuci vetky data za obdobie 1970 - 2001 a to 43,36. Ostatné skupiny dat
maju koeficient Spicatosti v rozmedzi 4,63 — 7,17. Empirické rozdelenie ma teda rychlejsi
spad k 0 a vys$S&i vrchol ako normalne rozdelenie.

2.1.1.2 Odhad hustoty

Na odhad hustoty pouzil Gaussovské jadro. Pri porovnani odhadu hustoty
vytvoreného pomocou Gaussovského jadra s hustotou skupiny dat indexu S&P500
obsahujucou data za obdobie 1970-2001 je vidiet vyrazny nesulad. Hodnoty indexu sa
vyrazne nehybu a obsahuju celkom dost velké mnozstvo hodnét hustoty okolo nuly. Pri
porovnani zlogaritmovanych hustét vidno, Ze zlogaritmovand hustota normélneho
rozdelenia m& kvadraticky spad, zatial ¢o empiricka zlogaritmovana hustota ma skor
linearny. Téato vlastnost je typickd pre finan¢né data. Ztohto vyplyva, Ze normalne

rozdelenie nie velmi dobre sedi na finanéné data.
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Graf 2.1: a, Normalne rozdelenie a Gaussovské jadro a b, zlogaritmované hustoty
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2.1.1.3 Statisticky test

Na testovanie vhodnosti pouzitia norméalneho rozdelenia pouzil Schoutens °- test
Hladinu vyznamnosti si ur¢il 0,05 a pri testovani vsetkych skupin dat mu p — hodnota vzdy
vySla mensia ako 0,05. Z toho vyplyva, ze hypotéza vhodnosti normalneho rozdelenia je
zamietnuta v kazdom testovanom pripade.

Toto testovanie Schoutens uzatvéara tvrdenim, Ze dvojparametrovy model, ktory
predstavuje aj normalne rozdelenie, nezachytava dostatocne vyvoj finanénych dat.
Navrhuje pouzitie minimalne Styroch parametrov, ktoré zachytia nielen pozi¢ny a volatiiny

parameter, ale aj asymetricky parameter a parameter opisujuci spad.
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2.1.2 Stochasticka volatilita

Vlastnost, ktora v Black — Scholesovom modeli chyba, je zachytenie stochastického
vyvoja volatility v ¢ase. To, Ze sa odhadovana volatilita stochastickyv ¢ase meni je mozné
vidiet na historickej volatilite dat. Schoutens analyzoval graf historickej volatility indexu
S&P500, pricom historicku volatilitu odhadol pre kazdy den v obdobi 1971 — 2001 na
zaklade rocnych historickych cien indexov . Hodnoty historickej volatility sa pohybuju v
rozpati 0,07 — 0,35.

Graf 2.2: Historicka volatilita indexu S&P 500 (1971 — 2001)
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Na grafe 2.2 je vidno fluktuacie a najvysSia hodnota volatility je dosiahnuta v den
krachu na burze 19.10.1987.
NavyS$e pri porovnavani absolutnych zlogaritmovanych narastov cien zistil, Ze sa vytvaraju
skupiny s vysokymi narastmi a rovnako aj s nizkymi.

Tieto pozorovania viedli autora k vytvaraniu modelov pre ocernovanie opcii so
stochatickou volatlitou.
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2.1.3 Nekonzistentnost’ vypocitanych cien s realnymi cenami opcii

Pre porovnanie realnych cien s cenami odhadnutymi pomocou Black — Scholesovho
vzorca sa parametre modelu odhadli pomocou metédy najmensich $tvorcov (MNS).
Schoutens skimal vztah realnych a vypocitanych cien pre index S&P500 a vysledky su
vidiet na grafe 2.3. Vidime, ze ak je redlna cena opcie okolo 80$ a realiza¢na cena do
1200$ ceny su ako tak podobné, ale len ¢o sa posuvame v realizanej cene alebo cene
opcii rozdiely sa zvacésuju. Ak sa budeme pozerat na vysSie ceny opcii, pri konstantnej
realizacnej cene, vidime, ze vypocitané hodnoty su ovela nizSie ako realne. V pripade, ze
sa pozrieme na ceny opcii nizSie ako 80%, vypocitané ceny su zase vyrazne vyS$Sie ako
realne. Rovnako, ak sa pozrieme na rozdiel medzi redlnymi a vypocitanymi cenami opcii
pri konstantnej cene opcie azmene realizaénej ceny vidime, Zze so zvySujldcou sa
realizacnou cenou sa zvacsuje aj rozdiel medzi realnymi a vypocitanymi cenami.

Graf 2.3: Porovnanie realnych cien opcii (kruZok) a nakalibrovanych cien opcii
vypocitanych Black — Scholesovym modelom (plus)
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Pre porovnanie realnych a empirickych cien opcii je mozné pouzit aj hodnoty

implikovanej volatility. Podra Black — Scholesovych predpokladov je hodnota volatility

konstantnd, ale na realnych datach je vidno velké odchylky pre r6zne hodnoty realiza¢ne;j

ceny opcie a aj ¢asu do maturity. Tomuto efektu sa ¢asto hovori aj volatility smile.

Graf 2.4 Implikované volatility realnych dat
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Je vidiet, Ze jeden z hlavnych problémov Black-Scholesovho modelu je fakt, Zze vyvoj

cien opcii sa nesprava podfa Normdlneho rozdelenia. Preto by bolo potrebné ndjst

podobny proces ako Brownov pohyb, ktory by bol zaloZzeny na vSeobecnejSom rozdeleni

ako je Normalne. T.j. proces s nezavislymi a stacionarnymi prirastkami, ktorého rozdelenie

by bolo nekonecne delitellné. Takyto proces sa nazyva Lévyho proces.

17



Kapitola 3

Lévyho procesy

Definicia: Nech X je spojita nahodna premennd. Charakteristicka funkcia

premennej X @, (u) je definovana ako
@, (u)= E[e’”x] = J e f(x)dx,

kde f(x)prestavuje hustotu premennej X. Charakteriskticky exponent premennej X
¥, (u) je definovany nasledovne:
¥, (u)=log®, (u)
Tvrdenie 1: Ak su dve spojité nahodné premenné X,Y nezavislé tak ®,,, = &, ®,

Doékaz: Podla definicie charakteristickej funkcie plati

+oo

@, (u)= Te’“(“” | f(¥)g(x)dyax

—oo —oo

+oo oo

= I Ie’”(x+y>f(y)g(x) dydx

—00 —00

o0 400

j j e e“f(y)g(x)dydx

—oo

[ @, (u)e”(y)dy

=P, (u) Py (u)
Definicia: Pravdepodobnostné rozdelenie je nekoneéne delitelné ak Yne N plati,

Ze ®(u) je n-td mocnina nejakej charakteristickej funkcie.
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Priklad 1: X ~ N(0,0°)

,XZ

E|:eiuXi| — 1 T eiuxeﬁ dx

\2ro?

. . \2 . \2
—x2+2021ux—(021u) +(021u)

= 1 T e 20° dx

2 \2
—(x—a IU) _r2e?

1 i
= je 20* g 2 (x

=®, (u) je n-td mocnina

Motivacia tohto prikladu spociva v snahe rozdelit proces na nezavislé prirastky
s ronakym rozdelenim. Normalne rozdelenie tvori zaklad pre Wienerov proces,

W, ~ N(0,t). A teda vieme tento proces rozdelit nasledovne

W, =(W%—WO)+(W%—W%)+...+(W1 —Wn_%)
kde (W% - W,_1n),/' =1,...,n predstavuju nezavislé prirastky spravajlice sa nasledovne
(W% - W,.fy)~ N(0,1/n)
Priklad 2: Diracova miera kde X=a s pravdepodobnostou 1
E[e"]=¢" = [emi]n
Prislichajuci proces k Diracovej miere je proces P, = yt

Priklad 3: Poissonovo rozdelenie je dané predpisom

v

P(x=j)=e i

, A
b u =E eIUX — eIU/_e—l
(v)=E[e]-Fe T

19



= " = ") _ charakteriskticka funkcia

_ (eﬂ/nwuj”

Poissonovo rozdelenie je nekonecne delitefné. Prislichajuci proces k Poissonovmu
rozdeleniu je Poissonov proces.
. . . . N
Priklad 4: ZloZzené Poissonovo rozdelenie je dane predpisom X:ZZ,,, t>0, kde
i=1

Z

., i=1,2,... je nezavisla arovnako rozdelend postupnost nahodnych nezavislych
premennych. Pre zistenie charakteristickej funkcie premennej X si napiSeme distribu¢nu
funkciu rozdelenia pre borelovski mnozinu A nasledovne:

Pzea="A

kde v je mierana R a plati :
v(R)=A<eav({0})=0.
@, (u)=E[e” | =E[E[ e |N=k]]

0

Pre k=0 dostaneme hodnotu e‘l%

Pre k=1 e‘%d)z(u)

12
Pre k=2 e’*gqbi(u)
A A — 12 2
o, (u)=e"+e"1P,(u)+e ECDZ(U)+...
— efiel‘i’z(u) — eﬂ(q)z(u)‘ﬂ

w, (u)=A(®, (u)-1) = I(efux “1)v(ak)

Zlozené Poissonovo rozdelenie je teda tiez nekonecne delitelné, lebo mieru v vieme
transformovat na % a vyS8ie uvedena charakteristickd bude vlastne n-tou mocninou
transformovanej charateristickej funkcie. Proces prislichajuci k zlozenému Poissonovmu

rozdeleniu je zlozeny Poissonov proces.
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Definicia: ~Stochasticky proces X ={X,,t>0}je Lévyho proces ak Vs,t>0 je

prirastok  X,,,— X, nezavisly na (X,,0<9¥<t) ama rovnaké rozdelenie ako X,.

t+s
Specialne X, =0.
Tvrdenie 2: X, je nekonecne delitelny

Dékaz: X, sa da prepisat nasledovne

X, =(x%—XO)+(X%—X%)+...+(X1—Xn_%),

kde (X - X,_y),i=1,...,nmé ako rozdelenie Xy. A teda charakteristicka funkcia X, je

Jn

n-ta mocnina charakteristinej funkcie Xy . Ztoho vyplyva, ze aj X, je nekonecne delitelne.

Kazdy Lévyho proces sa da charakterizovat podla svojej charakteristickej funkcie.

Charakteristicky exponent ¥ (u) je oznacovany aj ako kumulativna charakteristicka
funkcia. Pre X, je charakteristicky exponent ¥ (u) dany nasledovne:
E[eiux‘] :ely(u)
Pre X, vyzera charakteristicky exponent nasledovne:
E|:eiuX2:| :ezw(u)
Z ¢oho vieme odvodit vzorec pre charakteristicky exponent pre X, nasledovne:
E[ eiuX,:| _ et‘i’(u)

Charakteristicky exponent musi spifiat nasledujicu Lévy — Khintchineov vzorec:

2

Y(u) = ipm- (72U2 +T(e‘”x—1—iux1{|x‘<1})v(dx),

kde ye R,0% >0 a v je miera na R/{0} a plati

+oo +oo

[inf{1x*p(ax) = [ (1A X (dx) <o

—oo —oo

Ak f | X (dx) < = mdzeme Lévy — Khintchineov vzorec prepisat nasledovne :

|x<1
2,,2

2

() =im-2 ++m(e‘“x—1)v(dx)

Charakteristicky exponent sa v tomto pripade d4, z pohladu rozdelenia, rozdelit na 3 ¢asti:

Diracovu mieru, normalne rozdelenie a ZloZzené Poissonovo rozdelenie.
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Na zaklade prikladov 1,2, a 4 vidime, Ze Lévyho proces sa vo vSeobecnosti sklada z 3
nezavislych casti:

e driftovy komponent — linearne determinovana ¢ast

e volatiing komponent — Brownova ¢ast

e skokovy komponent — €ist4 skokova cast

Tieto tri komponenty sU Uplne determinované trojicou [;/,az,v(dx)] nazyvanou Lévyho

triplet. Miera v(dx) sa oznacuje ako Lévyho miera pre X. V pripade, Ze sa Lévyho miera

da prepisat vo forme v(dx)=u(x)dx, tak u(x) je Lévyho hustota. Na rozdiel od

pravdepodobnostnej hustoty vSak nemusi byt integrovatelna a musi mat’ nulovd hodnotu v
pociato€nom bode.

Medzi $pecialne typy Lévyho procesov patri subordinator. Subordinator je nezaporny
neklesajuci Lévyho proces. Ide o proces, s nulovou Brownovou &astou, nezdpornym
driftom a Lévyho mierou, ktord mé len kladné prirastky.

3.1 Priklady Lévyho procesov

Tato Cast sa zaobera 2 prikladmi Lévyho procesov, konkrétne subordinatorov.
Déraz je kladeny na ich hustotu, charakteristicku funkciu a Lévyho triplet.

3.1.1 Poissonov proces

Poissonov proces je najjednoduchSia forma Lévyho procesu. KedZe Poissonovo
rozdelenie je nekonecne delitelné, je mozné definovat Poissonov proces N:{N,,t >0},
s parametrom intenzity 4>0 ako proces, ktory za¢ina v 0, ma nezavislé a stacionarne

prirastky. Prirastky N, — N, sa spravaju podia Poissonvho rozdelenia Po(At). Poissonov

t+s

proces je rastuci Cisto skokovy proces s velkostou skoku rovnou 1. Lévyho triplet je dany

trojicou [0,0,48(1)], kde &(1) je Diracova miera v bode 1. Cas medzi dvoma po sebe

idicimi skokmi sa sprava podra exponencialneho rozdelenia so strednou hodnotou A7'.
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3.1.2 Zlozeny Poissonov proces

Ny
Zlozeny Poissonov proces je dany predpisom X, = ZZ,, t>0, kde

i=1
N:{N,,t >0} je Poissonov proces s parametrom intenzity A>0 a Z,,i=1,2,... je
nezavisla a rovnako rozdelena postupnost ndhodnych nezavislych premennych.
Klasicky Poissonov proces je vlastne zjednodu$enym pripadom zloZzeného Poissonovho
procesu, kde Z =1,i=1,2,...

Charakteristicky exponent procesu X, je dany nasledovne:
¥, (u)=t[(e” —1)v(dx)

1
Z toho dostaneme Lévyho triplet D‘ xv(dx),o,v(dx)}

—
3.2 Ocenovanie vanilla opcii pomocou Lévyho procesov
3.2.1 Predpoklady

VSeobecne predpokladdme, Ze existuje Lévyho proces(X,) definovany ako

teR* ?

stochasticky proces adaptovany na Brownovu filtraciu {F,,te R*} , pre ktory X, =0 skoro

vzdy. Laplaceova transformécia Lévyho procesu je ohrani¢ena. To znamena, Ze existuje

také 7>0,4, >0, ze pre VA,e]-,4,],te[0,z] je Laplaceova transformécia
A—E[e”] ohranitena dvoma kladnymi konstantami zintervalu [4,,4,] a
3B, >0,B, >0 také, ze VAe[4,,4,],vte[0,7] plati B, <E[ e |<B,.

Opisovany proces (S,)_,. je modelovany ako spojity proces zlozeny z

geometrického Brownovho pohybu a Lévyho procesu bez Brownovej (volatilnej) Casti a
mébzeme ho zapisat nasledovne:

2
r—g—]T+o—Wr
2

S = Soe{ e’
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Podmienka Laplaceovej transformécie na nezapornl hodnotu A implikuje, ze S, je nulové

s nulovou pravepodobnostou. P(S, =0)=0, pre kazdé te R* .
Pre konkétne porovnanie vypocitanych cien opcii s cenami opcii vypoc&itanymi Black
— Scholesovym modelom budeme pracovat so zlozenym Poissonovym procesom.

Definujeme si (W), .. ako Brownov pohyb, (N,),_.. ako Poissonov proces s intenzitou &

teR*

a postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych premennych (U/)/EN' s hodnotou
naintervale |-1,+-] a U, =1 skoro vzdy. Predpokladame, Ze pre ue]-o,1] je

teR*

E[(1+U)“} kone¢na a filtracie dané procesmi (W,),_.., (N,),_,. a (U/),eN' st nezavislé.
Proces S, sa sprava ako rizikové aktivum s nejakymi stochastickymi skokmi so

stochastickou intenzitou (U/)/eN" ktora je modelovana podla Poissonovho procesu

(N, Medzi dvoma skokmi sa aktivum sprava podla geometrického Brownovho

)tER+ )

pohybu ako v Black - Scholesovom modeli s driftom 4 a volatilitou o. Proces (S,)HV

sa potom da zapisat nasledovne:
S =S, °
za podmienky [T (1+U,).

Lévyho proces X, je v tomto pripade vyjadreny vyrazom In] [(1+U;).

j=1
3.2.2 Charakterizacia Lévyho procesov
Budeme sa zaoberat charakterizaciou Lévyho procesov pomocou Laplaceovej

transformécie a charakteristickej funkcie. VSetky tvrdenie v tejto sekcii s uvedené bez
dbékazov, tie sa nachadzaju v ¢lanku [4].
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3.2.2.1 Exponent Laplacovej transformacie

Tvrdenie 3: Existuje funkcia Y :]—,A,] - R definovand pre Vte R*,
A€ |0, 4,] pre ktord plati:
El:elX, J — etr(/l)
Tato funkcia sa nazyva Lévy — Laplaceov exponent.

Z tohto vyplyva, Ze strednu hodnotu S, vieme prepisat ako:

t(AH,ufé}a?zérTM)]

E[S!]=Sje

A rovnako vieme vyjadrit Lévyho exponent pre vysSie uvedeny zloZzeny Poissonov proces.

O e

Z ¢oho vyplyva, Ze jeho Lévyho exponencialna funkcia je Y (4)= 9(E((1 + U)l)—1)

3.2.2.2 Charakteristicka funkcia

Druha charakteristika Lévyho procesu je jeho charakteristicka funkcia, ktord méze

byt analyzovana pomocou Fourierovej transformécie.
Tvrdenie 4: Existuje takd funkcia W :]-eo,+eo[ >R, Ze pre Vte R* apre VAe R,

plati

El:emx, :| — et\y(/l) ’ e

W (1) je kumulativna charakteristickd funkcia spifiajica Lévy — Khintchineovu formulu,

kde ye R
Na odhadnutie Brownovej €asti pouzijeme nasledovné tvrdenie:
Y(A Y(A 2
Tvrdenie 5: Limita zlomku % existuje a naviac ‘ /{‘/m /1(2 ) = —%.

Explicitni charakteristickl  funkciu zloZeného Poisonovho procesu mézeme vyjadrit

nasledovne:

pre Vt,Ae R plati E[ o X ] _ e’[’ﬂ(/‘*%z]f"?g +(E((1+U)”),1)]
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3.2.3 Cena opcie

Z dévodu existencie nekone¢ného mnozstva ekvivalentnych martingalovych mier,

pod ktorymi je (e"TST) martingal, budeme predpokladat, Ze diskontovana akcia je

TeR
martingal pod prirodzenou pravdepodobnostnou mierou @Q  pravdepodobnostného
priestoru (Q,F,Q). Spravna cena je pod touto mierou dosiahnutd ako oc¢akavana
diskontovana vyplata.

Kedze (e"TST) je martingal pod Q, mb6zeme zaviest nasledovné obmedzenie:
Tvrdenie 6: y=r—®(1)

Dékaz: (e77S; )je martingal. Z toho vyplyva, ze

E[e"S |=S, a pri vyuZiti aplikicie tvrdenia 2 pre S, vyplyva, Ze

tf—r+ ,/JL: +%2+q><1)
e[ [ } ] =1, inak povedané plati tvrdenie 6.

3.2.3.1 VSeobecny vzorec

Oznadme si P respektivne P cenu kipnej resp. put opcie a V' (S,K,T,r,0)
resp. V*'(S,K,T,r,0) cenu kupnej resp. predajnej opcie vypocitani pomocou Black —

Scholesovho modelu.
Tvrdenie 7: cena vanilla opcie je dana nasledovne

P = E[V’ (Soe‘”’“)eXT,K,T,f,G)]
kde i predstavuje kupne alebo predajné opcie.
Dékaz: Predchadzajuce tvrdenie sta¢i dokazat pre kupne opcie typu call, lebo pre

predajné opcie je dbkaz obdobny. Cena opcie je vypocitana ako o¢akavanie diskontovanej
vyplatnej funkcie:

P =E|e” (S -K) |

=E| e [Soe{#g:]ndm e -K T
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Vyuzitim nearbitraZznej podmienky pre linearny komponent (tvrdenie 6) méZzeme napisat’:

+

e - K

2
r—g—]T+0VV,

=E| e (Soe”’(”)e[
Vyuzitim podmieneného o€akavania dostaneme:

=E|E|e” (Soe'”’“)exf)e[ 02] K| |X;

Co sa d4 interpretovat ako Black — Scholesov model veduci k findlnemu vysledku.
3.2.3.2 Vzorec pre vypocet ceny vanilla opcie pre zlozeny Poissonov proces

Na zaklade nearbitraznej podmienky uvedenej v tvrdeni 5 modzeme formulovat
nasledovné tvrdenie.
Tvrdenie 8: NearbitraZzna podmienka (tvrdenie 6 vedie k
u=r—6E[U]

A cena vanilla opcie je dana vzorcom
Nr
P = E{V" (Soe'THE[U]HU + U,),K,T,r,aﬂ
j=1

Predpokladajme Ze proces hustoty skokov modelovany premennou (1+U) sa sprava

podra lognormalneho rozdelenia so strednou hodnotou m a volatilitou v2. Potom explicitny
vzorec pre vypocet ceny vanilla opcii je dany nasledovne:
Tvrdenie 9:

. =(6(1-c)T)"
P = eG(HC)TZ% (V4 (SO,K,T, rn’o_n)
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Doékaz: Nech € =1 predstavuje kipnu opciu a € =-1 predstavuje predajnl opciu. Kedze

U+1 ma lognormalne rozdelenie so strednou hodnotou m a volatilitou v® ocakavanie
2

U sa da vyjadrit ako E[U]=e" 2 —1 , ktoré ozna¢ime c. Pouzitim vieobecného vzorca
pre vypocet hodnoty opcie (tvrdenie 6) dostaneme:

n oT)"

P = iE{V’ [SOeTC"H(1 + Uj),K,T,r,aﬂeT" (—
n=0

i n!

Nahodne premenné(1 + U].) . sl nezavislé rozdelené a maju lognormalne rozdelenie so

jeN

strednou hodnotou m a volatilitou v*. Ich si¢in [](1+U;) je tiez lognorméaine rozdeleny
J=1

so strednou hodnotou nm avolatilitou nv?. Oznaéme g centralizované normalne

rozdelenie (g ~ N(0,1)). Potom plati:

Soe—Tcs
In oK +nm+~/nvg -
gS e—Tceenm+\/FvgN e 4 —\/T
° o T 2
Pi — iE —T6 (07-)”
n=0 S e e nl!
ln( S j +nm+~/nvg
—eKe'N| ¢ e K SN
o T 2
D4 sa dokazat, ze pre g ~ N(0,1) a Va,b,c,e Rplati:
£ (c+ab
E|e*N(bg+c)|=€e2N
too)-tu| 552

Na zéaklade tejto vlastnosti dostaneme

Soe—Tce
+nm-+ \/HV
e—rTK g

In(
E ESO e—TcHenm+«/EvgN e

o
L OT
o T 2
—Tco 2
In(sg_eﬁ ]+nm+nvz+ZT
_ —Tc6 nm+nv?
=eS,e e N|e \/_\/ —
oNT 1+
o’T
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—Tco
ln(sé’_iK J +nm++/nvg
E|eKe™N| e SN

oJT 2

—Tco 2

ln(i’fTK j+ nm+nv? - T
=eKe"N| e

oNT 1+

¢o sa da prepisat’ ako

v2
nm+n—

2 HC}—
N| e

eS,e

—eKe"™N| ¢

¢o vedie k tvrdeniu 9.
Pri predpoklade, Ze proces hustoty skokov modelovany premennou (1+U) sa sprava

podla lognormalneho rozdelenia so strednou hodnotou m a volatilitou v? vieme odvodit

a2

Lévy — Laplaceov exponent ako ® (1) = e(e "2 —1} a rovnako vieme odvodit explicitny

292 R
vzorec pre Lévy — Khintchineov exponent ako ‘P(/l)zi/z/l—o-; +6[e e —1}.

Odvodenie tychto vzorcov je uvedené v €lanku [4].
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Kapitola 4

Porovnanie ocenovania finanénych derivatov
pomocou Black — Scholesovho modelu a Lévyho
procesu

Z tebrie vyplyva, ze problémy Black — Scholesovho modelu by mohli byt odstranené
pouzitim Lévyho procesov. A to nie len predpoklad normalneho rozdelenia finanénych dat,
ale rovnako aj stochasticky vyvoj volatility akcii.

Rozhodli sme sa porovnat ceny opcii vypocitané pomocou obidvoch metdd
s realnymi cenami a taktiez volatility dané vypocitanymi cenami opcii s hodnotami
vypocitanymi z realnych cien. PouZili sme opcie na akciu spolo¢nosti Apple z dévodu
likvidity vyS8ieho poc¢tu opcii s réznymi realizatnymi cenami a zroven preto, Ze
spolo€nost’ Apple nevyplaca dividendy. Opcie spolo¢nosti Apple su sice amerického typu,
no pri kipnych opciach to nevadi. Pri predajnych opciach méze tento fakt spdsobovat
urcité problémy, no rovnako je problém najst dostato¢ny pocet likvidnych predajnych opcii
eurépskeho typu k jednej akcii. Cena akcie a opcii je k datumu 3.1.2008. Vypocty boli
realizované v Styroch pripadoch. OdliSovali sa dvoma r6znymi maturitami opcii, a to januar
2008 a april 2008, a dvoma typmi opcii, kipnymi a predajnymi. Pre kazdy pripad sme
aplikovali 10 redlnych cien, ku ktorym sme kalibrovali vypocitané ceny pomocou metody
MNS. V pripade Black — Scholesovho modelu sme kalibrovali volatlitu akcie a v pripade
modelu s Lévyho procesom sme kalibrovali cenu opcie cez volatilitu akcie, intenzitu

zlozeného Poissonovského procesu a strednd hodnotu a volatilitu lognormalneho
rozdelenia premennych (1+ U/)/EN' Cena akcie bola 194,84$ a bezrizikova Urokova miera

3,15%. V prilohe sa nachadza tabulka so v8etkymi nakalibrovanymi parametrami.
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4.1. Porovnanie cien opcii

V tejto Casti sa budem zaoberat porovnanim vypocitanych cien opcii pomocou
vysSie uvedenych metdd s redlnymi datami. Tabulky s datami k jednotlivym grafom sa
nachadzaju v prilohe.

Ceny opcii vypocitané pomocou Black — Scholesovho modelu sme kalibrovali cez
volatilitu (a teda aj vSetky ceny opcii)tak , aby minimalizovala stc¢et najmensich Stvorcov.
Ceny opcii vypocitané pomocou Lévyho procesu sme kalibrovali tak, aby bol sucet
najmensSich Stvorcov mensi ako sucet vypocitany nakalibrovanym Black — Scholesovym
modelom pre rovnaky typ opcie s rovnakou maturitou. V kazdom skimanom pripade sa
nadm podarilo nakalibrovat také parametre, ze sucet najmensich Stvorcov vypocitanych
cien pomocou Lévyho procesov bol mensi ako sucet najmensich Stvorcov vypogitanych
cien pomocou Black — Scholesovho modelu.

Graf 4.1: Porovnanie cien kipnych opcii s maturitou v januari 2008

Porovnanie realnych a vypocitanych cien opcii v zavislosti
50 od realizacnej ceny opcie
45 4L
40 ¢ Realna cena opcie
35 ®
30
25 ® mCenaopcie
vypocitana
20 pomocou Black —
© Scholesovho
15 modelu
o Cena opcie
10 5 vypoéitana
MV . N pomocou Levyho
5 = B Py procesu
D T T T T T T Y T T ‘V
150 160 170 180 190 200 210 220 230 240 250
Realiza¢na cena opcie
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Graf 4.2: Porovnanie cien predajnych opcii s maturitou v januari 2008

Porovnanie realnych a vypocitanych cien opcii v zavislosti
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Graf 4.3: Porovnanie cien kipnych opcii s maturitou v aprili 2008

Porovnanie realnych a vypocitanych cien opcii v zavislosti
- od realizacnej ceny opcie
)
30 € + Realna cena opcie
25 A g
-0 o ] Cenavppm?
< vypocitana
pomocou Black —
15 i Scholesovho
modelu
A Cenaopcie
- vypocitana
10 < pomocou Lévyho
o procesu
5 T T T T T Io
180 190 200 210 220 230 240 250
Realizacna cena opcie

32




Graf 4.4: Porovnanie cien predajnych opcii s maturitou v aprili 2008
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Na grafoch porovnavame ceny opcii pri roznych realizanych cenéch. NajvyraznejSie
rozdiely medzi vypoc&itanymi cenami (v porovnani s odchylkou od redlnych cien) je
jednoznacéne vidiet’ pri predajnych opciach. Pri aprilovej maturite vySli siucty najmens$ich
Stvorcov nasledovne: pre nakalibrovany Black — Scholesov model 0,3318 a pre Lévyho
proces 0,0506. Pri januarovej maturite to vyzera este jednoznacnejSie. Sucet najmensich
Stvorcov pre Black — Scholesov model vysiel 0,5232 a pre Lévyho proces 0,0539. Rozdiely
pri kupnych opcidch vyzeraju vo vSeobecnosti menej vyrazné aj ked pri aprilovej maturite
je vidiet' zretelnejSiu odchylku cien vypocitanych pomocou Black — Scholesovej metddy.
Sucty vysli pre januarovi maturitu 0,7696 pre Black — Scholesov model a 0,5918 pre
Lévyho proces, a pre aprilovy maturitu 0,9365 resp. 0,2502 pre Black — Scholesov model
resp. pre Lévyho proces.

Je nutné dodat, ze tieto vysledky sa odliSuju jemnostou delenia intervalov. Pre
kalibraciu sa vytvorila siet hodn6t a prechadzala sa exaktne kazda hodnota. Nebola
pouzita ziadna numericka aproximacia. Pre kalibraciu Black — Scholes bolo pouzité
jemnejsie delenie ako pri kalibracii jednotlivych parametrov Lévyho procesu a aj to stacilo
na dosiahnutie lepSieho vysledku. Pri kalibrovani mensieho poctu cien dokonca nebolo
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nutné kalibrovat’ volatilitu akcie, stacilo pouzit historickl volatilitu a sucty najmenSich
Stvorcov vychadzali menSie pre ceny vypocitané pomocou Lévyho procesu.

Je vidiet, Ze pri vhodnej kalibracii premennych je mozné, pri pouZiti vzorca pre
vypocet ceny opcie pomocou Lévyho procesu, dosiahnut lepSich vysledkov ako pri pouziti
klasického Black — Scholesovho modelu.

4.2. Porovnanie implikovanych volatilit

V predchadzajicej Casti sa ukazalo, ze pri vhodnom zvoleni parametrov, sa ceny
opcii vypocitané pomocou Lévyho procesu viac blizia k redlnym cenam opcii ako ceny
vypocitané Black — Scholesovym modelom. Do velkej miery sa tak potvrdil predpoklad, ze
viac parametrov uréi cenu opcie presnejSie. V tejto casti sa budeme zaoberat na
implikované volatility redlnych a vypoc&itanych hodn6t opcii. Na vypocitanie hodnét
implikovanej volatility sa pouzil Black — Scholesov vzorec. V Black — Scholesovom modeli
je volatilita kondtantna, atak vkazdom grafe predstavuje priamku. Pri pocitani
implikovanej volatility Lévyho procesu nevysla v jednom pripade Ziadna hodnota ato
z dévodu, ze cena opcie bola niz§ia ako hodnota, ktora by vysla pri pouziti Black —
Scholesovho modelu pri rovnakej realizatnej cene, maturite,bezrizikovej Urokovej
miere, cene akcie a nulovej volatilite. Ide konkrétne o hodnotu pre januarova kupnu opciu
s realizatnou cenou 150%. VSetky ostatné hodnoty vysli spravne a nachadzaju sa
v nasledovnych grafoch. Tabulky s datami k jednotlivym grafom sa nachadzaju v prilohe.
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Graf 4.5: Porovnanie implikovanych volatilit kipnych opcii s maturitou v januari 2008
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Graf 4.6: Porovnanie implikovanych volatilit predajnych opcii s maturitou v januari 2008
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Graf 4.7: Porovnanie implikovanych volatilit kipnych opcii s maturitou v aprili 2008
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Graf 4.8: Porovnanie implikovanych volatilit predajnych opcii s maturitou v aprili 2008
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Z grafov je jednoznacne vidiet, ze volatilita dana Black — Scholesovym modelom
vObec nereflektuje pohyb volatility. Narozdiel od toho implikovana volatilita dana Lévyho
procesom sa v ¢ase chova podobne ako implikovana volatilita z realnych dat. Velky vykyv,
ktory je v grafe 4.8, implikovana volatilita dand Lévyho procesom nezachytila, ale
napriklad v grafe 4.6 je vidiet takmer totozny sklon kriviek implikovanej volatility realnych
dat a Lévyho procesu , iba s tym rozdielom , Ze implikovana volatilita Lévyho procesu je
priblizne o 0,01 hodnoty niZSia ako implikovana volatilita z redlnych dat. Je vidiet, Ze
spravanie sa implikovanych volatilit, danych redlnymi datami a Lévyho procesom je velmi
podobné. Na rozdiel od volatility danej Black — Scholesovym modelom, ktora sa v ¢ase
nemeni, sa implikovana volatilita dana Lévyho procesom sprava podobne ako volatilita
realnych dat a teda jasne dokazuje stochasticky charakter volatility akcii.

Na zaklade pouzitych prikladov m6zeme povedat, ze Lévyho procesy lepSie opisuju
ceny vanilla opcii ako Black — Scholesov model.
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Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo poukazat na nedostatky Black — Scholesovho
modelu, snaha ukazat pristup, ktory tieto nedostatky odstrani a ukdzat na prikladoch
porovnanie tychto dvoch pristupov s realnymi datami.

Ukazali sme, ze Black — Scholesov model ma hlavné nedostatky v predpokladoch,
ktoré nekoreSponduju s realitou. Ide o predpoklad normalneho rozdelenia finanénych dat
a o predpoklad konstantnej volatility, ktor4 sa v realite sprava ako stochasticky proces.
Z tychto nespravnych ocakavani vyplyva aj rozdiel medzi redlnymi datami a vypocitanymi
cenami opcii pomocou Black — Scholesovho vzorca.

Zaviedli sme predpoklady pre rozdelenie nového procesu a zdroven aj rozdelenia,
ktoré ich spinaju. Tieto procesy patria do skupiny Lévyho procesov. Lévyho proces je
zalozeny na v8eobecnejSom nekonecne delitefnom rozdeleni ako je normalne rozdelenie
a zaroven pouziva viac premennych na opisanie realnych dat. Uviedli sme charakteristicku
funkciu pre Lévyho procesy a zaroven explicitnd charakteristickll funkciu pre Zlozeny
Poissonov proces. Odvodili sme v&eobecny vzorec pre vypocet hodnoty opcie eurépskeho
typu. Pre Zlozeny Poissonov proces sme odvodili explicitny vzorec pre vypocet hodnoty
eurépskeho typu opcie.

Pre porovnanie obidvoch modelov sme pouzili Styri priklady s jednou cenou akcie,
r6znymi maturitami a dvomi typmi opcii. Porovnavali sme nakalibrované ceny opcii
a implikované volatility vypoc€itanych cien oboma modelmi s realnymi. V Black —
Scholesovom modeli sa kalibrovala jedna premenna metédou MNS a v Lévyho procesoch
Styri premenné takisto metédou MNS. Porovnanie cien vyslo lepsie pre Lévyho procesy
avdvoch pripadoch Uplne jednoznacne. Priporovnani implikovanych volatilit sa
implikovana volatilita Lévyho procesu chovala podobne ako reédlna.

Je vidiet, Zze na danych prikladoch sa pouzitie Lévyho procesu ukazuje ako ovela
vhodnejSie. Treba ale povedat, Ze kalibrovanie cien pri pouZiti realneho modelu trvalo
pomerne dlha dobu. Bolo by tak zaujimavé skumat, ako by sa dal vypoctovy €as skratit
tak, aby konkuroval Black — Scholesovmu modelu.
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Prilohy

Tabulka 1: Nakalibrované parametre

Parameter Kupna opcia | Kupna opcia Predajna Predajna
s éasom s ¢asom opcia opcia
vyprsania vyprsania s éasom s éasom
v januari 2008 | v aprili 2008 vyprsania vyprsania
v januari 2008 | v aprili 2008
Volatilita akcie 0,553 0,508 0,533 0,514
B-S modelu
Vglatlllta akcie 0,44 0,52 017 0,54
Lévy. procesu
Intenzita Zloz. 31,3 4,7 12,36 6,82
Pois. procesu
Drift Zloz. 0.6 0.8 0.1 0
Pois. procesu
volalta Zloz. 0,001 0,001 0,001 0,001
ois. procesu
Tabulka 2: Porovnanie cien klpnych opcii s maturitou v januari 2008
Realiza¢na cena Realna cena Cena opcie Cena opcie
opcie opcie vypocitana vypocitana
pomocou Black — | pomocou Lévyho
Scholesovho procesu
modelu
150 45,50 45,1257 44,8984
160 35,90 35,4218 35,7742
170 26,50 26,2794 26,8936
180 18,55 18,2015 18,6849
190 11,65 11,6598 11,763
195 9,00 9,0468 8,9512
200 6,60 6,8726 6,6132
210 3,35 3,7228 3,2953
220 1,56 1,8570 1,4539
250 0,17 0,1471 0,0633
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Tabulka 3: Porovnanie cien predajnych opcii s maturitou v januari 2008

Realiza¢na cena Realna cena Cena opcie Cena opcie
opcie opcie vypocitana vypocitana
pomocou Black — | pomocou Lévyho
Scholesovho procesu
modelu
150 0,24 0,0591 0,1612
160 0,55 0,2969 0,4876
165 0,87 0,5827 0,8082
170 1,35 1,0593 1,2888
175 2,05 1,7980 1,9875
180 3,05 2,8704 2,9956
185 4,40 4,3382 4,4145
190 6,20 6,2456 6,2817
195 8,40 8,6128 8,5288
200 11,10 11,4353 11,0232
Tabulka 4: Porovnanie cien kipnych opcii s maturitou v aprili 2008
Realiza¢na cena Realna cena Cena opcie Cena opcie
opcie opcie vypocitana vypocitana
pomocou Black — | pomocou Lévyho
Scholesovho procesu
modelu
180 30,00 29,6965 30,3052
185 27,30 26,9555 27,3590
190 24,75 24,4078 24,6466
195 22,25 22,0491 22,1574
200 20,05 19,8732 19,8807
210 16,00 16,0423 15,9141
220 12,50 12,8481 12,6515
230 9,80 10,2167 9,9953
240 7,72 8,0722 7,8528
250 6,00 6,3411 6,1391
Tabulka 5: Porovnanie cien predajnych opcii s maturitou v aprilii 2008
Realiza¢na cena Realna cena Cena opcie Cena opcie
opcie opcie vypocitana vypocitana
pomocou Black — | pomocou Lévyho
Scholesovho procesu
modelu
110 0,35 0,2695 0,3477
115 0,63 0,4232 0,5241
120 0,86 0,6394 0,7634
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125 1,05 0,9333 1,0710
130 1,49 1,3210 1,4815
135 2,02 1,8188 1,9862
140 2,66 2,4426 2,6043
150 4,15 4,1276 4,2242
160 6,30 6,4788 6,4137
170 9,30 9,5675 9,2196

Tabulka 6: Porovnanie implikovanych volatilit kipnych opcii s maturitou v janudri 2008

Realizacna cena Implikovana Implikovana Implikovana
opcie volatilita realnej volatilita ceny volatilita ceny
ceny opcie opcie vypocitanej | opcie vypocitana
pomocou Black — | pomocou Lévyho
Scholesovho procesu
modelu

150 0,7299 0,553
160 0,6626 0,553 0,6380
170 0,5815 0,553 0,6284
180 0,5811 0,553 0,5918
190 0,5524 0,553 0,5596
195 0,5504 0,553 0,5474
200 0,5360 0,553 0,5368
210 0,5256 0,553 0,5216
220 0,5226 0,553 0,5112
250 0,5647 0,553 0,4947

Tabulka 7: Porovnanie implikovanych volatilit predajnych opcii s maturitou v januari 2008

Realizacna cena Implikovana Implikovana Implikovana
opcie volatilita realnej volatilita ceny volatilita ceny

ceny opcie opcie vypocitanej | opcie vypocitana

pomocou Black — | pomocou Lévyho

Scholesovho procesu
modelu

150 0,6518 0,533 0,6120
160 0,6023 0,533 0,5872
165 0,5865 0,533 0,5758
170 0,5720 0,533 0,5641
175 0,5588 0,533 0,5525
180 0,5478 0,533 0,5434
185 0,5374 0,533 0,5384
190 0,5300 0,533 0,5353
195 0,5202 0,533 0,5281
200 0,5121 0,533 0,5073
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Tabulka 8: Porovnanie implikovanych volatilit kipnych opcii s maturitou v aprili 2008

Realizacna cena Implikovana Implikovana Implikovana
opcie volatilita realnej volatilita ceny volatilita ceny

ceny opcie opcie vypocitanej | opcie vypocitana

pomocou Black — | pomocou Lévyho

Scholesovho procesu
modelu

180 0,5160 0,508 0,5240
185 0,5167 0,508 0,5182
190 0,5165 0,508 0,5140
195 0,5129 0,508 0,5107
200 0,5123 0,508 0,5083
210 0,5070 0,508 0,5049
220 0,4994 0,508 0,5031
230 0,4971 0,508 0,5022
240 0,4980 0,508 0,5018
250 0,4973 0,508 0,5020

Tabulka 9: Porovnanie implikovanych volatilit predajnych opcii s maturitou v aprili 2008

Realizac¢na cena Implikovana Implikovana Implikovana
opcie volatilita realnej volatilita ceny volatilita ceny

ceny opcie opcie vypocitanej | opcie vypocitana

pomocou Black — | pomocou Lévyho

Scholesovho procesu
modelu

110 0,5349 0,514 0,5344
115 0,5507 0,514 0,5330
120 0,5440 0,514 0,5315
125 0,5268 0,514 0,5298
130 0,5286 0,514 0,5279
135 0,5282 0,514 0,5258
140 0,5268 0,514 0,5236
150 0,5150 0,514 0,5182
160 0,5077 0,514 0,5117
170 0,5061 0,514 0,5037
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