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Abstrakt

V préci sa venujeme problematike urc¢ovania internych investi¢nych limitov (tzv.
Soft limitov) pre investovanie fondov Dochodkovych spravcovskych spolo¢nosti do
akciovych investicii. U¢elom stanovovania Soft limitov je predchadzanie porudeniu
zakonnych obmedzeni pre investovanie majetku dochodkovych fondov s uréitou mie-
rou spolahlivosti. V préci sa zaoberame popisom Struktury a legislativnych opa-
treni tykajicich sa investovania dochodkovych fondov. Pripominame tiez teoretické
poznatky o modelovani nahodného vyvoja akciovych cien, ktoré si zalozené na pop-
uldrnom predpoklade lognormality. Venujeme sa podrobnejSie odhadovaniu para-
metrov procesu, ktorych dobré nastavenie je dolezité pre spolahlivost vysledkov.
Odvadzame jednoduchy model pre vypocet Soft limitov na zdklade lognorméalneho
rozdelenia ceny akcie. Funkénost vzorcov overujeme Monte Carlo simulaciami a ich
praktické pouzitie spojené s optimalizaciou na zaklade znamej Markowitzovej teorie

portfolia ilustrujeme na priklade modelového déchodkového fondu.

Krluacové slova: dochodkové fondy, Hard a Soft limit, Brownov pohyb, Monte

Carlo simulécie, Markowitzov model portfolia s bezrizikovym aktivom
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1 Uvod 1

1 Uvod

Pred niekolkymi rokmi doslo na Slovensku v ramci socialnej reformy aj k reforme
dochodkového systému. Po tom, ako boli v rokoch 2003 v 2004 prijaté legislativne
normy a vytvorili sa prislusné institicie, funguje na Slovensku od 1. januara 2005
trojpilierovy systém dochodkového zabezpecenia.

Nakol'ko novy systém v sebe obsahuje z velkej ¢asti prvky svojho predchodcu,
bolo tc¢elom reformy jednak vyrieSenie otédzky nespravodlivého ohodnocovania vysky
dochodkov, ktoré nezohlTadnovalo viaceré dolezité aspekty pri ich vypocte, jednak to
bolo riesenie problému vyplyvajtceho z bliziacej sa demografickej krizy.

Predchadzajuci priebezny déchodkovy systém bol zaloZeny na principe, ked pra-
covne aktivna spolocenské trieda sa stard o Iudi v poproduktivnom veku, t.j. z
odvodov platenych do Socialnej poistovne boli nasledne vyplacané prispevky déchod-
com. Takyto systém predpoklada existenciu dostatocne pocetnej pracovne;j sily, ktora
by bola schopna systém financovat. V dosledku poklesu porodnosti na Slovensku po
zaciatku 90-tych rokov minulého storocia sa vSak ocakava, ze v budicnosti dojde k
podstatnému znizeniu po¢tu aktivne pracujicich Tudi na jedného obyvatela v do-
chodkovom veku. V pripade fungovania vylu¢ne priebezného systému tak existovali
dovodné obavy o jeho udrzatelnosti do budicnosti. Aby sa znizili dopady neprijem-
ného vyvoja, doslo k zavedeniu tzv. druhého—kapitaliza¢ného piliera. Tento pilier v
stucastnosti tvori, spolu s reformovanym prvym a doplnkovym tretim pilierom, hlavny
néstroj zabezpecenia dochodcov.

Osobe zapojenej do druhého piliera sa polovica z odvodov, ktoré do roku 2005
odvadzala do Socialnej poistovne, presiva na tzv. osobny dochodkovy tcet. Tento
ucet je sikromnym majektom sporitela, avSak financie z neho su urcené k zabezpece-
niu na starobu. Prostriedky na osobnych dochodkovych tétoch maja za tlohu zhod-
nocovat Specialne institucie, tzv. Dochodkové spravcovské spolo¢nosti.

Podrobny popis struktury, analyzy fungovania a zavedenia nového déchodkového

systému moze Citatel najst napr. v [1] alebo [7].
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1.1 Dochodkové spravcovské spoloc¢nosti

Dochodkové spraveovské spolo¢nosti (dalej aj DSS) vznikli za u¢elom zhodnoco-
vania prostriedkov na u¢toch sporitelov, ktori vstipili do druhého piliera. Stattt a
fungovanie DSS st presne vymedzené prislusnymi zdkonmi. Tieto taktiez stanovuji
velmi prisne podmienky, ktoré musi naplnit spolo¢nost, aby sa mohla podielat na
trhu DSS.

Podla zékona ¢. 43/2004 Z.z. [13]|, Dochodkova spravcovska spolo¢nost zhod-
nocuje prostriedky sporitelov vedenim a spravou dochodkovych fondov. Za tymto
ucelom vytvara 3 dochodkové fondy: konzervativny, vyvazeny a rastovy déchodkovy
fond. Rozdiely medzi nimi st predovSetkym v hraniciach stanovenych pre podiely
jednotlivych typov investi¢nych nastrojov. Tieto obmedzenia a c¢lenenie by mali
poskytnut sporitelovi ur¢iti volnost zvolit si podla svojich preferencii a investi¢ného
zamerania. Kazdy z dochodkovych fondov je spravcovskou spolo¢nostou spravovany,
avSak nie je sicastou jej majetku. Majetok fondu je v uischove u depozitara, ktorym
je obycajne banka, a tato tiez vykonava vsetky tkony spojené s investovanim.

Pre zabezpecenie maximalnej ochrany majetku sporitelov podlieha nakladanie s
prostriedkami fondu viacaroviovej kontrole, a to az piatich nezavislych instancii. Na
najvyssej urovni dohliada na ¢innost Dochodkovej spravcovskej spolo¢nosti Narodné
Banka Slovenska, neustalne kontrolujica hodpodarenie DSS, a tiez sim obcan, ktory
mé pristup k pravidelnym informéciam o vyvoji vo fonde. Okrem tejto kontroly je
spravovanie DSS pod dohl'adom depozitéara, nezavislého auditora a vnatornej kontroly
Dochodkovej spolo¢nosti.

Dochodkové fondy sice nie st garantom konkrétneho vynosu, avsak boli stanovené
urc¢ité pravidla, ktoré maju zabezpecit, aby vykonnost fondu nebola podpriemerna
v porovnani s fondami ostatnych DSS. V pripade, Zze k takémuto naruseniu dojde,
je DSS povinna doplnit chybajice finan¢né prostriedky zo svojho majetku. Ak to-
ho nie je schopné, je findlnym rucitelom $§tat, ktory vzniknutt odchylku pokryva

prostrednictvom rezervného fondu solidarity Socialnej poistovne.
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1.2 Ciele Diplomovej prace

Dochodkovym spravcovskym spolocnostiam bola stanovend povinnost zhodnocovat
zverené financ¢né prostriedky investovanim na finan¢énych trhoch. Investovanie na
finanan¢nych trhoch vSak so sebou vzdy prinasa aj riziko straty casti vloZenych
prostriedkov. Dokonca aj v pripade investi¢cnych néstrojov, ktoré si povazované
za relativne bezpe¢né, nie je mozné toto riziko dplne vylucit. Pretoze Dochodkové
spravcovské spolocnosti obhospodaruju fondy velkého spoloc¢enského vyznamu, boli
stanovené prisne pravidla, ktoré maju riziko pripadnych strat podstatnym sposobom
obmedzit. Okrem uz spomenutych odlisnych narokov na Struktiru troch fondov, je
zavedenych viacero doélezitych obmedzeni aj s ohladom na typ, povod, ¢ emitenta
investi¢ného nastroja. Ucelom tychto pravidiel je prinatif spravcovské spolo¢nosti
diverzifikovat investi¢né portfolio, aby sa znizilo riziko pripadnych strat.

Jednou z povinnosti , ktoré Dochodkovym spravcovskym spolo¢nostiam uklada
zakon, je ohodnocovanie majetku déchodkového fondu kazdy den. Toto ohodnotenie
musi byt naviac vykonané v slovenskych korunach, nakolko prislugné zakonné limi-
ty sa vztahuji na hodnotu majetku vyjadreni v slovenskych korunach. Ako ¢asto
bude dochadzat k rebalancovaniu samotného portfolia, je vSak otazne. K prislusnym
tukonom totiz moze dojst na zdklade vnutorného rozhodnutia spolo¢nosti alebo na
zaklade vonkajsich udalosti. Ak vSak prihliadneme k tomu, Ze transak¢éné naklady
spojené s investovanim hradi samotna dochodkova spolo¢nost, dalo by sa ocakévat,
7e k rebalancovaniu portfélia bude dochédzat v ¢ase, v ktorom sa objavi vhodnd in-
vesti¢né prilezitost alebo v pripade, 7e prislu$na investi¢na komisia rozhodne o zmene
investicného planu (napr. navysenim akciovej zlozky portfolia).

Pri kriticky nastavenom portféliu moéze medzitym dojst k tomu, ze v dosledku
necakanych pohybov na finan¢nych trhoch sa niektory z investi¢nych titulov dostane
za zékonom povolend hranicu. Uz s ohfadom na hroziace sankcie zo strany Statu je
preto pochopitelne v zaujme kazdej dochodkovej spolo¢nosti mat nastavené rozlozenie
svojich investicii tak, aby v ramci istych bezpecénych hranic podobnému prekroceniu
vCas zabréanili. DSS pouzivaji pre takato bezpec¢nu hranicu pojem Soft Limit a pre
zékonom stanovent hranicu pojem Hard limit.

Stanovovanim Soft limitov sa budeme zaoberat a na zdklade zndmych teoretick-
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ych poznatkov sa pokisime vytvorit jednoduchy matematicky model, ktory by mal
prekroceniu Hard limitov s urc¢itou pravdepodobnostou predist. Zameriame sa prit-
om na akciovu zlozku portfolia, ktora méa klac¢ovy vyznam v spravani fondu a v jeho
budicom vyvoji.

V tejto praci zaroven budeme povazovat dlhopisy za bezrizikovi investiciu. Tento
predpoklad sice na jednej strane nezodpoveda celkom skuto¢nosti, avSak s ohladom
na komplikovany teoreticky aparat, ktory by bol potrebny pri ich modelovani, a
vzhladom na doterajsi vyvoj dochodkovych fondov, z ktorého je zrejmé, Ze sa na
nom néhodné fluktuacie dlhopisovej zlozky zasadnym sposobom neprejavili, je ak-
ceptovatelny.

S dlhopismi ako o bezrizikovej investicii poc¢ita aj klasickdA Markowitzova tedria
portfolia so svojou Mean-Variance analyzou [6]. Poznatok vyplyvajici zo znamej Vety
o jednom fonde [6] |5], je tak mozné pouzit pre dodatoéni optimalizaciu portfolia pri
urc¢enych Soft limitoch.

Praca je rozdelena do 6 kapitol. V kapitole si 2 povieme nieco o slovenskych Do-
chodkovych spravcovskych spolo¢nostiach, legislativnych obmedzeniach, ktoré musia
pri investovani dodrziavat, a o aktualnom vyvoji a zlozeni dochodkovych fondov.
V kapitole 3 st zhrnuté niektoré teoretické poznatky stochastického kalkulu, ktory
tvori dolezity aparat pre pochopenie ndhodného vyvoja akcii na finan¢nych trhoch.
Cast kapitoly je tiez venovana dynamickym odhadom volatility modelmi GARCH
a EWMA, ktoré mozu byt vhodnym doplnkom pri aplikacii Soft limitov na kratke
casové obdobie. V kapitole 4 si predstavime myslienku jednoduchého modelu pre
vypocet Soft limitov a odvodime vztah pre ich vypocet. V kapitole 5 najprv v Monte
Carlo simulaciach overime funkénost vzorcov za predpokladov, pre ktoré boli odvo-
dené, a potom navrhneme dvojstupiovi optimalizaciu za pouzitia Markowitzovej

teorie portfolia.
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2 Dochodkové spravcovské spolo¢nosti na Slovensku

V sucasnosti na Slovensku posobi Sest Dochodkovych spravcovskych spolo¢nosti,
ktoré splnili potrebné podmienky a ziskali licenciu na vytvaranie fondov druhého
kapitaliza¢ného piliera.

Tieto spolo¢nosti k 4. aprilu 2008 spravovali majetok déchodkovych fondov v
hodnote 57 miliard Sk!, ¢o je suma, ktort od sporitelov nazhromazdili od zaciatku
svojho posobenia v marci 2005. Sporitel ma moznost zvolit si konkrétnu spravcovsku
spolo¢nost, ktora bude spravovat jeho uspory a tiez si moze urcit, v ktorom z troch
typov fondov maju byt jeho tspory zhodnocované.

Konzer.
fondy

VUB Generali

14% Vyviéiené
fondy
30%

Allianz SDSS

31% Rastové

fondy
66%

Obrazok 1: Podiely DSS a rozlozenie uspor, Zdroj: www.adss.sk.

Ako je vidiet na obrazku vpravo vysSie, v sucasnosti je velkd véc¢Sina uspor
sporitelov, a to az 96%, ulozend na uctoch rastovych a vyvazenych fondov. Téato
situacia zodpovedé iba neddvnemu spusteniu druhého kapitalizacného piliera a s nim
spojeného dlhodobého zamerania investi¢nych stratégii. V dlhSom ¢asovom horizonte
sa viak da ocakavat, ze s prichodom vyplaty prvych sporitelov, dojde k presunu tych-
to prostriedkov smerom k menej rizikovym konzervativnym fondom. Tento budtci
posun je zrejmy s ohladom na zédkonné obmedzenia, ktoré neumoznuju, aby osoba,
ktora je v preddochodkovom veku, mohla mat svoje tspory ulozené v rastovom alebo

vyvazenom dochodkovom fonde.

Yinformaécie st dostupné na webovej stranke Asocidcie dochodkovych spravecovskych spoloénosti

www.adss.sk alebo na internetovych strankach jednotlivych DSS



2.1 Platna legislativa a investi¢né obmedzenia 6

Miera zhodnotenia financii v dochodkovom fonde je vyjadrend hodnotou tzv. do-
chodkovej jednotky. Tato hodnota bola pri zalozeni vSetkych sicasnych fondov 22.
marca 2005 stanovena na 1 Sk. Pre sporitela vyjadruje mieru, ktorou boli peniaze
na jeho osobnom dochodkovom tucte pocas danej doby zhodnotené. Vyvoj dochod-
kovej jednotky jednej zo spravcovskych spoloc¢nosti je zobrazeny na Obrazku 2 nizie.
Vidime, Ze momentilna miera zhodnotenia tspor pocas troch rokov je v priemere

10% az 12% v zavislosti od typu fondu.

1,145k =

1,105k +
1,085k -

1.065k

T 1 e i~
----- Wywaieny fond

Konzerwvativiny fond

1,025k -

Obrazok 2: Vyvoj dochodkovej jednotky, Allianz SDSS. Zdroj: www.nbs.sk.

2.1 Platna legislativa a investi¢né obmedzenia

Pravidla na Slovensku zavedeného 3-pilierového dochodkového systému v stcasnosti
upravuju tri zdkony. Prvy priebezny pilier je ukotveny zakonom ¢. 461/2003 o
socidlnom poisteni a treti doplnkovy pilier upravuje Zakon ¢. 650/2004 o doplnkovom
dochodkovom sporeni.

Druhy kapitalizac¢ny pilier ukotvuje primarne zakon ¢. 43 z roku 2004, a dalej
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niektoré jeho doplnenia, zmeny a novelizacia? z roku 2007. Na zéaklade novelizAcie
doslo k aprave niektorych pravidiel v druhom pilieri a tiez k jeho opdtovnému otvore-
niu po dobu prvych Siestich mesiacov roku 2008. Okrem toho, Zze bola predizena
minimalna doba sporenia z 10 na 15 rokov, bolo umoznené I'udom, ktori tak nestihli
urobit do polovice roka 2006, aby sa do neho dodato¢ne prihlésili, a taktiez bolo
umoznené Tudom, ktori uz si zapojeni v druhom pilieri, aby z neho naopak vys-
tapili. Po uplynuti tejto doby sa druhy pilier zrejme definitivne uzavrie a opatovné
prehodnotenie rozhodnutia uz nebude mozné. Vstup novych sporitelov do piliera sa

po uplynuti tejto doby bude d'alej vykonavat automaticky v zmysle platnych zakonov.

Ako bolo spomenuté v ivode, Déchodkové spravcovské spolo¢nosti si vo svojich
investi¢nych aktivitach viazané obmedzeniami, ktoré im maja zabranit v neprimerane
rizikovom nakladani s prostriedkami fondu. Zakladné obmedzenie sa tyka Struktiry
samotnych fondov a vychadza z mySslienky poskytnut sporitelovi moznost vybrat si
podla svojich preferencii medzi rizikovej$im alebo menej rizikovym sposobom zhod-
nocovania svojich dspor. ZjednoduSene sa tieto obmedzenia daju zhrnit do nasle-

dovnych bodov?:
1. V Rastovom fonde

(a) hodnota akciovych investicii nesmie prekroc¢it 80% majetku fondu,

(b) hodnota dlhopisovych a peniaznych investicii musi tvorit aspon 20% ma-

jetku fondu.
2. Vo vyvazenom fonde

(a) hodnota akcovych investicii nesmie prekrocit 50% majetku fondu,

(b) hodnota dlhopisovych a pefiaznych investicii musi tvorit asponn 50% ma-

jetku fondu.

3. Konzervativny fond

2zakon & 555/2007, ktorym sa meni a doplita zékon ¢ 461/2003 Z.z. o socidlnom poisteni v

zneni neskorsich predpisov a o zmene a doplneni niektorych zakonov
3podrobné ustanovenia v §88, §89 a §90 zakona ¢&. 43/2004 Z.z.
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(a) majetok fondu moze byt pouzity iba na dlhopisové a penazné investicie.

Dochodkové spravcovské spolocnosti majia povolené investovat iba do likvidnych a
dobre obchodovanych cennych papierov, ktoré maju stanoveny rating od renomovanych
ratingovych spolo¢nosti v investicnom pasme. Pravidla pre investovanie zdroven neu-
mozituji dochodkovym spolo¢nostiam po6zicky cennych papierov?, ¢o znamena, Ze
nie je mozné prechadzat do tzv. kratkych pozicii, ktoré stavaju na $pekulativnych
stratégiach a oCakavani poklesu hodnoty cenného papiera.

Zakéazanie akciovych investicii v konzervativnom fonde naznacuje, Ze tento fond
by mal dosahovat relativne stabilnej miery zhodnotenia. Tato miera vSak nemusi byt
prili§ vysoka. Rastovy fond, ktory umoziuje akciové investicie az do vysky 80%, ma
naopak lepsie predpoklady na vysSie vynosy, tieto ale zaroven moézu byt charakter-
istické vyraznejSimi vykyvmi. Vyvéazeny fond predstavuje alternativu medzi tymito
dvoma krajnymi pripadmi.

Zakon, okrem inych veci, uklada spravcovskej spolo¢nosti povinnost kazdodenne
sledovat vyvoj fondov svojej konkurencie a porovnavat priemerny vynos svojich fon-
dov s vykonnostou fondov rovnakého druhu ostatnych DSS®. Pre kazdy deii musi
spravcovska spolo¢nost vypocitat priemerny vynos dochodkového fondu a priemerny
vynos trhovej konkurencie. Na zédklade zisteni potom urci, ¢i jej fond nedosahuje

podpriemernych vysledkov a v pripade, ze priemerny vynos vynos fondu je nizsi ako
1. 90% priemerného vynosu konkurencie pri konzervativnom fonde,
2. 70% priemerného vynosu konkurencie pri vyvaZenom fonde,
3. 50% priemerného vynosu konkurencie pri rastovom fonde,

je povinné previest ¢ast svojho majektu na ucet daného fondu, aby sa tento dostal na
pozadovani troven s ostatnymi fondami. Toto pravidlo zabezpecuje, ze vynosnosti
fondov sa od seba nebudi zésadnym sposobom odlisSovat. Pre ilustéciu je na Obrazku
3 zobrazeny stav hodnot déchodkovych jednotiek z oktobra roku 2007 a z aprila roku
2008.

1§86 ods. 5 zékona ¢. 43/2004 Z.z.
8§91 ods. 5 zékona ¢. 43/2004 Z.z.
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a) stav k 19.10. 2007
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b) stav k 4.4. 2008
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Obréazok 3: Stav dochodkovych jednotiek.

Zakladné pravidlo tykajice sa diverzifikacie investi¢nych néastrojov portfolia, je
stanovené v § 82 ods. 1 zakona ¢. 43/2004 Z.z. Uklada, ze hodnota cennych papierov
alebo nastrojov penazného trhu vydanych rovnakym emitentom nesmie tvorit viac
ako 3% hodnoty majetku v dochodkovom fonde, ak tento zdkon neustanovuje inak.
Toto obmedzenie je platné pre vSetky druhy akciovych investicii a vzhladom na to,
ze my sa budeme zaoberat bezpe¢nymi investicnymi hranicami pre akciové investicie,
je pre nés klacové.

7 tohto pravidla su vSak stanovené vynimky. V pripade dlhopisovych investicii

je dochodkovym spravcovskym spolocnostiam dovolené investovat az 20% majetku
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fondu do dlhopisov, na ktoré bola poskytnuté zaruka niektorého z ¢lenskych statov®,
pricom v pripade slovenskych Statnych dlhopisov méze byt tento podiel navySeny
Stattitom fondu az na 80%.

Vynimku z tohto pravidla maju tiez hypotekarne zalozné listy (HZL), teda dl-
hopisy vydané komerénymi bankami, ktoré su kryté pohladavkami z hypotekarnych
uverov. Maximalny podiel na jedného emitenta v tomto pripade nesmie prekrocit
10% hodnoty majetku fondu a v suc¢te nemoéZe hodnota investovana do HZL tvorit
viac ako 50% majetku fondu.

Okrem tychto a niekolkych dalsich obmedzeni” je pre podporu slovenského fi-
nan¢ného trhu stanovend podmienka asponn 30% investovania majetku do cennych
papierov alebo penaznych néstrojov slovenskych emitentov.

V pripade, ze dojde nejakymi nec¢akanymi udalostami k poruseniu niektorého z
tychto limitov, je DSS povinné tuto skuto¢nost oznamit Narodnej banke a nasledne
zjednat jej bezodkladni napravu. Dodrziavanie tychto obmedzeni je tak pre investi¢né
aktivity spravcovskej spolo¢nosti kIti¢ové a zo zakona prioritné. V neskorsich ¢astiach
sa preto budeme zaoberat modelom, ktory by mal podobnym nec¢akanym prekroce-
niam v dosledku pohybu finan¢nych trhov predist.

Uz skor sme na Obrazku ¢. 2 pozorovali vyvoj dochodkovej jednotky jednej zo
spravcovskych spolo¢nosti. Na uvedenom grafe je tiez vidiet, Ze napriek predchadza-
jucim, relativne dobrym vysledkom, doslo v priebehu posledného roka k vyraznejsim
vykyvom vo vykonoch rastového a vyvazeného fondu, az sa tieto fondy zaciatkom r.
2008 dostali aj pod troven krivky fondu konzervativneho. Ze sa tento pokles zrejme
tykal vSetkych dochodkovych spolo¢nosti, sa da usudit aj z Obrazku ¢. 3 pri porov-
nani hodnoét dochodkovych jednotiek vykonanych v ¢asovom odstupe priblizne pol
roka. Je zrejmé, ze na vynosoch fondov sa tak odrazila v tomto a v si¢asnom obdobi
pretrvavajica kriza na svetovych finan¢énych trhoch. Zaroven je vidiet, Zze najmenej
rizikového konzervativneho fondu sa kriza dotkla iba mélo, a 7e tento fond sa vobec

pocas celého vyvoja vyznacoval stabilnou mierou rastu s minimalnymi disturbanciami

6pod ¢lenskym &tatom sa rozumie ¢lensky stat Eurépskej Unie alebo OECD
“ako je zabranenie v nadobudnuti kontrolnych podielov na riadeni emitenta, vid § 82 ods. 7 a 8

zakona ¢. 43/2004
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2.2 Struktira fondov a oblasti investovania

Udalosti poslednych mesiacov vSak popri tychto zjavne negativnych dosledoch celosve-
tovej krizy na nase fondy zaroven poukazali na jednu dolezitu skutoc¢nost. A to, ze
rozdielne investi¢né zamerania dochodkovych fondov moézu naozaj podstatnym spo-
sobom rozhodntt o vyvoji majetku uz pri malej trovni rizikovych investicii. Slovenské
dochodkové spoloc¢nosti totiz, napriek tomu, ¢o zakon umoznuje, v sucasnosti vyuzi-
vaju iba c¢ast z moznosti v oblasti akciového investovania. Pozrime sa na zlozenie
fondov dvoch slovenskych Dochodkovych spravcovskych spolo¢nosti na Obrazku 4.

Vidime, ze zastipenie akciovych investicii sa u vyvazenych fondov pohybuje na
urovni 15% a u rastovych fondov na trovni 20%. Rozdiely medzi nimi teda nie
siu velké a uz vobec sa nepriblizuju k maximélnym povolenym hodnotam 50% u
vyvazeného resp. 80% u rastového fondu. Ich podobné zlozenie sa odraza aj vo velmi
podobnych pohyboch kriviek na Obréazku 2, kde sa da naviac pozorovat, ze na krizu
na akciovych trhoch zo zaciatku tohto roku doplatil viac rastovy fond.

Dochodkové spravcovské spolo¢nosti v poslednych dvoch rokoch postupne navyso-
vali podiel akciovej zlozky v dynamickych fondoch a mali v timysle v tomto trende
pokracovat az do urovni, ktoré im umoznuje zakon. V désledku pretrvavajicej neis-
toty na finan¢énych trhoch st vSak momentalne nitené postupovat viac konzervativne
a akciovi zlozku viac nenavysuju. Je vSak pozoruhodné, Ze i tieto relativne nizke
podiely akciovych investicii mézu sposobit celkom znac¢né vykyvy vo vykonnosti fon-
dov.

Tri hlavné triedy investi¢nych néstrojov dochodkovych fondov predstavuju ak-
ciové, dlhopisové a penazné investicie. Co vietko je pod tymito pojmami chapané je
uvedené v § 87 zékona ¢. 43/2004 Z.z. Dochodkové spravcovské spolo¢nosti sa v ramci
tychto moznosti vo svojich aktivitach zameriavaji na nasledovné triedy investi¢nych

nastrojov.
1. V oblasti akciovych investicii su to hlavne:

(a) investicie do fondov Exchange Traded Funds (ETF) kopirujicich vyvoj
niektorych burzovych indexov, ako si napr. europske DJ EuroStoxx 50,
FTSE 100, americké S&P 500, azijské NIKKEI 225;
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Obrazok 4: Dochodkové fondy spolo¢nosti AXA DSS a Allianz SDSS. Zdroj: mesac¢né

spravy AXA DSS a Allianz SDSS, marec 2008.

(b) investicie do akcii spolo¢nosti, prevazne europskych a americkych.

2. V oblasti dlhopisovych investicii:

(a) investicie do $tatnych dlhopisov, prevazne slovenskych a krajin V4,

(b) investicie do Hypotekarnych zaloznych listov a korporatnych dlhopisov.

3. V oblasti penaznych investicii:

(a) vklady na beznych a vkladovych tctoch s kratkou dobou splatnosti do 1

alebo 3 rokov.
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3 Modelovanie stochastického vyvoja cien akcii

V tejto kapitole si zhrnieme najrozsirenej$i matematicky aparat, ktory sa pouziva
pri modelovani vyvoja ceny akcie. Napriek tomu, Ze sa opiera sa o silny predpoklad
normality vynosov akcie, ktory v praxi Casto nebyva naplneny, je to najlepsi vy-
chodiskovy model, o ktory sa aj v dalSej kapitole oprieme pri odvodzovani vzorcov
pre Soft limity. Ku koncu si tiez povieme nieco o pristupoch k odhadovaniu oc¢aka-
vaného vynosu akcie a volatility akcie. Koncepty obsiahnuté v tejto kapitole je mozné
detailnejsie nastudovat v knihe [2|, kapitoly 10, 11 a 15. Dalej odvolavame citatela
na [8], [3] a [6].

3.1 Stochasticky charakter akciovych trhov

Kazdy obchodnik vstupuje na trh s cielom navySenia prostriedkov, ktoré do ne-
ho vlozil. Na zaklade svojich skiisenosti, preferencii a dostupnych informacii, voli
rozhodnutia, od ktorych bude ziadat zabezpecenie istej miery vynosu. Ak je obchod-
nik obozretny, bude svoje rozhodnutia volit aj s ohladom na predvidatelné riziko,
ktoré na danom trhu existuje.

S investovanim na finan¢nych trhoch je spojené riziko straty c¢asti vlozenych in-
vesticii. Toto riziko je spravidla tym vécSie, ¢im VvACSi je mozné ocakavat vynos.
Investovanie na akciovych trhoch je vo vSeobecnosti povazované za rizikovejsi spo-
sob investovania, ktory v8ak zaroven slubuje moznost nadpriemerného zisku. Vyvoj
cien akcii je tak za tymto tcelom neustale velmi pozorne sledovany mnozstvom ob-
chodnikov, ktori sa snazia predpovedat ich budici vyvoj. Skuto¢nost, ze by niektory
z nich bol schopny na zaklade ur¢itého pohybu ceny spolahlivo predvidat nasledny
narast ceny s pravdepodobnostou va¢sou ako 50%, by mu déavala do ruky néastroj k
nadpriemernym vynosom. Tato vyhoda je vSak anulovana vo chvili, ked sa dosta-
to¢ny pocet obchodnikov resp. cely trh stani znalymi tohto potencidlne Specifického
vyvoja. Svojim spolo¢nym ocakavanim totiz v okamihu jeho vyskytu vytvoria pro-
titlak, ktory povedie k okamzitému narastu ceny a tym k eliminovaniu obchodnej
prilezitosti.

Z pohladu oby¢ajného investora, ktory ma k dispozicii iba vSeobecne zname in-
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formacie, sa vSak v matematickych modeloch uvazuje o cene akcie ako o nadhodnej
veli¢ine, ktorej budici vyvoj nemozno s istotou predpovedat. O takejto veli¢ine po-
tom hovorime, 7e sleduje nejaky stochasticky proces.

Rozsirené matematické modely sa vo svojich vychodiskach opieraju taktiez o jed-
no dalie dolezité pozorovanie, ktoré hovori, ze poslednd znama cena akcie v sebe
tiez zahfha kazdu informéciu z jej predchadzajiuceho vyvoja. Tento predpoklad je
dosledkom skutoc¢nosti, Ze vyvoj akcii na trhu je neustéle velmi pozorne sledovany a
vyhodnocovany mnozstvom investorov, ktori st nasledne schopni svojimi aktivitami
maximalne zuzitkovat vSetky informécie z minulosti. Znamena to teda, ze pre dalsi
pohyb ceny akcie nie je dolezity jej historicky vyvoj, ale iba posledna znama hodnota.
Tato vlastnost, oznac¢ovana tiez ako Markovova, je v silade s hypotézou o tzv. slabej
efektivnosti trhu [2]. Weak form of Efficient market hypotesis (hypotéza o slabej
efektivnosti trhu) tvrdi, Ze nadpriemerny vynos (t.j. vynos presahujici vykon trhu),
nie je mozné dosiahnut pouzitim investi¢nych stratégii, ktoré sa opieraji o vSeobecne

zname informacie, akymi su historické ceny akcii [9].

3.2 Brownov pohyb, Geometricky Brownov pohyb, It6ova lema

O néhodnej veli¢ine sledujiicej stochasticky proces mozeme uvazovat ako o nahodnej
veli¢ine, ktora je spojita alebo o ndhodnej veli¢ine, ktora je diskrétna. Zatial ¢o spo-
jitd ndhodné veli¢ina moze nadobudat Tubovolné realne hodnoty, diskrétna ndhodna
veli¢dina moze nadobudat iba hodnoty diskrétne. Rovnakym spdsobom mozeme na
nahodnu veli¢inu pohliadat ako na spojita alebo diskrétnu v case. A to v zavis-
losti od toho, ¢i st jej pozorovania vykonavané a zaznamenévané neustile alebo je
tak vykonavané s odstupom nejakého c¢asu. Pri praci s akciami mame obycajne k
dispozicii data zaznamenané v urcitych c¢asovych intervaloch, akymi st dni alebo
mesiace. Taktiez ceny, pod ktorymi mozu byt akcie na burziach obchodované, nie
st spojité, ale spravidla sa ponuka a dopyt moézu menit iba po istych minimalnych
hodnotach (tieto st stanovené v zavislosti od obchodnej meny). Cena akcie je teda
v praxi veli¢inou diskrétnou a diskrétnou v ¢ase. Z teoretického hladiska sa vSak na
cenu akcie pohliada ¢asto ako na velic¢inu, ktora je spojitd a spojitd v case, pretoze

tento koncept poskytuje idedlne vychodisko pre néasledné aplikacie, az pri ktorych
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dochadza k diskretizacii.
Aby sme postupili dalej, uvedme si proces, ktory splia skor uvedené poziadavky
na pohyb akcie. Tento proces, znamy pod pojmom Brownov pohyb, sa niekedy nazyva

aj zovseobecneny Wienerov proces.

Definicia 3.1. (Brownov pohyb) [8],[3]
Hovorime, Ze t-parametricky systém ndhodnijch premenngch {X(t),t > 0} sleduje

Brownov pohyb, ak spliia nasledovné podmienky:

(i) zmenu hodnoty AX pocas krdtkeho c¢asového intervalu At mozZeme zapisat v tvare
AX = pAt+ (cVAL)z,

kde z je ndghodnd premennd zo Standardného normdlneho rozdelenia N(0,1).
(ii) hodnoty AX pre lubovolné dva krdtke casové intervaly At si nezdvislé.
(1ii) X(0)=0 a vzorky ciest X(t) su spojité v premennej t > 0.

Brownov pohyb s parametrami p = 0 a 0® = 1 (tieto parametre nazjvame drift a

variancia) sa vold Wienerov proces.

Z vlastnosti (ii) je zrejmé, ze ndhodna premenna X (t) ma Markovovu vlastnost,
pretoze jej prirastky st od seba nezavislé. Ak pouZijeme vlastnost (i) a rozpiSeme
v sucte vyraz X(t) — X(0), tak sa Tahko presved¢ime aj o tom, Ze X (t) mé nor-
mélne rozdelenie so strednou hodnotou ut a disperziou ot (vid [8] str. 13,14). Tato
skutoc¢nost vyplyva z aditivnosti dvoch nezavislych normalnych premennych ako i
skuto¢nosti, ze X (0) = 0.

Z toho napokon méame, ze X(t) je mozné napisat v tvare
X(t) = pt + owt) 1)

kde w(t) sme oznacili Wienerov proces.
K spojitej nahodnej veli¢ine X(t) obvykle prejdeme limitnym prechodom At — 0,

po ktorom z vlastnosti (i) Brownowho pohybu dostaneme vztah

dX = pdt + odw(t),
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kde w(t) je Wienerov proces. Téato rovnica sa nazyva tieZ stochasticka diferencialna
rovnica.

Samotny Brownov pohyb vSak nie je pre modelovanie ceny akcie velmi vhodny,
pretoze oCakavana hodnota prirastku nie je nezavisla od ceny akcie. Ak polozime
stochasticka ¢ast rovnu nule, tak pre prirastok v ¢ase At mame AX = pAt, ¢o
znamend, 7e narast hodnoty v ¢ase je vzdy absolutny bez ohl'adu na cenu akcie.

Upravme preto svoje oCakavania a uvazujme namiesto toho o uAt ako o podielovej
zmene v hodnote akcie. Ak hodnotu akcie oznac¢ime S, tak zrejme ziadame, aby
AS = SuAt. Po zanedbani stochastickej zlozky je teda naSe oCakévanie prirastku
vyjadrené ako

g T At @

resp. v limite At — 0

— = pdt.
S H

Vyraz (2) definujeme ako jednoduchy vynos® pocas kratkej ¢asovej periody At.
Ak postupujeme rovnako aj pri rizikovej zlozke procesu, dostaneme stochasticki

diferencialnu rovnicu tzv. geometrického Brownovho pohybu
dS = pSdt + o Sdw. (3)

Parameter o tu predstavuje mieru neistoty vynosu vyjadrenti v percentach a nazy-
vame ho volatilitou akcie. Obvyklé hodnoty roc¢nej volatility akcii sa pohybuja v
rozmedzi od 20% po 40% |[2].

V teorii stochastického kalkulu méa svoje dolezité postavenie tvrdenie zname pod
nazvom Itdova lema. I ked toto tvrdenie nachadza svoje uplatnenie predovsetkym v
tedrii ocenovania derivatov, pouziva sa aj pri odvodeni stochastického procesu zod-

povedajiceho modelu spravania akcie pri pouZiti tzv. spojite zlozenych vynosov®.

8angl. simple return alebo simple net return
9angl. continuously compounded rate of returns
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Lema 3.2. (Itéova lema) [8]
Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennijch, pricom premennd x je rieSenim
stochastickej diferencidlnej rovnice tzv. Itéovho procesu: dr = a(z,t)dt + b(z,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

f of
50 +(E+ b2( t)

02 f

df = 5o) 4t

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

of of of
5 52 )dt + b(z, )%dw.

2 f

+ = b2( )82

df = (= +alz, )5~

Pre podrobnejsie pojednanie o Itoovej leme vratane celého dokazu vid napr. pub-
likaciu [6]. Pri aplikacii vysledku Itoovej lemy na funkciu logaritmu ceny S(t), t.j. na

funkciu

9(5(t), 1) = InS(t),
najprv vypocitame

dg 1 *g 1 8g_0
oS S’ 052 S% o
Kedze o S(t) predpokladame, 7Ze jej vyvoj zodpoveda stochastickej diferencialne;

rovnici (3), podla ktorej
a(x,t) = us, b(xz,t) =085,

dostaneme 7z Itoovej lemy nakoniec

o2
dg = (u— 7)dt + odw, (4)

kde w je Wienerov proces.

Rovnica (4) tak zodpoveda Brownovmu pohybu s driftom g — "72 a varianciou o2

Ak tento vysledok aplikujeme na vyraz g(t) — ¢g(0), t.j.

/Ot dg(z)dz = /tdlnS(z)dz =InS(t) — InS(0),

0
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tak z vlastnosti Brownovho pohybu vyplyva, ze

2

maw_mamNN«u—%ﬁpm,

resp.
In % ~N((p— =)t,0%) (5)
InS(t) ~ N(InS(0) + (u— %Z)t, o’t). (6)

Vyraz na lavej strane (5) zodpoveda spojite zloZzenej miere vynosu pocas ¢asového
useku [0,¢]. Tato skutoc¢nost vyplynie z toho, Ze ak n ozna¢ime ako spojite zlozeny

vynos za jednu ¢asovi jednotku a zadefinujeme ho prostrednictvom
S(t) = S(0)e™,

tak mame

1 S(t)
n= Zlnw.

Z (5) tiez vyplynie, ze n ma normalne rozdelenie
UNN(,U—?,O'/t), (7)

¢o znamend, ze oCakavavana stredna hodnota tymto sposobom definovaného vynosu
. z ’ 2 v ’ v A ’ I .
je rovna vyrazu p — %, pricom vyraz pAt bol uz skor v (2) definovay ako vynos akcie

za kratke casové obdobie.

Definicia 3.3. (Geometricky Brownov pohyb) [8]
Nech {X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametrami fi a o, pricom fi = i — %2, a
nech Sy € R. Potom systém ndhodnijich premenngjch {S(t),t > 0}

S(t) = SpeX®, t >0, (8)

nazyvame geometricky Brownov pohyb.
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Pretoze v aplikidciach sa zvycajne pouzivaju ¢asové rady z vynosov pocitanych po-
mocou logaritmu, predpoklada sa, ze pohyb akcie sa riadi geometrickym Brownovym
pohybom. Odhad strednej hodnoty vynosu 7 je tak odhadom parametra i, ktory je
vzdy o nieco mensi ako p. Stochastickd diferencidlna rovnica zodpovedajica tomuto
odhadu po dosadeni i + %2 za i do (3) je

o2
dsS = (i + 7)Sdt + oSdw,

kde w je Wienerov proces.

Pozndmka: Hovorime, Ze ndhodnd premennd Y mda lognormdlne rozdelenie, ak

premennd In'Y md normdlne rozdelenie s prislusnymi parametrams.

Z pozorovania (6) je zrejmé, 7e premennu S(t) moézeme povazovat za lognormélne
rozdelent, ¢o so sebou prinaSa niektoré vyhody. Lognormélne rozdelena ndhodné
premenna nemdze nadobudat zaporné hodnoty, ¢o je v sulade s o¢akavanim, ktoré
kladieme na cenu akcie. Dalsia vyhoda vyplyva z aditivnej vlastnosti logaritmov. Ak
mame napriklad k dispozicii denné pozorovania spojite zloZzenych vynosov, tak pris-
lusny mesac¢ny vynos dostaneme jednoduchym s¢itanim dennych vynosov. Z central-
nej limitnej vety naviac vyplyva, ze su¢et Tubovolne rozdelenych ndhodnych premen-
nych ma s ich po¢tom bliziacim sa do nekone¢na normélne rozdelenie. To znamen4,
ze v pripade, ak denné vynosy vykazuju Statisticky vyznamné naruSenie normality,

mesacné vynosy ziskané tymto sposobom budi ,normalnejsie”.

3.3 Odhady parametrov

Zavedme v dalsom texte znafenie {S; = S(t),t € N} a uvedme S; ako cenu akcie na
konci dna t. Zadefinujme tiez jednodiovy vynos akcie u; spojitym sposobom ako

St
Si-1’

u; = In

Pri odhadoch strednej hodnoty vynosu a volatility akcie vychadzame z historick-
ych dat, ktoré mame k dispozicii. Ak méame n + 1 pozorovani cien Sy, Si, ..., Sy,
tak najprv zostrojime prislusny casovy rad wuq,us,...u,. V pripade, ze sa rozhod-

neme odhadnit parametre z celého radu dostupnych historickych tdajov, dostaneme
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odhady tzv. ,dlhodobého vynosu” a ,dlhodobej volatility”. Ak sa v8ak nasa aplikacia,
na ktorti odhady pouzijeme, tyka podstatne kratsieho obdobia (napr. ak modelujeme
vyvoj akcie na jeden tyzden dopredu, ale mame historické udaje za posledné dva
roky), je vhodné zvolit datovi zékladiu mensieho rozsahu, ktora bude lepsie zod-

povedat sicCasnej situdcii na trhu.

Pri odhadoch parametrov vo vSeobecnosti postupujeme sposobom, Ze zoberieme
m poslednych znamych pozorovani w, 11, Un—m+2, ---U, &z tychto parametre odhad-
neme.

Pre odhad o¢akédvaného denného vynosu « je naSou volbou jednoduchy aritmet-

icky priemer, ktory dava kazdému pozorovaniu rovnaku vahu

m—1
1
U= — Z Unp—t- (9)
m t=0

Tento odhad zodpoveda tzv. nevychylenému odhadu strednej hodnoty ndhodne;j

veli¢iny u, ktora pre nés predstavuje denny vynos.

Poznamka: Ak oznacime stredni hodnotu ndhodnej veliciny x ako T a definu-
jeme ju prostrednictvom E(x) = &, tak pre nevychyleny odhad parametra T, ktory
oznacéime T, musi platit, Ze E(Z) = Z. Strednd hodnota je jednou zo zdkladnijch
popisnych charakteristik ndhodngch velicin, ktoré tieZ byvaju oznacované ako charak-
teristiky polohy. Dalsou délezitou charakteristikou je disperzia resp. variancia, ktord

partri medzi charakteristiky variability, vid napr. [4].
Ak dalej uvazujeme, Ze rok ma 252 pracovnych dni, tak ekvivalent zopovedajuci
otakavanému ro¢nému vynosu, ozna¢me ho fi, dostaneme prenasobenim (9) ako
fi = 252,

Odhad i je pritom odhadom parametra ji z konca predchadzajicej podkapitoly 3.2.

V podkapitole 3.2 sme si tiez definovali volatilitu ako mieru neistoty vynosu akcie
pocas jedného roka. Zo (6) sme tiez videli, Ze volatilita o zodpoveda tieZ §tandard-
nej odchylke logaritmu ceny akcie na konci prvého roka a podla (7) aj Standardnej

odchylke spojite definovaného vynosu 7 pocas jedného roka.
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Volatilitu akcie moézeme odhadnit klasickym spdsobom ako $§tandardntit odchylku
¢asového radu pozorovani %, 41, Un—mi2, -..Un, Ktory sme vytvorili. Obvyklym pris-
tupom je pouzit nevychyleny odhad variancie vynosu.

Ak varianciu nahodnej premennej u definujeme ako Var(u) = E[(u — @)?], kde @
je stredna hodnota u, tak jej nevychyleny odhad (vid poznamku na predchadzajucej

strane) ma tvar ([4])

—_

3

1
2—— —72
s—m 1t (Up—y — 1)

Il
=)

a Standardni odchylku definujeme ako jej odmocninu

m—1

s = ﬁ Z(un_t —u)?. (10)

7 toho ekvivalent odhadu ro¢nej variance, ozn. ho &2, je
5% = 252s°

a rocnej volatility
o =V252s.

Co sa tyka samotného rozsahu dat, t.j. zvoleného m, je tato volba v podstate
na nafom uvazeni. Je v8ak empiricky pozorovatelné, Ze parametre odhadnuté na
zéklade kratsieho obdobia, sa Casto vyrazne liSia od dlhodobého priemerného vynosu
a od dlhodobej volatility. Tieto dve st obyc¢ajne vyrazne men§ie, nez prislusné odhady
vykonané na zéklade kratsieho obdobia.

V aplikaciach sa ¢asto pouziva princip, podla ktorého by rozsah dat, z ktorého
st parametre odhadované, mal priblizne zodpovedat dobe, na ktori si tieto odhady
aplikované [2|. Ak preto chceme vykonavat simulacie alebo odhadovat budicu hod-
notu na mesiac dopredu, polozime vo vzorcoch (9) a (10) hodnotu m rovnu 21, ak na

tyzden polozime m = 5, a ak iba na jeden dei, je naSou najlepSou volbou m = 1.
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3.4 Dynamicky odhad volatility, modely GARCH

Ako bolo spomenuté, jednym zo sposobov odhadu volatility je pouzitie vzorca (10).
Tento pristup k odhadu volatility je relativne rychly a jednoduchy, avsak vychadza
z toho, Ze volatilita sa poc¢as daného obdobia nemeni a zostava konstantna. Analyzy
vSak naznacuji, ze variancia akcie je v skutoc¢nosti, podobne ako jej cena, stocha-
stickym procesom, ktory sa zo dia na den meni. Tento proces vSak, na rozdiel od
cien akcie, nie je priamo pozorovatelny [2].

Modely GARCH sa zaoberaji sledovanim tohto vyvoja a modelovanim dennej
volatility. Na Obrazku 5 je spojitou ¢iarou zobrazeny vyvoj dennej volatility ETF
fondu Spiders, ktory kopiruje vyvoj amerického indexu S&P 500. Vyvoj je vyhod-
nocovany za obdobie od 3.6.2005 po 31.1.2008 a je namodelovany pomocou modelu
GARCH(1,1). Prerusovanou ¢iarou je zobrazena dlhodoba denna volatilita a zod-

poveda ro¢nej volatilite na urovni 15,6%.

Denna volatilita, SPDRs
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Obrazok 5: Denné volatilita amerického ETF fondu SPDRs v ¢ase od 3.6.2005 do
31.1.2008.

Napriek tomu, 7e si modely GARCH schopné celkom tspesne zmapovat vyvoj



3.4 Dynamicky odhad volatility, modely GARCH 23

akcie v minulom historickom obdobi, z hladiska predikcii je vhodnejsie ich aplikovat
skor na kratSie ¢asové obdobie. Tato skutocnost je dosledkom vlastnosti ,mean rever-
sion” (vid [2], kap. 15.6), podla ktorej sa volatilita pri odhade s postupom ¢asu do
budiicnosti blizi naspét k dlhodobej volatilite. V naSich aplikiciach tak neskor pouzi-
jeme GARCH(1,1) model pre odhad volatility v kratkom ¢asovom horizonte (jedného

dia, maximélne jedného tyzdna).

Uved'me si teraz zakladné myslienky, o ktoré sa modely GARCH a ich $pecialny
pripad EWMA opieraji. Pre podrobnejsie informaécie je ¢itatel odkédzany na kapitolu
15 z knihy [2].

V tejto Casti budeme nadalej pouzivat znacenie u, = ln% pre aproximaéciu
spojite zlozeného vynosu akcie pocas diia t. Zadefinujme si dalej o, volatilitu (resp.
odhad volatility) akcie pre deii n ako jej odhad z konca dha n — 1.

Ako bolo vySsie napisané, Standardnym pristupom k odhadu volatility o, je

vipocet nevychyleného odhadu variancie o2 na zéklade m pozorovani:

m

op = —— (tny — 1), (11)
t=1
kde @ = % Y i Up—y je priemer uy.
Oc¢akavany vynos akcie je v kratkom ¢asovom horizonte (napr. jeden den) v
porovnani s jeho varianciou relativne maly. Zavedme preto zjednodusSenie a pred-
pokladajme, Ze priemerny vynos @ je nulovy. Ak naviac nahradime vyraz m — 1 v

menovateli vztahu (11) vyrazom m, dostaneme z neho nasledovne upraveny odhad'®

m

1

2 2

Op = E Z Up_¢- (12)
t=1

Zjavnym nedostatkom schémy (12) je, ze kazdému z m pozorovani prirad uje rov-

naku vahu, ¢im moze byt niektorym starSim pozorovaniam pripisany zbyto¢ne velky

vyznam. Idea modelov GARCH je naproti tomu zalozena na principe, ktory postiva

vahy v prospech novsich pozorovani, u ktorych sa predpokladéa vicsia dolezitost.

Wtento odhad je tiez odhadom variancie metédou maximalnej vierohodnosti
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Na zaciatok prepisSme predchadzajici odhad za pouzitia vSeobecnych vah

0'721 = Z OétUift, (13)
t=1

pricom oy je nezadporné pre vSetky ¢ a zodpovedi vidham priradenym pozorovaniu ¢
dni naspit. Sucet vah je zaroven rovny 1.
Ak naviac uvazujeme o tom, ze Cast variancie bude tvorit nejakd fixna zlozka,

dlhodoba variancia, ktort ozna¢ime V, mozeme upravit (13) to tvaru

o2 =~V + Z ol (14)

t=1

kde ~ je véha, ktort sme priradili V a v+ > 7" oy = 1.

3.4.1 EWMA

Model odhadu volatility EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) je $pecial-
nym pripadom vSeobecného zapisu (13), kde vahy a; klesaji exponenciilne s pos-

tupom spéit v ¢ase. Cely model je naformulovany ako

op = Aoy g+ (1= Ny, (15)

pricom A € (0,1).

2

Parameter A je tak vaha priradend predchadzajicemu odhadu variancie o;_; a

1— A je vaha priradené poslednému pozorovaniu ceny, ktoré zodpoveda Stvorcu vyno-

2

su ur_g.

Pre pochopenie opodstatnenosti exponencidlneho poklesu vah pri takto nafor-
mulovanom modeli, je potrebné si rozpisat ¢len o2 ; (pre bliz§ie poznamky vid |2,

kap. 15). Na zéklade toho sa da zistit, ze (15) je ekvivalentny s

m

o2 =(1-)) Z N2, + \"op.

t=1
Pre velké m je pritom ¢len \"o? v takto prepisanom modeli dostato¢ne maly, a ak

ho zanedbame, zostane nam iba

or=(1-X) Z A,
t=1
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¢o je $pecialny pripad vSeobecného zapisu (13) pre volbu ay = (1 — A)A™L. Pretoze
1 — A je kon$tanta, je vidiet, ze ayr1 = Aoy, €o kedze A € (0, 1), znamend, ze vahy

exponencialne klesaju.

Obecnou vyhodou tohto pristupu je, ze jediné, ¢o si pre vypocet novej volatility
musime zapamaétat, su jej predchadzajuci odhad a poslednéa cena akcie. Ked potom

ziskame nové data, volatilitu jednoducho aktualizujeme pomocou vzorca (15).

3.4.2 GARCH(1,1)

Rozdiel medzi modelmi EWMA a GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) zodpoveda rozdielu medzi rovnicami (13) a (14), t.j. u druhého
sa naviac predpoklada existencia dlhodobej volatility.

Podobne ako tomu bolo v pripade predchadzajiceho modelu s rovnicou (15),
modelu GARCH(1,1) zase zodpoveda formulacia

or =~V +aul_, + for_,, (16)

kde a + 3 +v=1.

Parametre o, a v st teda vahami prislichajicimi k poslednému pozorovaniu
ceny, predchédzajtcej variancii a dlhodobej variancii. 7 pohladu je tieZ zrejmé, ze
EWMA je $pecialnym pripadom modelu GARCH(1,1) pre volbu vy =0, a =1— X a
0=\

Jednotkové zna¢enie v GARCH(1,1) pritom hovori, Ze volatilita sa poc¢ita na zak-
lade jedného pozorovania ceny a jedného odhadu variancie. VSeobecne st tak mod-
ely GARCH(p,q) po¢itané na zaklade p poslednych pozorovani ceny a ¢ poslednych
odhadov variancie. Tymto modelom uz vsak nezodpoveda rovnica (16).

Rovnicu (16) je mozné postupom analogickym ako pri EWMA rozpisat do tvaru

m

51

1 m
o, =7V +a Z BE_, + g,
=1

z ¢oho je vidiet, ze vahy priradené starSim pozorovaniam klesaji exponencialne s

mierou urcéenou parametrom (3.
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3.4.3 Odhad parametrov metédou maximalnej vierohodnosti

Pre praktické pouzitie rovnice (16) je potrebné odhadnit parametre «,( a 7 na
zéklade dostupnych dat.

Vhodnym néastrojom pre tento ucel je metdéda maximalnej vierohodnosti. Tato
metoda je zalozend na principe, ktory maximalizuje pravdepodobnost spolo¢ného
nastatia vSetkych pozorovanych udalosti (tieto udalosti predstavuje m poslednych
cien akcie).

Pri odhade volatility akcie predpokladame, Ze jej spojite chapané vynosy aproxi-
mované prostrednictvom wu;, st normélne rozdelené. K tomu budeme naviac pocitat
s tym, Ze o¢akavany denny vynos u je velmi maly a preto ho zanedbame.

KedZze chceme pouzit dynamicky model, tak uvazujeme o variancii o? ako o
¢asovom rade pre t = 1,2, ... (variancia v ¢ase nie je konstantna). Z hustoty pravde-
podobnosti normalne rozdelenej nahodnej premennej so strednou hodnotou 0 a vari-

anciou o7, ktorej hodnoty pre t = 1,2, .... st za pouZitia (16) funkciami parametrov

a, 3 a v, mame, ze pravdepodobnost nastatia vynosu u; je
1 u?
exp (— :
\/2mo? 207

7 toho, pretoze o vynosoch akcii vieme, ze st nezéavislé, je spolo¢na pravdepodobnost

flo, B,7) =

nastatia vSetkych m udalosti

m

o, 3,7) H U —5. (17)

ol 7rat 207 t

Metoda maximélnej vierohodnosti tvrdi, Ze najlepSim odhadom variancie s tie hod-
noty o7, ktoré vyraz (17) maximalizuju.
Po odstraneni konstanty a jeho zlogaritmovani dostaneme
m 2
Uy
Z —Ino? — —2)
t=1 i
¢o je funkcia, ktorej maximalizacia

max G(Op—m, -y Op-1), (18)
B8y
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3.50% = Denna veolatilita, iShares DJ Euro Stoxx 50
3.00% A
2.50%
2.00% A
1.50% 4 )J\ rw_\l
1 00% Iy ...am ’e 3 i, 'y h& AN
S NV A PSP A RT AP U AN (AW VY L B R D
0.50% A
0.00%
(=) o) By A f=} =] <= o0y =] =] P b i [ o e
= 2 £ 2 =2 = = = = 2 s = = = = =2
3.00%

Denna volatilita, Nomura ETF - NIKKEI 225

106
X105
oG
M08
VG
ViIkog
¥-06
#1106
ko7
a7
VL7
X-07
XI07

VH
W05

VIIko7

Obrazok 6: Denné volatility ETF fondov, eurépskeho DJ Euro Stoxx 50 a &zijského
Nomura NIKKEI 225. Vyvoj od 3.6.2005 do 31.1.2008.

déa rieSenie ekvivalentné maximalizacii funkcie F'.

Problém (18) sa riesi itera¢ne pri pouziti rovnice (15) alebo (16). Ak je zvoleny
model EWMA je naviac cela procedira zjednodusena, pretoze na rozdiel od zlozite-
jsiecho GARCH modelu sta¢i odhadnit jeden parameter.

My sme na potrebné vypocty pouzili nastroj Solver z aplikacie Microsoft Excel.
Pre detailny postup vypoc¢tu vid Specializovant ¢ast 15.5 v publikacii [2].

Pre zaujimavost st na Obrazku 6 namodelované vyvoje volatilit eurépskeho ETF
fondu DJ Euro Stoxx 50 a azijského Nomura NIKKEI 225. Na oboch grafoch je jasne
vidiet narast v obdobi velkej krizy na finan¢nych trhoch koncom januara 2008, ktory

bol sposobeny prepadom americkych akcii.
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4 Soft limity pre akciové investicie

Uz v Kapitole 2 sme uviedli, ze zdkon DSS ukladé, aby podiel jedného akciového
titulu v portfoliu dochodkového fondu neprekrocil 3% jeho hodnoty vyjadrenej v
slovenskych korunach. Spoésob vypoctu Soft limitu, t.j. bezpecnej investi¢nej hranice
pre dant investiciu, ktory si v tejto kapitole predstavime, je zalozeny na jednoduchom
modeli, ktory sa opiera o predpoklad normality vynosov akcie, tak ako bolo uvedené

v Kapitole 3.

4.1 Volatilita dlhopisovej zlozky

V tejto praci zaoberame iba dochodkovymi fondami, v ktorych st akciové investicie
povolené, t.j. predmetom nasho zadujmu si fondy rastové alebo vyvazené. VacSina
majetku tychto fondov je vsak v stic¢asnosti investovana do dlhopisovych a penaznych
investicii. Penazné investicie st bezrizikové, avsak dlhopisové pozicie vytvaraju isté
riziko.

KedZe sme na za¢iatku uviedli, Ze na dlhopisy budeme pohliadat ako na bezrizikova
investiciu, nie je nasim uc¢elom podrobne rozoberat faktory, ktoré na cenu dlhopisu
ovplyvihuji. Za tymto ucelom odkazujeme na literatiru, ktora sa danou problematik-
ou blizgie zaober4, vid napr. [6]. Je ale vhodné, aby sme uviedli, na akych drovniach
sa za normalnych okolnosti m6zu nahodné vykyvy sposobené stochastickou ¢astou
dlhopisovej zlozky pohybovat .

Cenu dlhopisu ovplyviiuje niekolko faktorov. Niektoré z nich st stochastické a
niektoré deterministické. Nahodné vykyvy stochastickej zlozky dlhopisu st sposobené
posunom krivky tdrokovych mier, ktora je tiez ocakdvanim trhu o budicom vyvoji
urokovych mier. Na vyvoji cien dlhopisov obchodovanych na burzach je mozné mieru
tejto nahodnosti vypozorovat. Ak ide o bezkuponovy dlhopis, jeho cena s bliZiacim
sa casom do splatnosti rastie. Tento narast vSak nie je linedrny, a vo vyvoji si
jasne pozorovatelné ndhodné vykyvy. Ak je to dlhopis typu par bond, t.j. kupénovy
dlhopis, ktorého kipna hodnota je rovna jeho nomindalnej hodnote, pobyhuje sa jeho
cena spravidla na tejto tirovni a vykyvy od nej odrazaju ndhodny proces.

Na Obréazku 7 je zobrazeny denny vyvoj volatility (bezkuponového) slovenského



4.1 Volatilita dlhopisovej zlozky 29

0.80% = $tatny dlhopis 205
0.70% A
0.60% A
0.50% A
0.40% A

0.30% A

0.20% A

0.10% A

0.00%

W06
W1-06
WII-05
W06
1X-08
*¥-06
X105 1
¥-05
-7
[-07
-07
W07
W07
W07
[¥-07
¥07
X071
¥ 07
l-08
I-08

W07 1
WA-OF A

Obrazok 7: Denn4 volatilita slovenského Statneho dlhopisu 205 v case od 4.5.2006
do 8.2.2008, Zdroj dat: Burza cennych papierov v Bratislave, www.bcpb.sk.

Statneho dlhopisu 205, ktory bol namodelovany pomocou GARCH(1,1) v dobe od
4.5.2006 do 8.2.2008. Dlhodobéa denné volatilita dlhopisu je 0,28%, ¢o zodpoveda
dlhodobej ro¢nej volatilite na drovni 4,46%.

Na Obréazku 8 je pre porovnanie zobrazeny vyvoj dennej volatility akcie c¢eskej
energetickej spolo¢nosti CEZ a rakuskej Erste Bank od 3.6.2005 do 31.1.2008. Roc¢na
dlhodoba volatilita je v prvom pripade na trovni 31,57 % a v druhom pripade na
urovni 28,68%. Obe tieto hodnoty st podstatne vyssie, nez je tomu u dlhopisu.

V modeli, ktory pouzijeme, budeme uvazovat so spolo¢nou bezrizikovou trokovou
mierou pre dlhopisové aj pefiazné investicie na tirovni 3-mesa¢ného BRIBID-u'!. Je to
referen¢na arokova miera, od ktorej sa odvijaju aroky na kratkodobych (3-mesa¢nych)
vkladovych tc¢toch, na ktorych Dochodkové spravcovské spolo¢nosti viazu istu Cast
prostriedkov dochodkovych fonfov (vid Obrazok 1 v Kapitole 2). Budeme tak auto-

maticky predpokladat, ze vynosy dlhopisov sa od tejto urokovej miery v podstatnej

miere neliSia.

" Bratislava Interbank Bid Rate, www.nbs.sk
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Obrazok 8: Denn4 volatilita akcii CEZ AS a Este Bank, od 3.6.2005 do 31.1.2008.
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4.2 Formulacia problému

Uvazujme o portfoliu, v ktorom je n akciovych titulov a zvySok tvoria dlhopisové a
penazné investicie. Nech su tieto akciové tituly v portfoliu fondu vo vychodiskovom
case t = 0 zastupené v poctoch, ktoré oznacime xél), xé ), - x(()").

Nasou zakladnou motivéciou je, aby sme boli schopni v ¢ase t = 0, stanovit hornt
limitna hranicu (Soft limit) pre podiel akciového titulu i sposobom, aby tento pri jej
dodrzani neprekrocil v budicom ¢asovom okamihu 7' > 0 zdkonom stanovent hranicu
(Hard limit) s nejakou minimalnou pravdepodobnostou danou hladinou oy € [0, 1].
Tuto pravdepodobnost budeme pritom preferovat na trovniach, ktoré by zabezpecili
dostato¢ne bezpecénu rezervu, t.j. budeme o nej uvazovat ako hodnote blizkej 1.
Za zédkonné obmedzenie (Hard limit) budeme v pripade v8etkych akciovych titulov
(dalej iba ,akcii”) povazovat maximalne 3-percentny podiel na hodnote porfolia (vid
kapitolu 2).

Oznafme konstantou L € (0,1) zdkonny Hard limit spolo¢ny pre vSetky akcie.
Dalej oznacme St(i) hodnotu akcie 7 v ¢ase t > 0 a a:f) pocet kusov akcie ¢ v ¢ase t > 0.
Napokon ozna¢me nas hladany neznamy Soft limit pre akeciu i ako C® € (0, 1).

Schématicky sa da naSa poziadavka na poc¢iatoCné zastipenie akcie ¢ v portfoliu,
ktora bola sformulovana v predposlednom odseku, vyjadrit v podobe implikacie

S0 S50
Xo < oW — P( XT <L>2a0, (19)
kde symbolmi Xy a Xp sme oznacili hodnoty portfolia na zaciatku a v ¢ase T > 0,

pricom v druhom pripade doposial neprislo k rebalancovaniu:
ZS(’“ )+ B,, t>0.

Vyraz B; tu predstavuje hodnotu spoloc¢nej penazno-dlhopisovej zlozky porfolia v
Case t.
Ked7e Sc(p a x(() ) st kladné pre v8etky k = 1,...,n, mo6zeme nerovnost v prvom

vyraze implikacie (19) rozpisat ako

S(l) (@) Zs(k + S(l xol + B |,

It
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z ¢oho, pretoze C € (0,1), po vyjadreni x(()i), t.j. po¢tu kusov akcie i na zaciatku,

mame

0 @) XO_ (4)

Ty < 1_—6’@@ (20)

Znacenie

X, 0= 5" + B, t>0
e

budeme pouzivat pre hodnotu portfolia v ¢ase t bez aktiva i.
Druhy vyraz z implikacie (19) upravme podobnym sposobom vyjadrenim Séf) v

argumente pravdepodobnosti

P (S;") < ;XT(”) > . (21)
(1 - L)y’

Z (20) je vidiet, ze nerovnost v prvom vyraze (19) dava manazérovi portfolia ista
volnost pri rozhodovani o po¢te nakupenych kusov akcie i, a to az do vysky danej
pravou stranou vyrazu (20). Zaroven pritom zostane minimalna hladina o (ktora my
nepozname), zachovana. Tato skutocnost pochopitelne vyplyva zo sposobu, ktorym
sme sformulovali zadkladni poziadavku na zaciatku tejto podkapitoly. Aby sme vSak
mohli prislugny Soft limit C'® vypotitat, budeme potrebovat vybrat jednu z dostup-
nych hodnot :L‘(()i), ktora vo vypocte pouzijeme. Racionélnou volbou, ktord zastupi

vSetky ostatné moznosti, je hrani¢né hodnota, ktort oznac¢ime

(@) Xo—(i)
1—C® S(()Z)

q
Ak teraz nahradime vo vyraze (21) v argumente pravdepodobnosti hodnotu x[()i)
hodnotou ¢, tak, pretoze plati (20) a o distribu¢nej funkcii vieme, Ze je neklesajuca,

musi pre nejaké « € (0, 1), také, Ze a < ay, platit

. I A
Plgh« &  x-@)>
(T_(l—L)q ro)=®
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resp. po rozpisani ¢

i —(7)
(i) L (1-C9) X"
P (ST = 1-r1) CO  x;O S0 |z @

Pouzitim hrani¢nej hodnoty « z tejto nerovnosti, dostaneme nakoniec rovnicu

i —(4)
() L (1- C! )) Xr (@) _
P (ST SU-0) 0 x.0 S| =@ (22)

z ktorej uz vieme Soft limit C'® vypocitat.

Ak budeme riesit rovnicu (22) a vypocitame z nej C) pre nejaké nami zvolené a,
tak zaroven vieme, Ze toto rieSenie bude vyhovovat vSetkym pripustnym hodnotam
x(()i) danych nerovnostou v prvom vyraze (19) (t.j. ohrani¢enim (20)). Zaroven tiez
vieme, 7e nerovnost na pravej strane (19) bude splnené aspon s pravdepodobnostou a.

Rovnica (22) je tak inymi slovami rieSenim problému (19) pre najprisnejsi pripad
podielu akcie i na portfoliu, ked je tento podiel nastaveny na troven samotného Soft

limitu. V d'alsom sa budeme zaoberat prave rieSenim rovnice (22).

4.3 Jednoduchy pripad jednej pohybujtcej sa akcie

V rovnici (22) vystupuje niekolko premennych, ktoré pre nas vo vychodiskovom ¢ase
t = 0 nie st zname. Su to budice hodnoty cien S(Tk), k =1,...,n, vSetkych akcii,
ktoré maju v portféliu svoje zastupenie.

Pre zjednoduSenie na zaciatok uvazujme, ze hodnotovo sa pre nas do budice-
ho ¢asu T, bude menit iba jedina akcia, ozna¢me ju i. Hodnoty ostatnych akcii
k= 1,....,n, k # i v ¢ase T pritom polozme rovné poslednej znamej hodnote
S:(Fk) = Sék). Hodnotu penazno-dlhopisovej zlozky taktiez povazujme za nemennd,
¢im méame By = By.

Na zaklade tohto zrejme plati X;(i) = X(;(i), ¢im mo6Zeme rovnicu (22) zjednodusit
do tvaru

. — Wy .
(i) o L (1-C%)
P (ST A=) 0 Sy’ ) =«
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Pokrac¢ujme dalej v upravach tejto rovnice

(4) _ ()
P(ST< L (1-C )>:a,

s9 = -1) €@

az kym v argumente pravdepodobnosti nedostaneme znamy vyraz spojite zlozeného

vynosu akcie za obdobie [0,T]:

Sy L (1-C")
Plln=Lt-<1 : —a. 2
(“sg>—“(<1—m go)) = 23)

V Kapitole 2 sme sa zaoberali teoretickym aparatom, ktorého jednym z dolezitych

vysledkov bolo, ze ak sa cena akcie riadi geometrickym Brownovym pohybom, mé jej
vynos definovany spojite zlozenym spésobom normélne rozdelenie. Tento poznatok

teraz vyuzijeme a v (23) polozime

SP o,
In S%;) = M(T) + U(T)z,

0

kde ,ugf) a a§f) st o¢akévany vynos a volatilita akcie ¢ za ¢asové obdobie [0,7] a z je

ndhodna premenna so Standardnym normélnym rozdelenim N (0, 1). Dostaneme

o L (1—CW)
(i) (i), < _
P (MT +op'z<In ((1 Ly C® )) Q@

a nasledne

(oo () ) -

Zodpovedajuci « - kvantil, « € [0,1], standardného normélneho oznatme u,,.

Pretoze vieme, 7e
P(z <u,) = a,

dostaneme porovnanim s vyrazom (24) vztah

1 L (1- O("))) (i))
Ugy = —F~ hl - — W )
o) ( ((1 —1) (0 ’
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z ktorého napokon po sérii algebraickych tiprav vyjadrime hladany Soft limit C® pre

akciu 7:
. ERC 1—L
o0 =1 / (e“(T)+“(T)“a —= 1) . (25)
Poznamka:

Ak pozndme podiel akcie i na hodnote portfélia, a tento podiel si oznacime w™,
tak na zdklade (24) vieme vypocitat pravdepodobnost s akou pri akcii i ddjde v case
T k prekroceniu Hard Limitu. Staci totiz ak za C¥ v (24) dosadime prislusné vahy

w9 q dostaneme:

P (Z = O%T> (ln ((1 fL) c ;g(i))) - u?)) = .

4.4 VsSeobecny pripad n akcii

Ako trochu zlozitejsi pripad od predchédzajiceho najprv uvazujeme, 7e sa v priebehu
¢asu budu menit ceny prave dvoch akcii, ktoré oznac¢ime ¢ a j a hodnota penazno-
dlhopisovej zlozky.

V rovnici (22) nam tak na rozdiel od predoslého pripadu zostane naviac neznama
S:(Fj), t.j. cena akcie j v budicom c¢ase T' a budica hodnota Br. Budtcu hodnotu
akcie mozeme odhadnut jej ofakdvanou hodnotou, ktora sa pre ¢as t > 0 vypocita

ako
E(SY) = gPert, (26)

kde 1Y) je otakavany vynos akcie j za jednotku Casu, t.j. napriklad za jeden rok
alebo za jeden den [2].
Rovnaky odhad budicej hodnoty pouzijeme aj pre bezrizikovia ¢ast portfolia a

polozime
E(B,) = Bye™, (27)

kde 7 je referencné drokova miera BRIBID za jednotku ¢asu.
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Vo vzorci (22) tak budeme potrebovat vy¢islit hodnoty Xo_(i) a X;(i). Prvy vyraz
je pociatocna hodnota portfolia bez akcie ¢, ktori pozname a druhy dopocitame
pomocou (26) a (27):

kde Xt_(i’j) oznac¢ime hodnotu portfolia bez akcii 7 a j v Case t.

Upravami dalej dostaneme z

W L (=09 X"+ P2 + Br) )| _
P\Sr == @ () S| =@
(1-1) C X,

postupom analogickym predchadzajicemu vzorec pre vypocet Soft Limitu C'®

L —(4)
oW —q oH +o i e -7 _ Xo — +1].
L X;(Zvj) —I'_ Séj])xé]) + BT

Napokon, ak uvazujeme o vSseobecnom pripade, v ktorom kazdé aktivum vo fonde
meni s postupom c¢asu svoju hodnotu, aplikujeme jednoducho doterajsi postup. Pre
(i)

pouzitie v rovnici (22) nam tak zostane odhadnut vyraz X, ¢o vykoname ako v

predoslom
Xp =3 87 a” + Br
N

a nakoniec analogickym postupom uréime vypoctovy vzorec pre prislusny Soft limit

. 1-Lx,"
(7)) _ ptoua | 0
c=1/(e A=kt 1). (28)
t
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5 Simulacie a Optimalizicia

V tejto predposlednej kapitole si zostrojime modelové portfolio dochodkového fondu
a na jeho akciovej zlozke Monte Carlo simulaciami overime funk¢énost odvodenych
VZOrCcov.

V druhej casti sa budeme venovat znamemu Markowitzovmu modelu portolia.
Jeho modifikaciu pouzijeme na dodato¢nu optimalizaciu investicii dochodkového fon-
du s vyuzitim vSeobecného vzorca Soft limitov pre n akcii, ktory bol odvodeny v

predchadzajucej kapitole.

5.1 Modelové portfélio

Aby sme sa ¢o najviac priblizili realite slovenskych dochodkovych fondov, budeme
preferovat modelové portolio, ktoré zodpoveda suc¢asnému rozlozeniu investicii v ras-
tovych resp. vyvazenych fondov slovenskych DSS (vid Obrazok 4 v Kapitole 2).
Budeme uvazovat o portfoliu, ktorého majetok vo vychodiskovom ¢ase (t.j. v Case
= 0) ma hodnotu 5 miliard Sk. Budeme tak preferovat, aby vic¢sia ¢ast majetku
bola investovana do (pre nés) bezrizikovych penazno-dlhopisovych investicii a 20%
percent malo svoje zastipenie v akciovych investiciach.
PresnejSie nasledovné rozlozenie investicii sa bude tykat jedného modelového fon-
du, na zdklade ktorého navrhneme kombinovant optimalizaciu ku koncu tejto 5. Kapi-

toly:
* Akciové investicie: 20%
* Dlhopisové investicie: 50%
* Peniazné investicie: 30%

Penazné a dlhopisové investicie nebudeme bliZsie Specifikovat, nakol’ko sme uz skor
uviedli, ze celu penazno-dlhopisovi zlozku portfélia povazujeme za jednu bezrizikovi
investiciu.

Na tucely dalsich simulacii a optimalizécie je vSak potrebné $pecifikovat konkrétne

akciové tituly, ktoré si zelame, aby boli v modelovom fonde zahrnuté. Aby sme sa opét



5.1 Modelové portfélio 38

Investi¢ny titul Typ Denominacia
SPDRs ETF USD
ishares DJ Euro Stoxx 50 ETF EUR
Nomura ETF - NIKKEI 225 ETF JPY
Meinl European Land Ltd. Akcia EUR
CEZ as. Akcia CZK
OTP Bank Nyrt. Akcia HUF
Akciové investicie PKO Bank Polski SA Akcia PLN
Komerc¢ni Banka a.s. Akcia CZK
Unipetrol a.s. Akcia CZK
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. Akcia HUF
Polski Koncern Naftowy SA Akcia PLN
Conoco Phillips Inc. Akcia USD
Telekom Austria AG Akcia EUR
ERSTE Bank AG Akcia EUR
Uniqua Versicherungen AG Akcia EUR

Tabulka 1: Akciové investicie modelového dochodkového fondu.

priblizili k realite slovenskych dochodkovych fondov, vyberme do fondu z prevaznej
Casti akciové tituly eurdpske a v mensej miere americké a azijské (jeden éazijsky ETF
fond), vid Tabulku 1.

Déata, ktoré mame k dispozicii st v rozsahu nieco cez 2.5 roka, od 1.6.2005 do
31.1.2008. My vsak budeme pracovat iba datami od 1.6.2005 do 31.12.2007, aby sme
sa vyhli skresleniam, ktoré by mohlo sposobit zahrnutie problematického januéra
2008. Vo vypoctoch taktiez budeme pouzivat bezrizikovi trokovd mieru. Za tu
poloZime aritmeticky priemer 3 mesa¢ného BRIBID-u v dlzke zodpovedajiicej ¢asové-
mu obdobiu, pre ktory budeme pocitat Soft limity alebo robit simulacie. Déata refe-
ren¢nych drokovych mier z Gverov a vkladov, BRIBOR a BRIBID, st dostupné napr.

na internetovej stranke Narodnej Banky Slovenska, http://www.nbs.sk.
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5.2 Majetok v dochodkovom fonde oceneny v slovenskych ko-

runach

Pretoze zédkonné obmedzenia (Hard limity) na majetok v dochodkovom fonde sa
vztahuju k majetku fondu, ktory je vyjadreny v slovenskych korunach, je potrebné
previest akciové tituly denominované v zahrani¢nych menach pomocou prislusného
historického vymenného kurzu. Tieto historické tdaje je tiez mozné najst na stranke
Narodnej Banky Slovenska. V nasledovnych testoch a simulaciach sme pracovali s

historickymi cenami akcii, ktoré sme najprv previedli na slovenski menu.

5.3 Monte Carlo simulacie

Simulacia je procedira, pocas ktorej st ndhodné ¢isla generované s istymi pravde-
podobnostami, o ktorych predpokladdme, Ze sa viazu so zdrojom neistoty. Tymto
zdrojom mozu byt ceny akcii, ceny komoditit, irokové miery alebo vymenné kurzy.
Vystupy ziskané ndhodnymi pokusmi st nésledne analyzované, aby mohli byt zis-
tené pravdepodobné vysledky a vyhodnotené pripadné riziko. Téato technika sa tiez
zvykne nazyvat Monte Carlo simuldciami'? podla opakujticej sa a nahodnej povahy
procesu, ktory nachadza svoju anal6giu v ¢innostiach vykonavanych pri hrani hazard-
nych hier. My tito techniku pouZijeme pre modelovanie vyvoja cien akcii (konkrétne
akcii z Tabulky 1), a to na zaklade ich historickych udajov. Pre ilustraciu jedného z

postupov, ktoré si teraz uvedieme, vid napr. kapitolu 10.4 v publikacii [2].

Vratme sa do Podkapitoly 3.2, kde sme si uviedli popularny pristup k modelovaniu
stochastického vyvoja ceny akcie pomocou geometrického Brownovho pohybu (vid
Definicia 3.3). Tato Definicia zodpoveda modelu spravania ceny akcie pri pouziti
spojite zlozenych vynosov.

Ak uvazujeme, ze mame k dispozicii ¢asovy rad dennych vynosov vypocitanych

S1

spojite zlozenym sposobom, t.j. {In g, In g—f, ...,In %}, tak oCakavany vynos akcie

12podla slavneho kasina v §tate Monako; Douglas Hubbard "How to Measure Anything: Find-
ing the Value of Intangibles in Business"pg. 46, John Wiley & Sons, 2007 (referencia z

www.wikipedia.org)
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fi (znacenie z Definicie 3.3) odhadneme z historickych idajov najjednoduchsie ako ich
aritmeticky priemer. Rovnako by sme volatilitu o odhadli na zéklade tohto ¢asového
radu.

Odhady fi a o tiez moze byt niekedy vyhodné odhadnit spésobom, ktory bude
zodpovedat dlzke obdobia, na ktort chceme vyvoj simulovat (vid pojednanie o moznych
pristupoch k vyberu historickej bazy pri odhade oc¢akiavaného vynosu a volatility v
Podkapitole 3.3).

Ak mame prislusné parametre odhadnuté, tak vhodnou ¢asovou diskretizaciou
zacinajucou v bode Xy = 0 nasimulujeme vyvoj Brownovho pohybu pomocou jeho

prirastkov (vid prvi vlastnost Brownovho pohybu v Definicii 3.1):
AX = At + (0\/(At))z,

kde z je ndhodny vyber zo Standardného normalneho rozdelenia. Teda
X=X, 1+AX, i=12,....m

vzdy pre novy vyber z.
Cenu akcie dostaneme naslednou aplikidciou exponencidlnej funkcie na nasimulo-

vany rad hodnot X, X, ..., X,, a prendsobenim pociato¢nou hodnotou Sy. Potom

S; = Speti, i=1,...,m.

Inym pristupom k simulécii je pouzit stochasticka diferenciadlnu rovnicu (3) (vid
Podkapitola 3.2). Aby sme boli korektni, je vSak v tomto pripade potrebné odhad-

nut parameter p (o¢akdvany vynos akcie) z radu dennych vynosov definovanych

jednoduchym spoésobom, tzn. prostrednictvom radu pomernych zmien {Sls;oso, 525;151,
Sm*Smfl }
S e £
Potom mézeme pouzit diskrétny pripad diferencialnej rovnice (3)
AS = pSAt + 0SzvV AL, (29)

ktorej simulované hodnoty st priamo prirastkami ceny akcie riadiacej sa geometrick-

ym Brownovym pohybom:
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Monte Carlo simuldcie: 8 scendre vyvoja ceny akcie Monte Cario simulgcie: 125 scendrov vy voja ceny akcie
103 T T T T T T T T T 108 T T T

1025+
1021
1015F

1011

Obrazok 9: Monte Carlo simulacie vyvoja ceny akcie s u =0,15a ¢ =0, 3.

My sme v aplikiciach pouzili prvy sposob, nakolko tento sa ukéazal byt ¢aso-
vo a vypocCtovo menej naroénym. Na Obrazku 9 vlavo s nasimulované 3 moZné
scenare vyvoja ceny akcie s pociato¢nou hodnotou 10, ktorej ocakavany vynos za
jednotku ¢asu je 15% a volatilita 30%. Na druhom obrazku vedl'a je nasimulovanych
az 125 scenarov rovnakého procesu. V oboch pripadoch bola pouzita diskretizacia
At = 1/100.

Pretoze sme pri formulacii zakladnej tlohy pre vypocet Soft limitov (implikacia
(19) v Podkapitole 4.2) nepolozili ziadnu poziadavku na neprekrocenie Hard limitu
pocas obdobia (0,7") (vid prava stranu implikacie (19), kde sa tento vyraz vztahuje
iba k ¢asového okamihu 7" > 0), nem4a pre nas vyznam simulovat vyvoj akcie pocas
intervalu (0,7"). Je samozrejme mozné, ze k prekroceniu Hard limitu dojde behom
¢asového horizontu (0,7') (na prvom zobrazeni Obrazku 9 je napriklad vidiet, ze v
jednom scenari doslo pocas obdobia (0, 1) k vychyleniu sa ceny nad troven hodnoty,
ktora dosiahla v koncovom ¢ase ¢ = 1). Ak si v8ak spomenieme na vychodiska, z
ktorych vychadzala zakladna definicia Brownovho pobyhu ¢oby Markovovho procesu,
je nasim predpokladom, zZe hodnota akcie v poslednom ¢ase v sebe zahina aj kazdua
informaciu z jej dodato¢ného vyvoja. O ten sa my tym padom nemusime zaujimat. V
nasledovnych simulaciach budeme preto vzdy simulovat iba hodnoty akcie v koncovom

Case T, pre ktory bol stanoveny Soft limit, t.j. diskretiza¢ny faktor polozime At = 1.
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5.4 Testovanie vzorcov

Teraz si overime, ¢i vztah, ktory sme odvodili pre vSeobecny vypocet Soft limitov
pre n akcii (rovnica (28) v Podkapitole 4.4), sa bude v simulovanych podmienkach
spravat podl'a naSich o¢akavani. Tieto podmienky st samozrejme v urc¢itych ohl'adoch
zjednodusSenim realnej situécie, nakol'ko predpokladaju normalne rozdelenie vynosov,
ktoré akcie nie vzdy spliiaju.

Pripomenme si kone¢ny vztah pre vypocet Soft limitu pre akciovy titul ¢, tak, ako
je uvedeny ku koncu Kapitoly 4:

‘ 1—Lx; "
(1) _ ptoua 0
cO = 1/<e ——yt 1). (31)
‘<t

VzhTadom na to, Ze Soft limit pre akciu ¢ zavisi od podielového zastipenia ostat-
nych aktiv v portfoliu, a to predovsetkym akcii vzhladom na ich rizikovost, je zrejmé,
7e musime viac konkretizovat rozlozenie investicii v akciovej zlozke nasho modelové-
ho porfolia, tzn. musime pridelit konkrétne vahy jednotlivym akciovym titulom (tym
zaroven rozhodujeme o velkosti akciovej zlozky, pretoze ta je suc¢tom vSetkych ak-
ciovych investicii). Rozhodnime sa pre hrani¢ny pripad a uvazujme s portfoliom,
ktorého vsetky akciové tituly st v portfoliu zastipené v maximalne dovolenej miere,
ktora zakon umoziuje, t.j. nech vSetky akciové tituly z Tabulky 1 maju podiel na
majetku vo fonde vo vyske 3%. Pretoze uvazujeme celkovo o 15 akciovych tituloch,
akciova zlozka takto nastaveného portfolia fondu bude tvorit 15* 3% = 45% jeho ma-
jetku. Na zaklade tohto maximélneho rizikového zastupenia (pri vybranom stbore
15 akcif), by sme intuitivne oc¢akavali, Ze sa toto nastavenie premietne aj do vysky

Soft limitov. Tieto by tak mali zohladnit vys8iu rizikovost fondu niz§imi hodnotami.

Uvazujme, ze nas vychodiskovy den, v ktorom sa nachadzame je 1.1.2008, tzn.
historické udaje, ktoré mame k dispozicii, si do 31.12.2007. Taktiez sa musime
rozhodnut pre ¢asovy ramec, na ktory ziadame Soft limity odhadnut, t.j. kedy napr.
predpokladame alebo chceme, aby do$lo k dalSiemu rebalancovaniu portfolia. Tu
by sme ocakavali, ze s dlhs§im ¢asovym horizontom do budiicnosti buda hranice Soft
limitov klesat, pretoze s dlh§im ¢asovym vyhladom rastie aj nasa neistota o budicom

vyvoji akcii.
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Rovnica (31) vyzaduje, aby sme z historickych dat odhadli parametre p a o. Tie-
to veli¢iny mézeme odhadnut jednym sposobom pomocou dlhodobého oc¢akivaného
vynosu resp. volatility, t.j. odhadom pri pouziti vSetkych dostupnych udajov, ktoré
méame (od 1.6.2005 do 31.12.2007) alebo mdzeme pouzit iny spodsob, ktory zohladni
si¢asnd situaciu a dizku obdobia, na ktora robime vypocet. T.j. ak pocitame Soft
limity pre obdobie o jeden mesiac dopredu, mali by sme pre odhady p a o pouzit his-
torické udaje z posledného mesiaca, tzn. v nasom pripade z vyvoja cien od 1.12.2007
do 31.12.2007. V pripade, Ze robime odhad volatility na kratke ¢asové obdobie = jed-
ného dia, mozeme sa naviac pokisit odhadnit (defacto namodelovat) volatilitu dy-
namickym sposobom pomocou modelu GARCH(1,1) (vid Podkapitolu 3.4).

My sme jednoduchsie odhady tychto parametrov (odhad o¢akavaného vynosu po-
mocou aritmetického priemeru a volatility pomocou $tandardnej odchylky) realizovali
v Matlabe. Pre odhad volatility v pripade kratkeho casového tseku = jedného dna
sme pouzili néstroj Solver v aplikacii MS Excel (prislusné tabulky su sucatou elek-
tronickej prilohy diplomovej prace).

Soft limity pre prvy z tychto pripadov, t.j. pre odhad p dlhodobym oc¢akavanym
vynosom a o dlhodobou volatilitou, st pre rozne ¢asové skaly uvedené v poslednych 4
stlpcoch Tabulky 2 (miera vyznamnosti bola nastavena na tiroveii a = 0.95). Ro¢né
odhady parametrov p a o jednotlivych akciovych titulov st pre vSetky 4 ¢asové skily
rovnaké a st uvedené v stlpcoch 2 a 3. Z vysledkov je na prvy pohlad zrejmé, ze
vypocitané Soft limity s rasticim ¢asovym horizontom podla oc¢akavania klesaju.

Ak vsak vypocitame Soft limity pri odhadnuti parametrov p a ¢ druhym spo-
sobom, ktory zohladiiuje dany ¢asovy horizont, tak uvidime, Ze Soft limity s rasticim
¢asom do budicnosti klesat nemusia (vid Tabulku 3). Tymto sposobom vypocitané
Soft limity tak zrejme lepsie vyhovuji neddvnemu Specifickému vyvoju cien ku diu
stanovenia Soft limitov, t.j. v naSom pripade k 1.1.2008. Z vysledkov naviac vidime,
7e Soft limit jednom z pripadov dokonca presiahol zakonom povoleni 3%-nu hranicu,
¢o moze byt doésledkom oc¢akavania poklesu hodnoty tejto akcie do blizkej buducnos-
ti. V pripadoch Soft limitu pri akcidch OTP Bank a Conoco Phillips stanovenych na
dobu 1 mesiaca naopak vidime, ze Soft limity boli stanovené na niz8ie iroviie. Ak by

sme sa pozreli na priemerny rast tychto akciovych titulov pocas posledného mesiaca
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, , (%) Soft Limity (%)
Investi¢ny titul
0 o den tyzden 2 tyzdne mesiac

SPDRs -5.16  15.26 | 2.95  2.90 2.87 2.82
ishares DJ Euro Stoxx 50 6.71 14.52 295 2.90 2.86 2.80
Nomura ETF - NIKKEI 225 -2.14  18.98 | 2.94  2.87 2.83 2.76
Meinl European Land Ltd. -21.55 33.21 |1 290 2.79 2.71 2.61
CEZ a.s. 4492  30.24 | 290  2.77 2.68 2.52
OTP Bank Nyrt. 6.20 33.08 | 2.90 2.78 2.70 2.58
PKO Bank Polski SA 26.67 32.10 | 2.90 2.78 2.69 2.55
Komeré¢ni Banka a.s. 13.25 26.19 | 2.92  2.82 2.74 2.63
Unipetrol a.s. 32.65 33.76 | 2.90 2.77 2.67 2.52
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. | 12.25 33.13 | 2.90  2.78 2.69 2.56
Polski Koncern Naftowy SA 5.14  34.09 | 290  2.78 2.70 2.58
Conoco Phillips Inc. 8.45 28.66 | 2.91  2.81 2.74 2.62
Telekom Austria AG 3.9 23.04]293 285 2.79 2.70
ERSTE Bank AG -1.49 2758 | 2.92  2.82 2.75 2.66
Uniqua Versicherungen AG 10.93 26.85 | 2.92  2.82 2.75 2.65

Tabulka 2: Soft limity pre portfélio so 45% akciovym zastupenim pre rozne ¢asové

skaly; pu-dlhodoby ocakavany vynos, o-dlhodobéa volatilita.

(z vysledkov vystupu programového kodu), zistili by sme, 7e ich ceny iba poc¢as tohto

obdobia vzrastli o 15.47% resp. 16.47%. Tieto tdaje sa tak zrejme tiez premietoli do

vysky Soft limitov.

Upravme teraz zlozenie nasho modelového portfolia (so 45%-nym zastipenim

akciovej zlozky) tak, aby sme vyhoveli vysledom 7z Tabulky 3. Polozme podiely

jednotlivych akciovych titulov na trovne samotnych Soft limitov. Ziskame tak Styri

portfolia (v Tabulke 4 st oznacené ¢islicami 1 az 4), z ktorych kazdé zodpoveda jednej

z ¢asovych skal: 1 den, 1 tyzden, 2 tyzdne a 1 mesiac.

Mozeme si ich predstavit ako Styri odlisné poziadavky na dalsi termin, kedy mé
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Soft Limity (%)

Investi¢ny titul ) .
den tyzden 2 tyzdne mesiac

SPDRs 299 292 2.84 2.64

ishares DJ Euro Stoxx 50 295 286 2.83 2.77
Nomura ETF - NIKKEI 225 291 2.82 2.88 2.87
Meinl European Land Ltd. 2.79 287 2.58 2.35
CEZ a.s. 2.87  2.67 2.72 2.59

OTP Bank Nyrt. 290  2.85 2.86 2.23
PKO Bank Polski SA 2.89 2.63 2.72 2.45
Komerc¢ni Banka a.s. 291 273 2.73 2.42
Unipetrol a.s. 293 286 2.76 2.60

MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. | 2.89  2.69 2.81 2.53
Polski Koncern Naftowy SA 290 295 2.88 2.46

Conoco Phillips Inc. 297 274 2.56 2.31
Telekom Austria AG 297 284 2.83 2.92
ERSTE Bank AG 3.03 291 2.82 2.73
Uniqua Versicherungen AG 286  2.74 2.68 2.77

Tabulka 3: Soft limity pre portfélio so 45% akciovym zastupenim pre rozne casové

Skaly; p,-upraveny odhad, o,-upraveny odhad.

byt portfélio rebalancované.

Ak bol vzorec (31) spravne odvodeny, tak nasimulovanim velkého po¢tu scenarov
vyvoja akcii (t.j. 15—tich, ktoré maju svoje zastiipenie v tychto portfoliach), by sme
mali ziskat podiel scenarov, u ktorého nedojde k prekroceniu Hard limitu na trovni
nami zvolenej hladiny «, t.j. na arovni 95%.

Pomocou Monte Carlo simulacii (vid predchadzajiuca podkapitola) sme tak nas-
ledne pre kazdé z tychto Styroch kritickych porftolii vygenerovali 10 000 scenarov
vyvoja ich akcii. Vysledok tohto pokusu je uvedeny v poslednych tyroch stipoch
Tabulky 4. D4 sa konstatovat, Ze vysledky vy$li v silade s naSimi ocakavaniami,

pretoze pocty nasimulovanych scenarov, u ktorych doslo k prekroc¢eniu Hard limitu
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Investi¢ny titul Port6lio
1 2 3 4

SPDRs 95.26 94.00 94.89 95.95
ishares DJ Euro Stoxx 50 94.72 94.54 94.88 95.44
Nomura ETF - NIKKEI 225 95.07 94.85 94.90 95.42
Meinl European Land Ltd. 94.98 95.10 94.91 95.74
CEZ a.s. 95.09 94.48 94.90 95.62
OTP Bank Nyrt. 94.79 94.12 94.95 95.48
PKO Bank Polski SA 94.75 94.32 95.09 95.76
Komerc¢ni Banka a.s. 95.13 94.39 95.19 95.39
Unipetrol a.s. 95.52 93.97 95.24 95.77
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. | 94.90 93.47 95.01 95.29
Polski Koncern Naftowy SA 94.81 93.97 94.80 95.83
Conoco Phillips Inc. 95.05 93.84 94.80 95.46
Telekom Austria AG 94.89 93.52 94.61 95.87
ERSTE Bank AG 94.85 92.96 94.46 94.90
Uniqua Versicherungen AG 95.10 93.47 95.00 95.66
Ziadna z akcii neprekrocila HL 46.50% 40.32% 45.00% 50.98%

Tabulka 4: MC simuléacie. Podiely nasimulovanych scenarov (v %), u ktorych nedoslo
k prekro¢eniu HL. Oc¢akavana hladina: a—=95%. Pocet simulacii: 10 000/akcia.

pri jednotlivych akciach, sa naozaj pohybuji na nami zvolenej arovni 95%.

V poslednom riadku Tabulky 4 je pre kazdé z porfolii uvedeny podiel simulacii (z

celkového poctu 10 000), u ktorého nedoé¢lo u 7iadnej z akcii k prekro¢eniu Hard lim-

itu. Toto ¢islo je z hladiska toho, ¢im sa zaoberame, asi najdoleZitejSou informéciou,

pretoze zakon uklada, ze u ziadnej z akcii nemoéze dojst k prekroceniu Hard limitu.

Cisla z posledného riadku Tabulky 4 by zodpovedali situécii, ked sa ceny jednotlivych

akcii od seba odvijaju nezavisle. Presnejsie pre 15 akciovych titulov mame ocakavané

zastupenie scenarov, kedy u ziadnej z akcii porfélia neméa dojst k prekroceniu Hard

limitu = 0.95% = 46.33%, ¢o priblizne zodpoved4 vysledkom z posledného riadku.
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5.5 Markowitzov model

V dalsom si uvedieme znamy optimaliza¢ny model, resp. tlohu, ktora sa zaklada na
tzv. Mean-Variance analyze. Tato tloha sa da, ako neskor uvidime, skombinovat so
vzorcom na vypocet Soft limitov, ktory sme odvodili. VyuZijeme pritom nas pred-
poklad o bezrizikovosti penazno-dlhopisovej zlozky dochodkového fondu. Pre blizsie a

podrobné informécie o Markowitzovej teorii portolia davame do pozornosti literatitu

[6] a [5].

5.5.1 Markowitzov model akciového portfélia

Predpokladajme, ze portfolio P je zlozené z n akcii, ktorych podiely st urc¢ené vihami
Wy, Wa, . .., Wy, pricom sucet vah je rovny 1.
Ak 7,79, ..., 7, oznaéime oakavané vynosy akcii, potom oc¢akavany (priemerny)

vynos portfolia P, ktory oznacime 7,, bude

n
E wm» = fp.
i=1

Aby sme mohli samotny problém naformulovat, potrebujeme taktiez ur¢it varian-
ciu portfolia, ktord bude zaroven vyjadrenim jeho rizikovosti. Pre tento tcel potre-
bujeme vypocitat varianciu vynosov akcii 3,05 ..., 02 a tiez ich kovariancie.

Kovariancia vynosov dvoch akcii 7 a j je definované ako
cov(ry, ry) = E(ri — ) (r; — 75)]

Ak méame k dispozicii m pozorovani vynosov akcii ¢ a j vykonanych s rovnakym
¢asovym odstupom, ozn. rF a 7";? pre k = 1,...,m, tak odhadom ich kovariance,

oznacme tento odhad o;;, bude

p— 127‘ — ) (r7 — 7).

k=1
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Pre varianciu celého portfolia potom plati:

n n 2
oo =E|(r,—7)?] =E <Z w;r; — Z wzﬂ‘)
i=1 i=1

—E <Z w;(ri — 7’0) (Z w;(r; — fj))]
=E | ww;(r; —7)(r; — Tj)] Z ww; B [(r; — 73)(r; — 75)]

Li,j=1 1,j=1

n
= E ’wi’ij'ij

1,j=1

Teraz uz mozeme naformulovat Markowitzov model ako matematicky problém,
ktorého riesenim ma byt mnozina portfolii s miniméalnou varianciou (vid [6] alebo [5]):

n

o1
min 5 Z W;W;044, (32)

i,j=1

pri ohranic¢eniach:
n
E wif,- = Fp
i=1

iwi =1 (33)

RieSenie tejto minimaliza¢nej ilohy ma svoje explicitné vyjadrenie, ktorého vypocet,
a ani samotny vysledok tu v§ak nebudeme uvadzat. Pre bliz§ie podrobnosti ¢itatela
odkazujeme na Kapitolu 2 v knihe [6].

Na Obréazku 10 je zobrazend pomocou tzv. ,Mean-Variance” diagramu mnozina
portfolii s najmensou varianciou (Minimum Variance Set alebo skr. MVS), ktora
je rieSenim tohto problému. Ak na z-ovej osi zobrazime varianciu porfélia a na y-
ovej jeho ocakavany jeho vynos, tak vidime, ze Minimum Variance Set tvori krivka,
ktora je vyjadrenim kvadratickej zéavislosti variancie porfolia od jeho ocakivaného
vynosu (tato skuto¢nost vyplyva rieSenia tlohy (32),(33), vid [6]). MnoZina bodov

(=porfolii), ktora sa nachadza vpravo od MVS krivky, sa nazyva pripustna oblast
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—

MVS

=

Obréazok 10: Mnozina portfélii s minimalnou varianciou

(Feasible Set). Je to mnozina porfolii, ktoré je mozné dostat vhodou kombinéaciou
uvazovanych akcii. Tato oblast nie je pri tlohe formulovanej prostrednictvom (32)
pri ohraniceniach (33) sprava ohranicena.

Portfoli&, ktoré sa nachadzaja v hornej casti krivky tvoria tzv. efektivnu hranicu
(Effective Frontier) a nazyvame ich efektivnymi portfoliami. Ak si totiz zoberieme
TubovoIné portfélio v dolnej ¢asti MVS krivky, tak k nemu vieme najst iné na hornej
strane, ktoré nam pontkne vyssi ocakavany vynos pri rovnakej miere rizika. Portolia
na dolnej strane krivky tak pre nés nie st zaujimavé.

Znamym dosledkom vyplyvajucim z rieSenia tlohy (32), (33) je tzv. Veta o dvoch
fondoch:

Veta 5.1. (Veta o dvoch fondoch) [5], [6]
Ezistuji dva efektivne fondy (=portfolid) také, Ze lubovolné efektivne portfolio (t.j.

portfdlio leZiace na efektivnej hranici) moze byt vytvorené kombindciou tychto dvoch
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fondov. Ingmi slovami, vSetkym investorom, ktori hladaji efektivne porfélio, staci

investovat do tyjchto dvoch fondov.

Tento poznatok ma svoj vyznamny dosledok, pretoze znamena, ze dva vzajomné
fondy!'® mozu poskytnitf kompletny investi¢ny servis pre kazdého. Teda Ze nie je
potrebné pre jedincov nakupovat jednotlivé akcie, stac¢i, ak investuju svoje financie

do vzajomného fondu [5].

5.5.2 Markowitzov model portfélia s bezrizikovym aktivom

Pre naSe ucely ma klic¢ovy vyznam nasledovna uvaha, ktord je zéroven konec¢nym
vysledkom Mean-Variance tedrie portfolia.

Portfolio, pre ktoré bol Markowitzov problém formulovany, totiz pozostava iba z
akcii, resp. z akciovych investicii. My sa vSak zaoberame portféliom déchodkového
fondu, ktoré v sebe zahina aj dalSie zloZky, ktorymi st penazné a dlhopisové investi-
cie. Kedze sme povedali, Ze penazno-dlhopisovu zlozku portfolia budeme spolo¢ne
povazovat za bezrizikova ¢ast, méa pre nas velky vyznam tvrdenie, ktoré je zname
pod nazvom Veta o jednom fonde.

Pri rieSeni Markowitzovho problému formulovanom vysSie bol vyuzity predpok-
lad regularnosi kovarianénej matice vynosov (vid odvodenie rieSenia Markowitzovho
problému v publikécii [6], str. 45-48). V pripade, Ze sa do portfolia rozhodneme
zahrnit naviac bezrizikové aktivum, bude tento predpoklad poruSeny, nakolko je-
ho variancia bezrizikového aktiva je nulovi a jeho kovariancia s ostatnymi akciami
tiez. Problém je tak potrebné riesit inym spoésobom, a to kombinaciou portfolia akcii
ziskaného optimalizaciou Markowitzovho problému a portfolia zloZzeného z bezriziko-
vého aktiva, vid [6] alebo [5]. Ak oznac¢ime (1 — «) vahu pridelent portfoliu akciii
a a vahu bezrizikovej investicie, tak pre oc¢akdvany vynos kombinovaného portfolia,

ktory oznac¢ime velkym P, mame
rp=ary+ (1 —a)r,

kde r; predstavuje vynos bezrizikového aktiva.

13yzajomny fond je investi¢na spolo¢nost, ktora prijima investi¢ny kapital od jednotlivcov a rein-

vestuje ho do réznych akcii
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MvVs

Obréazok 11: Markowitzov problém s bezrizikovym aktivom

Pretoze vynos bezrizikového aktiva nie je korelovany s vynosom ziadnej z akcii
a jeho volatilita je nulova, bude rizikovost portfolia P tvorit iba rizikovost akciovej

zlozky, t.j. volatilita portfolia akcii:
op = /(1 —a)?c2 =1 - alo,

Pokial by sme na zaklade tychto vztahov ziadali portfolio zloZené iba z bezrizi-
kového aktiva, polozili by sme o = 1. Zodpovedajice portfolio by v tomto pripade
malo nulovi varianciu a vynos rovny vynosu bezrizikového aktiva.

Ak d'alej uvazujeme mnozinu v8etkych pripustnych rieseni (Feasible Set) Markow-
itzovej ulohy s akciami (tzn. mnozinu portfolii, ktora lezi vpravo od krivky MVS, vid
Obrazok 11), tak pre kazdy bod (=akciové portfolio) z pripustnej oblasti vieme najst
polpriamku vychadzajicu z bodu bezrizikového aktiva a prechadzajicu akciovym

portfoliom. Vsimnime si pritom, ze mnozina pripustnych rieseni sa ndm pridanim
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bezrizikového aktiva rozsirila a pre kombinované porfolio P ju tvori trojuholnikovéi
oblast vyznacena polpriamkami na Obrazku 11. Ak vyberieme Tubovolné akciové
porfolio z povodnej pripustnej oblasti akciovych porfolii, tak kombinované portfolio
P bude lezat bud na use¢ke medzi nim a bezrizikovym bodom alebo, v pripade, Ze sa
rozhodneme drzat kratke pozicie v bezrizikovom aktive, bude lezat d'alej na polpri-
amke (o kratkych poziciach v rizikovych akcidch neuvazujeme). Déa sa tak vidiet, ze
efektivnu hranicu v tomto pripade tvori horna dotycnica ku krivke MVS na Obrazku
11. Doty¢nicové porfolio akcii sme oznacili pismenom F. Tento vysledok je znamy

tiez ako Veta o jednom fonde.

Veta 5.2. (Veta o jednom fonde) [5],[6]
FEzistuje jeding taky fond F (porfdlio) zloZeny z rizikovych aktiv, Ze lubovolné efek-

tivne portfolio moze byt zostrojené kombindciou tohto fondu a bezrizikového aktiva.

5.5.3 Aplikacia pre pripad déchodkového fondu

Prejdime teraz dalej a vratme sa k tomu, Ze pri formulécii Markowitzovho problému
(32) pri obmedzeniach (33) sme nekladli 7Ziadne podmienky na vyber vah. Akciam
bolo dovolené ist ako do kratkych pozicii (tzn. bolo mozné si pozi¢iavat), a tiez na
ne neboli kladené Ziadne limitné naroky (Ziadna nitena diverzifikicia).

Ak chceme tlohu upravit pre podmienky nasho dochodkového fondu, musime
zaviest dodato¢né obmedzenia na nezdpornost a horné hrani¢né obmedzenia na akcie,
tieto si ozna¢ime K1,..., K,.

Dostaneme tak podobu novej optimalizac¢nej tlohy:

n

1
min o Z ww;0;;, (34)

,j=1

pri ohranic¢eniach

n
Z W;T; = ’Fp
=1

n
=1
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Je zrejmé, ze tato uloha uz zodpovedi nasim poziadavkam kladenym na opti-
malizaciu akciovej zlozky doéchodkového fondu. Problémom v8ak je, ze vzhladom
na pritomnost nerovnostnych ohraniceni jej rieSenie viac nie je mozné vyjadrit v ex-
plicitnom tvare (vid [6], str. 50 alebo [5], str. 161). Jedna sa vSak stale o ulohu
kvadratického programovania nakolko méa kvadraticka ucelova funkciu. Jej rieSe-
nie je tak mozné vypocitat numericky pomocou vhodnej numerickej metody alebo s
vyuzitim pocitacového programu, ktory rieSenie tohto typu tuloh umoznuje. My sme
sa pri vypoc¢toch rozhodli vyuzit optimaliza¢ny balik aplikacie Matlab.

Po numerickom vypocitani efektivnej hranice takto modifikovaného Markowit-
zovho problému nam zostava urc¢it porfolio F' (vid Obrazok 11), ktoré bude lezaf
na doty¢nici vychadzajucej z bodu bezrizikového aktiva (t.j. z bodu vynosu nasej
penazno-dlhopisovej zlozky déchodkového fondu).

Je dolezité si uvedomit, ze MVS krivka portfolii vypocitana na zéklade tejto tlo-
hy uz nie je parabolickd, nakolko ani samotné oblast pripustnych rieSeni nie je uz
neohranic¢ena (ako tomu bolo v pripade volnych vah). Na Obrazoku 12 st pomocou
,Mean-Standart Deviation” diagramu zobrazené 3 mnoziny rieSeni Markowitzovho
problému s akciami (Minimum Volatility Set krivky) pri volnych, nezapornych a obo-
jstranne ohrani¢enych vahach. Pripustné oblasti (Feasible Sets), ktoré zodpovedaju
tymto 3 krivkam sa nachadzaji od nich napravo (avsak v druhom a v tretom pripade
uZ nie st neohranicené).

Pre nas je dolezité, ze pripustna oblast porfolii (Feasible Set) si vo vetkych troch
pripadoch zachovéava pre nas dolezitt vlastnost tzv. konvexnosti vliavo (,Convexity to
the left”, vid [5], str. 156). Této vlastnost hovori, 7e usecka spajajiuca Iubovolné dva
body pripustnej mnoziny nepretina krivku MVS. Toto je pre nas kli¢ové poznanie,
pretoze nam v dalsom umoziiuje uvazovat o efektivnej hranici v rieSeni Markowit-
zovho problému s bezrizikovym aktivom (a obojstranne ohrani¢enymi vdhama) ako
o doty¢nici ku krivke Minimum Variance (resp. Volatility) Set.

Motivacia, ktora nas vedie nidjdeniu tejto dotycnice, je urcenie takého akciového
portfolia Markowitzovho problému s obojstranne ohrani¢enymi vahami, ktoré lezi na
efektivnej hranici a zaroven zviera s horizontalou prechédzajicou cez bod bezriziko-

vého aktiva najvacsi uhol.
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Obrazok 12: Mnoziny portfolii s minimalnou volatilitou (MVS krivky) pre roézne

ohranicenych vahach Markowitzovej tlohy

Inymi slovami, nasou tlohou je najdenie takého portfélia na MVS krivke, ktoré
zodpovedd maximalizacii funkci tangens, o ktorej vieme, Ze je na intervale [—7, 7]
rastica:

max tanf = max (u) . (36)

(Tp,0p)EMV S (Tp,0p)EMV S Op

Po vypocitani efektivnej hranice nam nakoniec zostane urc¢it podiel akciovych
investicii na majetku fondu (t.j. stanovif parameter a). Ak napr. polozime a = 0.8,
tak ziadame, aby bola penazno-dlhopisova zlozka v porféliu fondu zastapené 80-timi
percentami a akciové investicie tvorili zvy$nych 20%

Na Obréazku 13 je konkrétny pripad Markowitzovej tilohy s bezrizikovym aktivom
pre modelové portolio z Podkapitoly 5.1 za pouzitia historickych tdajov od 1.6.2005

do 31.12.2007. Krivka Minimum Volatility Set zobrazena na obrazku bola ziskana nu-
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Obrazok 13: Markowitzov problém s bezrizikovym aktivom pri nezdpornych vahach.

merickym riesenim tlohy (34) pri podmienke nezapornosti vah (bez horného ohranice-
nia). Na obrazku je prerusovanou ¢iarou zobrazena efektivna hranica a dotykové
akciové porfolio F'. Zlozené portfolio P, ktoré je vyznacCené na efektivnej hranici je
kombinaciou bezrizikového aktiva a akciového porfolia v pomere 80 : 20 (t.j. akciova
zlozka zlozeného porfolia tvori 20%). Kriziky na Obréazku 13 zodpovedaju jednotlivym
akiovym titulom (vid Tabulku 1) akciovej zlozky porfolia. Ocakavany ro¢ny vynos
takto skombinovaného porfolia P je 9.42% a jeho volatilita je iba 2.78%.
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5.6 Dvojstupnova optimalizicia portfélia pri Soft limitoch

V tejto poslednej ¢asti navrhneme na priklade jednoduchy postup, ktorym je mozné
skombinovat vypocet Soft limitov s optimalizaciou porfélia pomocou Markowitzovho
portfolia s bezrizikovym aktivom.

Budeme pracovat s modelovym portoliom uvedenym v Podkapitole 5.1 (s akciovou
zlozkou = 20%) a s historickymi tdajmi od 1.6.2005 do 31.12.2007. Za bezrizikovi
mieru vynosu nasej penhazno-dlhopisovej zlozky pouzijeme aritmeticky priemer z 3—

mesac¢ného BRIBID—u za rovnaké ¢asové obdobie.
04a r
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Obrazok 14: Markowitzov problém s bezrizikovym aktivom pre modelovy dochodkovy

fond. Prvéa optimalizécia.

Vychadzajuc z toho, Ze pre na§ modelovy fond mame vybrané konkrétne akciové
tituly (vid Tabulka 1 v Podkapitole 5.1), bude nasim prvym krokom optimalizacia

akciovej zlozky pomocou modifikovanej Markowitzovej tlohy (34) pri odhraniceni-
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ach (35). Povodnu formulaciu Markowitzovho problému (32), (33) nemézeme pouzif,
pretoze dochodkovy fond mé povinnost dodrziavat 3%-né zakonné obmedzenie na
jeden akciovy titul a rovnako méa zakazané prechadzat do kratkych pozicii v investi-
ciach. Horné obmedzenia na vahy zo systému (35) tak polozime K; = 0.03 pre
i=1,2,...,15.

Numerickym vyriesenim tlohy (34) pri (35) na pocitaci ziskame krivku MVS. Na
zéklade tohto riesenia zistime, ktoré z porfolii leziacich na tejto krivke zodpoveda
rieSeniu maximalizacnej tlohy (36). Toto doty¢nicové porfolio uréi zloZenie akciovej
zlozky v nasom dochodkovom fonde. (vid grafické rieSenie aj s vyzna¢enim kombino-
vaného porfolia P na Obrazku 14)

Konkrétne rozlozenie vah vypocitané pre akciovu zlozku je uvedené v Tabulke
5. KedZe za historicki bazu sme pouzili data z obdobia od 1.6.2005 do 31.12.2007,
mozeme tento vysledok interpretovat s ohladom na dlhodobé o¢akavané vynosy akcii
7; a dlhodobu volatilitu o;, pretoze na zaklade tychto bolo portélio optimalizované.
Tieto odhady sme uviedli v stlpcoch 2 a 3 Tabulky 2, v Podkapitole 5.4, ked sme
overovali platnost Soft limitov. Ak ich porovname s vysledkami v Tabulke 5, tak
zistime, ze rieSenie Markowitzovej tlohy priradilo kladné vahy 7 akciovym titulom,

ktorych dlhodoby ocakavany vynos bol kladny.

7 vysledkov, ktoré sme dostali, je vSak zrejmé, Ze takto optimalizované porfélio
je vystavené riziku, podla ktorého by v blizkej dobe mohlo dojst k prekroceniu
zékonného obmedzenia, a to hned u viacerych investi¢nych titulov (podiely akcii

3,5,7,9,12,13,15 boli stanové na aroven samotného Hard limitu).

Akcia | 1 2 3 4 5 6 7 8
w; | 0% 3% 0% 0% 3% 0% 3% 0%
Akcia | 9 10 11 12 13 14 15
w; 3% 0% 0% 2.88% 2.12% 0% 3%

Tabulka 5: Akciova zlozka modelového dochodkového fondu po prvej optimalizacii.

Podiel akciovej zlozky na hodnote fondu je 20%.
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Akcia 1 2 3 4 5 6 7 8
Si - 29% - - 2.78% - 2.718% -
Akcia 9 10 11 12 13 14 15
S | 2.81% - - 281% 2.85% - 2.82%

Tabulka 6: Soft limity pre Markowitzovo porfolio. éasovy usek = 1 tyzden.

Tu je preto vhodné pouzit vzorec (28) pre vypocet Soft limitov, ktory sme odvodili
a aplikovat ho na portfolio, ktorého akciova zlozka je uvedena v Tabulke 5. Vypocty
Soft limitov sme urobili pre ¢asovy tsek jedného tyzdna a st uvedené v Tabulke 6.

Z vysledkov vidime, Ze vi¢Sina nasich akcii (z Tabulky 5, pretoze sme eSte nere-
balancovali) prekracuje bezpe¢na hranicu uréend Soft limitom.

Zoptimalizujeme teda porfolio este raz vyrieSenim Markowitzovej tlohy, avsSak

teraz polozime horné hrani¢né obmedzenia rovné Soft limitom, t.j. K; = C; pre

vSetky nase povodné akcie ¢ = 1,...,15.
Akcia 1 2 3 4 5 6 7 8
w; - 2.9% - - 2.18% - 2.78% 0.45%
Akcia 9 10 11 12 13 14 15
w; 2.77% - - 281% 2.69% - 2.82%

Tabulka 7: Akciova zlozka modelového dochodkového fondu po druhej optimalizacii.

Podiel akciovej zlozky na hodnote fondu je 20%.

Po zopakovani numerickej implementacie vypocitame optimalne vihy a vysledok
je uvedeny v Tabulke 7. Vidime, Ze aby bola splnena kvota, ktori sme stanovili pre
podiel akciovej zlozky (t.j. 20%), musel byt do portfolia zahrnuty d'alsi akciovy titul
(akcia ¢. 8). Podiel ostanych akcii bol pritom vo vicsine ostatnych pripadov znizeny

na uroven Soft limitu.
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6 ZAaver

V tejto praci sme sa venovali ur¢ovaniu bezpecnych investi¢nych limitov pri riziko-
vom investovani majetku dochodkovych fondov. Na zaklade jednoduchej iivahy sme
odvodili vztah, ktory za istych zjednodusujicich predpokladov moze sliazit ako prib-
lizné orientacia v hraniciach, ktoré pri akciovych investiciach nie je ziaduce prekrocit,
aby neprislo k poruseniu zakonom stanovenych obmedzeni.

Taktiez sme navrhli sposob, ktorym by bolo mozné odvodené vzorce skombinovat s
optimalizac¢nou tlohou zalozenou na Markowitzovej Mean-Variance analyze porfolia.

Uvedeny model je mozné v mnohych ohIadoch vylep$it. Nakol'ko naga studia po-
vazovala dlhopisovi zlozku za bezrizikovi, model je mozné rozsirit zahrnutim niek-
torého z pristupov k ocenovaniu dlhopisov. Taktiez klasické uvazovanie opierajice sa
o predpoklad lognormalneho rozdelenia cien akcii mnohé empirické Stidie spochybiu-
jua. V niektorych pripadoch sa ukazuje byt lepsie popisujicim tento proces Studentovo
t-rozdelenie. V pripade dochodkového fondu je naviac osobitne problematicka povin-
nost ocefiovania majetku fondu v slovenskych korunach, ktora tento pripad robi este

viac komplikovanym.
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