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Abstrakt

V práci sa venujeme problematike ur£ovania interných investi£ných limitov (tzv.
Soft limitov) pre investovanie fondov Dôchodkových správcovských spolo£ností do
akciových investícií. Ú£elom stanovovania Soft limitov je predchádzanie poru²eniu
zákonných obmedzení pre investovanie majetku dôchodkových fondov s ur£itou mie-
rou spo©ahlivosti. V práci sa zaoberáme popisom ²truktúry a legislatívnych opa-
trení týkajúcich sa investovania dôchodkových fondov. Pripomíname tieº teoretické
poznatky o modelovaní náhodného vývoja akciových cien, ktoré sú zaloºené na pop-
ulárnom predpoklade lognormality. Venujeme sa podrobnej²ie odhadovaniu para-
metrov procesu, ktorých dobré nastavenie je dôleºité pre spo©ahlivos´ výsledkov.
Odvádzame jednoduchý model pre výpo£et Soft limitov na základe lognormálneho
rozdelenia ceny akcie. Funk£nos´ vzorcov overujeme Monte Carlo simuláciami a ich
praktické pouºitie spojené s optimalizáciou na základe známej Markowitzovej teórie
portfólia ilustrujeme na príklade modelového dôchodkového fondu.

K©ú£ové slová: dôchodkové fondy, Hard a Soft limit, Brownov pohyb, Monte
Carlo simulácie, Markowitzov model portfólia s bezrizikovým aktívom
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1 Úvod 1

1 Úvod
Pred nieko©kými rokmi do²lo na Slovensku v rámci sociálnej reformy aj k reforme

dôchodkového systému. Po tom, ako boli v rokoch 2003 v 2004 prijaté legislatívne
normy a vytvorili sa príslu²né in²titúcie, funguje na Slovensku od 1. januára 2005
trojpilierový systém dôchodkového zabezpe£enia.

Nako©ko nový systém v sebe obsahuje z ve©kej £asti prvky svojho predchodcu,
bolo ú£elom reformy jednak vyrie²enie otázky nespravodlivého ohodnocovania vý²ky
dôchodkov, ktoré nezoh©ad¬ovalo viaceré dôleºité aspekty pri ich výpo£te, jednak to
bolo rie²enie problému vyplývajúceho z blíºiacej sa demogra�ckej krízy.

Predchádzajúci priebeºný dôchodkový systém bol zaloºený na princípe, ke¤ pra-
covne aktívna spolo£enská trieda sa stará o ©udí v poproduktívnom veku, t.j. z
odvodov platených do Sociálnej pois´ovne boli následne vyplácané príspevky dôchod-
com. Takýto systém predpokladá existenciu dostato£ne po£etnej pracovnej sily, ktorá
by bola schopná systém �nancova´. V dôsledku poklesu pôrodnosti na Slovensku po
za£iatku 90-tych rokov minulého storo£ia sa v²ak o£akáva, ºe v budúcnosti dôjde k
podstatnému zníºeniu po£tu aktívne pracujúcich ©udí na jedného obyvate©a v dô-
chodkovom veku. V prípade fungovania výlu£ne priebeºného systému tak existovali
dôvodné obavy o jeho udrºate©nosti do budúcnosti. Aby sa zníºili dopady nepríjem-
ného vývoja, do²lo k zavedeniu tzv. druhého�kapitaliza£ného piliera. Tento pilier v
sú£astnosti tvorí, spolu s reformovaným prvým a doplnkovým tretím pilierom, hlavný
nástroj zabezpe£enia dôchodcov.

Osobe zapojenej do druhého piliera sa polovica z odvodov, ktoré do roku 2005
odvádzala do Sociálnej pois´ovne, presúva na tzv. osobný dôchodkový ú£et. Tento
ú£et je súkromným majektom sporite©a, av²ak �nancie z neho sú ur£ené k zabezpe£e-
niu na starobu. Prostriedky na osobných dôchodkových ú£toch majú za úlohu zhod-
nocova´ ²peciálne in²titúcie, tzv. Dôchodkové správcovské spolo£nosti.

Podrobný popis ²truktúry, analýzy fungovania a zavedenia nového dôchodkového
systému môºe £itate© nájs´ napr. v [1] alebo [7].
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1.1 Dôchodkové správcovské spolo£nosti
Dôchodkové správcovské spolo£nosti (¤alej aj DSS) vznikli za ú£elom zhodnoco-

vania prostriedkov na ú£toch sporite©ov, ktorí vstúpili do druhého piliera. �tatút a
fungovanie DSS sú presne vymedzené príslu²nými zákonmi. Tieto taktieº stanovujú
ve©mi prísne podmienky, ktoré musí naplni´ spolo£nos´, aby sa mohla podiela´ na
trhu DSS.

Pod©a zákona £. 43/2004 Z.z. [13], Dôchodková správcovská spolo£nos´ zhod-
nocuje prostriedky sporite©ov vedením a správou dôchodkových fondov. Za týmto
ú£elom vytvára 3 dôchodkové fondy: konzervatívny, vyváºený a rastový dôchodkový
fond. Rozdiely medzi nimi sú predov²etkým v hraniciach stanovených pre podiely
jednotlivých typov investi£ných nástrojov. Tieto obmedzenia a £lenenie by mali
poskytnú´ sporite©ovi ur£itú vo©nos´ zvoli´ si pod©a svojich preferencií a investi£ného
zamerania. Kaºdý z dôchodkových fondov je správcovskou spolo£nos´ou spravovaný,
av²ak nie je sú£as´ou jej majetku. Majetok fondu je v úschove u depozitára, ktorým
je oby£ajne banka, a táto tieº vykonáva v²etky úkony spojené s investovaním.

Pre zabezpe£enie maximálnej ochrany majetku sporite©ov podlieha nakladanie s
prostriedkami fondu viacúrov¬ovej kontrole, a to aº piatich nezávislých in²tancií. Na
najvy²²ej úrovni dohliada na £innos´ Dôchodkovej správcovskej spolo£nosti Národná
Banka Slovenska, neustálne kontrolujúca hodpodárenie DSS, a tieº sám ob£an, ktorý
má prístup k pravidelným informáciam o vývoji vo fonde. Okrem tejto kontroly je
spravovanie DSS pod doh©adom depozitára, nezávislého audítora a vnútornej kontroly
Dôchodkovej spolo£nosti.

Dôchodkové fondy síce nie sú garantom konkrétneho výnosu, av²ak boli stanovené
ur£ité pravidlá, ktoré majú zabezpe£i´, aby výkonnos´ fondu nebola podpriemerná
v porovnaní s fondami ostatných DSS. V prípade, ºe k takémuto naru²eniu dôjde,
je DSS povinná doplni´ chýbajúce �nan£né prostriedky zo svojho majetku. Ak to-
ho nie je schopná, je �nálnym ru£ite©om ²tát, ktorý vzniknutú odchýlku pokrýva
prostredníctvom rezervného fondu solidarity Sociálnej pois´ovne.
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1.2 Ciele Diplomovej práce
Dôchodkovým správcovským spolo£nostiam bola stanovená povinnos´ zhodnocova´
zverené �nan£né prostriedky investovaním na �nan£ných trhoch. Investovanie na
�nanan£ných trhoch v²ak so sebou vºdy priná²a aj riziko straty £asti vloºených
prostriedkov. Dokonca aj v prípade investi£ných nástrojov, ktoré sú povaºované
za relatívne bezpe£né, nie je moºné toto riziko úplne výlu£i´. Pretoºe Dôchodkové
správcovské spolo£nosti obhospodarujú fondy ve©kého spolo£enského významu, boli
stanovené prísne pravidlá, ktoré majú riziko prípadných strát podstatným spôsobom
obmedzi´. Okrem uº spomenutých odli²ných nárokov na ²truktúru troch fondov, je
zavedených viacero dôleºitých obmedzení aj s oh©adom na typ, pôvod, £i emitenta
investi£ného nástroja. Ú£elom týchto pravidiel je prinúti´ správcovské spolo£nosti
diverzi�kova´ investi£né portfólio, aby sa zníºilo riziko prípadných strát.

Jednou z povinností , ktoré Dôchodkovým správcovským spolo£nostiam ukladá
zákon, je ohodnocovanie majetku dôchodkového fondu kaºdý de¬. Toto ohodnotenie
musí by´ naviac vykonané v slovenských korunách, nako©ko príslu²né zákonné limi-
ty sa vz´ahujú na hodnotu majetku vyjadrenú v slovenských korunách. Ako £asto
bude dochádza´ k rebalancovaniu samotného portfólia, je v²ak otázne. K príslu²ným
úkonom totiº môºe dôjs´ na základe vnútorného rozhodnutia spolo£nosti alebo na
základe vonkaj²ích udalostí. Ak v²ak prihliadneme k tomu, ºe transak£né náklady
spojené s investovaním hradí samotná dôchodková spolo£nos´, dalo by sa o£akáva´,
ºe k rebalancovaniu portfólia bude dochádza´ v £ase, v ktorom sa objaví vhodná in-
vesti£ná príleºitos´ alebo v prípade, ºe príslu²ná investi£ná komisia rozhodne o zmene
investi£ného plánu (napr. navý²ením akciovej zloºky portfólia).

Pri kriticky nastavenom portfóliu môºe medzitým dôjs´ k tomu, ºe v dôsledku
ne£akaných pohybov na �nan£ných trhoch sa niektorý z investi£ných titulov dostane
za zákonom povolenú hranicu. Uº s oh©adom na hroziace sankcie zo strany ²tátu je
preto pochopite©ne v záujme kaºdej dôchodkovej spolo£nosti ma´ nastavené rozloºenie
svojich investícií tak, aby v rámci istých bezpe£ných hraníc podobnému prekro£eniu
v£as zabránili. DSS pouºívajú pre takúto bezpe£nú hranicu pojem Soft Limit a pre
zákonom stanovenú hranicu pojem Hard limit.

Stanovovaním Soft limitov sa budeme zaobera´ a na základe známych teoretick-
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ých poznatkov sa pokúsime vytvori´ jednoduchý matematický model, ktorý by mal
prekro£eniu Hard limitov s ur£itou pravdepodobnos´ou predís´. Zameriame sa prit-
om na akciovú zloºku portfólia, ktorá má k©ú£ový význam v správaní fondu a v jeho
budúcom vývoji.

V tejto práci zárove¬ budeme povaºova´ dlhopisy za bezrizikovú investíciu. Tento
predpoklad síce na jednej strane nezodpovedá celkom skuto£nosti, av²ak s oh©adom
na komplikovaný teoretický aparát, ktorý by bol potrebný pri ich modelovaní, a
vzh©adom na doteraj²í vývoj dôchodkových fondov, z ktorého je zrejmé, ºe sa na
¬om náhodné �uktuácie dlhopisovej zloºky zásadným spôsobom neprejavili, je ak-
ceptovate©ný.

S dlhopismi ako o bezrizikovej investícií po£íta aj klasická Markowitzova teória
portfólia so svojou Mean-Variance analýzou [6]. Poznatok vyplývajúci zo známej Vety
o jednom fonde [6] [5], je tak moºné pouºi´ pre dodato£nú optimalizáciu portfólia pri
ur£ených Soft limitoch.

Práca je rozdelená do 6 kapitol. V kapitole si 2 povieme nie£o o slovenských Dô-
chodkových správcovských spolo£nostiach, legislatívnych obmedzeniach, ktoré musia
pri investovaní dodrºiava´, a o aktuálnom vývoji a zloºení dôchodkových fondov.
V kapitole 3 sú zhrnuté niektoré teoretické poznatky stochastického kalkulu, ktorý
tvorí dôleºitý aparát pre pochopenie náhodného vývoja akcií na �nan£ných trhoch.
�as´ kapitoly je tieº venovaná dynamickým odhadom volatility modelmi GARCH
a EWMA, ktoré môºu by´ vhodným doplnkom pri aplikácii Soft limitov na krátke
£asové obdobie. V kapitole 4 si predstavíme my²lienku jednoduchého modelu pre
výpo£et Soft limitov a odvodíme vz´ah pre ich výpo£et. V kapitole 5 najprv v Monte
Carlo simuláciach overíme funk£nos´ vzorcov za predpokladov, pre ktoré boli odvo-
dené, a potom navrhneme dvojstup¬ovú optimalizáciu za pouºitia Markowitzovej
teórie portfólia.
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2 Dôchodkové správcovské spolo£nosti na Slovensku
V sú£asnosti na Slovensku pôsobí ²es´ Dôchodkových správcovských spolo£ností,
ktoré splnili potrebné podmienky a získali licenciu na vytváranie fondov druhého
kapitaliza£ného piliera.

Tieto spolo£nosti k 4. aprílu 2008 spravovali majetok dôchodkových fondov v
hodnote 57 miliárd Sk1, £o je suma, ktorú od sporite©ov nazhromaºdili od za£iatku
svojho pôsobenia v marci 2005. Sporite© má moºnos´ zvoli´ si konkrétnu správcovskú
spolo£nos´, ktorá bude spravova´ jeho úspory a tieº si môºe ur£i´, v ktorom z troch
typov fondov majú by´ jeho úspory zhodnocované.

Obrázok 1: Podiely DSS a rozloºenie úspor, Zdroj: www.adss.sk.

Ako je vidie´ na obrázku vpravo vy²²ie, v sú£asnosti je ve©ká vä£²ina úspor
sporite©ov, a to aº 96%, uloºená na ú£toch rastových a vyváºených fondov. Táto
situácia zodpovedá iba nedávnemu spusteniu druhého kapitaliza£ného piliera a s ním
spojeného dlhodobého zamerania investi£ných stratégií. V dlh²om £asovom horizonte
sa v²ak dá o£akáva´, ºe s príchodom výplaty prvých sporite©ov, dôjde k presunu tých-
to prostriedkov smerom k menej rizikovým konzervatívnym fondom. Tento budúci
posun je zrejmý s oh©adom na zákonné obmedzenia, ktoré neumoº¬ujú, aby osoba,
ktorá je v preddôchodkovom veku, mohla ma´ svoje úspory uloºené v rastovom alebo
vyváºenom dôchodkovom fonde.

1informácie sú dostupné na webovej stránke Asociácie dôchodkových správcovských spolo£ností
www.adss.sk alebo na internetových stránkach jednotlivých DSS
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Miera zhodnotenia �nancií v dôchodkovom fonde je vyjadrená hodnotou tzv. dô-
chodkovej jednotky. Táto hodnota bola pri zaloºení v²etkých sú£asných fondov 22.
marca 2005 stanovená na 1 Sk. Pre sporite©a vyjadruje mieru, ktorou boli peniaze
na jeho osobnom dôchodkovom ú£te po£as danej doby zhodnotené. Vývoj dôchod-
kovej jednotky jednej zo správcovských spolo£ností je zobrazený na Obrázku 2 niº²ie.
Vidíme, ºe momentálna miera zhodnotenia úspor po£as troch rokov je v priemere
10% aº 12% v závislosti od typu fondu.

Obrázok 2: Vývoj dôchodkovej jednotky, Allianz SDSS. Zdroj: www.nbs.sk.

2.1 Platná legislatíva a investi£né obmedzenia
Pravidlá na Slovensku zavedeného 3-pilierového dôchodkového systému v sú£asnosti
upravujú tri zákony. Prvý priebeºný pilier je ukotvený zákonom £. 461/2003 o
sociálnom poistení a tretí doplnkový pilier upravuje Zákon £. 650/2004 o doplnkovom
dôchodkovom sporení.

Druhý kapitaliza£ný pilier ukotvuje primárne zákon £. 43 z roku 2004, a ¤alej
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niektoré jeho doplnenia, zmeny a novelizácia2 z roku 2007. Na základe novelizácie
do²lo k úprave niektorých pravidiel v druhom pilieri a tieº k jeho opätovnému otvore-
niu po dobu prvých ²iestich mesiacov roku 2008. Okrem toho, ºe bola pred¨ºená
minimálna doba sporenia z 10 na 15 rokov, bolo umoºnené ©u¤om, ktorí tak nestihli
urobi´ do polovice roka 2006, aby sa do neho dodato£ne prihlásili, a taktieº bolo
umoºnené ©u¤om, ktorí uº sú zapojení v druhom pilieri, aby z neho naopak vys-
túpili. Po uplynutí tejto doby sa druhý pilier zrejme de�nitívne uzavrie a opätovné
prehodnotenie rozhodnutia uº nebude moºné. Vstup nových sporite©ov do piliera sa
po uplynutí tejto doby bude ¤alej vykonáva´ automaticky v zmysle platných zákonov.

Ako bolo spomenuté v úvode, Dôchodkové správcovské spolo£nosti sú vo svojich
investi£ných aktivitách viazané obmedzeniami, ktoré im majú zabráni´ v neprimerane
rizikovom nakladaní s prostriedkami fondu. Základné obmedzenie sa týka ²truktúry
samotných fondov a vychádza z my²lienky poskytnú´ sporite©ovi moºnos´ vybra´ si
pod©a svojich preferencií medzi rizikovej²ím alebo menej rizikovým spôsobom zhod-
nocovania svojich úspor. Zjednodu²ene sa tieto obmedzenia dajú zhrnú´ do nasle-
dovných bodov3:

1. V Rastovom fonde

(a) hodnota akciových investícií nesmie prekro£i´ 80% majetku fondu,

(b) hodnota dlhopisových a pe¬aºných investícií musí tvori´ aspo¬ 20% ma-
jetku fondu.

2. Vo vyváºenom fonde

(a) hodnota akcových investícií nesmie prekro£i´ 50% majetku fondu,

(b) hodnota dlhopisových a pe¬aºných investícií musí tvori´ aspo¬ 50% ma-
jetku fondu.

3. Konzervatívny fond
2zákon £. 555/2007, ktorým sa mení a dop¨¬a zákon £. 461/2003 Z.z. o sociálnom poistení v

znení neskor²ích predpisov a o zmene a doplnení niektorých zákonov
3podrobné ustanovenia v �88, �89 a �90 zákona £. 43/2004 Z.z.
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(a) majetok fondu môºe by´ pouºitý iba na dlhopisové a pe¬aºné investície.

Dôchodkové správcovské spolo£nosti majú povolené investova´ iba do likvidných a
dobre obchodovaných cenných papierov, ktoré majú stanovený rating od renomovaných
ratingových spolo£ností v investi£nom pásme. Pravidlá pre investovanie zárove¬ neu-
moº¬ujú dôchodkovým spolo£nostiam pôºi£ky cenných papierov4, £o znamená, ºe
nie je moºné prechádza´ do tzv. krátkych pozícií, ktoré stavajú na ²pekulatívných
stratégiach a o£akávaní poklesu hodnoty cenného papiera.

Zakázanie akciových investícií v konzervatívnom fonde nazna£uje, ºe tento fond
by mal dosahova´ relatívne stabilnej miery zhodnotenia. Táto miera v²ak nemusí by´
príli² vysoká. Rastový fond, ktorý umoº¬uje akciové investície aº do vý²ky 80%, má
naopak lep²ie predpoklady na vy²²ie výnosy, tieto ale zárove¬ môºu by´ charakter-
istické výraznej²ími výkyvmi. Vyváºený fond predstavuje alternatívu medzi týmito
dvoma krajnými prípadmi.

Zákon, okrem iných vecí, ukladá správcovskej spolo£nosti povinnos´ kaºdodenne
sledova´ vývoj fondov svojej konkurencie a porovnáva´ priemerný výnos svojich fon-
dov s výkonnos´ou fondov rovnakého druhu ostatných DSS5. Pre kaºdý de¬ musí
správcovská spolo£nos´ vypo£íta´ priemerný výnos dôchodkového fondu a priemerný
výnos trhovej konkurencie. Na základe zistení potom ur£í, £i jej fond nedosahuje
podpriemerných výsledkov a v prípade, ºe priemerný výnos výnos fondu je niº²í ako

1. 90% priemerného výnosu konkurencie pri konzervatívnom fonde,

2. 70% priemerného výnosu konkurencie pri vyváºenom fonde,

3. 50% priemerného výnosu konkurencie pri rastovom fonde,

je povinná previes´ £as´ svojho majektu na ú£et daného fondu, aby sa tento dostal na
poºadovanú úrove¬ s ostatnými fondami. Toto pravidlo zabezpe£uje, ºe výnosnosti
fondov sa od seba nebudú zásadným spôsobom odli²ova´. Pre ilustáciu je na Obrázku
3 zobrazený stav hodnôt dôchodkových jednotiek z októbra roku 2007 a z apríla roku
2008.

4�86 ods. 5 zákona £. 43/2004 Z.z.
5�91 ods. 5 zákona £. 43/2004 Z.z.
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Obrázok 3: Stav dôchodkových jednotiek.

Základné pravidlo týkajúce sa diverzi�kácie investi£ných nástrojov portfólia, je
stanovené v § 82 ods. 1 zákona £. 43/2004 Z.z. Ukladá, ºe hodnota cenných papierov
alebo nástrojov pe¬aºného trhu vydaných rovnakým emitentom nesmie tvori´ viac
ako 3% hodnoty majetku v dôchodkovom fonde, ak tento zákon neustanovuje inak.
Toto obmedzenie je platné pre v²etky druhy akciových investícií a vzh©adom na to,
ºe my sa budeme zaobera´ bezpe£nými investi£nými hranicami pre akciové investície,
je pre nás k©ú£ové.

Z tohto pravidla sú v²ak stanovené výnimky. V prípade dlhopisových investícií
je dôchodkovým správcovským spolo£nostiam dovolené investova´ aº 20% majetku
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fondu do dlhopisov, na ktoré bola poskytnutá záruka niektorého z £lenských ²tátov6,
pri£om v prípade slovenských ²tátnych dlhopisov môºe by´ tento podiel navý²ený
²tatútom fondu aº na 80%.

Výnimku z tohto pravidla majú tieº hypotekárne záloºné listy (HZL), teda dl-
hopisy vydané komer£nými bankami, ktoré sú kryté poh©adávkami z hypotekárnych
úverov. Maximálny podiel na jedného emitenta v tomto prípade nesmie prekro£i´
10% hodnoty majetku fondu a v sú£te nemôºe hodnota investovaná do HZL tvori´
viac ako 50% majetku fondu.

Okrem týchto a nieko©kých ¤al²ích obmedzení7 je pre podporu slovenského �-
nan£ného trhu stanovená podmienka aspo¬ 30% investovania majetku do cenných
papierov alebo pe¬aºných nástrojov slovenských emitentov.

V prípade, ºe dôjde nejakými ne£akanými udalos´ami k poru²eniu niektorého z
týchto limitov, je DSS povinná túto skuto£nos´ oznámi´ Národnej banke a následne
zjedna´ jej bezodkladnú nápravu. Dodrºiavanie týchto obmedzení je tak pre investi£né
aktivity správcovskej spolo£nosti k©ú£ové a zo zákona prioritné. V neskor²ích £astiach
sa preto budeme zaobera´ modelom, ktorý by mal podobným ne£akaným prekro£e-
niam v dôsledku pohybu �nan£ných trhov predís´.

Uº skôr sme na Obrázku £. 2 pozorovali vývoj dôchodkovej jednotky jednej zo
správcovských spolo£ností. Na uvedenom grafe je tieº vidie´, ºe napriek predchádza-
júcim, relatívne dobrým výsledkom, do²lo v priebehu posledného roka k výraznej²ím
výkyvom vo výkonoch rastového a vyváºeného fondu, aº sa tieto fondy za£iatkom r.
2008 dostali aj pod úrove¬ krivky fondu konzervatívneho. �e sa tento pokles zrejme
týkal v²etkých dôchodkových spolo£ností, sa dá usúdi´ aj z Obrázku £. 3 pri porov-
naní hodnôt dôchodkových jednotiek vykonaných v £asovom odstupe pribliºne pol
roka. Je zrejmé, ºe na výnosoch fondov sa tak odrazila v tomto a v sú£asnom období
pretrvávajúca kríza na svetových �nan£ných trhoch. Zárove¬ je vidie´, ºe najmenej
rizikového konzervatívneho fondu sa kríza dotkla iba málo, a ºe tento fond sa vôbec
po£as celého vývoja vyzna£oval stabilnou mierou rastu s minimálnymi disturbanciami

6pod £lenským ²tátom sa rozumie £lenský ²tát Európskej Únie alebo OECD
7ako je zabránenie v nadobudnutí kontrolných podielov na riadení emitenta, vi¤ § 82 ods. 7 a 8

zákona £. 43/2004
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2.2 �truktúra fondov a oblasti investovania
Udalosti posledných mesiacov v²ak popri týchto zjavne negatívnych dôsledoch celosve-
tovej krízy na na²e fondy zárove¬ poukázali na jednu dôleºitú skuto£nos´. A to, ºe
rozdielne investi£né zamerania dôchodkových fondov môºu naozaj podstatným spô-
sobom rozhodnú´ o vývoji majetku uº pri malej úrovni rizikových investícií. Slovenské
dôchodkové spolo£nosti totiº, napriek tomu, £o zákon umoº¬uje, v sú£asnosti vyuºí-
vajú iba £as´ z moºností v oblasti akciového investovania. Pozrime sa na zloºenie
fondov dvoch slovenských Dôchodkových správcovských spolo£ností na Obrázku 4.

Vidíme, ºe zastúpenie akciových investícií sa u vyváºených fondov pohybuje na
úrovni 15% a u rastových fondov na úrovni 20%. Rozdiely medzi nimi teda nie
sú ve©ké a uº vôbec sa nepribliºujú k maximálnym povoleným hodnotám 50% u
vyváºeného resp. 80% u rastového fondu. Ich podobné zloºenie sa odráºa aj vo ve©mi
podobných pohyboch kriviek na Obrázku 2, kde sa dá naviac pozorova´, ºe na krízu
na akciových trhoch zo za£iatku tohto roku doplatil viac rastový fond.

Dôchodkové správcovské spolo£nosti v posledných dvoch rokoch postupne navy²o-
vali podiel akciovej zloºky v dynamických fondoch a mali v úmysle v tomto trende
pokra£ova´ aº do úrovní, ktoré im umoº¬uje zákon. V dôsledku pretrvávajúcej neis-
toty na �nan£ných trhoch sú v²ak momentálne nútené postupova´ viac konzervatívne
a akciovú zloºku viac nenavy²ujú. Je v²ak pozoruhodné, ºe i tieto relatívne nízke
podiely akciových investícií môºu spôsobi´ celkom zna£né výkyvy vo výkonnosti fon-
dov.

Tri hlavné triedy investi£ných nástrojov dôchodkových fondov predstavujú ak-
ciové, dlhopisové a pe¬aºné investície. �o v²etko je pod týmito pojmami chápané je
uvedené v § 87 zákona £. 43/2004 Z.z. Dôchodkové správcovské spolo£nosti sa v rámci
týchto moºností vo svojich aktivitách zameriavajú na nasledovné triedy investi£ných
nástrojov.

1. V oblasti akciových investícií sú to hlavne:

(a) investície do fondov Exchange Traded Funds (ETF) kopírujúcich vývoj
niektorých burzových indexov, ako sú napr. európske DJ EuroStoxx 50,
FTSE 100, americké S&P 500, ázijské NIKKEI 225;
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Obrázok 4: Dôchodkové fondy spolo£ností AXA DSS a Allianz SDSS. Zdroj: mesa£né
správy AXA DSS a Allianz SDSS, marec 2008.

(b) investície do akcií spolo£ností, prevaºne európskych a amerických.

2. V oblasti dlhopisových investícií:

(a) investície do ²tátnych dlhopisov, prevaºne slovenských a krajín V4;

(b) investície do Hypotekárnych záloºných listov a korporátnych dlhopisov.

3. V oblasti pe¬aºných investícií:

(a) vklady na beºných a vkladových ú£toch s krátkou dobou splatnosti do 1
alebo 3 rokov.
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3 Modelovanie stochastického vývoja cien akcií
V tejto kapitole si zhrnieme najroz²írenej²í matematický aparát, ktorý sa pouºíva
pri modelovaní vývoja ceny akcie. Napriek tomu, ºe sa opiera sa o silný predpoklad
normality výnosov akcie, ktorý v praxi £asto nebýva naplnený, je to najlep²í vý-
chodiskový model, o ktorý sa aj v ¤al²ej kapitole oprieme pri odvodzovaní vzorcov
pre Soft limity. Ku koncu si tieº povieme nie£o o prístupoch k odhadovaniu o£aká-
vaného výnosu akcie a volatility akcie. Koncepty obsiahnuté v tejto kapitole je moºné
detailnej²ie na²tudova´ v knihe [2], kapitoly 10, 11 a 15. �alej odvolávame £itate©a
na [8], [3] a [6].

3.1 Stochastický charakter akciových trhov
Kaºdý obchodník vstupuje na trh s cie©om navý²enia prostriedkov, ktoré do ne-
ho vloºil. Na základe svojich skúseností, preferencií a dostupných informácií, volí
rozhodnutia, od ktorých bude ºiada´ zabezpe£enie istej miery výnosu. Ak je obchod-
ník obozretný, bude svoje rozhodnutia voli´ aj s oh©adom na predvídate©né riziko,
ktoré na danom trhu existuje.

S investovaním na �nan£ných trhoch je spojené riziko straty £asti vloºených in-
vestícií. Toto riziko je spravidla tým vä£²ie, £ím vä£²í je moºné o£akáva´ výnos.
Investovanie na akciových trhoch je vo v²eobecnosti povaºované za rizikovej²í spô-
sob investovania, ktorý v²ak zárove¬ s©ubuje moºnos´ nadpriemerného zisku. Vývoj
cien akcií je tak za týmto ú£elom neustále ve©mi pozorne sledovaný mnoºstvom ob-
chodníkov, ktorí sa snaºia predpoveda´ ich budúci vývoj. Skuto£nos´, ºe by niektorý
z nich bol schopný na základe ur£itého pohybu ceny spo©ahlivo predvída´ následný
nárast ceny s pravdepodobnos´ou vä£²ou ako 50%, by mu dávala do ruky nástroj k
nadpriemerným výnosom. Táto výhoda je v²ak anulovaná vo chvíli, ke¤ sa dosta-
to£ný po£et obchodníkov resp. celý trh stanú znalými tohto potenciálne ²peci�ckého
vývoja. Svojim spolo£ným o£akávaním totiº v okamihu jeho výskytu vytvoria pro-
titlak, ktorý povedie k okamºitému nárastu ceny a tým k eliminovaniu obchodnej
príleºitosti.

Z poh©adu oby£ajného investora, ktorý má k dispozícii iba v²eobecne známe in-
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formácie, sa v²ak v matematických modeloch uvaºuje o cene akcie ako o náhodnej
veli£ine, ktorej budúci vývoj nemoºno s istotou predpoveda´. O takejto veli£ine po-
tom hovoríme, ºe sleduje nejaký stochastický proces.

Roz²írené matematické modely sa vo svojich východiskách opierajú taktieº o jed-
no ¤al²ie dôleºité pozorovanie, ktoré hovorí, ºe posledná známa cena akcie v sebe
tieº zah¯¬a kaºdú informáciu z jej predchádzajúceho vývoja. Tento predpoklad je
dôsledkom skuto£nosti, ºe vývoj akcií na trhu je neustále ve©mi pozorne sledovaný a
vyhodnocovaný mnoºstvom investorov, ktorí sú následne schopní svojimi aktivitami
maximálne zúºitkova´ v²etky informácie z minulosti. Znamená to teda, ºe pre ¤al²í
pohyb ceny akcie nie je dôleºitý jej historický vývoj, ale iba posledná známa hodnota.
Táto vlastnos´, ozna£ovaná tieº ako Markovova, je v súlade s hypotézou o tzv. slabej
efektívnosti trhu [2]. Weak form of E�cient market hypotesis (hypotéza o slabej
efektívnosti trhu) tvrdí, ºe nadpriemerný výnos (t.j. výnos presahujúci výkon trhu),
nie je moºné dosiahnu´ pouºitím investi£ných stratégií, ktoré sa opierajú o v²eobecne
známe informácie, akými sú historické ceny akcií [9].

3.2 Brownov pohyb, Geometrický Brownov pohyb, Itôova lema
O náhodnej veli£ine sledujúcej stochastický proces môºeme uvaºova´ ako o náhodnej
veli£ine, ktorá je spojitá alebo o náhodnej veli£ine, ktorá je diskrétna. Zatia© £o spo-
jitá náhodná veli£ina môºe nadobúda´ ©ubovo©né reálne hodnoty, diskrétna náhodná
veli£ina môºe nadobuda´ iba hodnoty diskrétne. Rovnakým spôsobom môºeme na
náhodnú veli£inu pohliada´ ako na spojitú alebo diskrétnu v £ase. A to v závis-
losti od toho, £i sú jej pozorovania vykonávané a zaznamenávané neustále alebo je
tak vykonávané s odstupom nejakého £asu. Pri práci s akciami máme oby£ajne k
dispozícií dáta zaznamenané v ur£itých £asových intervaloch, akými sú dni alebo
mesiace. Taktieº ceny, pod ktorými môºu by´ akcie na burzách obchodované, nie
sú spojité, ale spravidla sa ponuka a dopyt môºu meni´ iba po istých minimálnych
hodnotách (tieto sú stanovené v závislosti od obchodnej meny). Cena akcie je teda
v praxi veli£inou diskrétnou a diskrétnou v £ase. Z teoretického h©adiska sa v²ak na
cenu akcie pohliada £asto ako na veli£inu, ktorá je spojitá a spojitá v £ase, pretoºe
tento koncept poskytuje ideálne východisko pre následné aplikácie, aº pri ktorých
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dochádza k diskretizácii.
Aby sme postúpili ¤alej, uve¤me si proces, ktorý sp¨¬a skôr uvedené poºiadavky

na pohyb akcie. Tento proces, známy pod pojmom Brownov pohyb, sa niekedy nazýva
aj zov²eobecnený Wienerov proces.

De�nícia 3.1. (Brownov pohyb) [8],[3]
Hovoríme, ºe t-parametrický systém náhodných premenných {X(t), t ≥ 0} sleduje

Brownov pohyb, ak sp¨¬a nasledovné podmienky:

(i) zmenu hodnoty ∆X po£as krátkeho £asového intervalu ∆t môºeme zapísa´ v tvare

∆X = µ∆t + (σ
√

∆t)z,

kde z je náhodná premenná zo ²tandardného normálneho rozdelenia N(0, 1).

(ii) hodnoty ∆X pre ©ubovo©né dva krátke £asové intervaly ∆t sú nezávislé.

(iii) X(0)=0 a vzorky ciest X(t) sú spojité v premennej t ≥ 0.

Brownov pohyb s parametrami µ = 0 a σ2 = 1 (tieto parametre nazývame drift a
variancia) sa volá Wienerov proces.

Z vlastnosti (ii) je zrejmé, ºe náhodná premenná X(t) má Markovovu vlastnos´,
pretoºe jej prírastky sú od seba nezávislé. Ak pouºijeme vlastnos´ (i) a rozpí²eme
v sú£te výraz X(t) − X(0), tak sa ©ahko presved£íme aj o tom, ºe X(t) má nor-
málne rozdelenie so strednou hodnotou µt a disperziou σ2t (vi¤ [8] str. 13,14). Táto
skuto£nos´ vyplýva z aditívnosti dvoch nezávislých normálnych premenných ako i
skuto£nosti, ºe X(0) = 0.

Z toho napokon máme, ºe X(t) je moºné napísa´ v tvare

X(t) = µt + σw(t), (1)

kde w(t) sme ozna£ili Wienerov proces.
K spojitej náhodnej veli£ine X(t) obvykle prejdeme limitným prechodom ∆t → 0,

po ktorom z vlastnosti (i) Brownowho pohybu dostaneme vz´ah

dX = µdt + σdw(t),
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kde w(t) je Wienerov proces. Táto rovnica sa nazýva tieº stochastická diferenciálna
rovnica.

Samotný Brownov pohyb v²ak nie je pre modelovanie ceny akcie ve©mi vhodný,
pretoºe o£akávaná hodnota prírastku nie je nezávislá od ceny akcie. Ak poloºíme
stochastickú £as´ rovnú nule, tak pre prírastok v £ase ∆t máme ∆X = µ∆t, £o
znamená, ºe nárast hodnoty v £ase je vºdy absolútny bez oh©adu na cenu akcie.

Upravme preto svoje o£akávania a uvaºujme namiesto toho o µ∆t ako o podielovej
zmene v hodnote akcie. Ak hodnotu akcie ozna£íme S, tak zrejme ºiadame, aby
∆S = Sµ∆t. Po zanedbaní stochastickej zloºky je teda na²e o£akávanie prírastku
vyjadrené ako

∆S

S
= µ∆t, (2)

resp. v limite ∆t → 0

dS

S
= µdt.

Výraz (2) de�nujeme ako jednoduchý výnos8 po£as krátkej £asovej periódy ∆t.
Ak postupujeme rovnako aj pri rizikovej zloºke procesu, dostaneme stochastickú

diferenciálnu rovnicu tzv. geometrického Brownovho pohybu

dS = µSdt + σSdw. (3)

Parameter σ tu predstavuje mieru neistoty výnosu vyjadrenú v percentách a nazý-
vame ho volatilitou akcie. Obvyklé hodnoty ro£nej volatility akcií sa pohybujú v
rozmedzí od 20% po 40% [2].

V teórii stochastického kalkulu má svoje dôleºité postavenie tvrdenie známe pod
názvom Itôova lema. I ke¤ toto tvrdenie nachádza svoje uplatnenie predov²etkým v
teórii oce¬ovania derivátov, pouºíva sa aj pri odvodení stochastického procesu zod-
povedajúceho modelu správania akcie pri pouºití tzv. spojite zloºených výnosov9.

8angl. simple return alebo simple net return
9angl. continuously compounded rate of returns
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Lema 3.2. (Itôova lema) [8]
Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om premenná x je rie²ením

stochastickej diferenciálnej rovnice tzv. Itôovho procesu: dx = a(x, t)dt + b(x, t)dw,
kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx +

(∂f

∂t
+

1

2
b2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =
(∂f

∂t
+ a(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
b2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt + b(x, t)

∂f

∂x
dw.

Pre podrobnej²ie pojednanie o Itôovej leme vrátane celého dôkazu vi¤ napr. pub-
likáciu [6]. Pri aplikácii výsledku Itôovej lemy na funkciu logaritmu ceny S(t), t.j. na
funkciu

g(S(t), t) = ln S(t),

najprv vypo£ítame

∂g

∂S
=

1

S
,

∂2g

∂S2
= − 1

S2
,

∂g

∂t
= 0.

Ke¤ºe o S(t) predpokladáme, ºe jej vývoj zodpovedá stochastickej diferenciálnej
rovnici (3), pod©a ktorej

a(x, t) = µS, b(x, t) = σS,

dostaneme z Itôovej lemy nakoniec

dg = (µ− σ2

2
)dt + σdw, (4)

kde w je Wienerov proces.
Rovnica (4) tak zodpovedá Brownovmu pohybu s driftom µ− σ2

2
a varianciou σ2.

Ak tento výsledok aplikujeme na výraz g(t)− g(0), t.j.
∫ t

0

dg(z)dz =

∫ t

0

d ln S(z)dz = ln S(t)− ln S(0),
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tak z vlastností Brownovho pohybu vyplýva, ºe

ln S(t)− ln S(0) ∼ N
(
(µ− σ2

2
)t, σ2t

)
,

resp.

ln
S(t)

S(0)
∼ N

(
(µ− σ2

2
)t, σ2t

)
(5)

a

ln S(t) ∼ N
(
ln S(0) + (µ− σ2

2
)t, σ2t

)
. (6)

Výraz na ©avej strane (5) zodpovedá spojite zloºenej miere výnosu po£as £asového
úseku [0, t]. Táto skuto£nos´ vyplynie z toho, ºe ak η ozna£íme ako spojite zloºený
výnos za jednu £asovú jednotku a zade�nujeme ho prostredníctvom

S(t) = S(0)eηt,

tak máme

η =
1

t
ln

S(t)

S(0)
.

Z (5) tieº vyplynie, ºe η má normálne rozdelenie

η ∼ N
(
µ− σ2

2
, σ2/t

)
, (7)

£o znamená, ºe o£akávávaná stredná hodnota týmto spôsobom de�novaného výnosu
je rovná výrazu µ− σ2

2
, pri£om výraz µ∆t bol uº skôr v (2) de�novaý ako výnos akcie

za krátke £asové obdobie.

De�nícia 3.3. (Geometrický Brownov pohyb) [8]
Nech {X(t), t ≥ 0} je Brownov pohyb s parametrami µ̃ a σ, pri£om µ̃ = µ− σ2

2
, a

nech S0 ∈ R. Potom systém náhodných premenných {S(t), t ≥ 0}

S(t) = S0e
X(t), t ≥ 0, (8)

nazývame geometrický Brownov pohyb.
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Pretoºe v aplikáciach sa zvy£ajne pouºívajú £asové rady z výnosov po£ítaných po-
mocou logaritmu, predpokladá sa, ºe pohyb akcie sa riadi geometrickým Brownovým
pohybom. Odhad strednej hodnoty výnosu η je tak odhadom parametra µ̃, ktorý je
vºdy o nie£o men²í ako µ. Stochastická diferenciálna rovnica zodpovedajúca tomuto
odhadu po dosadení µ̃ + σ2

2
za µ do (3) je

dS = (µ̃ +
σ2

2
)Sdt + σSdw,

kde w je Wienerov proces.

Poznámka: Hovoríme, ºe náhodná premenná Y má lognormálne rozdelenie, ak
premenná ln Y má normálne rozdelenie s príslu²nými parametrami.

Z pozorovania (6) je zrejmé, ºe premennú S(t) môºeme povaºova´ za lognormálne
rozdelenú, £o so sebou priná²a niektoré výhody. Lognormálne rozdelená náhodná
premenná nemôºe nadobúda´ záporné hodnoty, £o je v súlade s o£akávaním, ktoré
kladieme na cenu akcie. �al²ia výhoda vyplýva z aditívnej vlastnosti logaritmov. Ak
máme napríklad k dispozícií denné pozorovania spojite zloºených výnosov, tak prís-
lu²ný mesa£ný výnos dostaneme jednoduchým s£ítaním denných výnosov. Z centrál-
nej limitnej vety naviac vyplýva, ºe sú£et ©ubovo©ne rozdelených náhodných premen-
ných má s ich po£tom blíºiacim sa do nekone£na normálne rozdelenie. To znamená,
ºe v prípade, ak denné výnosy vykazujú ²tatisticky významné naru²enie normality,
mesa£né výnosy získané týmto spôsobom budú �normálnej²ie�.

3.3 Odhady parametrov
Zave¤me v ¤al²om texte zna£enie {St = S(t), t ∈ N} a uve¤me St ako cenu akcie na
konci d¬a t. Zade�nujme tieº jednod¬ový výnos akcie ut spojitým spôsobom ako

ut = ln
St

St−1

.

Pri odhadoch strednej hodnoty výnosu a volatility akcie vychádzame z historick-
ých dát, ktoré máme k dispozícii. Ak máme n + 1 pozorovaní cien S0, S1, ..., Sn,
tak najprv zostrojíme príslu²ný £asový rad u1, u2, ...un. V prípade, ºe sa rozhod-
neme odhadnú´ parametre z celého radu dostupných historických údajov, dostaneme
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odhady tzv. �dlhodobého výnosu� a �dlhodobej volatility�. Ak sa v²ak na²a aplikácia,
na ktorú odhady pouºijeme, týka podstatne krat²ieho obdobia (napr. ak modelujeme
vývoj akcie na jeden týºde¬ dopredu, ale máme historické údaje za posledné dva
roky), je vhodné zvoli´ dátovú základ¬u men²ieho rozsahu, ktorá bude lep²ie zod-
poveda´ sú£asnej situácii na trhu.

Pri odhadoch parametrov vo v²eobecnosti postupujeme spôsobom, ºe zoberieme
m posledných známych pozorovaní un−m+1, un−m+2, ...un a z týchto parametre odhad-
neme.

Pre odhad o£akávaného denného výnosu ū je na²ou vo©bou jednoduchý aritmet-
ický priemer, ktorý dáva kaºdému pozorovaniu rovnakú váhu

ū =
1

m

m−1∑
t=0

un−t. (9)

Tento odhad zodpovedá tzv. nevychýlenému odhadu strednej hodnoty náhodnej
veli£iny u, ktorá pre nás predstavuje denný výnos.

Poznámka: Ak ozna£íme strednú hodnotu náhodnej veli£iny x ako x̃ a de�nu-
jeme ju prostredníctvom E(x) = x̃, tak pre nevychýlený odhad parametra x̃, ktorý
ozna£íme x̄, musí plati´, ºe E(x̄) = x̃. Stredná hodnota je jednou zo základných
popisných charakteristík náhodných veli£ín, ktoré tieº bývajú ozna£ované ako charak-
teristiky polohy. �al²ou dôleºitou charakteristikou je disperzia resp. variancia, ktorá
partrí medzi charakteristiky variability, vi¤ napr. [4].

Ak ¤alej uvaºujeme, ºe rok má 252 pracovných dní, tak ekvivalent zopovedajúci
o£akávanému ro£nému výnosu, ozna£me ho µ̄, dostaneme prenásobením (9) ako

µ̄ = 252ū.

Odhad µ̄ je pritom odhadom parametra µ̃ z konca predchádzajúcej podkapitoly 3.2.

V podkapitole 3.2 sme si tieº de�novali volatilitu ako mieru neistoty výnosu akcie
po£as jedného roka. Zo (6) sme tieº videli, ºe volatilita σ zodpovedá tieº ²tandard-
nej odchýlke logaritmu ceny akcie na konci prvého roka a pod©a (7) aj ²tandardnej
odchýlke spojite de�novaného výnosu η po£as jedného roka.
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Volatilitu akcie môºeme odhadnú´ klasickým spôsobom ako ²tandardnú odchýlku
£asového radu pozorovaní un−m+1, un−m+2, ...un, ktorý sme vytvorili. Obvyklým prís-
tupom je pouºi´ nevychýlený odhad variancie výnosu.

Ak varianciu náhodnej premennej u de�nujeme ako V ar(u) = E[(u− ũ)2], kde ũ

je stredná hodnota u, tak jej nevychýlený odhad (vi¤ poznámku na predchádzajúcej
strane) má tvar ([4])

s2 =
1

m− 1

m−1∑
t=0

(un−t − ū)2

a ²tandardnú odchýlku de�nujeme ako jej odmocninu

s =

√√√√ 1

m− 1

m−1∑
t=0

(un−t − ū)2. (10)

Z toho ekvivalent odhadu ro£nej variance, ozn. ho σ̄2, je

σ̄2 = 252s2

a ro£nej volatility

σ̄ =
√

252s.

�o sa týka samotného rozsahu dát, t.j. zvoleného m, je táto vo©ba v podstate
na na²om uváºení. Je v²ak empiricky pozorovate©né, ºe parametre odhadnuté na
základe krat²ieho obdobia, sa £asto výrazne lí²ia od dlhodobého priemerného výnosu
a od dlhodobej volatility. Tieto dve sú oby£ajne výrazne men²ie, neº príslu²né odhady
vykonané na základe krat²ieho obdobia.

V aplikáciach sa £asto pouºíva princíp, pod©a ktorého by rozsah dát, z ktorého
sú parametre odhadované, mal pribliºne zodpoveda´ dobe, na ktorú sú tieto odhady
aplikované [2]. Ak preto chceme vykonáva´ simulácie alebo odhadova´ budúcu hod-
notu na mesiac dopredu, poloºíme vo vzorcoch (9) a (10) hodnotu m rovnú 21, ak na
týºde¬ poloºíme m = 5, a ak iba na jeden de¬, je na²ou najlep²ou vo©bou m = 1.
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3.4 Dynamický odhad volatility, modely GARCH
Ako bolo spomenuté, jedným zo spôsobov odhadu volatility je pouºitie vzorca (10).
Tento prístup k odhadu volatility je relatívne rýchly a jednoduchý, av²ak vychádza
z toho, ºe volatilita sa po£as daného obdobia nemení a zostáva kon²tantná. Analýzy
v²ak nazna£ujú, ºe variancia akcie je v skuto£nosti, podobne ako jej cena, stocha-
stickým procesom, ktorý sa zo d¬a na de¬ mení. Tento proces v²ak, na rozdiel od
cien akcie, nie je priamo pozorovate©ný [2].

Modely GARCH sa zaoberajú sledovaním tohto vývoja a modelovaním dennej
volatility. Na Obrázku 5 je spojitou £iarou zobrazený vývoj dennej volatility ETF
fondu Spiders, ktorý kopíruje vývoj amerického indexu S&P 500. Vývoj je vyhod-
nocovaný za obdobie od 3.6.2005 po 31.1.2008 a je namodelovaný pomocou modelu
GARCH(1,1). Preru²ovanou £iarou je zobrazená dlhodobá denná volatilita a zod-
povedá ro£nej volatilite na úrovni 15,6%.

Obrázok 5: Denná volatilita amerického ETF fondu SPDRs v £ase od 3.6.2005 do
31.1.2008.

Napriek tomu, ºe sú modely GARCH schopné celkom úspe²ne zmapova´ vývoj
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akcie v minulom historickom období, z h©adiska predikcií je vhodnej²ie ich aplikova´
skôr na krat²ie £asové obdobie. Táto skuto£nos´ je dôsledkom vlastnosti �mean rever-
sion� (vi¤ [2], kap. 15.6), pod©a ktorej sa volatilita pri odhade s postupom £asu do
budúcnosti blíºi naspä´ k dlhodobej volatilite. V na²ich aplikáciach tak neskôr pouºi-
jeme GARCH(1,1) model pre odhad volatility v krátkom £asovom horizonte (jedného
d¬a, maximálne jedného týºd¬a).

Uve¤me si teraz základné my²lienky, o ktoré sa modely GARCH a ich ²peciálny
prípad EWMA opierajú. Pre podrobnej²ie informácie je £itate© odkázaný na kapitolu
15 z knihy [2].

V tejto £asti budeme na¤alej pouºíva´ zna£enie ut = ln St

St−1
pre aproximáciu

spojite zloºeného výnosu akcie po£as d¬a t. Zade�nujme si ¤alej σn volatilitu (resp.
odhad volatility) akcie pre de¬ n ako jej odhad z konca d¬a n− 1.

Ako bolo vy²²ie napísané, ²tandardným prístupom k odhadu volatility σn je
výpo£et nevychýleného odhadu variancie σ2

n na základe m pozorovaní:

σ2
n =

1

m− 1

m∑
t=1

(un−t − ū)2, (11)

kde ū = 1
m

∑m
t=1 un−t je priemer ut.

O£akávaný výnos akcie je v krátkom £asovom horizonte (napr. jeden de¬) v
porovnaní s jeho varianciou relatívne malý. Zave¤me preto zjednodu²enie a pred-
pokladajme, ºe priemerný výnos ū je nulový. Ak naviac nahradíme výraz m − 1 v
menovateli vz´ahu (11) výrazom m, dostaneme z neho nasledovne upravený odhad10

σ2
n =

1

m

m∑
t=1

u2
n−t. (12)

Zjavným nedostatkom schémy (12) je, ºe kaºdému z m pozorovaní prira¤uje rov-
nakú váhu, £ím môºe by´ niektorým star²ím pozorovaniam pripísaný zbyto£ne ve©ký
význam. Idea modelov GARCH je naproti tomu zaloºená na princípe, ktorý posúva
váhy v prospech nov²ích pozorovaní, u ktorých sa predpokladá vä£²ia dôleºitos´.

10tento odhad je tieº odhadom variancie metódou maximálnej vierohodnosti
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Na za£iatok prepí²me predchádzajúci odhad za pouºitia v²eobecných váh

σ2
n =

m∑
t=1

αtu
2
n−t, (13)

pri£om αt je nezáporné pre v²etky t a zodpovedá váham priradeným pozorovaniu t

dní naspä´. Sú£et váh je zárove¬ rovný 1.
Ak naviac uvaºujeme o tom, ºe £as´ variancie bude tvori´ nejaká �xná zloºka,

dlhodobá variancia, ktorú ozna£íme V, môºeme upravi´ (13) to tvaru

σ2
n = γV +

m∑
t=1

αtu
2
n−t, (14)

kde γ je váha, ktorú sme priradili V a γ +
∑m

t=1 αt = 1.

3.4.1 EWMA

Model odhadu volatility EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) je ²peciál-
nym prípadom v²eobecného zápisu (13), kde váhy αt klesajú exponenciálne s pos-
tupom spä´ v £ase. Celý model je naformulovaný ako

σ2
n = λσ2

n−1 + (1− λ)u2
n−1, (15)

pri£om λ ∈ (0, 1).
Parameter λ je tak váha priradená predchádzajúcemu odhadu variancie σ2

n−1 a
1−λ je váha priradená poslednému pozorovaniu ceny, ktoré zodpovedá ²tvorcu výno-
su u2

n−1.

Pre pochopenie opodstatnenosti exponenciálneho poklesu váh pri takto nafor-
mulovanom modeli, je potrebné si rozpísa´ £len σ2

n−1 (pre bliº²ie poznámky vi¤ [2],
kap. 15). Na základe toho sa dá zisti´, ºe (15) je ekvivalentný s

σ2
n = (1− λ)

m∑
t=1

λt−1u2
n−t + λmσ2

0.

Pre ve©ké m je pritom £len λmσ2
0 v takto prepísanom modeli dostato£ne malý, a ak

ho zanedbáme, zostane nám iba

σ2
n = (1− λ)

m∑
t=1

λt−1u2
n−t,
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£o je ²peciálny prípad v²eobecného zápisu (13) pre vo©bu αt = (1 − λ)λt−1. Pretoºe
1 − λ je kon²tanta, je vidie´, ºe αt+1 = λαt, £o ke¤ºe λ ∈ (0, 1), znamená, ºe váhy
exponenciálne klesajú.

Obecnou výhodou tohto prístupu je, ºe jediné, £o si pre výpo£et novej volatility
musíme zapamäta´, sú jej predchádzajúci odhad a posledná cena akcie. Ke¤ potom
získame nové dáta, volatilitu jednoducho aktualizujeme pomocou vzorca (15).

3.4.2 GARCH(1,1)

Rozdiel medzi modelmi EWMA a GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) zodpovedá rozdielu medzi rovnicami (13) a (14), t.j. u druhého
sa naviac predpokladá existencia dlhodobej volatility.

Podobne ako tomu bolo v prípade predchádzajúceho modelu s rovnicou (15),
modelu GARCH(1,1) zase zodpovedá formulácia

σ2
n = γV + αu2

n−1 + βσ2
n−1, (16)

kde α + β + γ = 1.
Parametre α, β a γ sú teda váhami prislúchajúcimi k poslednému pozorovaniu

ceny, predchádzajúcej variancii a dlhodobej variancii. Z poh©adu je tieº zrejmé, ºe
EWMA je ²peciálnym prípadom modelu GARCH(1,1) pre vo©bu γ = 0, α = 1− λ a
β = λ.

Jednotkové zna£enie v GARCH(1,1) pritom hovorí, ºe volatilita sa po£íta na zák-
lade jedného pozorovania ceny a jedného odhadu variancie. V²eobecne sú tak mod-
ely GARCH(p,q) po£ítané na základe p posledných pozorovaní ceny a q posledných
odhadov variancie. Týmto modelom uº v²ak nezodpovedá rovnica (16).

Rovnicu (16) je moºné postupom analogickým ako pri EWMA rozpísa´ do tvaru

σ2
n = γV

βm − 1

β − 1
+ α

m∑
t=1

βt−1u2
n−t + βmσ2

0,

z £oho je vidie´, ºe váhy priradené star²ím pozorovaniam klesajú exponenciálne s
mierou ur£enou parametrom β.
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3.4.3 Odhad parametrov metódou maximálnej vierohodnosti

Pre praktické pouºitie rovnice (16) je potrebné odhadnú´ parametre α, β a γ na
základe dostupných dát.

Vhodným nástrojom pre tento ú£el je metóda maximálnej vierohodnosti. Táto
metóda je zaloºená na princípe, ktorý maximalizuje pravdepodobnos´ spolo£ného
nastatia v²etkých pozorovaných udalostí (tieto udalosti predstavuje m posledných
cien akcie).

Pri odhade volatility akcie predpokladáme, ºe jej spojite chápané výnosy aproxi-
mované prostredníctvom ut, sú normálne rozdelené. K tomu budeme naviac po£íta´
s tým, ºe o£akávaný denný výnos ū je ve©mi malý a preto ho zanedbáme.

Ke¤ºe chceme pouºi´ dynamický model, tak uvaºujeme o variancii σ2
t ako o

£asovom rade pre t = 1, 2, ... (variancia v £ase nie je kon²tantná). Z hustoty pravde-
podobnosti normálne rozdelenej náhodnej premennej so strednou hodnotou 0 a vari-
anciou σ2

t , ktorej hodnoty pre t = 1, 2, .... sú za pouºitia (16) funkciami parametrov
α, β a γ, máme, ºe pravdepodobnos´ nastatia výnosu ut je

f(α, β, γ) =
1√
2πσ2

t

exp (− u2
t

2σ2
t

).

Z toho, pretoºe o výnosoch akcií vieme, ºe sú nezávislé, je spolo£ná pravdepodobnos´
nastatia v²etkých m udalostí

F (α, β, γ) =
m∏

t=1

1√
2πσ2

t

exp (− u2
t

2σ2
t

). (17)

Metóda maximálnej vierohodnosti tvrdí, ºe najlep²ím odhadom variancie sú tie hod-
noty σ2

t , ktoré výraz (17) maximalizujú.
Po odstránení kon²tanty a jeho zlogaritmovaní dostaneme

G(α, β, γ) =
m∑

t=1

(− ln σ2
t −

u2
t

σ2
t

),

£o je funkcia, ktorej maximalizácia

max
α,β,γ

G(σn−m, ..., σn−1), (18)
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Obrázok 6: Denné volatility ETF fondov, európskeho DJ Euro Stoxx 50 a ázijského
Nomura NIKKEI 225. Vývoj od 3.6.2005 do 31.1.2008.

dá rie²enie ekvivalentné maximalizácii funkcie F .

Problém (18) sa rie²i itera£ne pri pouºití rovnice (15) alebo (16). Ak je zvolený
model EWMA, je naviac celá procedúra zjednodu²ená, pretoºe na rozdiel od zloºite-
j²ieho GARCH modelu sta£í odhadnú´ jeden parameter.

My sme na potrebné výpo£ty pouºili nástroj Solver z aplikácie Microsoft Excel.
Pre detailný postup výpo£tu vi¤ ²pecializovanú £as´ 15.5 v publikácii [2].

Pre zaujímavos´ sú na Obrázku 6 namodelované vývoje volatilít európskeho ETF
fondu DJ Euro Stoxx 50 a ázijského Nomura NIKKEI 225. Na oboch grafoch je jasne
vidie´ nárast v období ve©kej krízy na �nan£ných trhoch koncom januára 2008, ktorý
bol spôsobený prepadom amerických akcií.
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4 Soft limity pre akciové investície
Uº v Kapitole 2 sme uviedli, ºe zákon DSS ukladá, aby podiel jedného akciového
titulu v portfóliu dôchodkového fondu neprekro£il 3% jeho hodnoty vyjadrenej v
slovenských korunách. Spôsob výpo£tu Soft limitu, t.j. bezpe£nej investi£nej hranice
pre danú investíciu, ktorý si v tejto kapitole predstavíme, je zaloºený na jednoduchom
modeli, ktorý sa opiera o predpoklad normality výnosov akcie, tak ako bolo uvedené
v Kapitole 3.

4.1 Volatilita dlhopisovej zloºky
V tejto práci zaoberáme iba dôchodkovými fondami, v ktorých sú akciové investície
povolené, t.j. predmetom ná²ho záujmu sú fondy rastové alebo vyváºené. Vä£²ina
majetku týchto fondov je v²ak v sú£asnosti investovaná do dlhopisových a pe¬aºných
investícií. Pe¬aºné investície sú bezrizikové, av²ak dlhopisové pozície vytvárajú isté
riziko.

Ke¤ºe sme na za£iatku uviedli, ºe na dlhopisy budeme pohliada´ ako na bezrizikovú
investíciu, nie je na²im ú£elom podrobne rozobera´ faktory, ktoré na cenu dlhopisu
ovplyv¬ujú. Za týmto ú£elom odkazujeme na literatúru, ktorá sa danou problematik-
ou bliº²ie zaoberá, vi¤ napr. [6]. Je ale vhodné, aby sme uviedli, na akých úrovniach
sa za normálnych okolností môºu náhodné výkyvy spôsobené stochastickou £as´ou
dlhopisovej zloºky pohybova´ .

Cenu dlhopisu ovplyv¬uje nieko©ko faktorov. Niektoré z nich sú stochastické a
niektoré deterministické. Nahodné výkyvy stochastickej zloºky dlhopisu sú spôsobené
posunom krivky úrokových mier, ktorá je tieº o£akávaním trhu o budúcom vývoji
úrokových mier. Na vývoji cien dlhopisov obchodovaných na burzách je moºné mieru
tejto náhodnosti vypozorova´. Ak ide o bezkupónový dlhopis, jeho cena s blíºiacim
sa £asom do splatnosti rastie. Tento nárast v²ak nie je lineárny, a vo vývoji sú
jasne pozorovate©né náhodné výkyvy. Ak je to dlhopis typu par bond, t.j. kupónový
dlhopis, ktorého kúpna hodnota je rovná jeho nominálnej hodnote, pobyhuje sa jeho
cena spravidla na tejto úrovni a výkyvy od nej odráºajú náhodný proces.

Na Obrázku 7 je zobrazený denný vývoj volatility (bezkupónového) slovenského
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Obrázok 7: Denná volatilita slovenského �tátneho dlhopisu 205 v £ase od 4.5.2006
do 8.2.2008, Zdroj dát: Burza cenných papierov v Bratislave, www.bcpb.sk.

�tátneho dlhopisu 205, ktorý bol namodelovaný pomocou GARCH(1,1) v dobe od
4.5.2006 do 8.2.2008. Dlhodobá denná volatilita dlhopisu je 0,28%, £o zodpovedá
dlhodobej ro£nej volatilite na úrovni 4,46%.

Na Obrázku 8 je pre porovnanie zobrazený vývoj dennej volatility akcie £eskej
energetickej spolo£nosti �EZ a rakúskej Erste Bank od 3.6.2005 do 31.1.2008. Ro£ná
dlhodobá volatilita je v prvom prípade na úrovni 31,57 % a v druhom prípade na
úrovni 28,68%. Obe tieto hodnoty sú podstatne vy²²ie, neº je tomu u dlhopisu.

V modeli, ktorý pouºijeme, budeme uvaºova´ so spolo£nou bezrizikovou úrokovou
mierou pre dlhopisové aj pe¬aºné investície na úrovni 3-mesa£ného BRIBID-u11. Je to
referen£ná úroková miera, od ktorej sa odvíjajú úroky na krátkodobých (3-mesa£ných)
vkladových ú£toch, na ktorých Dôchodkové správcovské spolo£nosti viaºu istú £as´
prostriedkov dôchodkových fonfov (vi¤ Obrázok 1 v Kapitole 2). Budeme tak auto-
maticky predpoklada´, ºe výnosy dlhopisov sa od tejto úrokovej miery v podstatnej
miere nelí²ia.

11Bratislava Interbank Bid Rate, www.nbs.sk
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Obrázok 8: Denná volatilita akcií �EZ AS a Este Bank, od 3.6.2005 do 31.1.2008.
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4.2 Formulácia problému
Uvaºujme o portfóliu, v ktorom je n akciových titulov a zvy²ok tvoria dlhopisové a
pe¬aºné investície. Nech sú tieto akciové tituly v portfóliu fondu vo východiskovom
£ase t = 0 zastúpené v po£toch, ktoré ozna£íme x

(1)
0 , x

(2)
0 , ..., x

(n)
0 .

Na²ou základnou motiváciou je, aby sme boli schopní v £ase t = 0, stanovi´ hornú
limitnú hranicu (Soft limit) pre podiel akciového titulu i spôsobom, aby tento pri jej
dodrºaní neprekro£il v budúcom £asovom okamihu T > 0 zákonom stanovenú hranicu
(Hard limit) s nejakou minimálnou pravdepodobnos´ou danou hladinou α0 ∈ [0, 1].
Túto pravdepodobnos´ budeme pritom preferova´ na úrovniach, ktoré by zabezpe£ili
dostato£ne bezpe£nú rezervu, t.j. budeme o nej uvaºova´ ako hodnote blízkej 1.
Za zákonné obmedzenie (Hard limit) budeme v prípade v²etkých akciových titulov
(¤alej iba �akcií�) povaºova´ maximálne 3-percentný podiel na hodnote porfólia (vi¤
kapitolu 2).

Ozna£me kon²tantou L ∈ (0, 1) zákonný Hard limit spolo£ný pre v²etky akcie.
�alej ozna£me S

(i)
t hodnotu akcie i v £ase t ≥ 0 a x

(i)
t po£et kusov akcie i v £ase t ≥ 0.

Napokon ozna£me ná² h©adaný neznámy Soft limit pre akciu i ako C(i) ∈ (0, 1).
Schématicky sa dá na²a poºiadavka na po£iato£né zastúpenie akcie i v portfóliu,

ktorá bola sformulovaná v predposlednom odseku, vyjadri´ v podobe implikácie
S

(i)
0 x

(i)
0

X0

≤ C(i) =⇒ P

(
S

(i)
T x

(i)
0

XT

≤ L

)
≥ α0, (19)

kde symbolmi X0 a XT sme ozna£ili hodnoty portfólia na za£iatku a v £ase T > 0,
pri£om v druhom prípade doposia© nepri²lo k rebalancovaniu:

Xt =
n∑

k=1

S
(k)
t x

(k)
0 + Bt, t ≥ 0.

Výraz Bt tu predstavuje hodnotu spolo£nej pe¬aºno-dlhopisovej zloºky porfólia v
£ase t.

Ke¤ºe S
(k)
T a x

(k)
0 sú kladné pre v²etky k = 1, . . . , n, môºeme nerovnos´ v prvom

výraze implikácie (19) rozpísa´ ako

S
(i)
0 x

(i)
0 ≤ C(i)




n∑
k=1
k 6=i

S
(k)
0 x

(k)
0 + S

(i)
0 x

(i)
0 + B0


 ,
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z £oho, pretoºe C(i) ∈ (0, 1), po vyjadrení x
(i)
0 , t.j. po£tu kusov akcie i na za£iatku,

máme

x
(i)
0 ≤ C(i)

1− C(i)

X
−(i)
0

S
(i)
0

. (20)

Zna£enie

X
−(i)
t =

n∑
k=1
k 6=i

S
(k)
t x

(k)
0 + Bt, t ≥ 0

budeme pouºíva´ pre hodnotu portfólia v £ase t bez aktíva i.
Druhý výraz z implikácie (19) upravme podobným spôsobom vyjadrením S

(i)
T v

argumente pravdepodobnosti

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)x
(i)
0

X
−(i)
T

)
≥ α0. (21)

Z (20) je vidie´, ºe nerovnos´ v prvom výraze (19) dáva manaºérovi portfólia istú
vo©nos´ pri rozhodovaní o po£te nakúpených kusov akcie i, a to aº do vý²ky danej
pravou stranou výrazu (20). Zárove¬ pritom zostane minimálna hladina α0 (ktorú my
nepoznáme), zachovaná. Táto skuto£nos´ pochopite©ne vyplýva zo spôsobu, ktorým
sme sformulovali základnú poºiadavku na za£iatku tejto podkapitoly. Aby sme v²ak
mohli príslu²ný Soft limit C(i) vypo£íta´, budeme potrebova´ vybra´ jednu z dostup-
ných hodnôt x

(i)
0 , ktorú vo výpo£te pouºijeme. Racionálnou vo©bou, ktorá zastúpi

v²etky ostatné moºnosti, je hrani£ná hodnota, ktorú ozna£íme

q ≡ C(i)

1− C(i)

X
−(i)
0

S
(i)
0

.

Ak teraz nahradíme vo výraze (21) v argumente pravdepodobnosti hodnotu x
(i)
0

hodnotou q, tak, pretoºe platí (20) a o distribu£nej funkcii vieme, ºe je neklesajúca,
musí pre nejaké α ∈ (0, 1), také, ºe α ≤ α0, plati´

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)q
X
−(i)
T

)
≥ α,
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resp. po rozpísaní q

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

X
−(i)
T

X
−(i)
0

S
(i)
0

)
≥ α.

Pouºitím hrani£nej hodnoty α z tejto nerovnosti, dostaneme nakoniec rovnicu

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

X
−(i)
T

X
−(i)
0

S
(i)
0

)
= α, (22)

z ktorej uº vieme Soft limit C(i) vypo£íta´.
Ak budeme rie²i´ rovnicu (22) a vypo£ítame z nej C(i) pre nejaké nami zvolené α,

tak zárove¬ vieme, ºe toto rie²enie bude vyhovova´ v²etkým prípustným hodnotám
x

(i)
0 daných nerovnos´ou v prvom výraze (19) (t.j. ohrani£ením (20)). Zárove¬ tieº

vieme, ºe nerovnos´ na pravej strane (19) bude splnená aspo¬ s pravdepodobnos´ou α.
Rovnica (22) je tak inými slovami rie²ením problému (19) pre najprísnej²í prípad

podielu akcie i na portfóliu, ke¤ je tento podiel nastavený na úrove¬ samotného Soft
limitu. V ¤al²om sa budeme zaobera´ práve rie²ením rovnice (22).

4.3 Jednoduchý prípad jednej pohybujúcej sa akcie

V rovnici (22) vystupuje nieko©ko premenných, ktoré pre nás vo východiskovom £ase
t = 0 nie sú známe. Sú to budúce hodnoty cien S

(k)
T , k = 1, . . . , n, v²etkých akcií,

ktoré majú v portfóliu svoje zastúpenie.
Pre zjednodu²enie na za£iatok uvaºujme, ºe hodnotovo sa pre nás do budúce-

ho £asu T , bude meni´ iba jediná akcia, ozna£me ju i. Hodnoty ostatných akcií
k = 1, . . . , n, k 6= i v £ase T pritom poloºme rovné poslednej známej hodnote
S

(k)
T = S

(k)
0 . Hodnotu pe¬aºno-dlhopisovej zloºky taktieº povaºujme za nemennú,

£ím máme BT = B0.
Na základe tohto zrejme platí X−(i)

T = X
−(i)
0 , £ím môºeme rovnicu (22) zjednodu²i´

do tvaru

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)
S

(i)
0

)
= α.
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Pokra£ujme ¤alej v úpravách tejto rovnice

P

(
S

(i)
T

S
(i)
0

≤ L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

)
= α,

aº kým v argumente pravdepodobnosti nedostaneme známy výraz spojite zloºeného
výnosu akcie za obdobie [0,T]:

P

(
ln

S
(i)
T

S
(i)
0

≤ ln

(
L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

))
= α. (23)

V Kapitole 2 sme sa zaoberali teoretickým aparátom, ktorého jedným z dôleºitých
výsledkov bolo, ºe ak sa cena akcie riadi geometrickým Brownovým pohybom, má jej
výnos de�novaný spojite zloºeným spôsobom normálne rozdelenie. Tento poznatok
teraz vyuºijeme a v (23) poloºíme

ln
S

(i)
T

S
(i)
0

= µ
(i)
T + σ

(i)
T z,

kde µ
(i)
T a σ

(i)
T sú o£akávaný výnos a volatilita akcie i za £asové obdobie [0, T ] a z je

náhodná premenná so ²tandardným normálnym rozdelením N(0, 1). Dostaneme

P

(
µ

(i)
T + σ

(i)
T z ≤ ln

(
L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

))
= α

a následne

P

(
z ≤ 1

σ
(i)
T

(
ln

(
L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

)
− µ

(i)
T

))
= α. (24)

Zodpovedajúci α - kvantil, α ∈ [0, 1], ²tandardného normálneho ozna£me uα.
Pretoºe vieme, ºe

P (z ≤ uα) = α,

dostaneme porovnaním s výrazom (24) vz´ah

uα =
1

σ
(i)
T

(
ln

(
L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

)
− µ

(i)
T

)
,
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z ktorého napokon po sérii algebraických úprav vyjadríme h©adaný Soft limit C(i) pre
akciu i:

C(i) = 1
/ (

eµ
(i)
T +σ

(i)
T uα · 1− L

L
+ 1

)
. (25)

Poznámka:
Ak poznáme podiel akcie i na hodnote portfólia, a tento podiel si ozna£íme w(i),

tak na základe (24) vieme vypo£íta´ pravdepodobnos´ s akou pri akcii i dôjde v £ase
T k prekro£eniu Hard Limitu. Sta£í totiº ak za C(i) v (24) dosadíme príslu²né váhy
w(i) a dostaneme:

P

(
z ≤ 1

σ
(i)
T

(
ln

(
L

(1− L)

(1− w(i))

w(i)

)
− µ

(i)
T

))
= β.

4.4 V²eobecný prípad n akcií
Ako trochu zloºitej²í prípad od predchádzajúceho najprv uvaºujeme, ºe sa v priebehu
£asu budú meni´ ceny práve dvoch akcií, ktoré ozna£íme i a j a hodnota pe¬aºno-
dlhopisovej zloºky.

V rovnici (22) nám tak na rozdiel od predo²lého prípadu zostane naviac neznáma
S

(j)
T , t.j. cena akcie j v budúcom £ase T a budúca hodnota BT . Budúcu hodnotu

akcie môºeme odhadnú´ jej o£akávanou hodnotou, ktorá sa pre £as t > 0 vypo£íta
ako

E(S
(j)
t ) = S

(j)
0 eµ(j)t, (26)

kde µ(j) je o£akávaný výnos akcie j za jednotku £asu, t.j. napríklad za jeden rok
alebo za jeden de¬ [2].

Rovnaký odhad budúcej hodnoty pouºijeme aj pre bezrizikovú £as´ portfólia a
poloºíme

E(Bt) = B0e
ηt, (27)

kde η je referen£ná úroková miera BRIBID za jednotku £asu.
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Vo vzorci (22) tak budeme potrebova´ vy£ísli´ hodnoty X
−(i)
0 a X

−(i)
T . Prvý výraz

je po£iato£ná hodnota portfólia bez akcie i, ktorú poznáme a druhý dopo£ítame
pomocou (26) a (27):

X
−(i)
T = X

−(i,j)
T + S

(j)
T x

(j)
0 + BT = X

−(i,j)
0 + S

(j)
0 eµ(j)

x
(j)
0 + B0e

ηT ,

kde X
−(i,j)
t ozna£íme hodnotu portfólia bez akcií i a j v £ase t.

Úpravami ¤alej dostaneme z

P

(
S

(i)
T ≤ L

(1− L)

(1− C(i))

C(i)

(X
−(i,j)
T + S

(j)
T x

(j)
0 + BT )

X
−(i)
0

S
(i)
0

)
= α

postupom analogickým predchádzajúcemu vzorec pre výpo£et Soft Limitu C(i)

C(i) = 1

/(
eµ

(i)
T +σ

(i)
T uα · 1− L

L

X
−(i)
0

X
−(i,j)
T + S

(j)
T x

(j)
0 + BT

+ 1

)
.

Napokon, ak uvaºujeme o v²eobecnom prípade, v ktorom kaºdé aktívum vo fonde
mení s postupom £asu svoju hodnotu, aplikujeme jednoducho doteraj²í postup. Pre
pouºitie v rovnici (22) nám tak zostane odhadnú´ výraz X

−(i)
T , £o vykonáme ako v

predo²lom

X
−(i)
T =

n∑
k=1
k 6=i

S
(k)
T x

(k)
0 + BT

a nakoniec analogickým postupom ur£íme výpo£tový vzorec pre príslu²ný Soft limit

C(i) = 1
/(

eµ+σuα · 1− L

L

X
−(i)
0

X
−(i)
t

+ 1
)
. (28)
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5 Simulácie a Optimalizácia
V tejto predposlednej kapitole si zostrojíme modelové portfólio dôchodkového fondu
a na jeho akciovej zloºke Monte Carlo simuláciami overíme funk£nos´ odvodených
vzorcov.

V druhej £asti sa budeme venova´ známemu Markowitzovmu modelu portólia.
Jeho modi�káciu pouºijeme na dodato£nú optimalizáciu investícií dôchodkového fon-
du s vyuºitím v²eobecného vzorca Soft limitov pre n akcií, ktorý bol odvodený v
predchádzajúcej kapitole.

5.1 Modelové portfólio
Aby sme sa £o najviac priblíºili realite slovenských dôchodkových fondov, budeme
preferova´ modelové porfólio, ktoré zodpovedá sú£asnému rozloºeniu investícií v ras-
tových resp. vyváºených fondov slovenských DSS (vi¤ Obrázok 4 v Kapitole 2).
Budeme uvaºova´ o portfóliu, ktorého majetok vo východiskovom £ase (t.j. v £ase
t = 0) má hodnotu 5 miliárd Sk. Budeme tak preferova´, aby vä£²ia £as´ majetku
bola investovaná do (pre nás) bezrizikových pe¬aºno-dlhopisových investícií a 20%
percent malo svoje zastúpenie v akciových investíciách.

Presnej²ie nasledovné rozloºenie investícií sa bude týka´ jedného modelového fon-
du, na základe ktorého navrhneme kombinovanú optimalizáciu ku koncu tejto 5. Kapi-
toly:

* Akciové investície: 20%

* Dlhopisové investície: 50%

* Pe¬aºné investície: 30%

Pe¬aºné a dlhopisové investície nebudeme bliº²ie ²peci�kova´, nako©ko sme uº skôr
uviedli, ºe celú pe¬aºno-dlhopisovú zloºku portfólia povaºujeme za jednu bezrizikovú
investíciu.

Na ú£ely ¤al²ích simulácií a optimalizácie je v²ak potrebné ²peci�kova´ konkrétne
akciové tituly, ktoré si ºeláme, aby boli v modelovom fonde zahrnuté. Aby sme sa opä´
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Investi£ný titul Typ Denominácia

Akciové investície

SPDRs ETF USD
ishares DJ Euro Stoxx 50 ETF EUR

Nomura ETF - NIKKEI 225 ETF JPY
Meinl European Land Ltd. Akcia EUR

�EZ a.s. Akcia CZK
OTP Bank Nyrt. Akcia HUF

PKO Bank Polski SA Akcia PLN
Komer£ní Banka a.s. Akcia CZK

Unipetrol a.s. Akcia CZK
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. Akcia HUF

Polski Koncern Naftowy SA Akcia PLN
Conoco Phillips Inc. Akcia USD
Telekom Austria AG Akcia EUR
ERSTE Bank AG Akcia EUR

Uniqua Versicherungen AG Akcia EUR

Tabu©ka 1: Akciové investície modelového dôchodkového fondu.

priblíºili k realite slovenských dôchodkových fondov, vyberme do fondu z prevaºnej
£asti akciové tituly európske a v men²ej miere americké a ázijské (jeden ázijský ETF
fond), vi¤ Tabu©ku 1.

Dáta, ktoré máme k dispozícií sú v rozsahu nie£o cez 2.5 roka, od 1.6.2005 do
31.1.2008. My v²ak budeme pracova´ iba dátami od 1.6.2005 do 31.12.2007, aby sme
sa vyhli skresleniam, ktoré by mohlo spôsobi´ zahrnutie problematického januára
2008. Vo výpo£toch taktieº budeme pouºíva´ bezrizikovú úrokovú mieru. Za tú
poloºíme aritmetický priemer 3 mesa£ného BRIBID-u v d¨ºke zodpovedajúcej £asové-
mu obdobiu, pre ktorý budeme po£íta´ Soft limity alebo robi´ simulácie. Dáta refe-
ren£ných úrokových mier z úverov a vkladov, BRIBOR a BRIBID, sú dostupné napr.
na internetovej stránke Národnej Banky Slovenska, http://www.nbs.sk.
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5.2 Majetok v dôchodkovom fonde ocenený v slovenských ko-
runách

Pretoºe zákonné obmedzenia (Hard limity) na majetok v dôchodkovom fonde sa
vz´ahujú k majetku fondu, ktorý je vyjadrený v slovenských korunách, je potrebné
previes´ akciové tituly denominované v zahrani£ných menách pomocou príslu²ného
historického výmenného kurzu. Tieto historické údaje je tieº moºné nájs´ na stránke
Národnej Banky Slovenska. V nasledovných testoch a simuláciách sme pracovali s
historickými cenami akcií, ktoré sme najprv previedli na slovenskú menu.

5.3 Monte Carlo simulácie
Simulácia je procedúra, po£as ktorej sú náhodné £ísla generované s istými pravde-
podobnos´ami, o ktorých predpokladáme, ºe sa viaºu so zdrojom neistoty. Týmto
zdrojom môºu by´ ceny akcií, ceny komoditít, úrokové miery alebo výmenné kurzy.
Výstupy získané náhodnými pokusmi sú následne analyzované, aby mohli by´ zis-
tené pravdepodobné výsledky a vyhodnotené prípadné riziko. Táto technika sa tieº
zvykne nazýva´ Monte Carlo simuláciami12 pod©a opakujúcej sa a náhodnej povahy
procesu, ktorý nachádza svoju analógiu v £innostiach vykonávaných pri hraní hazard-
ných hier. My túto techniku pouºijeme pre modelovanie vývoja cien akcií (konkrétne
akcií z Tabu©ky 1), a to na základe ich historických údajov. Pre ilustráciu jedného z
postupov, ktoré si teraz uvedieme, vi¤ napr. kapitolu 10.4 v publikácii [2].

Vrá´me sa do Podkapitoly 3.2, kde sme si uviedli populárny prístup k modelovaniu
stochastického vývoja ceny akcie pomocou geometrického Brownovho pohybu (vi¤
De�nícia 3.3). Táto De�nícia zodpovedá modelu správania ceny akcie pri pouºití
spojite zloºených výnosov.

Ak uvaºujeme, ºe máme k dispozícii £asový rad denných výnosov vypo£ítaných
spojite zloºeným spôsobom, t.j. {ln S1

S0
, ln S2

S1
, . . . , ln Sm

Sm−1
}, tak o£akávaný výnos akcie

12pod©a slávneho kasína v ²táte Monako; Douglas Hubbard "How to Measure Anything: Find-
ing the Value of Intangibles in Business"pg. 46, John Wiley & Sons, 2007 (referencia z
www.wikipedia.org)
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µ̃ (zna£enie z De�nície 3.3) odhadneme z historických údajov najjednoduch²ie ako ich
aritmetický priemer. Rovnako by sme volatilitu σ odhadli na základe tohto £asového
radu.

Odhady µ̃ a σ tieº môºe by´ niekedy výhodné odhadnú´ spôsobom, ktorý bude
zodpoveda´ d¨ºke obdobia, na ktorú chceme vývoj simulova´ (vi¤ pojednanie o moºných
prístupoch k výberu historickej bázy pri odhade o£akávaného výnosu a volatility v
Podkapitole 3.3).

Ak máme príslu²né parametre odhadnuté, tak vhodnou £asovou diskretizáciou
za£ínajúcou v bode X0 = 0 nasimulujeme vývoj Brownovho pohybu pomocou jeho
prírastkov (vi¤ prvú vlastnos´ Brownovho pohybu v De�nícii 3.1):

∆X = µ̃∆t + (σ
√

(∆t))z,

kde z je náhodný výber zo ²tandardného normálneho rozdelenia. Teda

Xi = Xi−1 + ∆X, i = 1, 2, . . . , m

vºdy pre nový výber z.
Cenu akcie dostaneme následnou aplikáciou exponenciálnej funkcie na nasimulo-

vaný rad hodnôt X1, X2, . . . , Xm a prenásobením po£iato£nou hodnotou S0. Potom

Si = S0e
Xi , i = 1, . . . , m.

Iným prístupom k simulácii je pouºi´ stochastickú diferenciálnu rovnicu (3) (vi¤
Podkapitola 3.2). Aby sme boli korektní, je v²ak v tomto prípade potrebné odhad-
nú´ parameter µ (o£akávaný výnos akcie) z radu denných výnosov de�novaných
jednoduchým spôsobom, tzn. prostredníctvom radu pomerných zmien {S1−S0

S0
, S2−S1

S1
,

. . . , Sm−Sm−1

Sm−1
}.

Potom môºeme pouºi´ diskrétny prípad diferenciálnej rovnice (3)

∆S = µS∆t + σSz
√

∆t, (29)

ktorej simulované hodnoty sú priamo prírastkami ceny akcie riadiacej sa geometrick-
ým Brownovým pohybom:

Si = S0 + ∆S i = 1, . . . ,m. (30)
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Obrázok 9: Monte Carlo simulácie vývoja ceny akcie s µ = 0, 15 a σ = 0, 3.

My sme v aplikáciách pouºili prvý spôsob, nako©ko tento sa ukázal by´ £aso-
vo a výpo£tovo menej náro£ným. Na Obrázku 9 v©avo sú nasimulované 3 moºné
scenáre vývoja ceny akcie s po£iato£nou hodnotou 10, ktorej o£akávaný výnos za
jednotku £asu je 15% a volatilita 30%. Na druhom obrázku ved©a je nasimulovaných
aº 125 scenárov rovnakého procesu. V oboch prípadoch bola pouºitá diskretizácia
∆t = 1/100.

Pretoºe sme pri formulácii základnej úlohy pre výpo£et Soft limitov (implikácia
(19) v Podkapitole 4.2) nepoloºili ºiadnu poºiadavku na neprekro£enie Hard limitu
po£as obdobia (0, T ) (vi¤ pravú stranu implikácie (19), kde sa tento výraz vz´ahuje
iba k £asového okamihu T > 0), nemá pre nás význam simulova´ vývoj akcie po£as
intervalu (0, T ). Je samozrejme moºné, ºe k prekro£eniu Hard limitu dôjde behom
£asového horizontu (0, T ) (na prvom zobrazení Obrázku 9 je napríklad vidie´, ºe v
jednom scenári do²lo po£as obdobia (0, 1) k vychýleniu sa ceny nad úrove¬ hodnoty,
ktorú dosiahla v koncovom £ase t = 1). Ak si v²ak spomenieme na východiská, z
ktorých vychádzala základná de�nícia Brownovho pobyhu £oby Markovovho procesu,
je na²im predpokladom, ºe hodnota akcie v poslednom £ase v sebe zah¯¬a aj kaºdú
informáciu z jej dodato£ného vývoja. O ten sa my tým pádom nemusíme zaujíma´. V
nasledovných simuláciách budeme preto vºdy simulova´ iba hodnoty akcie v koncovom
£ase T , pre ktorý bol stanovený Soft limit, t.j. diskretiza£ný faktor poloºíme ∆t = 1.
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5.4 Testovanie vzorcov
Teraz si overíme, £i vz´ah, ktorý sme odvodili pre v²eobecný výpo£et Soft limitov
pre n akcií (rovnica (28) v Podkapitole 4.4), sa bude v simulovaných podmienkach
správa´ pod©a na²ich o£akávaní. Tieto podmienky sú samozrejme v ur£itých oh©adoch
zjednodu²ením reálnej situácie, nako©ko predpokladajú normálne rozdelenie výnosov,
ktoré akcie nie vºdy sp¨¬ajú.

Pripome¬me si kone£ný vz´ah pre výpo£et Soft limitu pre akciový titul i, tak, ako
je uvedený ku koncu Kapitoly 4:

C(i) = 1
/(

eµ+σuα · 1− L

L

X
−(i)
0

X
−(i)
t

+ 1
)
. (31)

Vzh©adom na to, ºe Soft limit pre akciu i závisí od podielového zastúpenia ostat-
ných aktív v portfóliu, a to predov²etkým akcií vzh©adom na ich rizikovos´, je zrejmé,
ºe musíme viac konkretizova´ rozloºenie investícií v akciovej zloºke ná²ho modelové-
ho porfólia, tzn. musíme prideli´ konkrétne váhy jednotlivým akciovým titulom (tým
zárove¬ rozhodujeme o ve©kosti akciovej zloºky, pretoºe tá je sú£tom v²etkých ak-
ciových investícií). Rozhodnime sa pre hrani£ný prípad a uvaºujme s portfóliom,
ktorého v²etky akciové tituly sú v portfóliu zastúpené v maximálne dovolenej miere,
ktorú zákon umoº¬uje, t.j. nech v²etky akciové tituly z Tabu©ky 1 majú podiel na
majetku vo fonde vo vý²ke 3%. Pretoºe uvaºujeme celkovo o 15 akciových tituloch,
akciová zloºka takto nastaveného portfólia fondu bude tvori´ 15∗3% = 45% jeho ma-
jetku. Na základe tohto maximálneho rizikového zastúpenia (pri vybranom súbore
15 akcií), by sme intuitívne o£akávali, ºe sa toto nastavenie premietne aj do vý²ky
Soft limitov. Tieto by tak mali zoh©adni´ vy²²iu rizikovos´ fondu niº²ími hodnotami.

Uvaºujme, ºe ná² východiskový de¬, v ktorom sa nachádzame je 1.1.2008, tzn.
historické údaje, ktoré máme k dispozícií, sú do 31.12.2007. Taktieº sa musíme
rozhodnú´ pre £asový rámec, na ktorý ºiadame Soft limity odhadnú´, t.j. kedy napr.
predpokladáme alebo chceme, aby do²lo k ¤al²iemu rebalancovaniu portfólia. Tu
by sme o£akávali, ºe s dlh²ím £asovým horizontom do budúcnosti budú hranice Soft
limitov klesa´, pretoºe s dlh²ím £asovým výh©adom rastie aj na²a neistota o budúcom
vývoji akcií.
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Rovnica (31) vyºaduje, aby sme z historických dát odhadli parametre µ a σ. Tie-
to veli£iny môºeme odhadnú´ jedným spôsobom pomocou dlhodobého o£akávaného
výnosu resp. volatility, t.j. odhadom pri pouºití v²etkých dostupných údajov, ktoré
máme (od 1.6.2005 do 31.12.2007) alebo môºeme pouºi´ iný spôsob, ktorý zoh©adní
sú£asnú situáciu a d¨ºku obdobia, na ktorú robíme výpo£et. T.j. ak po£ítame Soft
limity pre obdobie o jeden mesiac dopredu, mali by sme pre odhady µ a σ pouºi´ his-
torické údaje z posledného mesiaca, tzn. v na²om prípade z vývoja cien od 1.12.2007
do 31.12.2007. V prípade, ºe robíme odhad volatility na krátke £asové obdobie = jed-
ného d¬a, môºeme sa naviac pokúsi´ odhadnú´ (defacto namodelova´) volatilitu dy-
namickým spôsobom pomocou modelu GARCH(1,1) (vi¤ Podkapitolu 3.4).

My sme jednoduch²ie odhady týchto parametrov (odhad o£akávaného výnosu po-
mocou aritmetického priemeru a volatility pomocou ²tandardnej odchýlky) realizovali
v Matlabe. Pre odhad volatility v prípade krátkeho £asového úseku = jedného d¬a
sme pouºili nástroj Solver v aplikácii MS Excel (príslu²né tabu©ky sú sú£a´ou elek-
tronickej prílohy diplomovej práce).

Soft limity pre prvý z týchto prípadov, t.j. pre odhad µ dlhodobým o£akávaným
výnosom a σ dlhodobou volatilitou, sú pre rôzne £asové ²kály uvedené v posledných 4
st¨pcoch Tabu©ky 2 (miera významnosti bola nastavená na úrove¬ α = 0.95). Ro£né
odhady parametrov µ a σ jednotlivých akciových titulov sú pre v²etky 4 £asové ²kály
rovnaké a sú uvedené v st¨pcoch 2 a 3. Z výsledkov je na prvý poh©ad zrejmé, ºe
vypo£ítané Soft limity s rastúcim £asovým horizontom pod©a o£akávania klesajú.

Ak v²ak vypo£ítame Soft limity pri odhadnutí parametrov µ a σ druhým spô-
sobom, ktorý zoh©ad¬uje daný £asový horizont, tak uvidíme, ºe Soft limity s rastúcim
£asom do budúcnosti klesa´ nemusia (vi¤ Tabu©ku 3). Týmto spôsobom vypo£ítané
Soft limity tak zrejme lep²ie vyhovujú nedávnemu ²peci�ckému vývoju cien ku d¬u
stanovenia Soft limitov, t.j. v na²om prípade k 1.1.2008. Z výsledkov naviac vidíme,
ºe Soft limit jednom z prípadov dokonca presiahol zákonom povolenú 3%-nú hranicu,
£o môºe by´ dôsledkom o£akávania poklesu hodnoty tejto akcie do blízkej búdúcnos-
ti. V prípadoch Soft limitu pri akciách OTP Bank a Conoco Phillips stanovených na
dobu 1 mesiaca naopak vidíme, ºe Soft limity boli stanovené na niº²ie úrov¬e. Ak by
sme sa pozreli na priemerný rast týchto akciových titulov po£as posledného mesiaca
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Investi£ný titul
(%) Soft Limity (%)

µ σ de¬ týºde¬ 2 týºdne mesiac
SPDRs -5.16 15.26 2.95 2.90 2.87 2.82

ishares DJ Euro Stoxx 50 6.71 14.52 2.95 2.90 2.86 2.80
Nomura ETF - NIKKEI 225 -2.14 18.98 2.94 2.87 2.83 2.76
Meinl European Land Ltd. -21.55 33.21 2.90 2.79 2.71 2.61

�EZ a.s. 44.92 30.24 2.90 2.77 2.68 2.52
OTP Bank Nyrt. 6.20 33.08 2.90 2.78 2.70 2.58

PKO Bank Polski SA 26.67 32.10 2.90 2.78 2.69 2.55
Komer£ní Banka a.s. 13.25 26.19 2.92 2.82 2.74 2.63

Unipetrol a.s. 32.65 33.76 2.90 2.77 2.67 2.52
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. 12.25 33.13 2.90 2.78 2.69 2.56

Polski Koncern Naftowy SA 5.14 34.09 2.90 2.78 2.70 2.58
Conoco Phillips Inc. 8.45 28.66 2.91 2.81 2.74 2.62
Telekom Austria AG 3.9 23.04 2.93 2.85 2.79 2.70
ERSTE Bank AG -1.49 27.58 2.92 2.82 2.75 2.66

Uniqua Versicherungen AG 10.93 26.85 2.92 2.82 2.75 2.65

Tabu©ka 2: Soft limity pre portfólio so 45% akciovým zastúpením pre rôzne £asové
²kály; µ-dlhodobý o£akávaný výnos, σ-dlhodobá volatilita.

(z výsledkov výstupu programového kódu), zistili by sme, ºe ich ceny iba po£as tohto
obdobia vzrástli o 15.47% resp. 16.47%. Tieto údaje sa tak zrejme tieº premietoli do
vý²ky Soft limitov.

Upravme teraz zloºenie ná²ho modelového portfólia (so 45%�ným zastúpením
akciovej zloºky) tak, aby sme vyhoveli výsledom z Tabu©ky 3. Poloºme podiely
jednotlivých akciových titulov na úrovne samotných Soft limitov. Získame tak ²tyri
portfólia (v Tabu©ke 4 sú ozna£ené £íslicami 1 aº 4), z ktorých kaºdé zodpovedá jednej
z £asových ²kál: 1 de¬, 1 týºde¬, 2 týºdne a 1 mesiac.

Môºeme si ich predstavi´ ako ²tyri odli²né poºiadavky na ¤al²í termín, kedy má
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Investi£ný titul
Soft Limity (%)

de¬ týºde¬ 2 týºdne mesiac
SPDRs 2.99 2.92 2.84 2.64

ishares DJ Euro Stoxx 50 2.95 2.86 2.83 2.77
Nomura ETF - NIKKEI 225 2.91 2.82 2.88 2.87
Meinl European Land Ltd. 2.79 2.87 2.58 2.35

�EZ a.s. 2.87 2.67 2.72 2.59
OTP Bank Nyrt. 2.90 2.85 2.86 2.23

PKO Bank Polski SA 2.89 2.63 2.72 2.45
Komer£ní Banka a.s. 2.91 2.73 2.73 2.42

Unipetrol a.s. 2.93 2.86 2.76 2.60
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. 2.89 2.69 2.81 2.53

Polski Koncern Naftowy SA 2.90 2.95 2.88 2.46
Conoco Phillips Inc. 2.97 2.74 2.56 2.31
Telekom Austria AG 2.97 2.84 2.83 2.92
ERSTE Bank AG 3.03 2.91 2.82 2.73

Uniqua Versicherungen AG 2.86 2.74 2.68 2.77

Tabu©ka 3: Soft limity pre portfólio so 45% akciovým zastúpením pre rôzne £asové
²kály; µp-upravený odhad, σp-upravený odhad.

by´ portfólio rebalancované.
Ak bol vzorec (31) správne odvodený, tak nasimulovaním ve©kého po£tu scenárov

vývoja akcií (t.j. 15�tich, ktoré majú svoje zastúpenie v týchto portfóliach), by sme
mali získa´ podiel scenárov, u ktorého nedôjde k prekro£eniu Hard limitu na úrovni
nami zvolenej hladiny α, t.j. na úrovni 95%.

Pomocou Monte Carlo simulácii (vi¤ predchádzajúca podkapitola) sme tak nás-
ledne pre kaºdé z týchto ²tyroch kritických porftólií vygenerovali 10 000 scenárov
vývoja ich akcií. Výsledok tohto pokusu je uvedený v posledných ²tyroch st¨poch
Tabu©ky 4. Dá sa kon²tatova´, ºe výsledky vy²li v súlade s na²imi o£akávaniami,
pretoºe po£ty nasimulovaných scenárov, u ktorých do²lo k prekro£eniu Hard limitu
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Investi£ný titul
Portólio

1 2 3 4
SPDRs 95.26 94.00 94.89 95.95

ishares DJ Euro Stoxx 50 94.72 94.54 94.88 95.44
Nomura ETF - NIKKEI 225 95.07 94.85 94.90 95.42
Meinl European Land Ltd. 94.98 95.10 94.91 95.74

�EZ a.s. 95.09 94.48 94.90 95.62
OTP Bank Nyrt. 94.79 94.12 94.95 95.48

PKO Bank Polski SA 94.75 94.32 95.09 95.76
Komer£ní Banka a.s. 95.13 94.39 95.19 95.39

Unipetrol a.s. 95.52 93.97 95.24 95.77
MOL Hungarian Oil and Gas Nyrt. 94.90 93.47 95.01 95.29

Polski Koncern Naftowy SA 94.81 93.97 94.80 95.83
Conoco Phillips Inc. 95.05 93.84 94.80 95.46
Telekom Austria AG 94.89 93.52 94.61 95.87
ERSTE Bank AG 94.85 92.96 94.46 94.90

Uniqua Versicherungen AG 95.10 93.47 95.00 95.66
�iadna z akcií neprekro£ila HL 46.50% 40.32% 45.00% 50.98%

Tabu©ka 4: MC simulácie. Podiely nasimulovaných scenárov (v %), u ktorých nedo²lo
k prekro£eniu HL. O£akávaná hladina: α=95%. Po£et simulácií: 10 000/akcia.

pri jednotlivých akciách, sa naozaj pohybujú na nami zvolenej úrovni 95%.
V poslednom riadku Tabu©ky 4 je pre kaºdé z porfólií uvedený podiel simulácií (z

celkového po£tu 10 000), u ktorého nedo£lo u ºiadnej z akcií k prekro£eniu Hard lim-
itu. Toto £íslo je z h©adiska toho, £ím sa zaoberáme, asi najdôleºitej²ou informáciou,
pretoºe zákon ukladá, ºe u ºiadnej z akcií nemôºe dôjs´ k prekro£eniu Hard limitu.
�ísla z posledného riadku Tabu©ky 4 by zodpovedali situácii, ke¤ sa ceny jednotlivých
akcií od seba odvíjajú nezávisle. Presnej²ie pre 15 akciových titulov máme o£akávané
zastúpenie scenárov, kedy u ºiadnej z akcií porfólia nemá dôjs´ k prekro£eniu Hard
limitu = 0.9515 = 46.33%, £o pribliºne zodpovedá výsledkom z posledného riadku.
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5.5 Markowitzov model
V ¤al²om si uvedieme známy optimaliza£ný model, resp. úlohu, ktorá sa zakladá na
tzv. Mean-Variance analýze. Táto úloha sa dá, ako neskôr uvidíme, skombinova´ so
vzorcom na výpo£et Soft limitov, ktorý sme odvodili. Vyuºijeme pritom ná² pred-
poklad o bezrizikovosti pe¬aºno-dlhopisovej zloºky dôchodkového fondu. Pre bliº²ie a
podrobné informácie o Markowitzovej teórii portólia dávame do pozornosti literatútu
[6] a [5].

5.5.1 Markowitzov model akciového portfólia

Predpokladajme, ºe portfólio P je zloºené z n akcií, ktorých podiely sú ur£ené váhami
w1, w2, . . . , wn, pri£om sú£et váh je rovný 1.

Ak r̄1, r̄2, . . . , r̄n ozna£íme o£akávané výnosy akcií, potom o£akávaný (priemerný)
výnos portfólia P , ktorý ozna£íme r̄p, bude

n∑
i=1

wir̄i = r̄p.

Aby sme mohli samotný problém naformulova´, potrebujeme taktieº ur£i´ varian-
ciu portfólia, ktorá bude zárove¬ vyjadrením jeho rizikovosti. Pre tento ú£el potre-
bujeme vypo£íta´ varianciu výnosov akcií σ2

1, σ
2
2 . . . , σ2

n a tieº ich kovariancie.
Kovariancia výnosov dvoch akcií i a j je de�novaná ako

cov(ri, rj) = E [(ri − r̄i)(rj − r̄j)] .

Ak máme k dispozícii m pozorovaní výnosov akcií i a j vykonaných s rovnakým
£asovým odstupom, ozn. rk

i a rk
j pre k = 1, . . . , m, tak odhadom ich kovariance,

ozna£me tento odhad σij, bude

σij =
1

m− 1

m∑

k=1

(rk
i − r̄i)(r

k
j − r̄j).
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Pre varianciu celého portfólia potom platí:

σ2
p = E

[
(rp − r̄p)

2
]

= E




(
n∑

i=1

wiri −
n∑

i=1

wir̄i

)2



= E

[(
n∑

i=1

wi(ri − r̄i)

) (
n∑

j=1

wj(rj − r̄j)

)]

= E

[
n∑

i,j=1

wiwj(ri − r̄i)(rj − r̄j)

]
=

n∑
i,j=1

wiwjE [(ri − r̄i)(rj − r̄j)]

=
n∑

i,j=1

wiwjσij

Teraz uº môºeme naformulova´ Markowitzov model ako matematický problém,
ktorého rie²ením má by´ mnoºina portfólií s minimálnou varianciou (vi¤ [6] alebo [5]):

min
1

2

n∑
i,j=1

wiwjσij, (32)

pri ohrani£eniach:
n∑

i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1. (33)

Rie²enie tejto minimaliza£nej úlohy má svoje explicitné vyjadrenie, ktorého výpo£et,
a ani samotný výsledok tu v²ak nebudeme uvádza´. Pre bliº²ie podrobnosti £itate©a
odkazujeme na Kapitolu 2 v knihe [6].

Na Obrázku 10 je zobrazená pomocou tzv. �Mean-Variance� diagramu mnoºina
portfólii s najmen²ou varianciou (Minimum Variance Set alebo skr. MVS), ktorá
je rie²ením tohto problému. Ak na x-ovej osi zobrazíme varianciu porfólia a na y-
ovej jeho o£akávaný jeho výnos, tak vidíme, ºe Minimum Variance Set tvorí krivka,
ktorá je vyjadrením kvadratickej závislosti variancie porfólia od jeho o£akávaného
výnosu (táto skuto£nos´ vyplýva rie²enia úlohy (32),(33), vi¤ [6]). Mnoºina bodov
(=porfólií), ktorá sa nachádza vpravo od MVS krivky, sa nazýva prípustná oblas´
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Obrázok 10: Mnoºina portfólií s minimálnou varianciou

(Feasible Set). Je to mnoºina porfólii, ktoré je moºné dosta´ vhodou kombináciou
uvaºovaných akcií. Táto oblas´ nie je pri úlohe formulovanej prostredníctvom (32)
pri ohrani£eniach (33) sprava ohrani£ená.

Portfóliá, ktoré sa nachádzajú v hornej £asti krivky tvoria tzv. efektívnu hranicu
(E�ective Frontier) a nazývame ich efektívnymi portfóliami. Ak si totiº zoberieme
©ubovo©né portfólio v dolnej £asti MVS krivky, tak k nemu vieme nájs´ iné na hornej
strane, ktoré nám ponúkne vy²²í o£akávaný výnos pri rovnakej miere rizika. Portóliá
na dolnej strane krivky tak pre nás nie sú zaujímavé.

Známym dôsledkom vyplývajúcim z rie²enia úlohy (32), (33) je tzv. Veta o dvoch
fondoch:

Veta 5.1. (Veta o dvoch fondoch) [5], [6]
Existujú dva efektívne fondy (=portfóliá) také, ºe ©ubovo©né efektívne portfólio (t.j.

portfólio leºiace na efektívnej hranici) môºe by´ vytvorené kombináciou týchto dvoch
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fondov. Inými slovami, v²etkým investorom, ktorí h©adajú efektívne porfólio, sta£í
investova´ do týchto dvoch fondov.

Tento poznatok má svoj významný dôsledok, pretoºe znamená, ºe dva vzájomné
fondy13 môºu poskytnú´ kompletný investi£ný servis pre kaºdého. Teda ºe nie je
potrebné pre jedincov nakupova´ jednotlivé akcie, sta£í, ak investujú svoje �nancie
do vzájomného fondu [5].

5.5.2 Markowitzov model portfólia s bezrizikovým aktívom

Pre na²e ú£ely má k©ú£ový význam nasledovná úvaha, ktorá je zárove¬ kone£ným
výsledkom Mean-Variance teórie portfólia.

Portfólio, pre ktoré bol Markowitzov problém formulovaný, totiº pozostáva iba z
akcií, resp. z akciových investícií. My sa v²ak zaoberáme portfóliom dôchodkového
fondu, ktoré v sebe zah¯¬a aj ¤al²ie zloºky, ktorými sú pe¬aºné a dlhopisové investí-
cie. Ke¤ºe sme povedali, ºe pe¬aºno-dlhopisovú zloºku portfólia budeme spolo£ne
povaºova´ za bezrizikovú £as´, má pre nás ve©ký význam tvrdenie, ktoré je známe
pod názvom Veta o jednom fonde.

Pri rie²ení Markowitzovho problému formulovanom vy²²ie bol vyuºitý predpok-
lad regulárnosi kovarian£nej matice výnosov (vi¤ odvodenie rie²enia Markowitzovho
problému v publikácii [6], str. 45�48). V prípade, ºe sa do portfólia rozhodneme
zahrnú´ naviac bezrizikové aktívum, bude tento predpoklad poru²ený, nako©ko je-
ho variancia bezrizikového aktíva je nulová a jeho kovariancia s ostatnými akciami
tieº. Problém je tak potrebné rie²i´ iným spôsobom, a to kombináciou portfólia akcií
získaného optimalizáciou Markowitzovho problému a portfólia zloºeného z bezriziko-
vého aktíva, vi¤ [6] alebo [5]. Ak ozna£íme (1 − α) váhu pridelenú portfóliu akciií
a α váhu bezrizikovej investície, tak pre o£akávaný výnos kombinovaného portfólia,
ktorý ozna£íme ve©kým P , máme

r̄P = αrf + (1− α)rp,

kde rf predstavuje výnos bezrizikového aktíva.
13vzájomný fond je investi£ná spolo£nos´, ktorá prijíma investi£ný kapitál od jednotlivcov a rein-

vestuje ho do rôznych akcií
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Obrázok 11: Markowitzov problém s bezrizikovým aktívom

Pretoºe výnos bezrizikového aktíva nie je korelovaný s výnosom ºiadnej z akcií
a jeho volatilita je nulová, bude rizikovos´ portfólia P tvori´ iba rizikovos´ akciovej
zloºky, t.j. volatilita portfólia akcií:

σP =
√

(1− α)2σ2
p = |1− α|σp.

Pokia© by sme na základe týchto vz´ahov ºiadali portfólio zloºené iba z bezrizi-
kového aktíva, poloºili by sme α = 1. Zodpovedajúce portfólio by v tomto prípade
malo nulovú varianciu a výnos rovný výnosu bezrizikového aktíva.

Ak ¤alej uvaºujeme mnoºinu v²etkých prípustných rie²ení (Feasible Set) Markow-
itzovej úlohy s akciami (tzn. mnoºinu portfólií, ktorá leºí vpravo od krivky MVS, vi¤
Obrázok 11), tak pre kaºdý bod (=akciové portfólio) z prípustnej oblasti vieme nájs´
polpriamku vychádzajúcu z bodu bezrizikového aktíva a prechádzajúcu akciovým
portfóliom. V²imnime si pritom, ºe mnoºina prípustných rie²ení sa nám pridaním
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bezrizikového aktíva roz²írila a pre kombinované porfólio P ju tvorí trojuholníková
oblas´ vyzna£ená polpriamkami na Obrázku 11. Ak vyberieme ©ubovo©né akciové
porfólio z pôvodnej prípustnej oblasti akciových porfólií, tak kombinované portfólio
P bude leºa´ bu¤ na úse£ke medzi ním a bezrizikovým bodom alebo, v prípade, ºe sa
rozhodneme drºa´ krátke pozície v bezrizikovom aktíve, bude leºa´ ¤alej na polpri-
amke (o krátkych pozíciach v rizikových akciách neuvaºujeme). Dá sa tak vidie´, ºe
efektívnu hranicu v tomto prípade tvorí horná doty£nica ku krivke MVS na Obrázku
11. Doty£nicové porfólio akcií sme ozna£ili písmenom F. Tento výsledok je známy
tieº ako Veta o jednom fonde.

Veta 5.2. (Veta o jednom fonde) [5],[6]
Existuje jediný taký fond F (porfólio) zloºený z rizikových aktív, ºe ©ubovo©né efek-

tívne portfólio môºe by´ zostrojené kombináciou tohto fondu a bezrizikového aktíva.

5.5.3 Aplikácia pre prípad dôchodkového fondu

Prejdime teraz ¤alej a vrá´me sa k tomu, ºe pri formulácii Markowitzovho problému
(32) pri obmedzeniach (33) sme nekládli ºiadne podmienky na výber váh. Akciám
bolo dovolené ís´ ako do krátkych pozícií (tzn. bolo moºné si poºi£iava´), a tieº na
ne neboli kladené ºiadne limitné nároky (ºiadna nútená diverzi�kácia).

Ak chceme úlohu upravi´ pre podmienky ná²ho dôchodkového fondu, musíme
zavies´ dodato£né obmedzenia na nezápornos´ a horné hrani£né obmedzenia na akcie,
tieto si ozna£íme K1, . . . , Kn.

Dostaneme tak podobu novej optimaliza£nej úlohy:

min
1

2

n∑
i,j=1

wiwjσij, (34)

pri ohrani£eniach
n∑

i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1

0 ≤ wi ≤ Ki, i = 1, . . . , n. (35)
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Je zrejmé, ºe táto úloha uº zodpovedá na²im poºiadavkám kladeným na opti-
malizáciu akciovej zloºky dôchodkového fondu. Problémom v²ak je, ºe vzh©adom
na prítomnos´ nerovnostných ohrani£ení jej rie²enie viac nie je moºné vyjadri´ v ex-
plicitnom tvare (vi¤ [6], str. 50 alebo [5], str. 161). Jedná sa v²ak stále o úlohu
kvadratického programovania nako©ko má kvadratickú ú£elovú funkciu. Jej rie²e-
nie je tak moºné vypo£íta´ numericky pomocou vhodnej numerickej metódy alebo s
vyuºitím po£íta£ového programu, ktorý rie²enie tohto typu úloh umoº¬uje. My sme
sa pri výpo£toch rozhodli vyuºi´ optimaliza£ný balík aplikácie Matlab.

Po numerickom vypo£ítaní efektívnej hranice takto modi�kovaného Markowit-
zovho problému nám zostáva ur£i´ porfólio F (vi¤ Obrázok 11), ktoré bude leºa´
na doty£nici vychádzajúcej z bodu bezrizikového aktíva (t.j. z bodu výnosu na²ej
pe¬aºno-dlhopisovej zloºky dôchodkového fondu).

Je dôleºité si uvedomi´, ºe MVS krivka portfólií vypo£ítaná na základe tejto úlo-
hy uº nie je parabolická, nako©ko ani samotná oblas´ prípustných rie²ení nie je uº
neohrani£ená (ako tomu bolo v prípade vo©ných váh). Na Obrázoku 12 sú pomocou
�Mean-Standart Deviation� diagramu zobrazené 3 mnoºiny rie²ení Markowitzovho
problému s akciami (Minimum Volatility Set krivky) pri vo©ných, nezáporných a obo-
jstranne ohrani£ených váhach. Prípustné oblasti (Feasible Sets), ktoré zodpovedajú
týmto 3 krivkám sa nachádzajú od nich napravo (av²ak v druhom a v tre´om prípade
uº nie sú neohrani£ené).

Pre nás je dôleºité, ºe prípustná oblas´ porfólií (Feasible Set) si vo v²etkých troch
prípadoch zachováva pre nás dôleºitú vlastnos´ tzv. konvexnosti v©avo (�Convexity to
the left�, vi¤ [5], str. 156). Táto vlastnos´ hovorí, ºe úse£ka spájajúca ©ubovo©né dva
body prípustnej mnoºiny nepretína krivku MVS. Toto je pre nás k©ú£ové poznanie,
pretoºe nám v ¤al²om umoº¬uje uvaºova´ o efektívnej hranici v rie²ení Markowit-
zovho problému s bezrizikovým aktívom (a obojstranne ohrani£enými váhama) ako
o doty£nici ku krivke Minimum Variance (resp. Volatility) Set.

Motivácia, ktorá nás vedie nájdeniu tejto doty£nice, je ur£enie takého akciového
portfólia Markowitzovho problému s obojstranne ohrani£enými váhami, ktoré leºí na
efektívnej hranici a zárove¬ zviera s horizontálou prechádzajúcou cez bod bezriziko-
vého aktíva najvä£²í uhol.



5.5 Markowitzov model 54

Obrázok 12: Mnoºiny portfólií s minimálnou volatilitou (MVS krivky) pre rôzne
ohrani£ených váhach Markowitzovej úlohy

Inými slovami, na²ou úlohou je nájdenie takého portfólia na MVS krivke, ktoré
zodpovedá maximalizácii funkci tangens, o ktorej vieme, ºe je na intervale [−π

2
, π

2
]

rastúca:

max
(r̄p,σp)∈MV S

tan θ = max
(r̄p,σp)∈MV S

(
r̄p − rf

σp

)
. (36)

Po vypo£ítaní efektívnej hranice nám nakoniec zostane ur£i´ podiel akciových
investícií na majetku fondu (t.j. stanovi´ parameter α). Ak napr. poloºíme α = 0.8,
tak ºiadame, aby bola pe¬aºno-dlhopisová zloºka v porfóliu fondu zastúpená 80-timi
percentami a akciové investície tvorili zvy²ných 20%

Na Obrázku 13 je konkrétny prípad Markowitzovej úlohy s bezrizikovým aktívom
pre modelové portólio z Podkapitoly 5.1 za pouºitia historických údajov od 1.6.2005
do 31.12.2007. Krivka Minimum Volatility Set zobrazená na obrázku bola získaná nu-
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Obrázok 13: Markowitzov problém s bezrizikovým aktívom pri nezáporných váhach.

merickým rie²ením úlohy (34) pri podmienke nezápornosti váh (bez horného ohrani£e-
nia). Na obrázku je preru²ovanou £iarou zobrazená efektívna hranica a dotykové
akciové porfólio F . Zloºené portfólio P , ktoré je vyzna£ené na efektívnej hranici je
kombináciou bezrizikového aktíva a akciového porfólia v pomere 80 : 20 (t.j. akciová
zloºka zloºeného porfólia tvorí 20%). Kríºiky na Obrázku 13 zodpovedajú jednotlivým
akiovým titulom (vi¤ Tabu©ku 1) akciovej zloºky porfólia. O£akávaný ro£ný výnos
takto skombinovaného porfólia P je 9.42% a jeho volatilita je iba 2.78%.
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5.6 Dvojstup¬ová optimalizácia portfólia pri Soft limitoch
V tejto poslednej £asti navrhneme na príklade jednoduchý postup, ktorým je moºné
skombinova´ výpo£et Soft limitov s optimalizáciou porfólia pomocou Markowitzovho
portfólia s bezrizikovým aktívom.

Budeme pracova´ s modelovým portóliom uvedeným v Podkapitole 5.1 (s akciovou
zloºkou = 20%) a s historickými údajmi od 1.6.2005 do 31.12.2007. Za bezrizikovú
mieru výnosu na²ej pe¬aºno�dlhopisovej zloºky pouºijeme aritmetický priemer z 3�
mesa£ného BRIBID�u za rovnaké £asové obdobie.

Obrázok 14: Markowitzov problém s bezrizikovým aktívom pre modelový dôchodkový
fond. Prvá optimalizácia.

Vychádzajúc z toho, ºe pre ná² modelový fond máme vybrané konkrétne akciové
tituly (vi¤ Tabu©ka 1 v Podkapitole 5.1), bude na²im prvým krokom optimalizácia
akciovej zloºky pomocou modi�kovanej Markowitzovej úlohy (34) pri odhrani£eni-
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ach (35). Pôvodnú formuláciu Markowitzovho problému (32), (33) nemôºeme pouºi´,
pretoºe dôchodkový fond má povinnos´ dodrºiava´ 3%�né zákonné obmedzenie na
jeden akciový titul a rovnako má zakázané prechádza´ do krátkych pozícií v investí-
ciách. Horné obmedzenia na váhy zo systému (35) tak poloºíme Ki = 0.03 pre
i = 1, 2, . . . , 15.

Numerickým vyrie²ením úlohy (34) pri (35) na po£íta£i získame krivku MVS. Na
základe tohto rie²enia zistíme, ktoré z porfólií leºiacich na tejto krivke zodpovedá
rie²eniu maximaliza£nej úlohy (36). Toto doty£nicové porfólio ur£í zloºenie akciovej
zloºky v na²om dôchodkovom fonde. (vi¤ gra�cké rie²enie aj s vyzna£ením kombino-
vaného porfólia P na Obrázku 14)

Konkrétne rozloºenie váh vypo£ítané pre akciovú zloºku je uvedené v Tabu©ke
5. Ke¤ºe za historickú bázu sme pouºili dáta z obdobia od 1.6.2005 do 31.12.2007,
môºeme tento výsledok interpretova´ s oh©adom na dlhodobé o£akávané výnosy akcií
r̄i a dlhodobú volatilitu σ̄i, pretoºe na základe týchto bolo portólio optimalizované.
Tieto odhady sme uviedli v st¨pcoch 2 a 3 Tabu©ky 2, v Podkapitole 5.4, ke¤ sme
overovali platnos´ Soft limitov. Ak ich porovnáme s výsledkami v Tabu©ke 5, tak
zistíme, ºe rie²enie Markowitzovej úlohy priradilo kladné váhy 7 akciovým titulom,
ktorých dlhodobý o£akávaný výnos bol kladný.

Z výsledkov, ktoré sme dostali, je v²ak zrejmé, ºe takto optimalizované porfólio
je vystavené riziku, pod©a ktorého by v blízkej dobe mohlo dôjs´ k prekro£eniu
zákonného obmedzenia, a to hne¤ u viacerých investi£ných titulov (podiely akcií
3,5,7,9,12,13,15 boli stanové na úrove¬ samotného Hard limitu).

Akcia 1 2 3 4 5 6 7 8
wi 0% 3% 0% 0% 3% 0% 3% 0%

Akcia 9 10 11 12 13 14 15
wi 3% 0% 0% 2.88% 2.12% 0% 3%

Tabu©ka 5: Akciová zloºka modelového dôchodkového fondu po prvej optimalizácii.
Podiel akciovej zloºky na hodnote fondu je 20%.
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Akcia 1 2 3 4 5 6 7 8
Si - 2.9% - - 2.78% - 2.78% -

Akcia 9 10 11 12 13 14 15
Si 2.81% - - 2.81% 2.85% - 2.82%

Tabu©ka 6: Soft limity pre Markowitzovo porfólio. �asový úsek = 1 týºde¬.

Tu je preto vhodné pouºi´ vzorec (28) pre výpo£et Soft limitov, ktorý sme odvodili
a aplikova´ ho na portfólio, ktorého akciová zloºka je uvedená v Tabu©ke 5. Výpo£ty
Soft limitov sme urobili pre £asový úsek jedného týºd¬a a sú uvedené v Tabu©ke 6.

Z výsledkov vidíme, ºe vä£²ina na²ich akcií (z Tabu©ky 5, pretoºe sme e²te nere-
balancovali) prekra£uje bezpe£nú hranicu ur£enú Soft limitom.

Zoptimalizujeme teda porfólio e²te raz vyrie²ením Markowitzovej úlohy, av²ak
teraz poloºíme horné hrani£né obmedzenia rovné Soft limitom, t.j. Ki = Ci pre
v²etky na²e pôvodné akcie i = 1, . . . , 15.

Akcia 1 2 3 4 5 6 7 8
wi - 2.9% - - 2.78% - 2.78% 0.45%

Akcia 9 10 11 12 13 14 15
wi 2.77% - - 2.81% 2.69% - 2.82%

Tabu©ka 7: Akciová zloºka modelového dôchodkového fondu po druhej optimalizácií.
Podiel akciovej zloºky na hodnote fondu je 20%.

Po zopakovaní numerickej implementácie vypo£ítame optimálne váhy a výsledok
je uvedený v Tabu©ke 7. Vidíme, ºe aby bola splnená kvóta, ktorú sme stanovili pre
podiel akciovej zloºky (t.j. 20%), musel by´ do portfólia zahrnutý ¤al²í akciový titul
(akcia £. 8). Podiel ostaných akcií bol pritom vo vä£²ine ostatných prípadov zníºený
na úrove¬ Soft limitu.
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6 Záver
V tejto práci sme sa venovali ur£ovaniu bezpe£ných investi£ných limitov pri riziko-

vom investovaní majetku dôchodkových fondov. Na základe jednoduchej úvahy sme
odvodili vz´ah, ktorý za istých zjednodu²ujúcich predpokladov môºe slúºi´ ako prib-
liºná orientácia v hraniciach, ktoré pri akciových investíciách nie je ºiadúce prekro£i´,
aby nepri²lo k poru²eniu zákonom stanovených obmedzení.

Taktieº sme navrhli spôsob, ktorým by bolo moºné odvodené vzorce skombinova´ s
optimaliza£nou úlohou zaloºenou na Markowitzovej Mean-Variance analýze porfólia.

Uvedený model je moºné v mnohých oh©adoch vylep²i´. Nako©ko na²a ²túdia po-
vaºovala dlhopisovú zloºku za bezrizikovú, model je moºné roz²íri´ zahrnutím niek-
torého z prístupov k oce¬ovaniu dlhopisov. Taktieº klasické uvaºovanie opierajúce sa
o predpoklad lognormálneho rozdelenia cien akcií mnohé empirické ²túdie spochyb¬u-
jú. V niektorých prípadoch sa ukazuje by´ lep²ie popisujúcim tento proces Studentovo
t-rozdelenie. V prípade dôchodkového fondu je naviac osobitne problematická povin-
nos´ oce¬ovania majetku fondu v slovenských korunách, ktorá tento prípad robí e²te
viac komplikovaným.
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