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Abstrakt

Vykyvy finanénych trhov podnietuji matematikov k vytvaraniu a ocehiovaniu
novych typov finanénych derivatov. Azijské opcie svojim charakterom reaguju
na zmenu ceny aktiva, na ktoré st vypisované. V praci je odvodeny postup,
ktory ¢iastoCne vylepSuje v minulosti odvodent oceniovaciu formulku. Této
diplomova préaca prinasa tiez suhrn vzorcov na ocenenie Specifického typu op-

cie, ktord s ¢asom meni charakter z eurépskej na azijsku opciu.

Krlacové slova: opcia, azijska opcia, Black-Scholesova rovnica, rovnica

vedenia tepla, payoff.

Abstract

Unexpected fluctuations of financial markets lead to finding and pricing the
new types of financial derivatives. The character of asian options reacts for
the changes in price of underlying asset. In this work we derive an algorithm,
which improves the pricing formula derived in the past. This master thesis
also brings a set of formulas for pricing a specific option type, which changes

its character from european to asian option.

Key words: option, asian option, Black-Scholes equation, standard heat

equation, payoff.
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Uvod

Koncom minulého storoc¢ia svetové finan¢né trhy zaznamenali niekol'ko prud-
kych vykyvov, ktoré mali negativne ucinky na vklady investorov. Prave nesta-
bilny charakter finan¢nych trhov podnietil matematikov k hladaniu aktiv,
ktoré by na trhu znizili riziko investora. Jednym z takychto modernych fi-
nanc¢nych néstrojov si aj azijské opcie, ktorym sa budeme v tejto praci veno-

vat.

V prvej kapitole popiseme charakter roznych typov opcii. Vymedzime
zékladné pojmy a vztahy a popiSeme postup odvodenia ocenovacej formulky

pre eur6pske opcie.

Druha kapitola poskytuje prehlad pojmov a vztahov pre azijské opcie.
Naznacuje aj analdgiu ocenovacich formuliek pre eurdpske a azijské opcie.
V zavere kapitoly je podrobne odvodenad semi-analytickd metoda azijského

matematika Jin E. Zhanga.

Predelom medzi prvou a druhou ¢astou prace je tretia kapitola, ktora

opisuje ciele prace a postup ich napliiania.

V stvrtej kapitole odvodime vylepSeni semi-analyticki metédu a vyuzi-
jeme ju na ocenenie opcie, ktorej charakter sa meni podla ¢asového okamihu,

v ktorom sa prave nachadza.

Piata kapitola obsahuje grafické zobrazenia azijského charakteru opcie v

roznych casovych okamihoch pred dobou expiracie.

V zavere diplomovej prace st zhrnuté nadobudnuté vysledky a popisané

splnené ciele.
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1 Opcie

Investovanie na finan¢nych trhoch je v su¢asnosti najmodernejSou a najobltube-
nejSou metodou, ako zhodnotit svoje finan¢éné prostriedky. Ceny akcii, inde-
xov a roznych inych finanénych nastrojov sa vsak na trhu pohybuji ndhodne
a ich fluktuacie spésobuju obchodnikom neraz velké rizika alebo straty. To
podnietilo vznik takych finan¢nych néstrojov, akymi st v stcasnosti opcie a
akcie roznych druhov, ktorymi sa snazia obchodnici aspon ¢iasto¢ne popisat
a stabilizovat ndhodny charakter aktiv, a tym znizit svoje riziko. Medzi z&-
kladné typy financ¢nych derivatov zaradujeme opcie, derivaty trokovych mier,

forwardy, swapy a iné.

V diplomovej praci sa budeme venovat iba opciam. Jednoduchu inter-
pretaciu a definiciu tohto finan¢ného néstroja je mozné néjst v roznych kni-
hach, na internetovych strankach a vo finan¢énych slovnikoch. Na tento nastroj

sa vSak budeme pozerat najméi zo stranky finan¢nej matematiky.

1.1 Typy opcii

Hlbsie teoretické poznatky k tejto kapitole je mozné najst v knihe azijského
odbornika Kwoka [5], my sa obmedzime len na zakladnu charakteristiku.
Najjednoduchsi a zaroven najpouzivanejsi typ opcii si takzvané vanilla op-
cie. Eur6psky typ vanilla opcie predstavuje na finanénom trhu pravo, nie
vSak povinnost, zrealizovat v budtcnosti, konkrétne v expira¢nom ¢ase, nakup
alebo predaj urc¢itého mnozstva aktiva.

Kiupou opcie dohadujeme podmienky budiceho obchodu. Presne dohodneme
realizaCni cenu a expira¢ny ¢as, pri ktorom sa obchod méze zrealizovat. Ak-
tivami, na ktoré sa opcie vypisuju mozu byt akcie, dlhopisy, trokové miery,

meny, burzové indexy, ale aj futurity.



1 OPCIE 8

Specifickou ¢rtou amerického typu vanilla opcie je moznost zreali-
zovat dohodnuty obchod uz pred dobou expiracie. Kedze americky typ opcie
nesie so sebou vicsie pravo na realizaciu, cena takejto opcie bude vyssia ako ce-
na protajsku europskeho typu. Rozdiel v cene sa nazyva cena za predc¢asni

realizaciu.

Dalsou skupinou, ktord v sebe zahfna viaceré typy opcii, st tzv. opcie
zavislé od vyvoja ceny. Tento nazov vyjadruje ich vlastnost - vyplata zavisi
od pohybov ceny aktiva, na ktoré si vypisované, pocas celej zivotnosti opcie.
Napriklad cena lookback opcie zavisi od minimalnej a maximéalnej ceny pri-
slusného aktiva, dosahovanej pocas celej Zivotnosti opcie zatial, ¢o vyplata
priemerovanych - azijskych opcii zavisi od priemeru hodnot aktiva za urcitu
dobu pocas zivota aktiva. V istom zmysle by sa aj americké opcie dali povazo-
vat za zavislé od vyvoja ceny, pretoze mozu byt zrealizované aj pred maturitou
a rozhodnutie zrealizovat obchod predcasne je ovplyvnené vyvojom ceny akti-
va.

Ruské opcie na aktivum zarucuju drzitelovi zisk maximélnej historickej hod-
noty spomedzi cien aktiva, dosahovanych pred maturitou. Drzitel ruskej opcie
moze uskuto¢nit obchod v Tubovolnom ¢ase pred a v dobe expiracie, preto
sa tiez ruské opcie nazyvaju aj nepretrzitymi americkymi opciami.

Dalsim pouzivanym typom opcie zavisiacej od vyvoja ceny akcie si bariérové
opcie. Bariérova opcia typu call je pravo, nie povinnost, kiapit aktivum za do-
hodnutu expira¢ni cenu v ¢ase expiracie. Pokial cena akcie v nejakom case
pred dobou expiracie prekroci stanovenu bariéru, tak opcia automaticky vyprsi

a vypisovatel uhradi drzitelovi zmluvou dohodnuty rabat.
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1.2 Zakladné pojmy

Ako uz bolo uvedené, opcia predstavuje na finanénom trhu pravo, nie vSak
povinnost, zrealizovat v budicnosti nakup alebo predaj ur¢itého mnozstva
aktiva. Toto pravo uplatnit, ¢i neuplatnit, dand opciu ndm prinasa istt vyhodu
oproti tym, ktori moznost takéhoto vyberu nemaji. Preto uz aj samotné pravo
zrealizovat obchod ma hodnotu. Téato hodnota musi byt zaplatena na zaciat-
ku vypisovania kontraktu. Cena, ktort zaplatime vypisovatelovi za to, Ze my
ako drzitelia opcie mame pravo na budtce uplatnenie opcie, sa nazyva opcnd
prémia. Tento pojem vyuiiva aj D. Sevéovié v [10].

Zakladnym cielom matematicko-financ¢nej teorie je tloha ako ocenit opcie, aby

nedoslo k znevyhodneniu ani jednej strany kontraktu.

Call opcia (kapna opcia) je dohoda, v ktorej majitel ziskava préavo
kupit akciu v dohodnutom expira¢nom c¢ase T' za dohodnuti expiracni cenu
E. Pravo, na zéklade ktorého drzitel moze, ale nemusi zrealizovat tento obchod
v expira¢nom c¢ase, ma nenulovii hodnotu V', ktord musi byt zaplatend v ¢ase
uzavretia kontraktu.

Put opcia (predajna opcia) je kontrakt, v ktorom majitel ziskava
pravo predat akciu v presne ur¢enom expira¢nom c¢ase 1’ za vopred dohodnuti

expiraént cenu E. VSeobecnou tlohou je néajst cenu opcie v ¢ase t = 0, [10].

Najznamejsi matematicky model na oceniovanie finan¢énych derivatov je
Black-Scholesova rovnica. Model opisuje ¢asovy vyvoj ceny opcie ako funkciu
ceny akcie v ¢ase zostavajucom do expiracie. V tomto zndmom modeli oceniova-
nia derivatov zohrava hlavnu tilohu stochasticky charakter aktiva. Zakladnymi
nastrojmi na popis stochastického charakteru si Wienerov proces a Brownov
pohyb [10].

Samotna Black-Scholesova rovnica méa nasledujici tvar:

oV 1, .,V 9V B
E+§O’SW+T5’%—TV—O, (].)
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S > 0 — sucasna cena aktiva, na ktoré je opcia vypisovana ,
V' — hodnota opcie na dané aktivum,
T — expiracna doba - termin vyprsania platnosti opcie,
V(S,t) — vyjadruje funkciu ceny opcie, preto potom hodnota v ¢ase

t =0, t.j. V(S,0) vyjadruje op¢na prémiu na zaciatku uzatvarania kontraktu.

K samotnej Black-Scholesovej rovnici vSak musime doplnit podmienku,
ktora bude blizsie $pecifikovat o aky typ opcie ide. Tou podmienkou bude
hodnota funkcie V(5,t) v expira¢nom ¢ase t = T. Uvedena hodnota urcuje

termindlovy payoff opcie.

Terminalovy payoff eurépskeho typu call opcie:

S—FE preS>F,
V(S,T) =max (S — E,0) = (2)
0 pre 0 < S < E.

Termindalovy payoff eurépskeho typu put opcie:

V(S.T) = max (E— 5.0 = &2 pedsE 3)
0 pre B < S.

Myslienkou rieSenia Black-Scholesovej rovnice a hladania ceny eurdpske-
ho typu opcie je hfadanie riegenia parcialnej diferencialnej rovnice, ktoré spliia
prislusni terminélovia podmienku. Black-Scholesova rovnica ma tvar parabo-
lickej parcialnej diferencialnej rovnice (dalej PDR). Transforméciami ju v8ak
vieme previest na zdkladny tvar parabolickej PDR - na rovnicu vedenia tepla.
Zavedenim substitticie ¢asovej premennej a logaritmickou transforméciou ceny
akcie ziskame tvar parabolickej PDR, ktory vieme exponencialnou transformé-

ciou previest na rovnicu vedenia tepla.

1. Substituujeme ¢asovi premennu ¢t € [0, 7| na7=T —t

= V(S,T—71)=W(S,7), ateda V(S,t) =W(S,T —t).
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Tymto postupom sa Black-Scholesova rovnica pretransformuje na tvar

*wW ow
5 —7’5&9 +rW =0.

8W _10_252

or 2 oS

2. Zavedieme logaritmicku transformaciu na premennu S
S =e" x=1InS,
Z(x,m) =W(e",T).
Parcialna diferencidlna rovnica touto transforméciou opat zmeni tvar na

— Z = 0.
8$+r

_—— — 07— —

or 2 0x?

07 1 ,0°Z ( 02)8Z
2

3. Vyuzijeme exponencidlnu transforméaciu, aby sme sa v parcidlnej dife-
rencialnej rovnici zbavili ¢lenov nizsieho radu. Takouto tpravou ziskame
zékladny tvar parabolickej PDR, takzvani rovnicu vedenia tepla s kon-
Stantnymi koeficientami, ktorej rieSenie v tvare Greenovej funkcie pozndme

7 teorie parcidlnych diferencidlnych rovnic [11]

u(z,7) = e Z (2, 7).

Vysledna rovnica a okrajova podmienka pre funkciu u maji nakoniec

tvar
ou a? 0%
- =0 4
or 2 Ox? ’ (4)
u(z,0) = e*V(e"), —00 < & < 09, T€(0,7).

Ked na toto rieSenie spétne aplikujeme substitucie, ktoré sme pouzili a pridame
okrajovii podmienku napriklad pre eurdpsky typ call opcie, ziskame explicitné

rieSenie, ktoré je hodnotou eurdpskeho callu

V(S,t) = SN(dy) — Ee " T=YN(dy). (5)
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Pre vysvetlenie, N(d) je distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozde-

lenia

—

a dl, d2 maju nasledovni hodnotu

In (S/E) + (r + 5)(T —t)

d1 = d1(S,t) = —— :
2= s, = YD DT
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2 Azijské opcie

Azijské opcie st typom opcii zavislych od vyvoja ceny aktiva, na ktoré je opcia
vypisovana, kde vyplatna funkcia zavisi od historického priemeru ceny aktiva.
Tomuto typu opcif sa intenzivne venuje vo svojich studiach hongkongsky mate-

matik Jin E. Zhang, napr. aj v [14].

Azijské opcie st vel'mi uzitoénym nastrojom finanéného odvetvia. Mozu
byt pouzité na hedgovanie §pecifickych typov aktiv pocas urcitej casovej perio-
dy. Takéto hedgovanie je pritom lacnejsie ako portfolio obycajnych vanilla
opcii. Navyse azijské opcie maju dalsiu vyhodu oproti vanilla opciAm-mozeme
ich pouzit na ochranu proti cenovej manipulécii zo strany vypisovatela v ¢ase

maturity.

Charakter azijskych opcii mozeme analogicky porovnavat s inym typom
opcii a to s basket opciami - tzv. kosikovymi opciami.
Basket opcie st opcie, ktorych cena zavisi na hodnote portfolia (resp. kosika
aktiv). Tento typ opcii je v sti¢asnosti velmi popularny, podobne ako aj azijské
opcie. Cena opcie na kosik aktiv je nizSia ako cena na individualne aktivum,
pretoze profil vyplat lepsie kopiruje zmeny v hodnote portfolia, ako nejaka
kombinacia opcii na individualne aktivum. Hodnota tejto opcie je vysoko
korelovana s hodnotou portfélia v jednotlivych ¢asovych okamihoch a to je
kl'a¢ova vlastnost, ktort maju basket opcie spolo¢nu s azijskymi opciami [17].
Aj hodnota &azijskej opcie je silno korelovana s vyvojom ceny aktiva v je-
dnotlivych casovych okamihoch. Uvedeny tdaj je zahrnuty aj v ocenovacej

formulke, ¢o uvidime v nasledujicej kapitole.

Rozlisujeme dva zakladné typy azijskych opcii podla toho, ¢o je vo vy-

platnej funkcii priemerované:

e Average rate opcia - ak je priemerovand hodnota v pozicii ceny aktiva,
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mimochodom je to zlozitejsi matematicky pripad.

e Average strike opcia - ked je priemerovana hodnota v pozicii expi-

racnej ceny akcie.

Dalsou vlastnostou, podla ktorej mozeme rozlisit typy azijskych opeii,
je sposob priemerovania a to na aritmetické a geometrické dzijské opcie. Oceno-
vanie a hedgovanie geometrickych azijskych opcii je jednoduché, pretoze pri-
slusna Black-Scholesova rovnica sa da transformovat na rovnicu vedenia tepla
s konstantnymi koeficientami, ktorej rieSenie z teoérie parcidlnych diferenciél-

nych rovnic |[11] pozname v tvare Greenovho tepelného jadra.

2.1 Spoésoby ocenovania azijskych opcii

Ocenovanie aritmeticky priemerovanych &azijskych opcii je oproti klasickym
opciam velmi fazké a zloZité, pretoZe aritmetické priemerovanie sa neda za-
pisat ako lognorméalny proces. Pre takyto typ opcii neexistuje explicitné riese-
nie prislusnej parcialnej diferencialnej rovnice. RieSenie sa preto musi hladat
roznymi aproximativnymi metodami, ktoré sa ako v [14] daji rozdelit do troch

kategorif:

1. Numericky pristup - spociva v pouziti Monte Carlo simulécie na vypo-
¢et hodnoty aritmetickej azijskej opcie. Na rieSenie PDR je tieZ mozné
pouzit numerickid schému metody konec¢nych diferencii. Tento pristup
vyuzili vo svojich pracach Kemna a Vorst [4], Roger a Shi [9] a tiez

Forsyth a Vetzal [16].

2. Analytickd aproximacia - Turnbull a Wakeman [12] odvodili apro-

ximativnu formulu vypoc¢tom a spojenim niekolkych prvych momentov
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aritmetického priemeru s lognorméalnym procesom. Aj pri tomto pri-
stupe je pritomny problém velkej chyby v presnosti aproximativneho

rieSenia.

3. Odhad dolného a horného ohrani¢enia hodnoty - Roger a Shi |9]
odvodili hodnotu hornej a dolnej hrani¢nej hodnoty azijskej opcie. Tiez

je zname aj pouzitie trinomického stromu na vypocet tychto hrani¢nych

hodnot - Chalansi, Jha a Varikooty [3].

My sa budeme v tejto diplomovej praci zaoberat semi-analytickou meto-
dou ocenovania aritmeticky priemerovanych azijskych average rate opcii. Tu-
to metdédu odvodil uz spominany hongkongsky matematik Jin, E., Zhang
[14]. Metoda slazi na ocehovanie spojito aritmeticky priemerovanych azij-
skych opcii. Chapeme to tak, ze do priemeru sa zahfha cena v kazdom
okamihu ¢asového intervalu, na ktorom mé opcia azijsky charakter. Semi-
analytickd metoda nadobuda ovela presnejsie vysledky, ako vSetky metody

uvedené v predchadzajicich kategoriach.

2.2 Zakladné vztahy

Ako sme spomenuli v iivode kapitoly, rozlisujeme average rate a average strike
opcie. Rozdiel je v tom, ktorti hodnotu priemerujeme.
Pri average rate opcii je priemerovand hodnota v pozicii ceny akcie. Potom

vyplatna funkcia v ¢ase expiracie ma tvar
max(S — K, 0),

kde S je cena akcie a K je expira¢né cena akcie.
Average strike opcia méa priemerovanu hodnotu v pozicii expiracnej ceny akcie.

Vyplatna payoff funkcia v ¢ase expiracie méa tvar

max(S — K,0).
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Pri popise semi-analytickej metoédy budeme, podobne ako Zhang, vyuzi-
vat iba average rate opciu so spojitym priemerovanim. Pre average rate opciu
fixujeme expiraéni cenu K a cena akcie S je aritmetickym priemerom hod-
not za urcity ¢asovy interval napr. [Ty, 7T]. Ocehovaciu formulku odvodime
iba pre periodu, na ktorej sa priemeruje, ¢ize pre také t, ze Ty <t <T. Cena
opcie v obdobi, v ktorom eSte neprebieha priemerovanie, sa da jednoducho
vypocitat ako riesenie klasickej Black-Scholesovej rovnice. Ako koncovi pod-
mienku treba vSak brat do uvahy vyplatni payoff funkciu v case Ty. To je
Cas, v ktorom sa straca charakter obycajnej vanilla opcie a nastupuje azijské
priemerovanie.

Sustredme sa na odvodenie semi-analytickej metody podla toho, ako ju uvadza

Zhang. Vyuzijeme rovnaké zjednodusenie ako on a polozime 7 rovné nule.

Zavedieme nova premennu [/

[= /0 ' S(r)dr. (6)

¢o je spojity sucet cien aktiva, na ktoré je opcia vypisovana. Aritmeticky
priemer ceny na intervale [0,t] vypoc¢itame ako podiel I/t. Potom vyplatna

payoff funkcia pre azijsku average rate call opciu moze byt zapisana ako

e (1) 1c0). "

V [10] a tiez u I. Melicher¢ika v [7] si moZeme pripomenut, ze v rizikovo
neutralnom svete ma cena akcie stochasticky charakter. Na modelovanie ceny

akcie mozeme pouzit stochasticka diferencidlnu rovnicu
dS = (r — ¢)Sdt + o SdW, (8)

kde r je bezrizikova tirokova miera, ¢ je dividendova miera, o je volatilita a W

je Wienerov proces.
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2.3 Analégia ocenovania eurdpskych a azijskych opcii

Podobne, ako mozno charakter azijskych opcii porovnavat s charakterom bas-
ket opcii, da sa vyvodit ur¢ita analogia medzi problémami pri ocenovani kla-
sickych opcii a problémami pri vyuziti vzorca na vypocet hodnoty &azijskej

opcie.

Ked oceniujeme europske opcie, do rieSenia Black-Scholesovej rovnice nam
v kazdom momente vstupuje hodnota volatility o. Tento fakt je vsak pod-
mieneny poznanim implikovanej volatility v kazdom okamihu oceniovania.
Ak ma call opcia ocehovaci vzorec dany vztahom (5) a mame dané konkrétne
S, t a hodnotu opcie V' s expira¢nou cenou F v ¢ase T', tak potom jediné klad-
né ¢islo o riesi prislusnu ocenovaciu rovnicu pre tieto hodnoty, a toto riesenie
nazyvame implikovand volatilita akcie, vypocitana na zaklade zndmych hodnot
parametrov. Aby bol ocenovaci vzorec pouZiteIny, museli by sme na vypocet
ceny opcie v lubovolnom ¢asovom okamihu poznat hodnotu implikovanej volati-
lity. My tato hodnotu vsak nepozname, preto ako ndhradu implikovanej volati-
lity dosadime do ocenovacej formulky hodnotu historickej volatility, vypocitani

z historickych dat.

Podobny problém nastava aj pri vyuzivani vzorca na ocenovanie azijskych
opcii. V tomto pripade je pre nés neznadmou hodnota integralneho suc¢tu cien
akcie I v kazdom ¢asovom okamihu. A tu uZ je mozné vidiet spominani
analégiu s problémom volatility. Aby sme ziskali hodnotu opcie v ur¢itom
Case t na intervale [0, 7], m6Zeme za sucasné ceny vstupujice do integralneho

stuctu, dosadit historické udaje o cendch konkrétnej akcie.
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2.4 Semi-analytickd met6éda

V pracach Black-Scholesa [1] a Mertona [8] bola odvodend najdolezitejsia
myslienka ocefiovania vanilla opcii. Zakladnym kamenom je Black-Scholesova
PDR (1), uvedena v kapitole 1. Na zdklade tychto prac v roku 1990 Kem-
na a Vorst [4] ako prvi odvodili upraveny tvar tejto PDR pre azijské opcie.
Plati, Ze cena aritmeticky priemerovanej azijskej call opcie C'(S, I,t), na akciu
neplatiacu dividendy, spliia nasledujicu parcialnu diferencialnu rovnicu, ktorej

podrobné odvodenie je mozné najst v kapitole Appendix.

oc  oC 1 , ,0°C  .OC B
E‘f‘sa—lﬁ—éUSW—FTS%—TO—O, (9)

a uz spomenuti terminalovi podmienku (7)
I
C(S,1,T) = max (? —K,O) :

Do Black-Scholesovej rovnice (9) aplikujeme nasledovna transforméciu pre-

mennych:
TK — 1
£ = 5 e — % (1—e™), (10)
T = T—t, (11)
S
C(S.Lt) = Zf(&7), (12)

a ziskame rovnicu vedenia tepla s premennymi koeficientami, t.j. parcialnu

diferencialnu rovnicu druhého radu

of 1 1 PP
E_§Uz[£+;<1_e )16—52_07 —00 < & < o0. (13)

K tej prislicha koncova podmienka, z ktorej sa po transformaécii stala pocia-

to¢na podmienka
f(§,0) = max(=¢,0). (14)

Potom

9*f(&,0)

o T (§), (15)
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kde §(¢) je Diracova funkcia, nadobudajiica hodnoty

+oo pre £ =0
0 pre#0 a  [T25EdE=1.

Preto efekt vedenia tepla existuje iba ak & = 0 a bude badatelny iba pre oblasti

0(§) =

malych hodnét £. Preto v dalsom postupe mézeme & z rovnice (13) vynechat
a ziskat tak rieSenie fyo(&, 7) nasledujicej PDR, ktoré je analytickou aproxima-
ciou povodného f(&, 1)

ofy o? %

___( o 77“7')2

5 " 92 =0, —00 < € < 00, (16)

a prislichajica pociato¢na podmienka méa tvar
fo(¢,7=0) = max(—¢,0). (17)
Do tejto rovnice zavedieme novi ¢asovi premenni 7
dn = 0—(1 — e "M)Adr,

z ¢oho po integrovani ziskame priamo ¢asovi premenni 7

T 0_2 ) 0.2 )
= — (1 —e")ds=— (—3+2 4e”"T — eI, 18
n/0272< Vs = Ty (<34 2m 4T e (18)
Z posledne uvedenej PDR sa stava parcidlna diferencidlna rovnica s konstant-

nymi koeficientami, takzvana rovnica vedenia tepla

ofe  fo
a—n D02 = O, o0 < f < 00, (19)
s terminalovou podmienkou
Jo(§,n = 0) = max(=¢,0). (20)

RieSenie rovnice vedenia tepla, so zadanou pociato¢nou podmienkou, nam dé-
va teoria rieSenia parcidlnych diferencidlnych rovnic [11] v tvare Greenovho

tepelného jadra
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Uvedenym postupom sme ziskali analytickas aproximaciu ceny &zijskej
opcie (21).

Jednoduchym algebrickym postupom vieme zo ziskaného vzorca vypocitat
vztahy pre zodpovedajice op¢né charakteristiky, tzv. grékov.

Opcné charakteristiky nie s ni¢ iné, ako parcidlne derivacie ziskanej analy-
tickej aproximacie Cy(S, I,t) hodnoty opcie podla jednotlivych premennych.

Vyuzijeme pri tom nasledovné derivacie:

oh _ _v(__E
o€ N< m)

Ofo _ 1 _em _ 0
0~ 2ym) o
o€ 1 1 —rr
7 = 5 e amen ]
0¢
|
ot e
877 0'2 —rT —2rT
o = g (1277 e,
o _ 0
oo 20’
1
% =~ (T =14 eTT),
877 0-2 —rr —2rT
Sr= o [9—Arr = (124 4r)e T 4 (B4 20m)e ]

Vysledkom celého nasho snazenia a pracného odvodzovania st aproxi-
mativna formula na vypocet ceny aritmeticky priemerovanej azijskej average
rate call opcie s payoffom

max(//T — K, 0)

a hodnoty op¢nych charakteristik, ktoré mozeme podobne ako Zhang [14]
zhrnut v nasledujicich dvoch vetach. Prva veta hovori o aproximativnej for-

mulke. Za aproximéciu povazujeme obmedzenie premennej £ na region blizky
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0, v predchadzajicom postupe.

Veta 2.1 Hodnota aritmeticky priemerovanej dzijskej average rate call opcie
a hodnoty prislusnigjch opcénijch charakteristik si dané nasledujicimi aprozi-
mationymi formulams:

as) = 5 pien) = 5 [-ev (=) + [ eem]
o (s ()
Ao %(:;0 - 1_70;_” N (_\/%_n) + % \/geﬁz/‘“?, (23)

O % = —?(1 +7ré) N (—\/%_?)
- % (1—2e"" 4 ¢ 27 =&/, (24)
o= %2;0 80%90 - QSTl\/ﬂ_n {“ %(1 e_w)r el (25)
00 % = T%(r%f +r7—14e") N (—%) (27)
So* —rr —2rry ,—€2
—i—W[Q —drr — (12 +4r7)e”™ + (34 2rm)e” 7] e J4n,
Elasticita, (g AOC% = A _ZNENLSJL?)\/; e\/jzg/%. (28)
= z n

kde N(.) je distribuénd funkcia normovaného normdlneho rozdelenia, defino-

vand ako

|
N(z) = / e V' dy,

—oo V2T
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a &, n aT boli pouZité v odvodzovacom postupe (41),(42),(50).

TK —1 1
£ — S 677’7' o ; (1 _efrT)J

T = T—1t,

T 0_2 ) 02 )
n = /0 53 (1—e")ds = s (=3+2r7+4em —e 7).

Druha veta nam udava koreként hodnotu opcie a prislusné opcéné charakteri-
stiky.

Veta 2.2 Korekéné cleny prislichagice k analytickym aprozimacngm formuldam,
uvedenym v predchddzajicej vete, si dané nasledovnymi vztahmsi:

Cy(S,1,t) = ;fl(f,ﬂr,a), (29)
A= Gd=ghi-gleria-em| A (30)

o = b = 9% - 23 (31)
Vega, = %Z;%, (33)
po= %:—W(r%ﬁw—l—e—”)%—? + ;%, (34)

Q - (Am—AQﬁ, (35)

kde funkcia fi1(€,7,7,0) a jej derivicie sa daji ziskat numerickym rieSenim
nasledugjicej parcidlne; diferencidlne; rovnice metodou konecnijch diferencii

ofn 1 [ 1 ]282]61 _ P e

-2 - P —
or 27 ST g2 T aum

e+ 2a-em)
(36)
hEr) = 0. (37)
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Dokaz tejto vety ako aj prislusni schému pre metodu koneénych diferencii je

mozné najst v [14].

Teraz, po objasneni postupu mozeme vysvetlit, preco sa tato metoda
nazyva semi-analytickd. Analytickou ¢astou je odvodenie aproximativneho
vzorca fo(S,I,t) na vypocet hodnoty opcie. Tou neanalytickou Castou je
odvodenie korekéného ¢lena fi(S,I,t) pomocou niektorej metody koneénych
diferencii - napr. Crank-Nicholsonovej metody. Vysledné rieSenie pozostava

z formuly, ktort sme ziskali aproximéciou, a korekéného ¢lena

f(€77—) :f0(5,7)+f1(§,7)~ (38)
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3 Ciele prace

Ked sme si uz vymedzili pojmy a definovali zakladné vztahy, mozeme pristupit
k definovaniu cielov diplomovej prace. Semi-analyticka metoda, ktoru odvodil
Zhang, je velmi uzitoéna a praktickd ako Zhang uvadza vo svojej praci [14].
Ma vSak jednu nevyhodu. Zhang pri jej odvodzovani pouzil zovSeobecnenie
vlastnosti opcie na interval [0, 7], ktoré sposobi, Ze jeho metoda funguje iba

pre azijské opcie, ktoré st priemerované pocas celej svojej zivotnosti.

Cielom diplomovej préace je uvedent Zhangovu metédu pretransformovat
na Casovy interval [Ty, T|. Na tomto intervale bude mat nas finanény derivat
azijsky charakter a jeho hodnotu mozeme vypocitat pomocou prave nami u-
pravenej semi-analytickej metody.

Musime mat na mysli aj zaciato¢ny Casovy interval [0, Ty, na ktorom bude
mat derivat charakter klasickej eurépskej opcie. Budeme hladat explicitni
formulku na ocenovanie ako riesenie Black-Scholesovej rovnice pre europske

opcie so Specialnou koncovou podmienkou, ktora tiez odvodime.

Netreba vSak zabudnut, Ze ak chceme, aby sa tieto matematické odvode-
nia, ktoré su cielom préce, dali lepSie chapat, treba uviest aj grafické zobraze-
nie toho, aky vplyv mé azijsky charakter na hodnotu derivatu v jednotlivych

casovych okamihoch.
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4 VylepSena semi-analytickd metoda

Aby boli splnené ciele prace, nasledujtice kapitoly budi obsahovat postup
na prerobenie semi-analytickej metody. Zhang v [14] zovSeobeciiuje semi-
analyticktt metodu na interval [0,7], ¢o v praxi znamend, ze jeho vysledna
formula ocenuje azijské opcie, ktoré su priemerované pocas celej svojej 7i-
votnosti, od ¢asu 0 az do ¢asu expiracie 7. NaSou tlohou je prerobit semi-
analytickt metodu tak, Ze na ¢asovom intervale [0, 7p] sa bude opcia spravat
ako klasicka europska opcia a na intervale [T, T] nadobudne charakter azijskej
opcie a bude priemerovana aritmetickym priemerom. Odvodzovat budeme
v opac¢nom poradi, t.j. najprv prerobime Zhangove formulky pre vypocet hod-
noty azijskej opcie na interval [Ty, T] a potom vypocitame limitna hodnotu
v case Ty. Hodnota limity v case Tj je vlastne terminalova podmienka , ktord
musi spliiaf eurépsky call na intervale [0, Ty]. Ako posledné odvodime rieSenie
parcidlnej diferencialnej rovnice druhého radu na intervale [0,75] s odvode-
nou termindlovou podmienkou v ¢ase Ty. Skromné naznaky takéhoto postupu

mozeme najst v [15].

4.1 Transforméacia semi-analytickej meté6dy na ¢asovy in-
terval [Ty, T

Postupujeme rovnako ako v kap. (2.4), ibaze pre ¢asovi premennu ¢ plati
Th, <t < T, Ty # 0.
Hodnota 4azijskej aritmeticky priemerovanej opcie na akciu platiacu dividendy

splna nasledovni parcialnu diferencialnu rovnicu

ac oc 1, 0°C aC B
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s ¢iasto¢ne pozmenenou terminalovou podmienkou

max ( T] (_T%O K, o> | (40)

1. Do Black-Scholesovej rovnice zavedieme nasledovnu substiticiu:

(T=T)K -1 (g L o or
£ = 3 e p— (1—e ), (41)
T = T—t, (42)
Se~ar
CS,1,t) = F—p /&) (43)

Black-Scholesova rovnica sa touto substiticiou pretransformuje na diftiznu

rovnicu s premennymi koeficientami s prislusnou terminalovou podmienk-

ou
of 1 1 A err
5—502[54—;(1—6[))}8—52—0, —00 < £ < 00, (44)
f(éao) - maX(_§70)7 (45)
0< 7 <T-Ty, (46)
p =r—gq (47)

2. Analogicky ako v kap. (2.4) uvazujeme iba & blizke 0, aby sme ziskali
rovnicu vedenia tepla, mézeme ho vynechat a ziskavame aproximativne

rieSenie fo(&, 7), nasledovnej PDR

afy 1 ,[1 2 0
e | I e

prislichajica poc¢iato¢nd podmienka ma tvar

fo(§,7=0) = max(—¢,0). (49)
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3. Do rovnice zavedieme novi ¢asovi premennt 7, ktorej zmena v case je

definované ako

0,2

dn =55 (1- e PT)dr.
2p
Po integrovani ziskavame priamo ¢asovi premennt 7

2

T 2
g —ps\2 o —pT —2pT
17:/ — (1—e")ds=— (=3+2p7+4e " —e 7). 50

Uvedenou substitiiciou ziskame rovnicu vedenia tepla s konstantnymi

koeficientami
ofo  Pfo
- — S5 =0 —00 < § < 51
fo(&§,n = 0) = max(=¢,0), (52)
ktorej rieSenie pozname v tvare Greenovho tepelného jadra
0
1 _ a2 5 N _¢2
S [(€o—8)/4nlqe. = —¢N [ ——>— 1 o=€ /4
fo(&,m) /_mﬁo\/me ) 3 ( m)-i‘\/;@ ;

(53)
kde N je distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozdelenia. Spét-

nou transforméciou dostavame

C(S,1,t) = Ts‘f;o {—av (—%) + \/g ef%n} . (54)

4. Vysledné rieSenie pozostava z formuly, ktort sme ziskali aproximaciou,

a korekcéného clena, ktory ako riesenie PDR s premennymi koeficienta-
mi, ziskame pomocou metddy konec¢nych diferencii podobne ako v pred-

chadzajucich kapitolach
f<§77—) :f0(£77)+f1(£77-)‘ (55)
4.2 Odvodenie terminalovej podmienky v bode 7

Odvodili sme vzorec (54), kde £, p, 7 an st dané: (41), (50), (42) a p=1—q.

Zaujima néas, akd bude hodnota azijského callu v ¢ase Ty. Aplikaciou limity
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pre t idice k Ty na (54) ziskame nasledovnii hodnotu

Se~at | . [ —¢ N o
C(S,I,Ty)) = —— | —EN AL 56
(a)O) T—T() 5 (\/2_ﬁ>+ 71‘6 ) ()
kde

p = Tr—gq,

P = T-T,,

N TK —1 .1 .

i = = 3 e_pT—;(l—e_pT),

. o? . ) -

ho= 4—/)3(—34—2/)7'—1—46"”—6’ PT). (57)

4.3 Vztah medzi eur6pskymi a azijskymi opciami

Uvazujme opciu s nasledovnymi vlastnostami: na intervale 0 < ¢t < T} je to oby-
¢ajny eurdpsky call, ktorého hodnota riesi Black-Scholesovu rovnicu s terminé-
lovou podmienkou, odvodenou v kap. (4.2). Zaujima nas odpoved na otazku:
Ako sa meni charakter takéhoto produktu, ak sa Ty blizi k 7', ¢ize ak sa skracu-
je interval priemerovania?

Intuitivna odpoved na tato otdzku je zrejméa. Ak sa Tq blizi k T, skracuje
sa tym interval, na ktorom ma opcia azijsky charakter. Teraz vypocitame
limitu pre 17y — T a potvrdime intuitivnu domnienku, 7e v takomto pripade
sa azijsky charakter opcie uplne vytrati a limitnym prechodom ziskame payoff

klasického eurépskeho callu. Pre
To <t<T,

mame uz dobre znamu verziu Black-Scholesovej rovnice pre azijské opcie na

akciu platiacu divideny

oc  oC 1 , ,0°C aC B
E—FSW—FEUS’W—F(T_(])S%_TC_O’
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s terminalovym payoffom

I
max (T—To —K,O).

Teraz spoc¢itame spominani limitu z terminalového payoffu

. ) [ I
TOIILHTC(S’I7T) = TOthT _max (T T K, 0)}
[ (g Sr)dr
= TOthT max ( T T, —K,0

[ fn S
= max [Tohng <ﬁ - K,O .

Na posledny vyraz aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo na vypocet limity a
dostavame

max{ lim (ﬂ K, 0)] ~ max(S(T) - K,0). (58)

To — T —1

NasSa intuicia nesklamala a z vypocitanej limity je jasné, ze ak Tq sa blizi k T',
tak opcia tplne straca azijsky charakter a stava sa z nej klasicky eur6psky call
so znamym payoffom

max(S(7T) — K,0).

4.4 Riesenie Black-Scholesovej rovnice s prislusnou ter-
minilovou podmienkou

Po tom, ako sme odvodili vylepsent semi-analytickii metédu a limitne sme
vypocitali terminalovi podmienku v ¢ase Ty, nam eSte zostava zohladnit eu-
ropsky charakter opcie na intervale 0 <t < Tj,.

Hladame hodnotu eurdpskeho callu na intervale [0, 7], ¢ize hlTadame rieSe-
nie Black-Scholesovej rovnice s terminalovou podmienkou odvodenou v (4.2).

Ked7Ze ide o parcialnu diferencialnu rovnicu druhého radu, postupovat budeme
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ako v [11].
Zadanie: Mame danu PDR

oC 1, . ,0°C oC B
5 + 205 a52—1—(7”—(1)5'&9—'r’C—O,

na intervale [0, 7p], s terminalovou podmienkou v bode Tj

Se~a7 A —é N _¢2 s
C(S,I,Ty) = —— | —(N < e/
( 3 Ly 0) T—TO f (\/2_77> + 71'6 ’
kde

p = r—gq,

o= T-T,

A TK — 1 .1 .

¢ = 1 S e—m_;u—e—m),

~ 02 A —pT —2p7

n = 4—/)3(—3—1—2/)7'—1—46 —e ).

Postup rieSenia:
1. Zdamena casu
Substituujeme Casovi premennt a upravime ¢asovy interval
T="1Ty—1t,
potom transformujeme aj B-S rovnicu
W(S,7)=C(S, Ty — 1), C(S,t) =W(S, Ty — t),

a aj termindlovi podmienku na pociato¢nit podmienku

2
%—Vf — %0252%3—(7“—@5%—?—1—7‘1/‘/ = 0,

W(S,1,0) = C(S,1,Tp).
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2. Logaritmickd transformdcia ceny akcie

Logaritmujeme premennu vyjadrujicu cenu akcie
S =e", r=1In5,
a nésledne aj parciadlnu diferencidlnu rovnicu

Z(x, ) =W(e", 1), W(S,7)=Z(nS, 7).

Prislusné parcialne derivacie maji nasledovny tvar:

07 _ oW

or 0S8’
Rz, PW oW , O°W 97
2= 95 %5 — % o5 T an

a po dosadeni do predchadzajicej diferencialnej rovnice a koncovej pod-

mienky dostavame:

9z _ 1 202 | (o% _ 9z _
o2 5005+ (G —r+q)5 +rZ =0,

Z(x,0) = C(e*, I,Tp).

ev eI & N w2y
Ce*, 1,Ty) = &N — =€ 4n
(67 ) 0) T—T() 5 < \/2—?7*)+ 7Te )
kde
™ = T—TO, p=Tr—g,
*K—1 « 1 «
é-* — 7—— e—pT _ - (1 . 6—p7‘ )’
er P
0-2 * *
Nt = 17 (=3 +2p7" +4e T — e 7).

3. Transformdcia na zdkladni rovnicu vedenia tepla

Vyuzijeme euklidovskt transforméciu rovnice, ktord nam umozni, pri
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stanoveni podmienok na pouzité koeficienty, odstranit parcialne derivécie

nizSieho radu a linearne koeficienty a tak ziskat rovnicu vedenia tepla.
u(z,7) = e Z (2, 7), Z(x,7) = e Fy(x, 1),

Prislusné parcialne derivacie maju tvar:

07 ou 0z ou
e —ax—pr [ 7 e —az—pr [ T
o  © (3x au) ’ ar  ° (87’ Bu) ’

0z 2

_ efazfﬁ‘r % ) au 2 )

Ox? Ox? Ox

Ich dosadenim do parcidlnej diferencialnej rovnice ziskavame:
2

AzonQ—l—%—r—i-q, B=(1+4a)r—0§—aq—

a?o? + ao?

2 Y
2 Py A%y By = 0
or 2 Ox? oz -
u(z,0) = e*C(e”, I,Tp).

Aby predchédzajica PDR bola rovnicou vedenia tepla, musime polozit

koeficienty A, B rovné nule.

Odtial dostavame:

1
2 9’

_r4g o (r—g)
= 2 +8+ 202

Takato volba o a § ndm zaruci, Ze rovnica pre funkciu v ma nakoniec

tvar
gz
u(z,0) = e**C(e”, I1,Tp),
a
| erlatt)gmar ) & T ety
u(%,O)—ﬁ —{N(—\/?n*>+ pc ],

pricom premenné oznacené hviezdickami sme definovali v predchadzaju-

com kroku postupu.
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4. Aplikdcia vzorca na vijpocet riesenia PDR
RieSenie rovnice vedenia tepla pozname z teérie PDR-[11]| v tvare Gree-
novej funkcie a méa nasledovny tvar

- (z—s)2

2020 u(s,0)ds.

u(z,T)

1 o
= — / e
V20irT Jox
Na to, aby sme ziskali rieSenie povodnej rovnice, musime spétne trans-

formovat rieSenie u(z, )

C(S,1,t) = e A=) gmalnS 4 (In S Ty — t).

Upraveny tvar rieSenia:
RieSenie uvadzame v tvare, ktory je jednoduch$i na pochopenie, ako tuplné
explicitné rieSenie, ziskané dal§im postupom,

1 1 .

e 1"
V2o2nr T — 1Ty

X / R ) —&*N [ - 3 +w/"—*e*f*2/4”* ds
. V20 T '

Ak zavedieme nasledovnia substiticiu

u(z,7) = X

&
V2

mozeme vnutro hranatej zatvorky zapisat ako

—&*N(a) + \/77— e/
m

Vieme, ze pre funkciu hustoty normalneho rozdelenia plati

—_

fla) = e,

Aby sme si tieto vyrazy upravili na tvar, s ktorym sa da jednoduchsie pracovat,

mozeme dalej pisat:

V217 f(a) — € N(a) = \/2n*(f(a) + aN(a)),
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N'=f(a);  f'a)=—af(a),  ommatme  ¢(a) = f(a)+aN(a),

potom
¢'(a) = f'(a) + N(a) + af(a) = —af(a) + N(a) + af(a) = N(a).

Po dosadeni, ziskavame

1 1
e
V2o2nr T — Ty

00 (2—s)2 =& /V2n*
></ e 207 e*let]) / N(p) dp ds,

(e o] [e.9]

u(z,7) = /20 %

kde hviezdickou oznacené premenné sme mali definované v predchadzajicom
postupe a p definujeme ako

RS (1—e ) e Se P (K1* —1I)

2 V2 V20

p:

Hodnotu vysledného rieSenia musime rozdelit na dve casti podla vztahu

I a K7*, pretoze tieto dva pripady sa budu liSit oblastami integrovania, na:

1. I < K7*, ¢ize K —1>0

Integra¢né hranice pre integrovanie podla p st

( 1—e >

—00; ——— ).
PV 20

Zo vztahu pre p mozeme vyjadrit s

ep: (1—e ") — e p\/217°
(Kt*—1)

s=—In

Integra¢né hranice pre integrovanie podla s budu
(D;00),

ked ako D oznad¢ime

ep;* (1—e ") — el py/21*
(KT —1)

D = —In
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dolnt hranicu integrovania, aby sme nepracovali so zlozitymi vyrazmi v

integra¢nych hraniciach. Teraz moZzeme zamenit poradie integrovania

1 1 .
= /20 X
wz,7) V2o2nr T =1 ‘ 7
l—epr*
* o0 (zfs)2
x/ oV N(p)/ e 22 0T ds dp.
—00 D

Vniitro integralu podla s upravime na Stvorec (teda druht mocninu ne-
jakého vyrazu) obsahujici integrovant premenni. Vyrazy neobsahujiice
integrovanti premennt, ktoré vzniknu pri dprave na Stvorec, mozeme

vynat pred integral a dostavame

1 1 o __a®  (@t(atle?n)?
u(z,7) = e 1 e 2% e 2027 \V/2n* x
V2o2rr T =1y

17\57297:* (9 _(M)Z/Q
x/” ' N(p)/ e\ Ve ds dp-

D

o0

Pre zjednodusenie opat oznac¢ime dolnd hranicu integrovania a zavedieme

substittuciu
p‘r* _ * *
1 C-(L—e™) — e’ py2n*
—1 L — 1)o? = 7

po n K =) (x + (a+1)o°T) r

Potom
1 1 . 22 (zt(atl)o?7)?
u(r,7) = e 1" e 2% e 2027 \/ 2% X
(z,7) V2o2rr T —1Tj

l—epr*

x/ e N(p)/ e 12 dh dp.

Upraveny tvar vysledného vztahu je nasledovny

1 1 g a2 (etlato?n)? -
U(l',T) = \/E T _ TO e q € 2027 @ 20271 A /27’] X
178—p7'*
x [ " N@)(1 - NG)) dp. (59)

—0o0
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2. I > K7*, ¢ize Krr—1<0
Integra¢né hranice pre integrovanie podla p budi teraz opa¢né a to
1—e '
( pV2n0* ’OO> '
Ak vyuzijeme oznacenie z predchadzajuceho pripadu, t.j.

R B i B e

(Kt*—1)

mozeme povedat, Ze integrac¢né hranice pre premennu s s zachované ako

v predchadzajicom pripade. Potom vysledny vztah bude mat tvar

1 1 gt 22 (eH(at))e?n)?
u(z,7) = e 9T e 2% e 202r V2% X

Vo T—T
xtﬂw N(p)(1 - N(r)) dp (60)

_e—pT*

PV 2n*

Spatna transformacia a vysledné rieSenie:
PodIa kroku ¢islo 4 v odvodzovani rieSenia na ziskané vztahy aplikujeme spatnu

transforméciu
C(S,1,t) = e_ﬁ(TO_t)e_o‘(lnS)u(ln S, Ty —t), (61)
a vysledné rieSenia budd mat tvar

1. I< Kt*

1 1 . (in 5)2
— e 1T e 2% X
Vo2r T =Ty

C(S,I,t) = e PTo-te—allns)

.
1—e PT
(In S+(a+1)a2r)? o2

X e 27 2n* N(p)(1 = N(r)) dp,

— 00

(62)
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kde, pre zopakovanie a zlepSenie orientacie, jednotlivé premenné boli

definované takto:

ep’r* —pr* T*
1 S (L—e777) — e py2n )
r = — —In K = 1) —(InS+ (a+1)o*71) |,
T = To—t,
T = T—To,
p = Tr—gq,
r—q 1
a = - =
o2 2’
_rtq P -9
P=5 Tgt 202
0’2 * *
nt = 4—p3(—3+2p7*+4e_” — e,
T*K_] * 1 *
* =TT 2 (] — e PT
: G e,
p = - 3
2n*

(63)

2. I > K7* Vyuzijeme tu istu spatnu transformaciu, ako v prvom pripade.
Len nesmieme zabudnut, Ze pri takto obratenej nerovnosti si integracné

hranice pre premennii p iné

1 1 « _(ns?

Vorr T =Ty

e e 2027 X

C(S,I,t) = e PTo-te—alins)

n o (7‘27' 2 >
xRS | NG N)) dp
l—e—PT
oV/2n*

(64)
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4.5 Zhrnutie

Vysledky, ktoré sme odvodili v predchadzajuicich podkapitolach, mézeme zhrnut
do nasledujucich poznatkov. Odvodili sme vztahy pre Specificky typ finan¢ného

derivatu na jednotlivych casovych intervaloch.

1. Na casovom intervale 0 < ¢t < Ty ma nas derivat charakter europskej
opcie, ktorej hodnota je rieSenim klasickej Black-Scholesovej PDR, (1)
splhajtcej koncovii podmienku v bode 7Tj odvodent v (4.2). Hodnota

opcie na tomto intervale je teda v zavislosti od vztahu [ a K7* rovna

bud’:

(a)
1 1 « _(n9)?
Voir T—Tp

1767‘77—*

C(S,I,t) = e~ B(To—t) ;—a(in )

<SS T [ T N0 N

—00

pre I < K71*; alebo

(b)

1 1 X (In 5)2
C(S.I.1) = e ATo-g—alins) Y
. Vorr T T,

(In S+ (at+1)o27r)? o0

xe V2 N(p)(1 = N(r)) dp,

1—e—PT*

p\/20*
pre I > K717,

kde premenné pouzité vo vyslednych vztahoch si definované v (63).
2. 'V ¢ase Ty cenu tohto derivatu spojite nadpojime terminilovou podmien-

kou, odvodenou v kapitole (4.2)

Se~17

C(S,],To) = T_TO

_{N (%) i Zegz/m] 7
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kde
p = Tr—4q,
’7A' = T—To,
. TK —1 .1 3
£ = u 3 e r— p (1—e"),
0-2 LS 207
n = v (=3 +2p7 +4e™ " —e 7).

3. Na ¢asovom intervale Ty < t < T bude mat nas derivat charakter azijskej

opcie, spliiajucej pozmeneni Black-Scholesovu rovnicu (39)

oC 90 1 , ,0°C oC B
E+SW+§US@+<T_(1)S%_TC_O’

s terminalovou podmienkou v case T’

max( 1) —K,O).

T Ty

Vysledné rieSenie pozostava z formuly (54), ktort sme ziskali aproximé-
ciou v kapitole (4.1) a korek¢ného ¢lena, ktory ako riesenie PDR s pre-
mennymi koeficientami, ziskame pomocou metdédy konecénych diferencii

podobne ako Zhang v [14].
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5 Zobrazenie vplyvu azijského charakteru opcie

V kapitole uvedieme niekolko grafov, ktoré nam priblizuju a popisuji spravanie

sa ceny azijského derivatu v zavislosti od vzdalovania sa od ¢asu expiracie 7.

Pod grafom je uvedené 7, udavajice vzdialenost t od ¢asu expiracie T', udavanu

v rokoch. V programe boli pouzité nasledovné hodnoty casu:

T = 3 roky, Ty = 1.2 roka

Cena az.opcie v zavislosti od S a I-terminal payoff Density plot terminaloveho payoffu
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Cena az.opcie v zavislosti od S a I-tau=0.3 Density plot payoffu v case T-0.3
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o 2
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200
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Obréazok 1: Terminalovy payoff a troviiovy graf v ¢ase expiracie T, (7
prislusné grafy pre 7 = 0.3

0) a
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Cena az.opcie v zavislosti od S a I-tau=0.6 Density plot payoffu v case T-0.6
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200
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100 150
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50 50
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Cena az.opcie v zavislosti od S a I-tau=0.9 Density plot payoffu v case T-0.9
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Cena az.opcie v zavislosti od S a I-tau=1.2 Density plot payoffu v case T-1.2
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Obréazok 2: Payoff grafy a droviiové grafy rieSenia pre 7 = 0.6, 0.9, 1.2
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Cena az.opcie v zavislosti od S a I-tau=1.5
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Obréazok 3: Payoff grafy a droviiové grafy rieSenia pre 7 = 1.5, 1.8
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6 Zaver

Oboznamili sme sa s relativne novym finanénym derivatom - azijskymi opcia-
mi. Ako uz bolo spomenuté, ocefiovacie metody su pre azijské opcie este stale

VO VYVOji.

V diplomovej praci vyuzivame semi-analyticki metdédu azijského mate-
matika Zhanga a rozSirujeme jej platnost aj na iné typy casovych intervalov.
Splnili sme tak stanoveny ciel, pretoze uz vieme ako treba ocefiovat derivat,
ktory méa na zaciatku svojej zivotnosti charakter europskej call opcie a zvySnu

cast svojej zivotnosti je priemerovany ako azijska opcia.

Prinos diplomovej prace spociva v tom, ze prave vylepSené semi-analyticka
metoda nam dava ocenovaciu formulku pre SirSie spektrum azijskych opcii s
roznorodym charakterom. Formulka je aplikovateIna na opcie s rozne dlhym
obdobim priemerovania, podla toho ako si zvolime. Popisali sme tieZ zauji-

, ;. , s . 2 N . 2 .z s .
mavy vzajomny vztah medzi problémom ocehovania eurdépskych opcii a é&zi-

jskych opcii.

Ciele stanovené v praci sme teda naplnili. Otazkou na premyslanie zosta-
va, ako ziskany zlozito vyzerajuci ocenovaci vzorec zjednodusit pre praktické

vyuzitie vo finan¢nom svete.
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7 Appendix

Odvodenie BS rovnice pre azijské opcie

V tejto Casti uvadzame pre a lepSiu orientaciu Citatela podrobné odvo-
denie Black-Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice (9). Uvazujeme ari-
tmeticky priemerovanu azijska average rate opciu.

Pri odvodzovani budeme vyuzivat nasledovné premenné:

S — cena zakladného aktiva,

C — hodnota opcie na dané aktivum,

r — bezrizikova arokova miera,

qg — dividendova miera prislusného aktiva,
o — volatilita,

Na odvodenie BS rovnice potrebujeme vSak aj obSirny aparéat stochastického
kalkulu, ktory je mo7né nastudovat si v [10] a tiez v [7].
Vyvoj ceny akcie mé stochasticky charakter, ktory moézeme popisat rovni-

cou (8)
dS = (r — q)Sdt + o SdW,

kde W je Wienerov proces.
Hodnota azijskej opcie je funkcia, ktora je zavisla od ceny podkladového aktiva

S, priemerovanej ceny I a ¢asového okamihu ¢, ¢o mézeme zapisat ako
C=C(S,1,t). (65)

Funkcia C' ma teda vdaka zavislosti od S tieZ stochasticky charakter, preto
jej derivovanim, pouzitim Itoovej lemy, ziskavame stochasticki diferencialnu

rovnicu

dC = — dS+ —dIl+|— + = °S* —

oC oC oc 1 92C
as oI (8t 2 852)dt’ (66)
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kde dI je vyvoj premennej [ v ¢ase.

I sme definovali ako I = fot S(7)dr, z ¢oho dostavame
dl = Sdt (67)

Do rovnice (66) dosadime (8) a (65) a ziskame

e aC oC |1 ,,,0°C
dC = %((r q)Sdt+SadW)+WSdt+ (W + 50 S @) dt. (68)

Po uprave a preskupeni ¢lenov

dC = <%—f + (r—q)Sg—g + %a%ﬂ 22_86; + Sg—?)dt—i—&f g—gdw
(69)
V dalsom kroku bude nasou snahou vytvorit podobne ako v [10] samofi-
nancované portfélio s nulovym rastom investicii. Doélezitym predpokladom je
aj poziadavka na bezrizikovost investicie do daného portfélia.
Vytvorime teda portfolio, pozostavajuce z akcii S, opcii na tieto akcie C' a

bezrizikovych dlhopisov B. Ich mnozstva oznac¢ime ako:
s = objem akcii v portfoliu,
Qe = objem opcii na akcie v portfoliu,
B = objem bezrizikovych dlhopisov.
Predpoklad nulového rastu investicii do portfolia mézeme vyjadrit rovnicou
SQs+ CQc+ B =0, pre kazdé t € [0,T7, (70)

a podmienka samofinancovatelnosti portfolia v kazdom okamihu je vyjadrenéa

rovnicou

SdQs + CdQe + 6B = 0, (71)

ktori mozeme jednoducho interpretovat - naklady na zmeny mnozstiev jed-

notlivych sacasti portfolia su financované ziskami samotného portfolia.
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Dalsim dolezitym faktom je zmena objemu a vynosu dlhopisov v case, ktora

je dané ako

dB = rBdt+ 0B + ¢SQsdt, (72)
kde
rBdt — bezrizikovy dlhopis nevyplacajici ziadne kupony,
0B — zmena objemu dlhopisov v portfoliu,
qSQsdt — celkové mnozstvo vyplatenych dividend za cas dt.

Teraz budeme derivovat rovnicu (70), pricom nesmieme zabudnuat, Ze v nej

derivujeme suc¢iny. Dostavame vztah
QRsdS + QcdC + SdQs + CdQ¢e + dB = 0. (73)

| sa na rovnicu dobre pozrieme zistime, ze mozeme dosadit za dB hodnotu

zo vztahu (72) a sucet SdQs + CdQ¢ modzeme nahradit —dB
QsdS + QcdC + rBdt + ¢SQgdt = 0. (74)
Dalej je mozné dosadit za B z rovnice (70)
QsdS + QcdC — (rSQs + rCQc — ¢SQg)dt = 0. (75)

Ked poslednu ziskant rovnicu predelime ¢lenom ()¢ a zavedieme substiticiu

(—%) = A, vznikne

dC — rCdt — A(dS — rSdt + ¢Sdt) = 0. (76)

Teraz pomocou vztahov (69) a (8) nahradime premenné v predchadzajice;

rovnici a po preskupeni ¢lenov dostaneme

oC oC o2 ,0°C  9C oC
(77)
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Posledna faza je vyuzitie predpokladu o bezrizikovosti portfolia. Ked chceme
zabezpecit bezrizikovost (nulovi volatilitu portfolia), ¢len pri procese dW musi

byt rovny nule. Preto polozime

oC
— =A.
39 (78)

Po vS8etkych tychto tpravach napokon dostavame tvar Black-Scholesovej par-
cidlnej diferencialnej rovnice pre azijské opcie

oc  oC 1 , ,0°C oC B
E—FSa—]—l—gaSa—SQ—k(r—q)S%—rC—O. (79)
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