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Abstrakt

Výkyvy �nan£ných trhov podnie´ujú matematikov k vytváraniu a oce¬ovaniu
nových typov �nan£ných derivátov. Ázijské opcie svojím charakterom reagujú
na zmenu ceny aktíva, na ktoré sú vypisované. V práci je odvodený postup,
ktorý £iasto£ne vylep²uje v minulosti odvodenú oce¬ovaciu formulku. Táto
diplomová práca priná²a tieº súhrn vzorcov na ocenenie ²peci�ckého typu op-
cie, ktorá s £asom mení charakter z európskej na ázijskú opciu.

K©ú£ové slová: opcia, ázijská opcia, Black-Scholesova rovnica, rovnica
vedenia tepla, payo�.

Abstract

Unexpected �uctuations of �nancial markets lead to �nding and pricing the
new types of �nancial derivatives. The character of asian options reacts for
the changes in price of underlying asset. In this work we derive an algorithm,
which improves the pricing formula derived in the past. This master thesis
also brings a set of formulas for pricing a speci�c option type, which changes
its character from european to asian option.

Key words: option, asian option, Black-Scholes equation, standard heat
equation, payo�.
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Úvod

Koncom minulého storo£ia svetové �nan£né trhy zaznamenali nieko©ko prud-
kých výkyvov, ktoré mali negatívne ú£inky na vklady investorov. Práve nesta-
bilný charakter �nan£ných trhov podnietil matematikov k h©adaniu aktív,
ktoré by na trhu zníºili riziko investora. Jedným z takýchto moderných �-
nan£ných nástrojov sú aj ázijské opcie, ktorým sa budeme v tejto práci veno-
va´.

V prvej kapitole popí²eme charakter rôznych typov opcií. Vymedzíme
základné pojmy a vz´ahy a popí²eme postup odvodenia oce¬ovacej formulky
pre európske opcie.

Druhá kapitola poskytuje preh©ad pojmov a vz´ahov pre ázijské opcie.
Nazna£uje aj analógiu oce¬ovacích formuliek pre európske a ázijské opcie.
V závere kapitoly je podrobne odvodená semi-analytická metóda ázijského
matematika Jin E. Zhanga.

Predelom medzi prvou a druhou £as´ou práce je tretia kapitola, ktorá
opisuje ciele práce a postup ich nap¨¬ania.

V ²tvrtej kapitole odvodíme vylep²enú semi-analytickú metódu a vyuºi-
jeme ju na ocenenie opcie, ktorej charakter sa mení pod©a £asového okamihu,
v ktorom sa práve nachádza.

Piata kapitola obsahuje gra�cké zobrazenia ázijského charakteru opcie v
rôznych £asových okamihoch pred dobou expirácie.

V závere diplomovej práce sú zhrnuté nadobudnuté výsledky a popísané
splnené ciele.
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1 Opcie

Investovanie na �nan£ných trhoch je v sú£asnosti najmodernej²ou a najob©úbe-
nej²ou metódou, ako zhodnoti´ svoje �nan£né prostriedky. Ceny akcií, inde-
xov a rôznych iných �nan£ných nástrojov sa v²ak na trhu pohybujú náhodne
a ich �uktuácie spôsobujú obchodníkom neraz ve©ké riziká alebo straty. To
podnietilo vznik takých �nan£ných nástrojov, akými sú v sú£asnosti opcie a
akcie rôznych druhov, ktorými sa snaºia obchodníci aspo¬ £iasto£ne popísa´
a stabilizova´ náhodný charakter aktív, a tým zníºi´ svoje riziko. Medzi zá-
kladné typy �nan£ných derivátov zara¤ujeme opcie, deriváty úrokových mier,
forwardy, swapy a iné.

V diplomovej práci sa budeme venova´ iba opciám. Jednoduchú inter-
pretáciu a de�níciu tohto �nan£ného nástroja je moºné nájs´ v rôznych kni-
hách, na internetových stránkach a vo �nan£ných slovníkoch. Na tento nástroj
sa v²ak budeme pozera´ najmä zo stránky �nan£nej matematiky.

1.1 Typy opcií

Hlb²ie teoretické poznatky k tejto kapitole je moºné nájs´ v knihe ázijského
odborníka Kwoka [5], my sa obmedzíme len na základnú charakteristiku.
Najjednoduch²í a zárove¬ najpouºívanej²í typ opcií sú takzvané vanilla op-
cie. Európsky typ vanilla opcie predstavuje na �nan£nom trhu právo, nie
v²ak povinnos´, zrealizova´ v budúcnosti, konkrétne v expira£nom £ase, nákup
alebo predaj ur£itého mnoºstva aktíva.
Kúpou opcie dohadujeme podmienky budúceho obchodu. Presne dohodneme
realiza£nú cenu a expira£ný £as, pri ktorom sa obchod môºe zrealizova´. Ak-
tívami, na ktoré sa opcie vypisujú môºu by´ akcie, dlhopisy, úrokové miery,
meny, burzové indexy, ale aj futurity.
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�peci�ckou £rtou amerického typu vanilla opcie je moºnos´ zreali-
zova´ dohodnutý obchod uº pred dobou expirácie. Ke¤ºe americký typ opcie
nesie so sebou vä£²ie právo na realizáciu, cena takejto opcie bude vy²²ia ako ce-
na pro´aj²ku európskeho typu. Rozdiel v cene sa nazýva cena za pred£asnú
realizáciu.

�al²ou skupinou, ktorá v sebe zah¯¬a viaceré typy opcií, sú tzv. opcie
závislé od vývoja ceny. Tento názov vyjadruje ich vlastnos´ - výplata závisí
od pohybov ceny aktíva, na ktoré sú vypisované, po£as celej ºivotnosti opcie.
Napríklad cena lookback opcie závisí od minimálnej a maximálnej ceny prí-
slu²ného aktíva, dosahovanej po£as celej ºivotnosti opcie zatia©, £o výplata
priemerovaných - ázijských opcií závisí od priemeru hodnôt aktíva za ur£itú
dobu po£as ºivota aktíva. V istom zmysle by sa aj americké opcie dali povaºo-
va´ za závislé od vývoja ceny, pretoºe môºu by´ zrealizované aj pred maturitou
a rozhodnutie zrealizova´ obchod pred£asne je ovplyvnené vývojom ceny aktí-
va.
Ruské opcie na aktívum zaru£ujú drºite©ovi zisk maximálnej historickej hod-
noty spomedzi cien aktíva, dosahovaných pred maturitou. Drºite© ruskej opcie
môºe uskuto£ni´ obchod v ©ubovo©nom £ase pred a v dobe expirácie, preto
sa tieº ruské opcie nazývajú aj nepretrºitými americkými opciami.
�al²ím pouºívaným typom opcie závisiacej od vývoja ceny akcie sú bariérové
opcie. Bariérová opcia typu call je právo, nie povinnos´, kúpi´ aktívum za do-
hodnutú expira£nú cenu v £ase expirácie. Pokia© cena akcie v nejakom £ase
pred dobou expirácie prekro£í stanovenú bariéru, tak opcia automaticky vypr²í
a vypisovate© uhradí drºite©ovi zmluvou dohodnutý rabat.
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1.2 Základné pojmy

Ako uº bolo uvedené, opcia predstavuje na �nan£nom trhu právo, nie v²ak
povinnos´, zrealizova´ v budúcnosti nákup alebo predaj ur£itého mnoºstva
aktíva. Toto právo uplatni´, £i neuplatni´, danú opciu nám priná²a istú výhodu
oproti tým, ktorí moºnos´ takéhoto výberu nemajú. Preto uº aj samotné právo
zrealizova´ obchod má hodnotu. Táto hodnota musí by´ zaplatená na za£iat-
ku vypisovania kontraktu. Cena, ktorú zaplatíme vypisovate©ovi za to, ºe my
ako drºitelia opcie máme právo na budúce uplatnenie opcie, sa nazýva op£ná
prémia. Tento pojem vyuºíva aj D. �ev£ovi£ v [10].
Základným cie©om matematicko-�nan£nej teórie je úloha ako oceni´ opcie, aby
nedo²lo k znevýhodneniu ani jednej strany kontraktu.

Call opcia (kúpna opcia) je dohoda, v ktorej majite© získava právo
kúpi´ akciu v dohodnutom expira£nom £ase T za dohodnutú expira£nú cenu
E. Právo, na základe ktorého drºite© môºe, ale nemusí zrealizova´ tento obchod
v expira£nom £ase, má nenulovú hodnotu V , ktorá musí by´ zaplatená v £ase
uzavretia kontraktu.

Put opcia (predajná opcia) je kontrakt, v ktorom majite© získava
právo preda´ akciu v presne ur£enom expira£nom £ase T za vopred dohodnutú
expira£nú cenu E. V²eobecnou úlohou je nájs´ cenu opcie v £ase t = 0, [10].

Najznámej²í matematický model na oce¬ovanie �nan£ných derivátov je
Black-Scholesova rovnica. Model opisuje £asový vývoj ceny opcie ako funkciu
ceny akcie v £ase zostávajúcom do expirácie. V tomto známom modeli oce¬ova-
nia derivátov zohráva hlavnú úlohu stochastický charakter aktíva. Základnými
nástrojmi na popis stochastického charakteru sú Wienerov proces a Brownov
pohyb [10].
Samotná Black-Scholesova rovnica má nasledujúci tvar:

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, (1)
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S > 0 − sú£asná cena aktíva, na ktoré je opcia vypisovaná ,

V − hodnota opcie na dané aktívum,

T − expira£ná doba - termín vypr²ania platnosti opcie,

V (S, t) − vyjadruje funkciu ceny opcie, preto potom hodnota v £ase

t = 0, t.j. V (S, 0) vyjadruje op£nú prémiu na za£iatku uzatvárania kontraktu.

K samotnej Black-Scholesovej rovnici v²ak musíme doplni´ podmienku,
ktorá bude bliº²ie ²peci�kova´ o aký typ opcie ide. Tou podmienkou bude
hodnota funkcie V (S, t) v expira£nom £ase t = T . Uvedená hodnota ur£uje
terminálový payo� opcie.

Terminálový payo� európskeho typu call opcie:

V (S, T ) = max (S − E, 0) =





S − E pre S ≥ E,

0 pre 0 < S < E.
(2)

Terminálový payo� európskeho typu put opcie:

V (S, T ) = max (E − S, 0) =





E − S pre S ≤ E,

0 pre E < S.
(3)

My²lienkou rie²enia Black-Scholesovej rovnice a h©adania ceny európske-
ho typu opcie je h©adanie rie²enia parciálnej diferenciálnej rovnice, ktoré sp¨¬a
príslu²nú terminálovú podmienku. Black-Scholesova rovnica má tvar parabo-
lickej parciálnej diferenciálnej rovnice (¤alej PDR). Transformáciami ju v²ak
vieme previes´ na základný tvar parabolickej PDR - na rovnicu vedenia tepla.
Zavedením substitúcie £asovej premennej a logaritmickou transformáciou ceny
akcie získame tvar parabolickej PDR, ktorý vieme exponenciálnou transformá-
ciou previes´ na rovnicu vedenia tepla.

1. Substituujeme £asovú premennú t ∈ [0, T ] na τ = T − t

⇒ V (S, T − τ) = W (S, τ), a teda V (S, t) = W (S, T − t).
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Týmto postupom sa Black-Scholesova rovnica pretransformuje na tvar

∂W

∂τ
− 1

2
σ2S2∂2W

∂S2
− rS

∂W

∂S
+ rW = 0.

2. Zavedieme logaritmickú transformáciu na premennú S

S = ex, x = ln S,

Z(x, τ) = W (ex, τ).

Parciálna diferenciálna rovnica touto transformáciou opä´ zmení tvar na

∂Z

∂τ
− 1

2
σ2∂2Z

∂x2
−

(
r − σ2

2

)
∂Z

∂x
+ rZ = 0.

3. Vyuºijeme exponenciálnu transformáciu, aby sme sa v parciálnej dife-
renciálnej rovnici zbavili £lenov niº²ieho rádu. Takouto úpravou získame
základný tvar parabolickej PDR, takzvanú rovnicu vedenia tepla s kon-
²tantnými koe�cientami, ktorej rie²enie v tvare Greenovej funkcie poznáme
z teórie parciálnych diferenciálnych rovníc [11]

u(x, τ) = eαx+βτZ(x, τ).

Výsledná rovnica a okrajová podmienka pre funkciu u majú nakoniec
tvar

∂u

∂τ
− σ2

2

∂2u

∂x2
= 0, (4)

u(x, 0) = eαxV (ex), −∞ < x < ∞, τ ∈ (0, T ).

Ke¤ na toto rie²enie spätne aplikujeme substitúcie, ktoré sme pouºili a pridáme
okrajovú podmienku napríklad pre európsky typ call opcie, získame explicitné
rie²enie, ktoré je hodnotou európskeho callu

V (S, t) = SN(d1)− Ee−r(T−t)N(d2). (5)
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Pre vysvetlenie, N(d) je distribu£ná funkcia normovaného normálneho rozde-
lenia

N(d) =
1√
2π

d∫

−∞

e−
s2

2 ds,

a d1, d2 majú nasledovnú hodnotu

d1 = d1(S, t) =
ln (S/E) + (r + σ2

2
)(T − t)

σ
√

T − t
,

d2 = d2(S, t) =
ln (S/E) + (r − σ2

2
)(T − t)

σ
√

T − t
.
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2 Ázijské opcie

Ázijské opcie sú typom opcií závislých od vývoja ceny aktíva, na ktoré je opcia
vypisovaná, kde výplatná funkcia závisí od historického priemeru ceny aktíva.
Tomuto typu opcií sa intenzívne venuje vo svojich ²túdiach hongkongský mate-
matik Jin E. Zhang, napr. aj v [14].

Ázijské opcie sú ve©mi uºito£ným nástrojom �nan£ného odvetvia. Môºu
by´ pouºité na hedgovanie ²peci�ckých typov aktív po£as ur£itej £asovej perió-
dy. Takéto hedgovanie je pritom lacnej²ie ako portfólio oby£ajných vanilla
opcií. Navy²e ázijské opcie majú ¤al²iu výhodu oproti vanilla opciám-môºeme
ich pouºi´ na ochranu proti cenovej manipulácii zo strany vypisovate©a v £ase
maturity.

Charakter ázijských opcií môºeme analogicky porovnáva´ s iným typom
opcií a to s basket opciami - tzv. ko²íkovými opciami.
Basket opcie sú opcie, ktorých cena závisí na hodnote portfólia (resp. ko²íka
aktív). Tento typ opcií je v sú£asnosti ve©mi populárny, podobne ako aj ázijské
opcie. Cena opcie na ko²ík aktív je niº²ia ako cena na individuálne aktívum,
pretoºe pro�l výplat lep²ie kopíruje zmeny v hodnote portfólia, ako nejaká
kombinácia opcií na individuálne aktívum. Hodnota tejto opcie je vysoko
korelovaná s hodnotou portfólia v jednotlivých £asových okamihoch a to je
k©ú£ová vlastnos´, ktorú majú basket opcie spolo£nú s ázijskými opciami [17].
Aj hodnota ázijskej opcie je silno korelovaná s vývojom ceny aktíva v je-
dnotlivých £asových okamihoch. Uvedený údaj je zahrnutý aj v oce¬ovacej
formulke, £o uvidíme v nasledujúcej kapitole.

Rozli²ujeme dva základné typy ázijských opcií pod©a toho, £o je vo vý-
platnej funkcii priemerované:

• Average rate opcia - ak je priemerovaná hodnota v pozícii ceny aktíva,
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mimochodom je to zloºitej²í matematický prípad.

• Average strike opcia - ke¤ je priemerovaná hodnota v pozícii expi-
ra£nej ceny akcie.

�al²ou vlastnos´ou, pod©a ktorej môºeme rozlí²i´ typy ázijských opcií,
je spôsob priemerovania a to na aritmetické a geometrické ázijské opcie. Oce¬o-
vanie a hedgovanie geometrických ázijských opcií je jednoduché, pretoºe prí-
slu²ná Black-Scholesova rovnica sa dá transformova´ na rovnicu vedenia tepla
s kon²tantnými koe�cientami, ktorej rie²enie z teórie parciálnych diferenciál-
nych rovníc [11] poznáme v tvare Greenovho tepelného jadra.

2.1 Spôsoby oce¬ovania ázijských opcií

Oce¬ovanie aritmeticky priemerovaných ázijských opcií je oproti klasickým
opciám ve©mi ´aºké a zloºité, pretoºe aritmetické priemerovanie sa nedá za-
písa´ ako lognormálny proces. Pre takýto typ opcií neexistuje explicitné rie²e-
nie príslu²nej parciálnej diferenciálnej rovnice. Rie²enie sa preto musí h©ada´
rôznymi aproximatívnymi metódami, ktoré sa ako v [14] dajú rozdeli´ do troch
kategórií:

1. Numerický prístup - spo£íva v pouºití Monte Carlo simulácie na výpo-
£et hodnoty aritmetickej ázijskej opcie. Na rie²enie PDR je tieº moºné
pouºi´ numerickú schému metódy kone£ných diferencií. Tento prístup
vyuºili vo svojich prácach Kemna a Vorst [4], Roger a Shi [9] a tieº
Forsyth a Vetzal [16].

2. Analytická aproximácia - Turnbull a Wakeman [12] odvodili apro-
ximatívnu formulu výpo£tom a spojením nieko©kých prvých momentov
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aritmetického priemeru s lognormálnym procesom. Aj pri tomto prí-
stupe je prítomný problém ve©kej chyby v presnosti aproximatívneho
rie²enia.

3. Odhad dolného a horného ohrani£enia hodnoty - Roger a Shi [9]
odvodili hodnotu hornej a dolnej hrani£nej hodnoty ázijskej opcie. Tieº
je známe aj pouºitie trinomického stromu na výpo£et týchto hrani£ných
hodnôt - Chalansi, Jha a Varikooty [3].

My sa budeme v tejto diplomovej práci zaobera´ semi-analytickou metó-
dou oce¬ovania aritmeticky priemerovaných ázijských average rate opcií. Tú-
to metódu odvodil uº spomínaný hongkongský matematik Jin, E., Zhang
[14]. Metóda slúºi na oce¬ovanie spojito aritmeticky priemerovaných ázij-
ských opcií. Chápeme to tak, ºe do priemeru sa zah¯¬a cena v kaºdom
okamihu £asového intervalu, na ktorom má opcia ázijský charakter. Semi-
analytická metóda nadobúda ove©a presnej²ie výsledky, ako v²etky metódy
uvedené v predchádzajúcich kategóriach.

2.2 Základné vz´ahy

Ako sme spomenuli v úvode kapitoly, rozli²ujeme average rate a average strike
opcie. Rozdiel je v tom, ktorú hodnotu priemerujeme.
Pri average rate opcii je priemerovaná hodnota v pozícii ceny akcie. Potom
výplatná funkcia v £ase expirácie má tvar

max(S̄ −K, 0),

kde S je cena akcie a K je expira£ná cena akcie.
Average strike opcia má priemerovanú hodnotu v pozícii expira£nej ceny akcie.
Výplatná payo� funkcia v £ase expirácie má tvar

max(S − K̄, 0).
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Pri popise semi-analytickej metódy budeme, podobne ako Zhang, vyuºí-
va´ iba average rate opciu so spojitým priemerovaním. Pre average rate opciu
�xujeme expira£nú cenu K a cena akcie S̄ je aritmetickým priemerom hod-
nôt za ur£itý £asový interval napr. [T0, T ]. Oce¬ovaciu formulku odvodíme
iba pre periódu, na ktorej sa priemeruje, £iºe pre také t, ºe T0 ≤ t ≤ T . Cena
opcie v období, v ktorom e²te neprebieha priemerovanie, sa dá jednoducho
vypo£íta´ ako rie²enie klasickej Black-Scholesovej rovnice. Ako koncovú pod-
mienku treba v²ak bra´ do úvahy výplatnú payo� funkciu v £ase T0. To je
£as, v ktorom sa stráca charakter oby£ajnej vanilla opcie a nastupuje ázijské
priemerovanie.
Sústre¤me sa na odvodenie semi-analytickej metódy pod©a toho, ako ju uvádza
Zhang. Vyuºijeme rovnaké zjednodu²enie ako on a poloºíme T0 rovné nule.

Zavedieme novú premennú I

I =

∫ t

0

S(τ)dτ, (6)

£o je spojitý sú£et cien aktíva, na ktoré je opcia vypisovaná. Aritmetický
priemer ceny na intervale [0, t] vypo£ítame ako podiel I/t. Potom výplatná
payo� funkcia pre ázijskú average rate call opciu môºe by´ zapísaná ako

max
(

I(T )

T
−K, 0

)
. (7)

V [10] a tieº u I. Melicher£íka v [7] si môºeme pripomenú´, ºe v rizikovo
neutrálnom svete má cena akcie stochastický charakter. Na modelovanie ceny
akcie môºeme pouºi´ stochastickú diferenciálnu rovnicu

dS = (r − q)Sdt + σSdW, (8)

kde r je bezriziková úroková miera, q je dividendová miera, σ je volatilita a W

je Wienerov proces.
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2.3 Analógia oce¬ovania európskych a ázijských opcií

Podobne, ako moºno charakter ázijských opcií porovnáva´ s charakterom bas-
ket opcií, dá sa vyvodi´ ur£itá analógia medzi problémami pri oce¬ovaní kla-
sických opcií a problémami pri vyuºití vzorca na výpo£et hodnoty ázijskej
opcie.

Ke¤ oce¬ujeme európske opcie, do rie²enia Black-Scholesovej rovnice nám
v kaºdom momente vstupuje hodnota volatility σ. Tento fakt je v²ak pod-
mienený poznaním implikovanej volatility v kaºdom okamihu oce¬ovania.
Ak má call opcia oce¬ovací vzorec daný vz´ahom (5) a máme dané konkrétne
S, t a hodnotu opcie V s expira£nou cenou E v £ase T , tak potom jediné klad-
né £íslo σ rie²i príslu²nú oce¬ovaciu rovnicu pre tieto hodnoty, a toto rie²enie
nazývame implikovaná volatilita akcie, vypo£ítaná na základe známych hodnôt
parametrov. Aby bol oce¬ovací vzorec pouºite©ný, museli by sme na výpo£et
ceny opcie v ©ubovo©nom £asovom okamihu pozna´ hodnotu implikovanej volati-
lity. My túto hodnotu v²ak nepoznáme, preto ako náhradu implikovanej volati-
lity dosadíme do oce¬ovacej formulky hodnotu historickej volatility, vypo£ítanú
z historických dát.

Podobný problém nastáva aj pri vyuºívaní vzorca na oce¬ovanie ázijských
opcií. V tomto prípade je pre nás neznámou hodnota integrálneho sú£tu cien
akcie I v kaºdom £asovom okamihu. A tu uº je moºné vidie´ spomínanú
analógiu s problémom volatility. Aby sme získali hodnotu opcie v ur£itom
£ase t na intervale [0, T ], môºeme za sú£asné ceny vstupujúce do integrálneho
sú£tu, dosadi´ historické údaje o cenách konkrétnej akcie.
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2.4 Semi-analytická metóda

V prácach Black-Scholesa [1] a Mertona [8] bola odvodená najdôleºitej²ia
my²lienka oce¬ovania vanilla opcií. Základným kame¬om je Black-Scholesova
PDR (1), uvedená v kapitole 1. Na základe týchto prác v roku 1990 Kem-
na a Vorst [4] ako prví odvodili upravený tvar tejto PDR pre ázijské opcie.
Platí, ºe cena aritmeticky priemerovanej ázijskej call opcie C(S, I, t), na akciu
neplatiacu dividendy, sp¨¬a nasledujúcu parciálnu diferenciálnu rovnicu, ktorej
podrobné odvodenie je moºné nájs´ v kapitole Appendix.

∂C

∂t
+ S

∂C

∂I
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0, (9)

a uº spomenutú terminálovú podmienku (7)

C(S, I, T ) = max
(

I

T
−K, 0

)
.

Do Black-Scholesovej rovnice (9) aplikujeme nasledovnú transformáciu pre-
menných:

ξ =
TK − I

S
e−rτ − 1

r
(1− e−rτ ), (10)

τ = T − t, (11)

C(S, I, t) =
S

T
f(ξ, τ), (12)

a získame rovnicu vedenia tepla s premennými koe�cientami, t.j. parciálnu
diferenciálnu rovnicu druhého rádu

∂f

∂τ
− 1

2
σ2

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]2
∂2f

∂ξ2
= 0, −∞ < ξ < ∞. (13)

K tej prislúcha koncová podmienka, z ktorej sa po transformácii stala po£ia-
to£ná podmienka

f(ξ, 0) = max(−ξ, 0). (14)

Potom
∂2f(ξ, 0)

∂ξ2
= δ(ξ), (15)
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kde δ(ξ) je Diracova funkcia, nadobúdajúca hodnoty

δ(ξ) =





+∞ pre ξ = 0

0 pre ξ 6= 0 a
∫ +∞
−∞ δ(ξ)dξ = 1.

Preto efekt vedenia tepla existuje iba ak ξ = 0 a bude badate©ný iba pre oblasti
malých hodnôt ξ. Preto v ¤al²om postupe môºeme ξ z rovnice (13) vynecha´
a získa´ tak rie²enie f0(ξ, τ) nasledujúcej PDR, ktoré je analytickou aproximá-
ciou pôvodného f(ξ, τ)

∂f0

∂τ
− σ2

2r2
(1− e−rτ )2∂2f0

∂ξ2
= 0, −∞ < ξ < ∞, (16)

a prislúchajúca po£iato£ná podmienka má tvar

f0(ξ, τ = 0) = max(−ξ, 0). (17)

Do tejto rovnice zavedieme novú £asovú premennú η

dη =
σ2

2r2
(1− e−rτ )2dτ,

z £oho po integrovaní získame priamo £asovú premennú η

η =

∫ τ

0

σ2

2r2
(1− e−rs)2ds =

σ2

4r3
(−3 + 2rτ + 4e−rτ − e−2rτ ). (18)

Z posledne uvedenej PDR sa stáva parciálna diferenciálna rovnica s kon²tant-
nými koe�cientami, takzvaná rovnica vedenia tepla

∂f0

∂η
− ∂2f0

∂σ2
= 0, −∞ < ξ < ∞, (19)

s terminálovou podmienkou

f0(ξ, η = 0) = max(−ξ, 0). (20)

Rie²enie rovnice vedenia tepla, so zadanou po£iato£nou podmienkou, nám dá-
va teória rie²enia parciálnych diferenciálnych rovníc [11] v tvare Greenovho
tepelného jadra

f0(ξ, η) = −
∫ 0

−∞
ξ0

1√
4πη

e−(ξ0−ξ)2/4ηdξ0 = −ξN

(
− ξ√

2η

)
+

√
η

π
e−ξ2/4η.

(21)
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Uvedeným postupom sme získali analytickú aproximáciu ceny ázijskej
opcie (21).
Jednoduchým algebrickým postupom vieme zo získaného vzorca vypo£íta´
vz´ahy pre zodpovedajúce op£né charakteristiky, tzv. grékov.
Op£né charakteristiky nie sú ni£ iné, ako parciálne derivácie získanej analy-
tickej aproximácie C0(S, I, t) hodnoty opcie pod©a jednotlivých premenných.
Vyuºijeme pri tom nasledovné derivácie:

∂f0

∂ξ
= −N

(
− ξ√

2η

)
,

∂2f0

∂ξ2
=

1

2
√

πη
e−ξ2/4η =

∂f0

∂η
,

∂ξ

∂S
= − 1

S

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]
,

∂ξ

∂t
= 1 + rξ,

∂η

∂t
= − σ2

2r2
(1− 2e−rτ + e−2rτ ),

∂η

∂σ
=

η

2σ
,

∂ξ

∂r
= − 1

r2
(r2τξ + rτ − 1 + e−rτ ),

∂η

∂r
=

σ2

4r4

[
9− 4rτ − (12 + 4rτ)e−rτ + (3 + 2rτ)e−2rτ

]
.

Výsledkom celého ná²ho snaºenia a pracného odvodzovania sú aproxi-
matívna formula na výpo£et ceny aritmeticky priemerovanej ázijskej average
rate call opcie s payo�om

max(I/T −K, 0)

a hodnoty op£ných charakteristík, ktoré môºeme podobne ako Zhang [14]
zhrnú´ v nasledujúcich dvoch vetách. Prvá veta hovorí o aproximatívnej for-
mulke. Za aproximáciu povaºujeme obmedzenie premennej ξ na región blízky
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0, v predchádzajúcom postupe.

Veta 2.1 Hodnota aritmeticky priemerovanej ázijskej average rate call opcie
a hodnoty príslu²ných op£ných charakteristík sú dané nasledujúcimi aproxi-
matívnymi formulami:

C0(S, I, t) =
S

T
f0(ξ, η) =

S

T

[
−ξN

(
− ξ√

2η

)
+

√
η

π
e−ξ2/4η

]

= S
1− e−rτ

rT
N

(
− ξ√

2η

)
+

S

T

√
η

π
e−ξ2/4η

−e−rτ

(
K − 1

T

)
N

(
− ξ√

2η

)
, (22)

∆0 =
∂C0

∂S
=

1− e−rτ

rT
N

(
− ξ√

2η

)
+

1

T

√
η

π
e−ξ2/4η, (23)

Θ0 =
∂C0

∂t
= −S

T
(1 + rξ) N

(
− ξ√

2η

)

− Sσ2

4r2T
√

πη
(1− 2e−rτ + e−2rτ ) e−ξ2/4η, (24)

Γ0 =
∂2C0

∂S2
=

∂∆0

∂S
=

1

2ST
√

πη

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]2

e−ξ2/4η, (25)

Vega0 =
∂C0

∂σ
=

S

4Tσ

√
η

π
e−ξ2/4η, (26)

ρ0 =
∂C0

∂r
=

S

r2T
(r2τξ + rτ − 1 + e−rτ ) N

(
− ξ√

2η

)
(27)

+
Sσ2

8r4T
√

πη
[9− 4rτ − (12 + 4rτ)e−rτ + (3 + 2rτ)e−2rτ ] e−ξ2

/4η,

Elasticita, Ω0 = ∆0
S

C0

=

1
r

(1− e−rτ ) N
(
− ξ√

2η

)
+

√
η
π

e−ξ2
/4η

−ξN
(
− ξ√

2η

)
+

√
η
π

e−ξ2/4η
. (28)

kde N(.) je distribu£ná funkcia normovaného normálneho rozdelenia, de�no-
vaná ako

N(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−y2/2dy,
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a ξ, η a τ boli pouºité v odvodzovacom postupe (41),(42),(50).

ξ =
TK − I

S
e−rτ − 1

r
(1− e−rτ ),

τ = T − t,

η =

∫ τ

0

σ2

2r2
(1− e−rτ )2ds =

σ2

4r3
(−3 + 2rτ + 4e−rτ − e−2rτ ).

Druhá veta nám udáva korek£nú hodnotu opcie a príslu²né op£né charakteri-
stiky.

Veta 2.2 Korek£né £leny prislúchajúce k analytickým aproxima£ným formulám,
uvedeným v predchádzajúcej vete, sú dané nasledovnými vz´ahmi:

C1(S, I, t) =
S

T
f1(ξ, τ, r, σ), (29)

∆1 =
∂C1

∂S
=

1

T
f1 − 1

T

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]
∂f1

∂ξ
, (30)

Θ1 =
∂C1

∂t
=

S

T
(1 + rξ)

∂f1

∂ξ
− S

T

∂f1

∂τ
, (31)

Γ1 =
∂2C1

∂S2
=

∂∆1

∂S
=

1

ST

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]2
∂2f1

∂ξ2
, (32)

Vega1 =
∂C1

∂σ
=

S

T

∂f1

∂σ
, (33)

ρ1 =
∂C1

∂r
= − S

r2T
(r2τξ + rτ − 1− e−rτ )

∂f1

∂ξ
+

S

T

∂f1

∂r
, (34)

Ω = (∆0 + ∆1)
S

C0 + C1

, (35)

kde funkcia f1(ξ, τ, r, σ) a jej derivácie sa dajú získa´ numerickým rie²ením
nasledujúcej parciálnej diferenciálnej rovnice metódou kone£ných diferencií

∂f1

∂τ
− 1

2
σ2

[
ξ +

1

r
(1− e−rτ )

]2
∂2f1

∂ξ2
=

σ2ξ

4
√

πη
e−ξ2/4η

[
ξ +

2

r
(1− e−rτ )

]
,

(36)

f1(ξ, τ) = 0. (37)
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Dôkaz tejto vety ako aj príslu²nú schému pre metódu kone£ných diferencií je
moºné nájs´ v [14].

Teraz, po objasnení postupu môºeme vysvetli´, pre£o sa táto metóda
nazýva semi-analytická. Analytickou £as´ou je odvodenie aproximatívneho
vzorca f0(S, I, t) na výpo£et hodnoty opcie. Tou neanalytickou £as´ou je
odvodenie korek£ného £lena f1(S, I, t) pomocou niektorej metódy kone£ných
diferencií - napr. Crank-Nicholsonovej metódy. Výsledné rie²enie pozostáva
z formuly, ktorú sme získali aproximáciou, a korek£ného £lena

f(ξ, τ) = f0(ξ, τ) + f1(ξ, τ). (38)
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3 Ciele práce

Ke¤ sme si uº vymedzili pojmy a de�novali základné vz´ahy, môºeme pristúpi´
k de�novaniu cie©ov diplomovej práce. Semi-analytická metóda, ktorú odvodil
Zhang, je ve©mi uºito£ná a praktická ako Zhang uvádza vo svojej práci [14].
Má v²ak jednu nevýhodu. Zhang pri jej odvodzovaní pouºil zov²eobecnenie
vlastností opcie na interval [0, T ], ktoré spôsobí, ºe jeho metóda funguje iba
pre ázijské opcie, ktoré sú priemerované po£as celej svojej ºivotnosti.

Cie©om diplomovej práce je uvedenú Zhangovu metódu pretransformova´
na £asový interval [T0, T ]. Na tomto intervale bude ma´ ná² �nan£ný derivát
ázijský charakter a jeho hodnotu môºeme vypo£íta´ pomocou práve nami u-
pravenej semi-analytickej metódy.
Musíme ma´ na mysli aj za£iato£ný £asový interval [0, T0], na ktorom bude
ma´ derivát charakter klasickej európskej opcie. Budeme h©ada´ explicitnú
formulku na oce¬ovanie ako rie²enie Black-Scholesovej rovnice pre európske
opcie so ²peciálnou koncovou podmienkou, ktorú tieº odvodíme.

Netreba v²ak zabudnú´, ºe ak chceme, aby sa tieto matematické odvode-
nia, ktoré sú cie©om práce, dali lep²ie chápa´, treba uvies´ aj gra�cké zobraze-
nie toho, aký vplyv má ázijský charakter na hodnotu derivátu v jednotlivých
£asových okamihoch.
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4 Vylep²ená semi-analytická metóda

Aby boli splnené ciele práce, nasledujúce kapitoly budú obsahova´ postup
na prerobenie semi-analytickej metódy. Zhang v [14] zov²eobec¬uje semi-
analytickú metódu na interval [0, T ], £o v praxi znamená, ºe jeho výsledná
formula oce¬uje ázijské opcie, ktoré sú priemerované po£as celej svojej ºi-
votnosti, od £asu 0 aº do £asu expirácie T . Na²ou úlohou je prerobi´ semi-
analytickú metódu tak, ºe na £asovom intervale [0, T0] sa bude opcia správa´
ako klasická európska opcia a na intervale [T0, T ] nadobudne charakter ázijskej
opcie a bude priemerovaná aritmetickým priemerom. Odvodzova´ budeme
v opa£nom poradí, t.j. najprv prerobíme Zhangove formulky pre výpo£et hod-
noty ázijskej opcie na interval [T0, T ] a potom vypo£ítame limitnú hodnotu
v £ase T0. Hodnota limity v £ase T0 je vlastne terminálová podmienka , ktorú
musí sp¨¬a´ európsky call na intervale [0, T0]. Ako posledné odvodíme rie²enie
parciálnej diferenciálnej rovnice druhého rádu na intervale [0, T0] s odvode-
nou terminálovou podmienkou v £ase T0. Skromné náznaky takéhoto postupu
môºeme nájs´ v [15].

4.1 Transformácia semi-analytickej metódy na £asový in-
terval [T0, T ]

Postupujeme rovnako ako v kap. (2.4), ibaºe pre £asovú premennú t platí
T0 ≤ t ≤ T , T0 6= 0 .
Hodnota ázijskej aritmeticky priemerovanej opcie na akciu platiacu dividendy
sp¨¬a nasledovnú parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂C

∂t
+ S

∂C

∂I
+

1

2
σ2S2 ∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0, (39)
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s £iasto£ne pozmenenou terminálovou podmienkou

max
(

I(T )

T − T0

−K, 0

)
. (40)

1. Do Black-Scholesovej rovnice zavedieme nasledovnú substitúciu:

ξ =
(T − T0)K − I

S
e−(r−q)τ − 1

r − q
(1− e−(r−q)τ ), (41)

τ = T − t, (42)

C(S, I, t) =
Se−qτ

T − T0

f(ξ, τ), (43)

Black-Scholesova rovnica sa touto substitúciou pretransformuje na difúznu
rovnicu s premennými koe�cientami s príslu²nou terminálovou podmienk-
ou

∂f

∂τ
− 1

2
σ2

[
ξ +

1

ρ
(1− e−ρτ )

]2
∂2f

∂ξ2
= 0, −∞ < ξ < ∞, (44)

f(ξ, 0) = max(−ξ, 0), (45)

0 ≤ τ ≤ T − T0, (46)

ρ = r − q. (47)

2. Analogicky ako v kap. (2.4) uvaºujeme iba ξ blízke 0, aby sme získali
rovnicu vedenia tepla, môºeme ho vynecha´ a získavame aproximatívne
rie²enie f0(ξ, τ), nasledovnej PDR

∂f0

∂τ
− 1

2
σ2

[
1

ρ
(1− e−ρτ )

]2
∂2f0

∂ξ2
= 0, −∞ < ξ < ∞, (48)

prislúchajúca po£iato£ná podmienka má tvar

f0(ξ, τ = 0) = max(−ξ, 0). (49)
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3. Do rovnice zavedieme novú £asovú premennú η, ktorej zmena v £ase je
de�novaná ako

dη =
σ2

2ρ2
(1− e−ρτ )2dτ.

Po integrovaní získavame priamo £asovú premennú η

η =

∫ τ

0

σ2

2ρ2
(1− e−ρs)2ds =

σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ + 4e−ρτ − e−2ρτ ). (50)

Uvedenou substitúciou získame rovnicu vedenia tepla s kon²tantnými
koe�cientami

∂f0

∂η
− ∂2f0

∂ξ2
= 0, −∞ < ξ < ∞, (51)

f0(ξ, η = 0) = max(−ξ, 0), (52)

ktorej rie²enie poznáme v tvare Greenovho tepelného jadra

f0(ξ, η) = −
∫ 0

−∞
ξ0

1√
4πη

e−[(ξ0−ξ)2/4η]dξ0 = −ξN

(
− ξ√

2η

)
+

√
η

π
e−ξ2/4η,

(53)
kde N je distribu£ná funkcia normovaného normálneho rozdelenia. Spät-
nou transformáciou dostávame

C(S, I, t) =
Se−qτ

T − T0

[
−ξN

(
− ξ√

2η

)
+

√
η

π
e−ξ2/4η

]
. (54)

4. Výsledné rie²enie pozostáva z formuly, ktorú sme získali aproximáciou,
a korek£ného £lena, ktorý ako rie²enie PDR s premennými koe�cienta-
mi, získame pomocou metódy kone£ných diferencií podobne ako v pred-
chádzajúcich kapitolách

f(ξ, τ) = f0(ξ, τ) + f1(ξ, τ). (55)

4.2 Odvodenie terminálovej podmienky v bode T0

Odvodili sme vzorec (54), kde ξ, ρ, τ a η sú dané: (41), (50), (42) a ρ = r− q.
Zaujíma nás, aká bude hodnota ázijského callu v £ase T0. Aplikáciou limity
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pre t idúce k T0 na (54) získame nasledovnú hodnotu

C(S, I, T0) =
Se−qτ̂

T − T0

[
−ξ̂N

(
−ξ̂√
2η̂

)
+

√
η̂

π
e−ξ̂2/4η̂

]
, (56)

kde

ρ = r − q,

τ̂ = T − T0,

ξ̂ =
τ̂K − I

S
e−ρτ̂ − 1

ρ
(1− e−ρτ̂ ),

η̂ =
σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ̂ + 4e−ρτ̂ − e−2ρτ̂ ). (57)

4.3 Vz´ah medzi európskymi a ázijskými opciami

Uvaºujme opciu s nasledovnými vlastnos´ami: na intervale 0 ≤ t ≤ T0 je to oby-
£ajný európsky call, ktorého hodnota rie²i Black-Scholesovu rovnicu s terminá-
lovou podmienkou, odvodenou v kap. (4.2). Zaujíma nás odpove¤ na otázku:
Ako sa mení charakter takéhoto produktu, ak sa T0 blíºi k T , £iºe ak sa skracu-
je interval priemerovania?
Intuitívna odpove¤ na túto otázku je zrejmá. Ak sa T0 blíºi k T , skracuje
sa tým interval, na ktorom má opcia ázijský charakter. Teraz vypo£ítame
limitu pre T0 → T a potvrdíme intuitívnu domnienku, ºe v takomto prípade
sa ázijský charakter opcie úplne vytratí a limitným prechodom získame payo�
klasického európskeho callu. Pre

T0 ≤ t ≤ T,

máme uº dobre známu verziu Black-Scholesovej rovnice pre ázijské opcie na
akciu platiacu divideny

∂C

∂t
+ S

∂C

∂I
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0,
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s terminálovým payo�om

max
(

I

T − T0

−K, 0

)
.

Teraz spo£ítame spomínanú limitu z terminálového payo�u

lim
T0 → T

C(S, I, T ) = lim
T0 → T

[
max

(
I

T − T0

−K, 0

)]

= lim
T0 → T

[
max

(∫ T

T0
S(τ)dτ

T − T0

−K, 0

)]

= max
[

lim
T0 → T

(∫ T

T0
S(τ)dτ

T − T0

−K, 0

)]
.

Na posledný výraz aplikujeme L'Hospitalovo pravidlo na výpo£et limity a
dostávame

max
[

lim
T0 → T

(−S(T0)

−1
−K, 0

)]
= max(S(T )−K, 0). (58)

Na²a intuícia nesklamala a z vypo£ítanej limity je jasné, ºe ak T0 sa blíºi k T ,
tak opcia úplne stráca ázijský charakter a stáva sa z nej klasický európsky call
so známym payo�om

max(S(T )−K, 0).

4.4 Rie²enie Black-Scholesovej rovnice s príslu²nou ter-
minálovou podmienkou

Po tom, ako sme odvodili vylep²enú semi-analytickú metódu a limitne sme
vypo£ítali terminálovú podmienku v £ase T0, nám e²te zostáva zoh©adni´ eu-
rópsky charakter opcie na intervale 0 ≤ t ≤ T0.
H©adáme hodnotu európskeho callu na intervale [0, T0], £iºe h©adáme rie²e-
nie Black-Scholesovej rovnice s terminálovou podmienkou odvodenou v (4.2).
Ke¤ºe ide o parciálnu diferenciálnu rovnicu druhého rádu, postupova´ budeme
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ako v [11].
Zadanie: Máme danú PDR

∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0,

na intervale [0, T0], s terminálovou podmienkou v bode T0

C(S, I, T0) =
Se−qτ̂

T − T0

[
−ξ̂N

(
−ξ̂√
2η̂

)
+

√
η̂

π
e−ξ̂2/4η̂

]
,

kde

ρ = r − q,

τ̂ = T − T0,

ξ̂ =
τ̂K − I

S
e−ρτ̂ − 1

ρ
(1− e−ρτ̂ ),

η̂ =
σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ̂ + 4e−ρτ̂ − e−2ρτ̂ ).

Postup rie²enia:

1. Zámena £asu
Substituujeme £asovú premennú a upravíme £asový interval

τ = T0 − t,

potom transformujeme aj B-S rovnicu

W (S, τ) = C(S, T0 − τ), C(S, t) = W (S, T0 − t),

a aj terminálovú podmienku na po£iato£nú podmienku




∂W
∂τ

− 1
2

σ2S2 ∂2W
∂S2 − (r − q)S ∂W

∂S
+ rW = 0,

W (S, I, 0) = C(S, I, T0).
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2. Logaritmická transformácia ceny akcie
Logaritmujeme premennú vyjadrujúcu cenu akcie

S = ex, x = ln S,

a následne aj parciálnu diferenciálnu rovnicu

Z(x, τ) = W (ex, τ), W (S, τ) = Z(ln S, τ).

Príslu²né parciálne derivácie majú nasledovný tvar:

∂Z

∂x
= S

∂W

∂S
,

∂2Z

∂x2
= S2 ∂2W

∂S2
+ S

∂W

∂S
= S2 ∂2W

∂S2
+

∂Z

∂x
,

a po dosadení do predchádzajúcej diferenciálnej rovnice a koncovej pod-
mienky dostávame:





∂Z
∂τ

− 1
2

σ2 ∂2Z
∂x2 + (σ2

2
− r + q)∂Z

∂x
+ rZ = 0,

Z(x, 0) = C(ex, I, T0).

C(ex, I, T0) =
ex e−qτ∗

T − T0

[
−ξ∗N

(
− ξ∗√

2η∗

)
+

√
η∗

π
e−ξ∗2/4η∗

]
,

kde

τ ∗ = T − T0, ρ = r − q,

ξ∗ =
τ ∗K − I

ex
e−ρτ∗ − 1

ρ
(1− e−ρτ∗),

η∗ =
σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ ∗ + 4e−ρτ∗ − e−2ρτ∗).

3. Transformácia na základnú rovnicu vedenia tepla
Vyuºijeme euklidovskú transformáciu rovnice, ktorá nám umoºní, pri
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stanovení podmienok na pouºité koe�cienty, odstráni´ parciálne derivácie
niº²ieho rádu a lineárne koe�cienty a tak získa´ rovnicu vedenia tepla.

u(x, τ) = eαx+βτZ(x, τ), Z(x, τ) = e−αx−βτu(x, τ).

Príslu²né parciálne derivácie majú tvar:

∂Z

∂x
= e−αx−βτ

(
∂u

∂x
− αu

)
,

∂Z

∂τ
= e−αx−βτ

(
∂u

∂τ
− βu

)
,

∂2Z

∂x2
= e−αx−βτ

(
∂2u

∂x2
− 2α

∂u

∂x
+ α2u

)
.

Ich dosadením do parciálnej diferenciálnej rovnice získavame:

A = ασ2 +
σ2

2
− r + q, B = (1 + α)r − β − αq − α2σ2 + ασ2

2
,





∂u
∂τ

− σ2

2
∂2u
∂x2 + A∂u

∂x
+ Bu = 0,

u(x, 0) = eαxC(ex, I, T0).

Aby predchádzajúca PDR bola rovnicou vedenia tepla, musíme poloºi´
koe�cienty A,B rovné nule.
Odtia© dostávame:

α =
r − q

σ2
− 1

2
, β =

r + q

2
+

σ2

8
+

(r − q)2

2σ2
.

Takáto vo©ba α a β nám zaru£í, ºe rovnica pre funkciu u má nakoniec
tvar 




∂u
∂τ

− σ2

2
∂2u
∂x2 = 0,

u(x, 0) = eαxC(ex, I, T0),

a

u(x, 0) =
ex(α+1)e−qτ∗

T − T0

[
−ξ∗N

(
− ξ∗√

2η∗

)
+

√
η∗

π
e−ξ∗2/4η∗

]
,

pri£om premenné ozna£ené hviezdi£kami sme de�novali v predchádzajú-
com kroku postupu.
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4. Aplikácia vzorca na výpo£et rie²enia PDR
Rie²enie rovnice vedenia tepla poznáme z teórie PDR-[11] v tvare Gree-
novej funkcie a má nasledovný tvar

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

∫ ∞

−∞
e−

(x−s)2

2σ2τ u(s, 0)ds.

Na to, aby sme získali rie²enie pôvodnej rovnice, musíme spätne trans-
formova´ rie²enie u(x, τ)

C(S, I, t) = e−β(T0−t) e−α ln S u(ln S, T0 − t).

Upravený tvar rie²enia:
Rie²enie uvádzame v tvare, ktorý je jednoduch²í na pochopenie, ako úplné
explicitné rie²enie, získané ¤al²ím postupom,

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

1

T − T0

e−qτ∗ ×

×
∫ ∞

−∞
e−

(x−s)2

2σ2τ es(α+1)

[
−ξ∗N

(
− ξ∗√

2η∗

)
+

√
η∗

π
e−ξ∗2/4η∗

]
ds.

Ak zavedieme nasledovnú substitúciu

a = − ξ∗√
2η∗

,

môºeme vnútro hranatej zátvorky zapísa´ ako

−ξ∗N(a) +

√
η∗

π
e−a2/2.

Vieme, ºe pre funkciu hustoty normálneho rozdelenia platí

f(a) =
1√
2π

e−a2/2.

Aby sme si tieto výrazy upravili na tvar, s ktorým sa dá jednoduch²ie pracova´,
môºeme ¤alej písa´:

√
2η∗f(a)− ξ∗N(a) =

√
2η∗(f(a) + aN(a)),
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N ′ = f(a); f ′(a) = −af(a), ozna£me φ(a) = f(a) + aN(a),

potom

φ′(a) = f ′(a) + N(a) + af(a) = −af(a) + N(a) + af(a) = N(a).

Po dosadení, získavame

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

1

T − T0

e−qτ∗
√

2η∗ ×

×
∫ ∞

−∞
e−

(x−s)2

2σ2τ es(α+1)

∫ −ξ∗/
√

2η∗

−∞
N(p) dp ds,

kde hviezdi£kou ozna£ené premenné sme mali de�nované v predchádzajúcom
postupe a p de�nujeme ako

p = − ξ∗√
2η∗

=
(1− e−ρτ∗)

ρ
√

2η∗
− e−se−ρτ∗(Kτ ∗ − I)√

2η∗
.

Hodnotu výsledného rie²enia musíme rozdeli´ na dve £asti pod©a vz´ahu
I a Kτ ∗, pretoºe tieto dva prípady sa budú lí²i´ oblas´ami integrovania, na:

1. I < Kτ ∗, £iºe Kτ ∗ − I > 0

Integra£né hranice pre integrovanie pod©a p sú
(
−∞;

1− e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

〉
.

Zo vz´ahu pre p môºeme vyjadri´ s

s = − ln




eρτ∗

ρ
(1− e−ρτ∗)− eρτ∗p

√
2η∗

(Kτ ∗ − I)


 .

Integra£né hranice pre integrovanie pod©a s budú

〈D;∞) ,

ke¤ ako D ozna£íme

D = − ln




eρτ∗

ρ
(1− e−ρτ∗)− eρτ∗p

√
2η∗

(Kτ ∗ − I)
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dolnú hranicu integrovania, aby sme nepracovali so zloºitými výrazmi v
integra£ných hraniciach. Teraz môºeme zameni´ poradie integrovania

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

1

T − T0

e−qτ∗
√

2η∗ ×

×
∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)

∫ ∞

D

e−
(x−s)2

2σ2τ es(α+1) ds dp.

Vnútro integrálu pod©a s upravíme na ²tvorec (teda druhú mocninu ne-
jakého výrazu) obsahujúci integrovanú premennú. Výrazy neobsahujúce
integrovanú premennú, ktoré vzniknú pri úprave na ²tvorec, môºeme
vy¬a´ pred integrál a dostávame

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
x2

2σ2τ e
(x+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗ ×

×
∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)

∫ ∞

D

e
−
�

s−(x+(α+1)σ2τ)√
σ2τ

�2

/2
ds dp.

Pre zjednodu²enie opä´ ozna£íme dolnú hranicu integrovania a zavedieme
substitúciu

1√
σ2τ


− ln




eρτ∗

ρ
(1− e−ρτ∗)− eρτ∗p

√
2η∗

(Kτ ∗ − I)


− (x + (α + 1)σ2τ)


 = r.

Potom

u(x, τ) =
1√

2σ2πτ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
x2

2σ2τ e
(x+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗ ×

×
∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)

∫ ∞

r

e−h2/2 dh dp.

Upravený tvar výsledného vz´ahu je nasledovný

u(x, τ) =
1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
x2

2σ2τ e
(x+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗ ×

×
∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)(1−N(r)) dp. (59)
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2. I > Kτ ∗, £iºe Kτ ∗ − I < 0

Integra£né hranice pre integrovanie pod©a p budú teraz opa£né a to
(

1− e−ρτ∗

ρ
√

2η∗
;∞

〉
.

Ak vyuºijeme ozna£enie z predchádzajúceho prípadu, t.j.

s = − ln




eρτ∗

ρ
(1− e−ρτ∗)− eρτ∗p

√
2η∗

(Kτ ∗ − I)


 ,

môºeme poveda´, ºe integra£né hranice pre premennú s sú zachované ako
v predchádzajúcom prípade. Potom výsledný vz´ah bude ma´ tvar

u(x, τ) =
1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
x2

2σ2τ e
(x+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗ ×

×
∫ ∞

1−e−ρτ∗
ρ
√

2η∗

N(p)(1−N(r)) dp (60)

Spätná transformácia a výsledné rie²enie:
Pod©a kroku £íslo 4 v odvodzovaní rie²enia na získané vz´ahy aplikujeme spätnú
transformáciu

C(S, I, t) = e−β(T0−t)e−α(ln S)u(ln S, T0 − t), (61)

a výsledné rie²enia budú ma´ tvar

1. I < Kτ ∗

C(S, I, t) = e−β(T0−t)e−α(ln S) 1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
(ln S)2

2σ2τ ×

× e
(ln S+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗

∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)(1−N(r)) dp,

(62)
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kde, pre zopakovanie a zlep²enie orientácie, jednotlivé premenné boli
de�nované takto:

r =
1√
σ2τ


− ln




eρτ∗

ρ
(1− e−ρτ∗)− eρτ∗p

√
2η∗

(Kτ ∗ − I)


− (ln S + (α + 1)σ2τ)


 ,

τ = T0 − t,

τ ∗ = T − T0,

ρ = r − q,

α =
r − q

σ2
− 1

2
,

β =
r + q

2
+

σ2

8
+

(r − q)2

2σ2
,

η∗ =
σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ ∗ + 4e−ρτ∗ − e−2ρτ∗),

ξ∗ =
τ ∗K − I

S
e−ρτ∗ − 1

ρ
(1− e−ρτ∗),

p = − ξ∗√
2η∗

.

(63)

2. I > Kτ ∗ Vyuºijeme tú istú spätnú transformáciu, ako v prvom prípade.
Len nesmieme zabudnú´, ºe pri takto obrátenej nerovnosti sú integra£né
hranice pre premennú p iné

C(S, I, t) = e−β(T0−t)e−α(ln S) 1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
(ln S)2

2σ2τ ×

× e
(ln S+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗

∫ ∞

1−e−ρτ∗
ρ
√

2η∗

N(p)(1−N(r)) dp.

(64)
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4.5 Zhrnutie

Výsledky, ktoré sme odvodili v predchádzajúcich podkapitolách, môºeme zhrnú´
do nasledujúcich poznatkov. Odvodili sme vz´ahy pre ²peci�cký typ �nan£ného
derivátu na jednotlivých £asových intervaloch.

1. Na £asovom intervale 0 < t < T0 má ná² derivát charakter európskej
opcie, ktorej hodnota je rie²ením klasickej Black-Scholesovej PDR (1)
sp¨¬ajúcej koncovú podmienku v bode T0 odvodenú v (4.2). Hodnota
opcie na tomto intervale je teda v závislosti od vz´ahu I a Kτ ∗ rovná
bu¤:

(a)

C(S, I, t) = e−β(T0−t)e−α(ln S) 1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
(ln S)2

2σ2τ ×

× e
(ln S+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗

∫ 1−e−ρτ∗

ρ
√

2η∗

−∞
N(p)(1−N(r)) dp,

pre I < Kτ ∗; alebo

(b)

C(S, I, t) = e−β(T0−t)e−α(ln S) 1√
σ2τ

1

T − T0

e−qτ∗ e−
(ln S)2

2σ2τ ×

× e
(ln S+(α+1)σ2τ)2

2σ2τ

√
2η∗

∫ ∞

1−e−ρτ∗
ρ
√

2η∗

N(p)(1−N(r)) dp,

pre I > Kτ ∗,

kde premenné pouºité vo výsledných vz´ahoch sú de�nované v (63).

2. V £ase T0 cenu tohto derivátu spojite nadpojíme terminálovou podmien-
kou, odvodenou v kapitole (4.2)

C(S, I, T0) =
Se−qτ̂

T − T0

[
−ξ̂N

(
−ξ̂√
2η̂

)
+

√
η̂

π
e−ξ̂2/4η̂

]
,
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kde

ρ = r − q,

τ̂ = T − T0,

ξ̂ =
τ̂K − I

S
e−ρτ̂ − 1

ρ
(1− e−ρτ̂ ),

η̂ =
σ2

4ρ3
(−3 + 2ρτ̂ + 4e−ρτ̂ − e−2ρτ̂ ).

3. Na £asovom intervale T0 < t < T bude ma´ ná² derivát charakter ázijskej
opcie, sp¨¬ajúcej pozmenenú Black-Scholesovu rovnicu (39)

∂C

∂t
+ S

∂C

∂I
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0,

s terminálovou podmienkou v £ase T

max
(

I(T )

T − T0

−K, 0

)
.

Výsledné rie²enie pozostáva z formuly (54), ktorú sme získali aproximá-
ciou v kapitole (4.1) a korek£ného £lena, ktorý ako rie²enie PDR s pre-
mennými koe�cientami, získame pomocou metódy kone£ných diferencií
podobne ako Zhang v [14].
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5 Zobrazenie vplyvu ázijského charakteru opcie

V kapitole uvedieme nieko©ko grafov, ktoré nám pribliºujú a popisujú správanie
sa ceny ázijského derivátu v závislosti od vz¤a©ovania sa od £asu expirácie T .
Pod grafom je uvedené τ , udávajúce vzdialenos´ t od £asu expirácie T , udávanú
v rokoch. V programe boli pouºité nasledovné hodnoty £asu:

T = 3 roky, T0 = 1.2 roka
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Obrázok 1: Terminálový payo� a úrov¬ový graf v £ase expirácie T, (τ = 0) a
príslu²né grafy pre τ = 0.3
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Obrázok 2: Payo� grafy a úrov¬ové grafy rie²enia pre τ = 0.6, 0.9, 1.2
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Obrázok 3: Payo� grafy a úrov¬ové grafy rie²enia pre τ = 1.5, 1.8
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6 Záver

Oboznámili sme sa s relatívne novým �nan£ným derivátom - ázijskými opcia-
mi. Ako uº bolo spomenuté, oce¬ovacie metódy sú pre ázijské opcie e²te stále
vo vývoji.

V diplomovej práci vyuºívame semi-analytickú metódu ázijského mate-
matika Zhanga a roz²irujeme jej platnos´ aj na iné typy £asových intervalov.
Splnili sme tak stanovený cie©, pretoºe uº vieme ako treba oce¬ova´ derivát,
ktorý má na za£iatku svojej ºivotnosti charakter európskej call opcie a zvy²nú
£as´ svojej ºivotnosti je priemerovaný ako ázijská opcia.

Prínos diplomovej práce spo£íva v tom, ºe práve vylep²ená semi-analytická
metóda nám dáva oce¬ovaciu formulku pre ²ir²ie spektrum ázijských opcií s
rôznorodým charakterom. Formulka je aplikovate©ná na opcie s rôzne dlhým
obdobím priemerovania, pod©a toho ako si zvolíme. Popísali sme tieº zaují-
mavý vzájomný vz´ah medzi problémom oce¬ovania európskych opcií a ázi-
jských opcií.

Ciele stanovené v práci sme teda naplnili. Otázkou na premý²©anie zostá-
va, ako získaný zloºito vyzerajúci oce¬ovací vzorec zjednodu²i´ pre praktické
vyuºitie vo �nan£nom svete.
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7 Appendix

Odvodenie BS rovnice pre ázijské opcie
V tejto £asti uvádzame pre a lep²iu orientáciu £itate©a podrobné odvo-

denie Black-Scholesovej parciálnej diferenciálnej rovnice (9). Uvaºujeme ari-
tmeticky priemerovanú ázijskú average rate opciu.
Pri odvodzovaní budeme vyuºíva´ nasledovné premenné:

S − cena základného aktíva,

C − hodnota opcie na dané aktívum,

r − bezriziková úroková miera,

q − dividendová miera príslu²ného aktíva,

σ − volatilita,

Na odvodenie BS rovnice potrebujeme v²ak aj ob²írny aparát stochastického
kalkulu, ktorý je moºné na²tudova´ si v [10] a tieº v [7].

Vývoj ceny akcie má stochastický charakter, ktorý môºeme popísa´ rovni-
cou (8)

dS = (r − q)Sdt + σSdW,

kde W je Wienerov proces.
Hodnota ázijskej opcie je funkcia, ktorá je závislá od ceny podkladového aktíva
S, priemerovanej ceny I a £asového okamihu t, £o môºeme zapísa´ ako

C = C(S, I, t). (65)

Funkcia C má teda v¤aka závislosti od S tieº stochastický charakter, preto
jej derivovaním, pouºitím Itôovej lemy, získavame stochastickú diferenciálnu
rovnicu

dC =
∂C

∂S
dS +

∂C

∂I
dI +

(
∂C

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂2C

∂S2

)
dt, (66)
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kde dI je vývoj premennej I v £ase.
I sme de�novali ako I =

∫ t

0
S(τ)dτ , z £oho dostávame

dI = Sdt (67)

Do rovnice (66) dosadíme (8) a (65) a získame

dC =
∂C

∂S
((r − q)Sdt + SσdW )+

∂C

∂I
Sdt+

(
∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2

)
dt. (68)

Po úprave a preskupení £lenov

dC =

(
∂C

∂t
+ (r − q)S

∂C

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂2C

∂S2
+ S

∂C

∂I

)
dt + Sσ

∂C

∂S
dW

(69)
V ¤al²om kroku bude na²ou snahou vytvori´ podobne ako v [10] samo�-

nancované portfólio s nulovým rastom investícií. Dôleºitým predpokladom je
aj poºiadavka na bezrizikovos´ investície do daného portfólia.
Vytvoríme teda portfólio, pozostávajúce z akcií S, opcií na tieto akcie C a
bezrizikových dlhopisov B. Ich mnoºstvá ozna£íme ako:

QS = objem akcií v portfóliu,

QC = objem opcií na akcie v portfóliu,

B = objem bezrizikových dlhopisov.

Predpoklad nulového rastu investícií do portfólia môºeme vyjadri´ rovnicou

SQS + CQC + B = 0, pre kaºdé t ∈ [0, T ], (70)

a podmienka samo�nancovate©nosti portfólia v kaºdom okamihu je vyjadrená
rovnicou

SdQS + CdQC + δB = 0, (71)

ktorú môºeme jednoducho interpretova´ - náklady na zmeny mnoºstiev jed-
notlivých sú£astí portfólia sú �nancované ziskami samotného portfólia.
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�al²ím dôleºitým faktom je zmena objemu a výnosu dlhopisov v £ase, ktorá
je daná ako

dB = rBdt + δB + qSQSdt, (72)

kde

rBdt − bezrizikový dlhopis nevyplácajúci ºiadne kupóny,

δB − zmena objemu dlhopisov v portfóliu,

qSQSdt − celkové mnoºstvo vyplatených dividend za £as dt.

Teraz budeme derivova´ rovnicu (70), pri£om nesmieme zabudnú´, ºe v nej
derivujeme sú£iny. Dostávame vz´ah

QSdS + QCdC + SdQS + CdQC + dB = 0. (73)

Ke¤ sa na rovnicu dobre pozrieme zistíme, ºe môºeme dosadi´ za dB hodnotu
zo vz´ahu (72) a sú£et SdQS + CdQC môºeme nahradi´ −δB

QSdS + QCdC + rBdt + qSQSdt = 0. (74)

�alej je moºné dosadi´ za B z rovnice (70)

QSdS + QCdC − (rSQS + rCQC − qSQS)dt = 0. (75)

Ke¤ poslednú získanú rovnicu predelíme £lenom QC a zavedieme substitúciu(
−QS

QC

)
= ∆, vznikne

dC − rCdt−∆(dS − rSdt + qSdt) = 0. (76)

Teraz pomocou vz´ahov (69) a (8) nahradíme premenné v predchádzajúcej
rovnici a po preskupení £lenov dostaneme
[
∂C

∂t
+ (r − q)S

∂C

∂S
+

σ2

2
S2∂2C

∂S2
+ S

∂C

∂I
− rC

]
dt+Sδ

(
∂C

∂S
−∆

)
dW = 0.

(77)
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Posledná fáza je vyuºitie predpokladu o bezrizikovosti portfólia. Ke¤ chceme
zabezpe£i´ bezrizikovos´ (nulovú volatilitu portfólia), £len pri procese dW musí
by´ rovný nule. Preto poloºíme

∂C

∂S
= ∆. (78)

Po v²etkých týchto úpravách napokon dostávame tvar Black-Scholesovej par-
ciálnej diferenciálnej rovnice pre ázijské opcie

∂C

∂t
+ S

∂C

∂I
+

1

2
σ2S2∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0. (79)
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