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Abstrakt

Teoria extrémnych hodn6t modeluje zriedkavé udalosti mimo rozsahu pri-
pustnych pozorovani s velkym dopadom. Této metéda sa stala v poslednych
rokoch velmi vyuZzivanym aparatom na odhadovanie rizika. Signifikantné
zmeny na finanénych trhoch viedli k vylepSeniu riadenia rizik a hladaniu
novych metod.

Cielom diplomovej prace je vysvetlit tedriu extrémnych hodnot a aplikovat na
redlne data. Budeme sa zaoberat s dvoma metédami modelovania extrémov:
metédou blokového maxima a metédou prekroceni ponad prah. Na modelo-
vanie prislusnych rozdeleni sa pouziva zovSeobecnené rozdelenie extrémnych
hodnot (GEV) a zovseobecnené Pareto rozdelenie (GPD). V zavere¢nej Casti
vyuZzijeme teoretické poznatky na empirickd analyzu vybranych déat.

KTacové slova: Teoria extrémnych hodnot (EVT), rozdelenie GEV, rozde-
lenie GPD, blokové maximé, prekroc¢enia ponad prah, model s prahovou hod-
notou (POT)
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Zoznam skratiek

EVT - Teoria extrémnych hodnét (Extreme Value Theory)

GEV - Zovseobecnené rozdelenie extrémnych hodnot (Generalized Extreme
Value distribution)

MLE - Maximalne vierohodny odhad (Maximum Likelihood Estimation)
ML - Maximélna vierohodnost (Maximum Likelihood)

GPD - Zovieobecnené Pareto rozdelenie (Generalized Pareto Distribution)
POT' - Peaks Over Threshold

MRL - Mean Residual Life plot

VaR - Miera rizika (Value-at-Risk)

NLLH - Negative log-likelihood

SE - Standardna chyba



Uvod

Teodria extrémnych hodnot (EVT) je nastroj, ktory sa pouZiva pri sktimani
pravdepodobnosti extrémnych a zriedkavych udalosti s velkym dopadom.
Teoria skiima konce rozdeleni a preto jej implementacia cCeli viacerym prob-
lémom. Na rozdiel od centralnej limitnej vety, ktora sa vztahuje k limitné-
mu rozdeleniu priemerov, EVT dava limitné rozdelenie maxim nezavislych
nidhodnych premennych. EVT sa pouziva napriklad na modelovanie kriz
na devizovom a akciovom trhu, na modelovanie velkych kreditnych zlyhani
a na stresové testovanie. NajcastejSie sa pouziva v oblasti poistovnictva,
bankovnictva, opera¢ného rizika, trhového rizika a kreditného rizika.

Diplomova praca pozostava zo Siestich kapitol. Prva kapitola vysvetluje
klasicku tedriu extrémnych hodnot. St dva zédkladné typy modelov: modely
blokového maxima a modely prekro¢eni ponad prah (POT).

V prvej kapitole formulujeme model blokového maxima, ktory modelu-
je maximalne pozorovania z velkého mnozstva identicky rozdelenych po-
zorovani. Zékladna veta o extrémnych hodnotdch ndm hovori o tom, ako
vyzera limitné rozdelenie extrémnych hodnét. Zavedieme triedu rozdeleni
zovieobecnenych extrémnych hodnot (GEV) a jej zékladné charakteristiky.
Parametre rozdelenia sa odhaduji pomocou metédy maximélnej vierohod-
nosti. Na overovanie modelu pouzivame graficka analyzu dat.

V druhej kapitole formulujeme model prekroceni ponad prah, ktory mo-
deluje vSetky pozorovania, ktoré prekrocia nejaki vopred stanoveni prahovi
hodnotu. Zadefinujeme triedu rozdeleni zovseobecneného Pareto rozdelenia.
Uvedieme dva metody na stanovenie prahovej hodnoty, a opiSeme zakladné
vlastnosti tychto modelov.

Tretia kapitola popisuje extrémy zéavislych ¢asovych radov, a zaobera
sa modelovanim staciondrnych a nestacionarnych radov, ktoré je v praxi
pouzitelnejsie.

V stvrtej kapitole st uvedené ciele prace.

Piata kapitola sa venuje samotnej empirickej analyze, a analyze dosiah-
nutych vysledkov. Tato kapitola zahifia aj grafické znézornenie vysledkov.
Prva cast je venovand metode blokového maxima, resp. minima. Otestujeme
modely pre rézne dizky blokov. V druhej ¢asti otestujeme model prekroceni
ponad prah pre rozne prahové hodnoty. Na zaver interpretujeme dosiahnuté
vysledky, a spomenieme ako mozeme tedriu extrémnych hodnot prepojit na
prax.

Posledné, Siesta kapitola obsahuje zaver diplomovej prace.



1 Klasicka tedria extrémnych hodnot (EVT)

1.1 Formulaicia modelu

Model je zamerany na Statistické spravanie sa postupnosti
M, = max{Xj, ..., X, },

kde Xi,...X,, je postupnost nezavislych ndhodnych premennych s distribuc-
nou funkciou F.
X,;— reprezentuji hodnoty procesu namerané v pravidelnych casovych inter-
valoch.
M,,— reprezentuje maximum procesu cez nejaké vopred stanovené obdobie
pozorovania (napr. dlzky n).
Rozdelenie M,, sa potom uréi ako:

P{M, <z} = P{X;1<z..X,<z}=P{X;<z}..P{X, <z}

= {F(2)}"

Toto vyjadrenie nam ¢asto v praxi nepomoze, kedze F je nezname rozdelenie.
Jedna z moznych rieSeni je pouzivanie Standardnych Statistickych metdd na
odhadovanie F' na zaklade pozorovanych dat. Moze sa ale stat, Zze mensie
chyby sposobia velké odchylky v F™. Z toho dévodu sa odhaduje F™ priamo

pomocou extrémnych dat. Hladame F, pre n — oo. Zaved me normalizaciu
postupnosti M,, taki, ktora stabilizuje jej polohu a skalu pri rasticom n:
M, —b
M= 1

1= )
kde {a, > 0} a {b,} st postupnosti konstant.
Veta 1.1. (Coles [1]) Ak existuji postupnosti konstant {a, > 0} a {b,} také,
Ze :

P{(M, —b,)/a, <z} — G(z) pren — oo,

kde G je nedegenerovand distribucnd funkcia, tak G patri do jednej z nasle-
dovngjch tried:

1. GEVT(Z):eXp{—eXp[—(Z;b)}} —00 < Z < 00

0 z2<b

2. Geyr(z) = ocnd z2—b\ ¢ .
-9 ) iy
3. Govr(z) = eXpH‘ . H} @<t

1 z>b




To znamena, ze preskidlované maximum konverguje v distribu¢nej funkcii
k jednej z vysSie spominanych troch tried. Prvé je Gumbelovo rozdele-
nie, druhé je Fréchetovo a tretie je Weibullovo rozdelenie. Vsetky tri sa
vSeobecne nazyvaji ako rozdelenie extrémnych hodnét. Maja dva resp. tri
parametre: a > 0 je parameter rozsahu (scale parameter), b je parameter
polohy (location parameter), o > 0 je parameter tvaru (shape parameter).!

1.2 ZovSeobecnené rozdelenie extrémnych hodnot (GEV)

Limitné rozdelenia vo Vete 1.1. maji rozne tvary koncov. Pre Gumbelovo
a Fréchetovo rozdelenie z; (zy je koncovy bod Ggyr) je nekonecny zatial
¢o pre Weibullovo je kone¢ny, t.j. pre Gumbelovo rozdelenie hustota Ggyr
klesé exponencialne, pre Fréchetovo polynomialne, ako to je znazornené na

Obrazku 1.

Gumbel (a=1,b=0.2)
Fréchet{a=1,b=1,alfa=1) H
Weibull (a=1, b =-1, alfa=-1)

Obrazok 1: Hustoty extrémnych hodnét Gumbelovho, Fréchetovho a Weibullovho
rozdelenia

Pre nas najzaujimavejSie je Fréchetovo rozdelenie, lebo méa tzv. tazké
konce a klesa polynomialne. Na Obrazku 2 st znazornené distribu¢né funkcie
Gumbelovho a Fréchetovho rozdelenia pri zmene parametrov a, b resp. a, b, a.

'Podrobnejsie charakteristiky rozdeleni a limitné pravidld st odvodené v publikacie
Fisher a Tippett [3], dokaz Vety 1.1 formalizoval Gnedenko [4].
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Obréazok 2: Distribu¢né funkcie Gumbelovho a Fréchetovho rozdelenia pre rézne
parametre

Tvrdenie 1.1. (GEV rozdelenie) (Coles [1])
Trieda rozdeleni zovseobecnenyjch extrémnych hodnét md tvar:

Garv(2) =exp{—[1+5(2;”)}_1/5}. 2)

Funkcia je definovand na mnoZine {z : 1 + @ > 0}, kde parametre splnaji
—oo< pu<oo,0>0a—00<E<o00.

Pozndmka 1.1: Tento model mé tri parametre: p—parameter polohy
(location), c—parameter rozsahu (scale) a {—parameter tvaru (shape).

e ¢ = (0 — Gumbelovo rozdelenie
e ¢ > (0 — Fréchetovo rozdelenie
e ¢ <0 — Weibullovo rozdelenie

Tvar rozdelenia Gggy je ovplyvneny parametrom . Pomocou paramet-
ra & data predurcuju triedu rozdelenia, t.j. nie je potrebné zvolit vopred
triedu z ktorej data pochadzaji. Na zaklade GEV rozdelenia sa da prefor-
mulovat Veta 1.1.

Veta 1.2. (Coles [1]) Nech ezistuji postupnosti konstint {a, > 0} a {b,}
take, Ze

P{(M, —b,)/a, <z} — G(z) pren — o0



kde G je nedegenerovand distribucnd funkcia, potom G je célen GEV triedy:

Gcmdz>=exp{—{1+§(ff;ﬁ>}_ug}

na mnozine {z : 1+ &(z — p)/o > 0}, kde —0o < p < 00,0 >0 a—o00 < { < 00.?

Normalizované konstanty sice nie st zname, ale zdanlivy problém sa da
obist nasledovnym sposobom:

P{(M,, —b,)/a, < z} = Ggev(2)
P{M, < z} = Gapv{(z = bn)/an} = GGpy (2)

kde G¢.py je iny clen GEV triedy. Inak povedané, ak sa na zéklade Vety 1.2.
M d& aproximovat rozdelenim z GEV triedy, potom M,, sa da aproximovat
inym ¢lenom z tej istej triedy. Treba podotknut, Ze parametre rozdelenia
Gy s rozne od Gapy.

Majme nezavislé data X, Xo, . ... Ak uréime nejaky blok dizky n (n—dos-
tato¢ne velké), tak postupnost maxim tychto blokov bude Zi,..., Z,,. Tie
sa daju potom aproximovat GEV rozdelenim.

Odhad kvantilov pre rozdelenie je nasledovné:

%:{u—gﬂ—{4%ﬂ—m}ﬂ7PM£#0 )

p—olog{—log(l —p)},  pre{=0

kde Ggrv(zp) = (1—p), 2, je miera navratnosti (return level), 1/p je perioda
navratnosti. Hodnota z, sa prekro¢i podla oCakavani v priemere jeden krat
kazdych 1/p rokov. Presnejsie, z, sa prekro¢i roénym maximom v kazdom
roku s pravdepodobnostou p.

Ak definujeme y, = —log(1 — p), potom:

§

g _
L prm =yt preg#£0
’ p—ology,,  pre{=0

Ak hodnoty z, znazornime oproti y, v logaritmickej miere, dostaneme tzv.
return level plot’. Tento graf je linearny ak £ = 0, konvexny ak £ < 0 a
konkavny ak £ > 0 (vid Obrazok 3). Pouziva sa predovsetkym na overovanie
modelu.

2Podrobny dokaz Vety 1.2. (Leadbetter et al.) [5]
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Obrazok 3: Return level plot GEV rozdelenia

Ako sme uZ uvadzali, z dat sa vytvaraja bloky dizky n. Prirodzene vznika
otazka: aka je spravna dlzka bloku? Je to kompromis medzi varianciou a vy-
chylenostou odhadov:

— ak st bloky prili§ malé, tak aproximécia je menej kvalitna,
— ak su bloky vel'ké, potom variancia odhadu je velka.

Poznamka 1.2: SkonStruovany model v ¢asti 1.1 pochopitelne moZzeme
aplikovat aj na modely minima blokov, len analogické vyrazy treba cielene
preformulovat.

min(Xy,...,X,) = —max(—Xi,...,—X,).

Existuja viaceré metody na odhad parametrov GEV rozdelenia, napr. metody
zalozené na pravdepodobnostnych grafoch, na momentoch, pripadne na vie-
rohodnostnych funkciach.

1.3 Maximalne vierohodny odhad (MLE)

Tvrdenie 1.2. (Coles [1]) Ak mdame Zy,. .., Z,, nezdvislé premenné s rozde-
lenim GEV, potom ’log-likelihood’ funkcia md nasledovny tvar:
pre £ =0:

l(p,0) = —mlogo — Zkz - ZGXP(_ki) (4)

10



pre £ #0:

l(p,0,§) = —mlogo — (1 + %) Zlog(l +&k;) — Z(l + éki)’l/f (5)
i=1 i=1
Zi —

pricom k; = HJ, za predpokladu, Ze 1 +E&k; >0 prei=1,...,m.

Maximalizaciou (4) alebo (5) dostaneme maximélne vierohodny odhad
parametrov rozdelenia z GEV triedy. Analytické rieSenie neexistuje, ale
pouzivaju sa Standardné numerické optimalizacné metody.

Maximalne vierohodny odhad pre z,, ak 0 < p < 1 je vyjadreny nasledovnym
sposobom:

~

AT :
4= i éﬂ y,°], pre £ #0 ©)

fi—clogy,,  pre =0

Poznamka 1.3: Pri pouzivani maximalne vierohodnych odhadov sa moze
vyskytnit problém, ze GEV model nespliia podmienky regularity. Smith |7|
sktimal tito problematiku podrobnejsie, a ziskal nasledujtce vysledky:

— ak £ > —0.5, potom odhad méa asymptotické vlastnosti.

—ak —1 < & < —0.5, existuje odhad, ale nemé asymptotické vlastnosti.

— ak £ < —1, odhad ¢asto neexistuje.

1.4 Profil vierohodnosti

Standardné aproximacia rozdelenia ML odhadu moze byt menej kvalit-
na. LepSiu aproximéciu dostavame pomocou funkcie profilu vierohodnos-
ti. Ak chceme urcit profil vierohodnosti napriklad pre &, tak zafixujeme
¢ = &, potom maximalizaciou funkcie (5) vypocitame ostatné parametre p
a 0 metodou maximalnej vierohodnosti. Tento postup viackrat opakujeme
pre rozne zafixované £. Zodpovedajice maximalizované hodnoty tvoria profil
"log-likelihood’ pre &.

Poznamka 1.4: Samozrejme mozeme analogickym spodsobom urcit profil
vierohodnosti pre l'ubovolnt kombinéciu parametrov.

1.5 Overovanie modelu

Na overovanie modelu m6zeme pouzivat grafickn analyzu dat, ktora zahriu-
je napr. zostrojenie pravdepodobnostného grafu (P-P plot), kvantilového
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grafu (Q-Q plot), grafu hustoty a ’return level plot’.

e Histogram, graf hustoty: histogram je nastroj vhodny na vizualiza-
ciu frekvencie dat. Predstavuje typ stlpcového grafu uréeny na znézor-
nenie rozdelenia pravdepodobnosti (vid Obrazok 4).

035

o o
[=} = o i o
— [l X [} w
T T
L L L L 1

Hustaota pravdepodobnosti

o

=

[
1

o

o 5 10 15 20
laxirnum blakoy

Obréazok 4: Priklad histogramu GEV rozdelenia

e P-P plot: pravdepodobnostny graf je porovnanie empirického a odhad-

nutého pravdepodobnostného rozdelenia. Nech 2z < 2o < ... < 2z, st
zoradené bloky maxim, potom empiricka distribu¢na funkcia pre z; je
dand ako: ,
~ )
G z;) = )
GEV( z) m+ 1

Do rovnice (2) dosadime odhady parametrov £, fi, & tak, ze:

~\1-1/€
o= (279 ")

potom P-P graf pozostava z bodov:

{(Garvie, Gorvta) ) i= 1o 7)

Poznamka: Model je dobry ak Gapy(z) ~ Gapy(z) (t.j. graf je
blizky diagonale). Tento graf nam poskytuje najmenej informécii v
oblasti o ktortt mame najvacsi zaujem, t.j. chvostu rozdelenia.

e Q-Q plot: kvantilovy graf je porovnanie kvantilu empirického a odhad-
nutého rozdelenia. Graf pozostava z bodov:

{(Gé}gv(mil)z>z:lm} (8)

12




kde

| A N
Gl G R - ! .
GEV(m+1) H ¢ Blm+1
Odlisnosti od linearity indikuji zlyhanie modelu.
e Return level plot pozostava z bodov:
{(logyp, 2,) : 0 < p < 1}, 9)

kde y, = —log(1l — p), a 2, je maximélne vierohodny odhad z,. Tento
graf sa dé rozsirit pomocou intervalov spolahlivosti a taktiez pridanim
empirického ’return level plot’-u.

Poznamka 1.5:
VaR predstavuje standardny nastroj na meranie roéznych rizik, najmé trhového

rizika alebo operacného rizika, v sii¢asnosti jeden z najcastejsie pouzivanych v
bankovom sektore. VaR je vlastne definovana ako hodnota najvicsej moznej
straty pri Specifikovanom stupni spolahlivosti poc¢as urcitej periody. Stupen
spolahlivosti sa zvy¢ajne pouziva v intervale 90 az 99 percent (vid Obréa-
zok 5). Tato miera rizika v podstate predstavuje opisnt Statisticktt charak-
teristiku (kvantil) odhadovaného rozdelenia moznych strat resp. ziskov.

(1-p).100% p.100%

VaR

Obrazok 5: Grafické znazornenie VaR na hladine vyznamnosti (1 — p).100%

V nasom pripade kvantil z, vyjadreny pomocou vyrazu (3) sa da chapat ako
’extreme VaR’ napr. na hladine vyznamnosti 99.5% alebo dokonca 99.9%.
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2 Model s prahovou hodnotou (POT)

2.1 Formulacia modelu

Majme postupnost X, Xy, ... nezavislych, rovnako rozdelenych n&dhod-
nych premennych s distribu¢nou funkciou F. Je rozumné povazovat za ex-
trémne udalosti tie X, ktoré prekroc¢ia nejaka vopred zvolent prahovia hod-
notu u. Ozna¢ime [ubovolny ¢len postupnosti X; ako X, potom stochastické
spravanie sa extrémnych udalosti je dané podmienenou pravdepodobnostou:

— F(u+y)

1
P{X>u+ylX >u}= T Fu) y > 0. (10)

Ak pozname rozdelenie F', tak pozname aj rozdelenie prekroceni prahovej
hodnoty. V praxi ale F' je nezname rozdelenie.

2.2 ZovSeobecnené Pareto rozdelenie (GPD)

Veta 2.1. 3(Coles [1]) Nech X1, X, . .. je postupnost nezdvisljch ndhodngch
premennyjch so zndmou distribuénou funkciou F', a nech M, = max{X;,..., X, }.
Predpokladajme, Ze F spliia Vetu 1.2., tak Ze pre dostatocne velké u plati:

P{M, < z} = Ggpv(2),

Gapv(z) = ea;p{_ {1 +§(%)1—l/5}

pre p,o > 0 a & Potom pre dostatocne velké u distribucnd funkcia vijrazu
(X —u) za podmienky, Ze X > u sa dd aprozimoval pomocou:

kde

Horoy) =1~ (1+ %)_W. (1)

Funkcia je definovand na {y :y > 0,(1+&y/d) > 0}, kde 6 = o+ &(u—p).*

Trieda rozdelenia definovana vyrazom (11) je trieda zov§eobecneného
Pareto rozdelenia (GPD). Veta 2.1. tvrdi, Ze ked bloky maxim maji rozde-
lenie Gy, potom prekrocenia hranice majiu rozdelenie z Pareto triedy. Na-
viac aj parametre zovSeobecneného Pareto rozdelenia su jednozna¢ne uréené
tymi, ktoré zodpovedaju prislusnému GEV rozdeleniu.

3podrobny dokaz Vety 2.1. (Leadbetter et al.) [5]
4parametre 1, 0, & st oznacené rovnako pre POT a GEV z toho dovodu, Ze ich charakter
je podobny(location, scale, shape), ale treba si uvedomit, Ze st to iné parametre.
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Pre zaujimavost na Obrazku 6 a 7 st znazornené hustoty GPD pre rézne
parametre £ a ¢ = 1. Je vidno ako sa meni tvar chvostu, ak sa meni €.

Obrazok 6: Hustota GPD pre rézne parametre £ a 6 = 1

2.5

0.5 B

Obréazok 7: Hustota GPD pre rézne parametre £ < 0 a ¢ = 1, na intervale

[0, -1/¢]
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Poznamka 2.1: Ak zmenime dlzku blokov, tak sa zmenia parametre
GEV triedy(dévodom je tvar ML odhadov), ale parametre Pareto triedy
zostavaju nemenné vzhladom na n. To znamend, Ze £ nezavisi na n. £ je
dolezitym parametrom.

e ak £ < 0 — existuje horné ohranicenie rozdelenia prekroceni, (u—&/§)
e ak £ > (0 — neexistuje horné ohranicenie,

e ak £ = 0 — rozdelenie je neohranicené.

cy\ e Yy
lim{l— <1+§) ] 21—6XP<—5> = Hepp(y), y >0,

§—0

¢o zodpoveda exponencidlnemu rozdeleniu s parametrom 1/6.

2.3 Metody na stanovenie prahovej hodnoty

Majme x4, ..., x, nezavislé rovnako rozdelené ndhodné premenné. Definujme
prahovi hodnotu u a vyberme tie z;, ktoré su vicsie ako u t.j. {z; : &; > u}.
Nech prekrocenia st y; = z; —u, j = 1,...,k (ako napr. na Obrazku 8).
Podl'a Vety 2.1. hodnoty y; by mali byt nezavislé realizacie nAhodnej premen-
nej, ich rozdelenie mozeme aproximovat pomocou triedy zovSeobecneného
Pareto rozdelenia.

x5
x2

x3

y1 ¥3
y2
y7

x1

x4

Obrazok 8: Data xq,...,x15 a zodpovedajice prekrocenia vy, ..., y; ponad
prah wu.
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Spravna volba hranice u je podobny problém ako stanovenie velkosti
bloku n v modeloch blokového maxima. Opét problém rovnovihy medzi
varianciou a vychylenostou odhadov:

— ak hranica u je nizka, tak aproximacia je menej kvalitna,
— ak hranica u je vysoka, potom variancia odhadu je velka.

Pouzivame dve metody na stanovenie hranice w:
1. vyskumna metoda (pred odhadovanim),
2. hodnotenie stability odhadov parametrov (fitovanie modelu cez rozne u),
ktoré st podrobnejSie popisané nizsie.

Poznamka 2.2: Existuju aj iné metody, napriklad ’bootstrapping MSE’
metoda alebo $pecidlna metoda zalozend na ’hill plot’-e, ktord stanovuje
hranicu u na zdklade nesubjektivneho posidenia (vid ¢lanok Zhou [9]).

2.3.1 Vyskumna metdéda

Vyskumna metdda je zalozend na strednej hodnote zovseobecneného Pareto
rozdelenia. Ak Y ma GPD rozdelenie s parametrami ¢ a &, potom stredna
hodnotu mozeme vyjadrit nasledovne:

o
%) pre £ > 1
B(X —ulX >u) = 1”_“5, €< 1. (12)

Hranica u sa stanovy na zaklade grafu MRL, ktory pozostéva z bodov:

{ (u ni i(gg - u)) u < xm} (13)
SR

A = empiricky odhad strednej hodnoty prekroceni, n,— st pozorovania ktoré
prekrocia hranicu u a x,,,, —je najvacsia hodnota x;. Tento graf ndm stanovu-
je u na zéklade jej linearity. Hranica u sa stanovi na drovni, kde tato vlast-
nost nie je splneni. Ak uz mame hranicu u, potom parametre GPD sa daja
odhadnit ML metédou. Napriklad na Obrazku 9 vidime, Ze najvhodnejsia
vol'ba hodnoty u je okolo 1 , lebo po tejto hodnote sa vyskytuji vyraznejsie

vykyvy.
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Obrazok 9: Ukazka grafu MRL

2.3.2 Hodnotenie stability odhadov parametrov

Druha metéda je zaloZenéd na skiimani stability odhadov parametrov. Fitu-
jeme GPD pre rézne hranice a skimame stability odhadov parametrov.

Ak GPD je rozumny model pre prekroc¢enia ponad prah ug, potom prekroce-
nia nad v > wug tiez mozeme modelovat pomocou GPD. Parameter £ je
identicky v oboch pripadoch a pre o plati:

Ou = Oy + &(u — ug), (14)

o,— je o pre prah u, o,,— pre prah u.

Reparametrizaciou o* = o0, — £u dosiahneme, Ze o* je konStantné na zak-
lade (14). Odhady ¢* a £ budu konstantné nad wuy v pripade, 7Ze je spravne
nastavend prahova hodnota vzhladom na to, Ze prekrocenia budi sledovaf
zovSeobecnené Pareto rozdelenie. V praxi nebudi parametre konStantné
ale budu stabilné. Hodnoty ¢* a é zndzornime oproti u a pridame inter-
val spolahlivosti. Zvolime takd hodnotu ug, teda najnizsiu hodnotu wu, pre
ktoré su takmer konStantné tieto parametre.

2.4 ML odhad parametrov GPD rozdelenia

Tvrdenie 2.1. (Coles [1]) Nech yy, ..., yx su prekrocenia s rozdelenim GPD,
potom ’log-likelihood” md nasledovny tvar:
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k
I(0) = —klogo — o * Zyi, (15)
i=1

§#0:
l(0,) = —klogo — ( )Zlog (1+ % (16)

1+ &y

za predpokladu, Ze ( ) >0prei=1,...,k.

Maximalizaciou (15) alebo (16) dostaneme ML odhad parametrov GPD
rozdelenia. Opét pouzivame numerické optimaliza¢né metody. Interpretacia
je praktickejsia v tvare kvantilov alebo ‘return level’.

Ak vieme ze pre X > u:

pocai =[]

P(X >12)=C ll +§(x - u)r/&,

kde ¢, = P{X > u}, potom troven z,,, ktora je prekro¢ena v priemere jeden
krat kazdych m pozorovani (m je dostatocne velké) je:

pre £ =0:
Ty = U+ O IOg(mCu) (17)

pre £ #0:
T = U+ %[(m(u)5 —1]. (18)

Ak hodnoty z,, zndzornime oproti m v logaritmickej miere, dostaneme ’re-
turn level plot’. Graf je linedrny ak £ = 0, konvexny ak £ < 0 a konkavny
ak £ > 0. Samozrejme, kvantil z,, definovany vo vyrazoch (17) a (18) tiez
mozeme chapat ako VaR (vid Poznamku 1.5).

2.5 Overovanie modelu

Na overovanie opit mozeme pouzivat graficki analyzu dat. Jednotlivé
grafy sa odvadzaji podobnym spdsobom ako v ¢asti 1.5, aj zavery sa daja
podobnym spdsobom interpretovat.
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e Histogram, graf hustoty:

T T T T T
12& B
1 ,

Hustota pravdepodobnost
=
Il

POT

Obrézok 10: Priklad histogramu GPD rozdelenia

e P-P plot:
Nech prahova hodnotaA je u, prekrocenia si y; < yo < ... < yp A
odhadovany model je Hgpp, potom P-P graf pozostava z bodov:

€40 {(ﬁ,ﬁamm));i:l,...,k} (19)

) ~1/€
HGPD(y) =1- (1 + gTy) .

g

kde

e Q-Q plot:

pozostava z bodov:

§7é0:{(FI@}D(#)%);Z‘:L...,I@} (20)

~

Hobp(y) = u+ %[yé —1].

kde

e Return level plot:
pozostava z bodov (pre dostatotne velké m):

{(m, &m)} (21)

kde z,, je odhadované troven, ktord je prekrocend v priemere jeden
krat kazdych m pozorovani ('m-observation return level’):

~

Ty = u+ %[(méu)é —1].
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3 Extrémy zavislych ¢asovych radov

Modely extrémnych hodnot v predchadzajiacich kapitolach boli odvo-
dené pre matematicky proces, ktory pozostava z radu nezavislych nahod-
nych premennych. Nezavislost je ale dost neredlny predpoklad v praxi.
NajprirodzenejSie zovSeobecnenie radu je staciondrny rad, ktorého premen-
né mozno vzajomne zavisia, ale ich stochastické vlastnosti st homogénne
vzhladom na ¢as. Napriklad, ak X, Xs,... je stacionarny rad, potom X;
musi mat rovnaké rozdelenie ako Xjg1, a zdruzené rozdelenie (Xi, X5) je
rovnaké ako (Xjo1, X102), hoci X; nemusi byt zavisli od X, a Xjgo.

3.1 Extrémy stacionarnych postupnosti
3.1.1 Maxima stacionarnych postupnosti

Stacionarny ¢asovy rad musi spliat predpoklad D(u,,), ktory hovori o dosta-
toc¢nej "Casovej"vzdialenosti extrémnych udalosti, aby limitné pravidla zostali
zachované.

Definicia 3.1. (Podmienka D(u,)) (Coles [1])
Hovorime, Ze staciondrny rad X1, Xs, ... spliia podmienku D(u,,) ak pre kazdé
1 <...<tp, <J1 <...<Jqpricom j; — i, > 1 plati:

|P{X21 S Upy - - 7Xip S Un,le S Upy - - .qu S Un}
—P{AXVZl < un7"'7Xip < Un}P{le < Un,...X]'q < Un}‘ < Oé(n,l),

kde a(n, l,) konverquje k nule pre lubovolni postupnostl,, taki, Ze: lim [, /n = 0.

n—o0

Poznamka 3.1: Pre postupnosti nezavislych premennych rozdiel pravde-
podobnosti definovany v Definicie 3.1. je nula pre kazda postupnost u,,. Pod-
robnejSia charakteristika podmienky D(u,) sa nachadza v knihe Leadbetter
et al. [5] alebo Leadbetter a Rootzén [6].

Ak je splnena podmienka D(u,), potom plati nasledujica veta:

Veta 3.1. (Coles [1]) Nech Xy, Xa,... je staciondrny proces a definujme
M, = max{Xy,..., X, }. Ak existuji postupnosti konstint {a, > 0} a {b,}
take, Ze:

P{(M,, —b,)/a, < z} — Ggpyv(2),

kde Gggy je nedegenerovand distribucnd funkcia, a u, = ap,z + by, splﬁa
podmienku D(u,,) pre kazdé z € R, potom Gggy je clen GEV triedy.’

5Veta 3.1. sa dokazuje analogickym spésobom ako Veta 1.1.
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Nech X7, X, ... jestacionarny rad s margindlnou distribu¢nou funkciou F,
a definujme prislusny rad X7, X, ... nezavislych premennych, pricom kazdé
X7 mé distribu¢ni funkciu F. Ak porovname limitné rozdelenie postupnos-
ti M, = max{Xy,..., X, } a M} = max{X7,..., X} pre n — oo, potom
marginalne rozdelenia radov X; a X st rovnaké.

Za istych konvergen¢énych vlastnosti sa da najst prepojenie medzi rozde-
leniami nezavislych a stacionarnych radov s rovnakou marginalnou distribuc-
nou funkciou.

Veta 3.2. (Coles [1]) Nech X, X, ... je staciondrny proces a X7, X3, ...
je postupnost nezdvislyjch premenngjch s rovnakym margindlnym rozdelenim.
Definujme M, = max{Xy,...,X,} ¢ M} = max{X;,...,X}}. Pod pod-
mienkou reqularity plati,Ze:

P{(M}; = by)/an < 2} — G1(2)

ak n — oo pre normalizované postupnosti {a, > 0} a {b,}, kde Gy je nede-
generovand distribuénd funkcia, prdve vtedy ked

P{(My, = b,)/an < 2} — Go(2)

kde
Ga(z) = GY(2) (22)

pre konstantu 0 : 0 < 0 < 11,

Z Vety 3.2. vyplyva, 7e ak maxim4 stacionarneho radu konverguji (¢o
plati podl'a vety 3.1. za predpokladu, Ze je splnend podmienka D(u,,)) limitné
rozdelenie je spojené s limitnym rozdelenim nezavislého radu, pricom plati
rovnost (22).

Ak G, zodpoveda GEV rozdeleniu s parametrami (p, 0, &), a £ # 0, potom

) = enf-[ree(52)]
= exp{ [1+£( )r“}
sof-[1re()] )

kde ,u*:u—%l—Q ) a o =ob

!Dokaz Vety 3.2. Leadbetter et al. [5]
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Poznamka 3.2: Teda ak M méa rozdelenie GEV s parametrami (p, o, &), tak
M,, mé rozdelenie GEV s parametrami (u*, 0*, §). Parameter & je v obidvoch
pripadoch rovnaky. Napriklad, ak GG; je Gumbelovo rozdelenie s parametra-
mi (p, o), potom G5 je Gumbelovo rozdelenie s parametrami p* = p+ o log6
a o* = 0. Veli¢ina 6 definovana vyrazom (22) sa nazyva ’extremal index’°.
Parameter 6 mozeme interpretovat aj nasledovnym sposobom:

6 =(limitna” stredn& miera velkosti "cluster’-ov) ™.

3.1.2 Modelovanie stacionarnych radov

Vety 3.1. a 3.2. st ekvivalentné s asymptotickymi vlastnostami pre maximé
ziskané v predchadzajucich kapitolach. Ale aky to ma efekt v modelovani
extrémnych hodnét v skuto¢nosti?

Modely blokového maxima

Pokial dlhodoba zavislost v extrémnych hodnotéch je slabé, data mozeme
povazovat za realizaciu procesu spliajicu podmienku D(u,), potom rozde-
lenie blokovych maxim patri do tej istej triedy rozdeleni, ako pri nezavislych
postupnostiach. Jeho parametre st odlisné od tych, ktoré by sme ziskali
v pripade nezéavislého radu, ale z nasho pohladu je to nepodstatné, lebo
parametre si odhadované rovnakym spdsobom. 7 toho vyplyva, Ze mozeme
ignorovat zavislost v danych datach, a pouzivat model blokového maxima.

Modely POT

Rozdelenie prekroceni prahovej hodnoty v stacionarnych radoch sa da ap-
roximovat pomocou GPD.V stacionarnych radoch extrémy mozu mat tenden-
ciu zoskupit sa (clustering). Asymptotické vlastnosti naznacujt, Zze marginalne
rozdelenie prekroceni sleduje GPD, ale neviedu k Specifikicii zdruzeného
rozdelenia susednych prekroceni. Teda rozdelenie hociktorého prekrocenia sa
d& modelovat pomocou GPD, ale zoskupenie sa extrémov indikuje zavislost v
pozorovaniach. V takych pripadoch sa pouZiva metoda ’declustering’®, ¢o
je vlastne filtrovanie zavislych pozorovani na ziskanie nezavislych prekroceni
prahovej hodnoty. Metoda funguje v hrubych rysoch nasledovnym sposobom:
— pouziva sa empirické pravidlo na definovanie ’cluster’-ov prekroceni

5Presnejsia interpretacia a d'alsie podmienky regularity st uvedené v knihe Leadbet-
ter et al. [5]

“limitnd v zmysle extrémne vysokej prahovej hodnoty

8Zakladna idea a dalsie detaily v ¢lanke Davison a Smith [§]
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— identifikuja sa maximalne prekrocenia vo vnitri kazdého ’cluster’-a

— predpoklada sa, Ze tieto maximé st nezéavislé a rozdelenie prekroceni je
dané pomocou GPD

— fituje sa GPD pre maximé ’cluster’-ov.

3.2 Extrémy nestacionarnych postupnosti

Vseobecne platny model pre nestacionarne rady neexistuje. Existuji mo-
dely pre Specialne typy nestacionarity, ale v praxi st nepouzitelné. Namiesto
toho pouzivame Standardné modely extrémnych hodnoét, ktoré sa rozsiruji o
Statistické modelovanie (je to len reprezentativny priklad takychto metdd).
Maximalne hodnoty Z; modelujeme pomocou GEV rozdelenia s parametrami
W, o a &, oznatme to nasledovne:

Z, ~ GEV (u(t), 0,£). (23)

Zmeny parametra polohy u(t) méZeme modelovat napriklad ako linearny
trend s parametrami 3y a [;:

() = Bo + but. (24)

Pri zlozitejsich zmenach v parametre p pouzivame napriklad kvadraticky
model:

p(t) = Bo + Pt + Bat?, (25)

alebo exponencialny model:

p(t) = exp(Bo + Ai(t)) (26)

Nestacionarita sa moze prejavit takisto aj v ostatnych parametroch.

3.2.1 Odhad parametrov

Vyhoda met6édy maximalnej vierohodnosti oproti inymi metédami odhadova-
nia parametrov je prisposobivost k zmene v Struktire modelu. Nestacionarny
GEV model charakterizujici rozdelenie blokovych maxim Z, pret =1,...,m:

Zi~ GEV(u(t), o(1),£(1)), (27)

kde u(t), o(t) a £(t) maja rozdelenie definované strednou hodnotou a varian-
ciou. Oznacme vektor parametrov ako (3, potom vierohodnostna funkcia je

nasledovné:
m

L(8) = [ oz u(t), o), €0),

t=1
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kde g(z; u(t),o(t),£&(t)) je funkcia hustoty GEV rozdelenia s parametrami
w(t),o(t) a &(t). Analogicky ako v ¢asti 1.3. "log-likelihood’ funkcia ma tvar:

m

l(p,0,8) = — Z{log o(t) + (1 + 1/(1)) log [1 + ) (Zt;_ﬂ(t)”

S el

za predpokladu, ze 1+ £(t) (%g(t)) >0pret=1,...,m.
o

Na maximalizaciu (28) sa pouzivaji numerické metody.
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4 Ciele prace

V predchadzajicich kapitolach sme vysvetlili klasicku tedriu extrémnych
hodnét. Analyzovali sme dva zékladné modely (model blokového maxima a
model s prahovou hodnotou), zaviedli sme zovSeobecné rozdelenie extrém-
nych hodnot (2) a zovseobecnené Pareto rozdelenie (11). Uvedené rozdelenia
st vhodné pri registracii extrémov, a zjednoduSuju Statistickt analyzu ex-
trémnych tdajov.

Diplomova praca sa zaobera vysvetlenim a kratkym zhrnutim EVT cielom
aplikicie tejto teorie na slovenské data a naslednej interpretacie dosiahnutych
vysledkov. Mame k dispozicii historické data vymenného kurzu SKK/EUR
od 1.1.1999 do 31.12.2007, na ktoré sa pokusime aplikovat modely blokového
maxima a modely prekro¢eni ponad prah. Po navrhnuti typu rozdelenia
extrémov odhadujeme zakladné parametre vySSie spominanych modelov p,
o a &, ktoré charakterizuji polohu, rozsah a tvar rozdelenia. Na zaklade
grafickych a inych zakladnych metod otestujeme spravnost modelov (P-P
graf, Q-Q graf, 'return level plot’, graf hustoty). Zaroven sa pokusime
navrhnit podla dosiahnutych vysledkov stresovy scenar vymenného kurzu.
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5 Prakticka cast

5.1 Analyza dat

V tejto kapitole aplikujeme spominané modely na redlne data. Nasim
cielom je modelovat vykyvy denného vymenného kurzu slovenskej koruny
vo¢i euru. Mame k dispozicii denné historické data z obdobia 1.1.1999 az
31.12.2007°, pozostavajici z 2246 udajov. Na tychto tdajoch otestujeme
modely zadefinované v kapitolach 3 a 4. Prvym krokom je grafické znazorne-
nie udajov. Na Obréazku 11 mézeme odsledovat historicky vyvoj vymenného
kurzu za peridédu deviatich rokov, a na Obrézku 12 je znazornené frekvencia
dat pomocou histogramu.

vymenny Kurz

| I I I
a 500 1000 1500 2000 2245

Obrazok 11: Historicky vyvoj vymenného kurzu SKK/EUR v rokoch 99-07
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Obréazok 12: Histogram dat

9Data sme ziskali z oficidlnej webovej stranky Narodnej banky Slovenska [11]
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Opisné statistické charakteristiky ¢asového radu st nasledovné:

Casovy rad
Priemer 40.437
Variancia 10.579
Standardna odchylka 3.2525
Median 41.388
Minimum 32.861
Maximum 47.299
1.kvantil 38.39
3.kvantil 42.9455

Tabulka 1: Zakladné charakteristiky

Graficky zaznam dat ukazuje, ze casovy rad obsahuje klesajici trend,
ktory eliminujeme transforméciou dat nasledovnym sposobom:

= log( i ) 100.
Ti—1

Pomocou transforméacie sme dostali ¢asovy rad ktory je vizualizované na
Obrazku 13, a prilozime k tomu aj histogram, vid Obréazok 14. Je vidno,
7e velké zmeny maju relativne mald, hoci kladna pravdepodobnost vzniku.
Budeme sa zaoberat analyzou tychto dennych zmien nachadzajucich sa na
chvoste rozdelenia.

05k —

05k 4

I L L I
1] &00 1000 1800 2000 2248

Obrazok 13: Denné zmeny hodnoty vymenného kurzu SKK/EUR v rokoch 99-07
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Obrazok 14: Histogram dat

Z toho histogramu ocividne vyplyva, Ze rozdelenie pravdepodobnosti ma
tazké konce, teda data spliiaju nase otakavania a mozeme aplikovaf na mo-
delovanie extrémov teériu extrémnych hodnot.

Opisné Statistické charakteristiky ¢asového radu uvedené v Tabulke 2 nam
poskytuju obraz o sibore dat:

Casovy rad

Priemer -0.00481162
Variancia 0.01824101
Standardna odchylka | 0.13505929

Median -0.005585855
Minimum -1.40495018
Maximum 1.00840655
1.kvantil -0.06942574
3.kvantil 0.05613432

Tabulka 2: Zakladné charakteristiky

5.2 Modely blokového maxima, resp. minima

V tedrii sme formulovali modely blokového maxima (minima), ktoré chceme
v tejto Casti pouzivat na opis a modelovanie extrémov nagich dat. Zo zauji-
mavosti otestujeme tieto modely najprv na celom 9 ro¢nom intervale (t.j. od
1.1.99 do 31.12.07), potom zmenime dlzku ¢asového radu na 4 roky (napriklad
od 1.1.04 do 31.12.07), a na zaver porovname kvalitu dosiahnutych vysledkov.

V prvom kroku vytvarame z dat celého 9 ro¢ného intervalu bloky dizky n,
a v ramci kazdého jedného bloku vyberieme maximum (minimum) a tie-
to extrémy modelujeme. Tento postup zopakujeme pre rozne dizky blokov
(n = 5, n =10, n = 20) z toho dévodu, aby sme zistili, ktory sposob

29



ndm dava pomerne rozumné vysledky. Teraz znadzornime rozdelenia extré-
mov jednotlivych blokov na zdoraznenie existencie tzv. tazkych koncov (vid

Obrazok 15).

Max
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Obrazok 15: Histogramy modelov blokového maxima a blokového minima, pre
rézne vel'kosti blokov.

5.2.1 Kalibracia modelov na intervale 9 rokov

Prakticki analyzu vysledkov uskuto¢nime vyuzitim funkcii kniznice IS-
MEYV softvérovej aplikicie R 2.6.2 volne dostupnej na internetovej stranke
[13]. Po aplikicii modelov blokového maxima, resp. minima sme dostali
vysledky, ktoré su zhrnuté v Tabulkach 3 a 4.

(9907 | MAX |
dlzka bloku n=2>5 n =10 n =20
pocet dat 450 225 113
NLLH -394.4002 -174.7725 -67.9387
MLE(j) 0.07562881 | 0.12576767 | 0.16725231
MLE(4) 0.08055019 | 0.08699775 | 0.09985667
MLE(§) 0.11605080 | 0.15531538 | 0.20936871
SE(j1) 0.004205897 | 0.006545053 | 0.010871509
SE(4) 0.003160910 | 0.005051299 | 0.008694646
SE(£) 0.031239979 | 0.051228364 | 0.084435822

Tabulka 3:

NLLH - 'negative log-likelihood’,
MLE - maximélne vierohodny odhad jednotlivy’ch parametrov,
SE - standardna chyba odhadu jednotlivych parametrov.
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Ako sme uz spominali v ¢asti 1.5, na overovanie tychto modelov pouzi-
vame grafickt analyzu, ktora zahriuje zostrojenie P-P grafu, Q-Q grafu, gra-
fu hustoty a ’return level plot’. Na Obréazku 16, 17 a 18 moézeme odsledovat
priebeh spominanych grafov.
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Obréazok 16: Model blokového maxima, n = 5
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Obrazok 17: Model blokového maxima, n = 10

Ako uz vieme z tedrie, P-P graf porovnava empirické a odhadnuté rozde-
lenie pravdepodobnosti, Q-Q graf kvantil empirického a odhadnutého rozde-
lenia. Model je dobre sformulovany, ked body tychto grafov lezia prib-
lizne pozdlz diagonalnej priamky, ako to vidno aj v nasom pripade. Ked
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Obrazok 18: Model blokového maxima, n = 20

porovname ‘return level plot’-y vidime, Ze niektoré hodnoty na Obrazku 16
a 17 sa nachadzaju mimo intervalu spolahlivosti, zatial ¢o na obrazku 18
interval obsahuje vietky modelované hodnoty, ¢o aj splita nase o¢akavania,
t.j. ak bloky st malé, tak aproximacia je menej kvalitnd, naopak ak si bloky
vel'ké, variancia odhadu je velka. Toto sa odzrkadluje aj vo vysSie uvedenych
tabulkach. Z toho nam vyplyva, Ze treba najst vhodnu rovnovahu medzi vy-
chylenostou a varianciou odhadov. Na zaklade tychto poznatkov najlepsi
vyber z testovanych dlzok bloku je n = 20. Ukazku grafov profilu vierohod-
nosti pre £ a 2-ro¢ny 'return level’ v pripade nasho zvoleného modelu mézeme
vidiet na Obrazku 19. Je vidno, Ze intervaly spolahlivosti nie st symetrické.
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Obrazok 19: Profil vierohodnosti pre £ (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny
return level’ (vpravo)
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Profil vierohodnosti spominany v ¢asti 1.4 nam déva lepSiu aproximéaciu
rozdelenia ML odhadov parametrov. Napriklad pre parameter £ interval
spolahlivosti vypo¢itany pomocou normélneho rozdelenia je [0.0439,0.3749],
ktory je symetricky. Ako vidime na Obréazku 19, profil vierohodnosti urci
presnejsi interval spolahlivosti, ako normélne rozdelenie. Postup na vypocet
intervalu poskytuje kniha [1], str. 34-35. Na zaklade profilu vierohodnosti
mozeme urcit konfiden¢né intervaly aj pre 2-ro¢ny 'return level” ("return level’
pre 2-ro¢ny ¢asovy horizont), teda pre odhad kvantilu z,, ¢o je zobrazené na
Obrazku 19 (vpravo).

Pri modelovani blokovych minim postup je rovnaky len s tou vynimkou,

7e pristupné data vynasobime —1 a potom pre tieto hodnoty fitujeme GEV
rozdelenie pre maximé: min{Xy,..., X, } = —max{—-Xy,..., - X, }.
Ale v tomto pripade musime brat do tvahy protikladné hodnoty odhadu
parametra ji, lebo prave tento parameter ndm vyjadruje polohu rozdelenia.
Ostatné parametre zostani nemenné. V Tabulke 4 st uvedené vysledky
modelovania v pripade blokovych minim.

(99-07 | MIN |
dlzka blokov n=>= n =10 n = 20
pocet dat 450 225 113
NLLH -400.5228 -194.8525 -82.89461
MLE(j2) -0.09560398 | -0.14076437 | -0.18468728
MLE(5) 0.08511040 | 0.08139155 | 0.09425815
MLE(é) 0.01831857 | 0.11419705 | 0.09414792
SE(j1) 0.004331858 | 0.006078511 | 0.00979840
SE(5) 0.003029563 | 0.004586885 | 0.00720672
SE(é) 0.020504813 | 0.046436863 | 0.05539810

Tabulka 4:

Teraz sa pozrime na graficki analyzu dat. VSimnime si, Ze nam vzdy
vysko¢i jedna velmi nizka hodnota (vid ’return level plot’ a Q-Q plot), ¢o
je désledkom toho, Ze 20.3.07 sa SKK posilnila vo¢i EUR velmi razantne v
porovnani s hodnotou predchadzajiceho dia. Tuto vyraznti zmenu mozeme
postrehnut aj na Obrazku 13. Tato hodnota sa tazko modeluje, lebo ako to
vidime na ’'return level plot’, hocijaky blok zvolime, tidto hodnota sa vzdy
nachidza mimo predikéného intervalu. Keby sa to modelovalo napriklad s
jednoduchym normélnym rozdelenim, tak by sa tento udaj z daleka nedalo
modelovat, ked to nie je v intervale spolahlivosti ani pri teoérii extrémnych
hodnot.
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Obrazok 20: Model blokového minima, n = 5
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Obréazok 21: Model blokového minima, n = 10

Je vidno, ze grafy P-P a Q-Q) st takmer linearne, a graf hustoty zodpoveda
rozdeleniu GEV. Pri modelovani blokovych minim tiez mozeme vyhlasit, ze
najlepsia z testovanych dlzok bloku je n = 20. Pre tento model profil viero-
hodnosti pre £ a 2-ro¢ny 'return level’ je na Obrazku 23.
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Obrazok 22: Model blokového minima, n = 20
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Obrazok 23: Profil vierohodnosti pre & (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny
return level’ (vpravo)

5.2.2 Kalibracia modelov na intervale 4 rokov

V tejto ¢asti overime, ako vplyva vyber dlzky historického obdobia vyuZitého
pri modelovani na vykonnost modelu. 9 ro¢ny interval skratime na 4 roky,
teda ¢asovy rad analyzovaného vymenného kurzu bude zahffhiat obdobie od
1.1.04 do 31.12.07, t.j. obsahuje 998 dat. Prakticky starSie data mozu
byt menej relevantné pri analyze extrémnych zmien, kedZe sa ¢asovy rad
aj ekonomika stéle meni. Z ekonomického hladiska je lepsie uvazovat "cer-
stvé"data. Najprv modelujeme blokové maximé rovnakym sposobom ako v
predchadzajucej casti. Dosiahnuté vysledky su uvedené v Tabulke 5.
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04-07 MAX

dlzka blokov n=>5 n =10 n=15
pocet dat 200 100 67
NLLH -179.1489 -85.59715 -51.20026
MLE(j1) 0.07268576 | 0.12175385 | 0.15364647
MLE(6 0.07903108 | 0.08124893 | 0.09175501
MLE(E) 0.11440240 | 0.13806700 | 0.09350040
SE(j1) 0.006245538 | 0.009160395 | 0.012390569
SE(6) 0.004717423 | 0.007021070 | 0.009141145
SE(f) 0.050247731 | 0.075424202 | 0.076209440

Tabulka b5:

Pomocou nasledujucich grafov mézeme overovat kalibrované modely. Aj
v tomto pripade st splnené predpoklady, ze P-P, a Q-Q st takmer linearne
a graf hustoty zodpovedad GEV rozdeleniu. Znovu sa objavi jedna extrémna
hodnota (16.3.05), ktora sa vidy nachédza mimo intervalu spolahlivosti, a
preto sa tazko modeluje. Teraz porovnajme vysledky v pripade n = 10 pre
9 a 4 ro¢ny interval. Z vysledkov mozeme vyvodit zaver, ze chyba odhadu v
pripade dlhsieho ¢asového radu je mensia, ale aproximacia je menej kvalitna,
¢o sme aj oCakavali. Po analyze mozeme konStatovat, Ze najlepSia volba
dlzky bloku je n = 15.
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Obrazok 24: Model blokového maxima, n = 5
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Obrazok 25: Model blokového maxima, n = 10
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Obrazok 26: Model blokového maxima, n = 15

Nasledujtce grafy znazoriiuja profil vierohodnosti pre & a 2-ro¢ny 'return
level’, pre nas zvoleny model (n = 15).
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Profile Log-likelihood

Obrazok 27: Profil vierohodnosti pre & (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny

aaaaaaaaaaaaaaa

return level’ (vpravo)

A teraz modelujeme blokové minimé na 4 ro¢nom ¢asovom horizonte pre
rozne dizky blokov. Postup je taky isty, ako v ¢asti 5.2.1. Opéif pouzivame
protikladné hodnoty, a fitujeme GEV rozdelenie pre maximé. Tento postup
nam dava vysledky zhrnuté v Tabulke 6. Aj v tomto pripade je najlepsia
vol'ba dlzky bloku n = 15. Pridame k tomu aj grafy na overovanie modelov
(vid Obrazok 28, 29, 30), profil vierohodnosti pre £ a 2-ro¢ny ’return level’

v pripade n = 15 (Obrazok 31).

| 04-07 | MIN
dlzka blokov n=>= n = 10 n =15
podet dt 200 100 67
NLLH -192.0059 | -84.49632 | -54.11884
MLE(/z) -0.10115345 | -0.14836363 | -0.17307351
MLE(6 0.07290595 | 0.07935695 | 0.08488946
MLE({ 0.14737372 | 0.19837104 | 0.15330380
SE(f) 0.005736601 | 0.008924237 | 0.011309389
SE(6) 0.004383969 | 0.007037449 | 0.008503271
SE(€) 0.048471250 | 0.076035771 | 0.069149131

Tabulka 6:
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Obrazok 28: Model blokového minima, n = 5
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Obrazok 29: Model blokového minima, n = 10
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5.3 Modely POT

Druhy postup, ktory ndm teéria extrémnych hodnét poskytuje na mode-
lovanie extrémov, je zaloZeny na opise spravania sa tych pozorovani, ktoré
prekrocia nejaka vopred stanovend prahovd hodnotu. Metéda méa ti vyho-
du, 7e upriamuje pozornost nielen na najvyssie hodnoty v urcitych ¢asovych
intervaloch (ako v pripade metody blokového maxima), ale na vSetky hod-
noty, ktoré presahuji vysoky prah. V nasledujicej ¢asti sa budeme zaoberat
analyzovanim a modelovanim extrémnych hodnot ponad prah.

Otestujeme modely najprv na celom 9 ro¢nom, potom na skratenom 4
rocnom casovom horizonte. Rozdelenie prekroceni prahovej hodnoty apro-
ximujeme pomocou GPD rozdelenia (11). Cielom je porovnat dosiahnuté
vysledky pri réznych prahovych arovniach. V praktickych aplikaciach je vel-
mi dolezité spravna volba prahu, na urcenie optimalnej hodnoty pouZivame
metody spominané v ¢asti 2.3, t.j. vyskumni metdédu a hodnotenie stability
odhadov parametrov. Na Obrézku 32 st znézornené histogramy pre rézne
prahové hodnoty, pomocou ktorych mozeme overit existenciu tazkych koncov
rozdeleni.
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Obrézok 32: Histogramy modelov pre rozne prahové hodnoty

5.3.1 Kalibracia modelov na intervale 9 rokov

Cielovo si zvolime 3 rozne prahové hodnoty pre maximé, a modelujeme ex-
trémy reprezentované pozorovaniami, ktoré prekrocia tieto hodnoty. Pouzitim
spominanych softvérovych aplikacii dostaneme odhad jednotlivych parametrov
a $tandardné chyby tychto odhadov, ktoré sa zhrnuté v Tabulke 7.
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99-07 | MAX

prahova hodnota u=0.14 u=0.15 u=0.2
pocet prekrocent 228 207 118
NLLH -292.422 -266.4049 -142.7113
MLE(5) 0.08682783 | 0.08447302 | 0.08434427
MLE(E) 0.16113398 | 0.18441160 | 0.26334503
SE(5) 0.008494383 | 0.008858939 | 0.01295048
SE(£) 0.072838657 | 0.079610955 | 0.12530436

Tabulka 7:

NLLH - ’'negative log-likelihood’,
MLE - maximélne vierohodny odhad jednotlivych parametrov,
SE - standardna chyba odhadu jednotlivych parametrov.

Aj v pripade met6dy POT sa na overovanie kvality modelu pouziva graficki
analyza dat, t.j. P-P plot, Q-Q plot, 'return level’plot a graf hustoty. Tie-
to grafy ndm naznacuji, Ze zvolené modely st vhodnymi néstrojmi na ka-
libraciu extrémov. P-P a Q-Q st primerane linearne, a graf hustoty zod-
7, porovnania ‘return level plot’-ov vyplyva, ze
interval spolahlivosti najlepSie mapuje extrémne hodnoty pri prahovej hod-
note u = 0.2. Vychadzajuc z grafickej analyzy, predpokladame, zZe vhodnym

povedd GPD rozdeleniu.

modelom je GPD rozdelenie s prahovou hodnotou u = 0.2.
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Obrazok 34: Model POT, u = 0.15
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Obrazok 35: Model POT, u = 0.2

Teéria nam hovori, ze prah u by mal byt dostato¢ne vysoky, avSak ¢im je
vys§ia tato hranica, tym nam zostava menej idajov na modelovanie. Opét sa
vyskytuje problém medzi varianciou a vychylenostou odhadov. Na spravnu
volbu hranice u pouzivame met6dy spominané v ¢asti 2.3. Pri vyskumnej
metode hranica u sa stanovy na zéklade grafu 'mean residual life” (MRL).
Na Obrazku 36 mozeme vidiet priebeh tohto grafu pre nase tidaje.
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hean Excess

Obrazok 36: MRL plot pre vymenny kurz SKK/EUR (99-07), 9 ro¢ny ¢asovy rad

MRL graf nam stanovuje u na zaklade jej linearity. Hranica u sa stanovi
na urovni, kde tato vlastnost nie je splnena. V nasom pripade graf je priblizne
linearny do hodnoty u = 0.2. Efektivnost prahovej hodnoty mézeme posuidit
detailnejsie pomocou hodnotenia stability odhadov parametrov. Vysledok je
zobrazeny na Obrazku 37, ktory znazoriiuje maximalne vierohodné odhady
a konfiden¢né intervaly pre zovSeobecneny Pareto model na skale réznych
prahovych hodnét (t.j. fitujeme model cez rozne ).
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Obrazok 37: ML odhady ako funkcie prahu
Na zaklade vyssie uvedenych grafov sa zda byt prijatelné stanovit prah

na drovni v = 0.2. Podla prvého grafu Obrazku 37 hodnoty na intervale
[0.2,0.3] su dostato¢ne stabilné, zatial ¢o na druhom grafe interval stabil-
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nych hodnét je [0.1,0.2], a prave prienik tychto intervalov nam uréi hladany
prah. Profil vierohodnosti pre ¢ a 2-ro¢ny ’return level” pre vybrany model
zobrazuje Obrazok 38.
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Obrazok 38: Profil vierohodnosti pre £ (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny
return level’ (vpravo)

Pri modelovani minim moézeme postupovat podobnym sposobom, tak Ze
pristupné data vynasobime —1, a potom pre tieto hodnoty fitujeme GPD
rozdelenie pre maxima. Dosiahnuté vysledky sa zhrnuté v Tabulke 8.

[99-07 | MIN |
prahova hodnota | u = 0.15 u=0.16 u=0.2
pocet prekrodeni 223 199 114
NLLH -321.7456 -287.7788 -150.2838
MLE(5) 0.07400185 | 0.07213727 | 0.08331326
MLE(E) 0.16074768 | 0.18273687 | 0.16677038
SE(5) 0.00714885 | 0.007552297 | 0.01099540
SE(¢) 0.07050804 | 0.078211827 | 0.09433254

Tabulka 8:

Po analyze nasledujucich grafov opatf moézeme konstatovat, Ze minimal-
na hodnota, ktort sme uz spominali aj pri modelovani blokovych minim
(20.3.2007), sa pri kazdej prahovej urovni nachadza mimo predikéného inter-
valu. Odhliadnuc od toho pozorovania, grafy spliaji predpoklady, ktoré sa
ocakavaji od nasho modelu.
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Obrazok 39: Model POT, u = 0.15
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Obrazok 40: Model POT, u = 0.16

Vychadzajic z grafickej analyzy, hodnotu v = 0.2 moézZeme povazovat
za vhodnu volbu prahu, lebo tato hodnota nie je aZ natolko nizka, aby
sme ohrozili kvalitu odhadov, a na druhej strane nie je ani vysoka, teda
rozptyl odhadov parametrov neprevysi akceptovatelnt hranicu °. Tuato
vol'bu mozeme overit pomocou grafu MRL (vid Obrazok 42).

10 Akceptovatelnti hranicu definujeme ako 10-15%
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Obrazok 41: Model POT, u = 0.2

hean Excess

Obrazok 42: MRL plot

Na zéaklade grafu MRL mo6zeme vyhlasit v = 0.2 za vhodny vyber pra-
hovej hodnoty, ktory je relativne stabilny, ¢o sa aj odzrkadluje na Obrézku 43.
Interval stabilnych prahovych hodnét uréeny pomocou prvého grafu je prib-
lizne [0.2,0.25], druhého grafu je [0.1,0.2], teda prienikom je t4 spominana
hodnota u = 0.2. Profil vierohodnosti pre £ a 2-ro¢ny return level pre zvoleny
model je na Obrazku 44.
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Obrazok 44: Profil vierohodnosti pre & (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny
return level’ (vpravo)

5.3.2 Kalibracia modelov na intervale 4 rokov

Po aplikacii modelov prekroceni ponad prah pre maxima dostavame vysled-
ky zhrnuté v Tabulke 9. Ked porovname tieto vysledky s vysledkami dosiah-
nuté pomocou analyzy 9 ro¢ného ¢asového radu, mozeme vyvodit zaver, ze
chyba odhadu v pripade dlhSieho ¢asového radu je menSia, ale aproximacia
je menej kvalitna. Prahova hodnota u = 0.15 poskytuje rozumny kompromis
medzi varianciou a vychylenostou odhadov. 7Z toho dovodu moézeme dant
aroven povazovat za najlep$iu moznu volbu, ¢o nam potvrdia aj Obrazky 46
a 47. Na Obrazku 48 modzeme odsledovat profil vierohodnosti pre £ a 2-ro¢ny
return level.
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04-07 | MAX |

prahova hodnota u=0.12 u=0.14 u=0.15
pocet prekrocent 130 101 94
NLLH -184.2983 -139.5293 | -134.1163
MLE(s) 0.07875383 | 0.08218258 | 0.07502036
MLE(é) 0.12367570 | 0.11726022 | 0.16328222
SE(5) 0.009736576 | 0.01120342 | 0.01113471
SE(£) 0.087872823 | 0.09397312 | 0.10815486
Tabulka 9:

Retumn level

D1 2 3 4 5 8
Ty
0 2 4 B 8 1012

T T T T T — T
1201 1e+00 1e+01 fe+12 fe+03 02 04 06 08 10

Obrazok 45: Model POT, u = 0.15

Poznamka: Urcili sme prahovii hodnotu na drovni v = 0.15, ktorému
zodpoveda 94 prekroceni. V knihe [10]| Loretan a Phillips sa zaoberali s
modelom prekroceni ponad prah a ukazali, Ze pocet prekroceni by nemal
prevysit 10% pozorovanych dat. Tato podmienka je splnend aj v pripade
nasho zvoleného modelu.
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Obrazok 46: MRL plot
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Obrazok 47: ML odhady ako funkcie prahu
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Obrazok 48: Profil vierohodnosti pre & (vlavo); profil vierohodnosti pre 2-ro¢ny
return level’ (vpravo)

A teraz modelujeme minima na 4 ro¢nom ¢asovom horizonte. Postup je
taky isty, ako v ¢asti 5.3.1. 'V Tabulke 10 st uvedené vysledky modelovania.

[04-07 | MIN |
prahova hodnota u=0.1 u=0.14 u=0.15
pocet prekrocent 196 120 109
NLLH -281.6987 -166.838 -153.8265
MLE(5) 0.0738131 | 0.07461595 | 0.0700261
MLE(§) 0.1689140 | 0.20502592 | 0.2475100
SE(5) 0.007587461 | 0.00989383 | 0.01020632
SE(£) 0.074953344 | 0.09804131 | 0.11247512

Tabulka 10:

Vychadzajic z grafickej analyzy pomocou grafov na stanovenie vhodnej
trovne prahu (vid Obrazok 49 a 50) hodnotu u = 0.15 moézZeme povazovaft
za relativne stabilnid, a z toho dévodu zvolime prah na tejto tirovni. Obra-
zok 51 zobrazuje profil vierohodnosti pre £ a 2-ro¢ny return level v pripade
vybraného modelu.
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5.4 Interpretacia vysledkov

Modely blokového maxima, resp. minima na 9 ro¢nom intervale:

| 99-07 | dlzka blokov |

~

3 SE(E) Zp
n=>5 0.11605080 | 0.031239979 | 0.1058
max n =10 0.15531538 | 0.051228364 | 0.1586
n =20 0.20936871 | 0.084435822 | 0.2053
n=>=5 0.01831857 | 0.020504813 | 0.1269
min n =10 0.11419705 | 0.046436863 | 0.1712
n = 20 0.09414792 | 0.055398100 | 0.2198
Tabulka 11:

¢— odhad parametra tvaru (&),
SE(¢)— standardna chyba odhadu,
Z,— hodnota, krora sa prekro¢i rocnym maximom v kazdom roku s pravde-

podobnostou 5%.

Modely blokového maxima, resp. minima na 4 ro¢nom intervale:

| 04-07 | dizka blokov | £ SE(€) 2
n=5 | 0.11440240 [ 0.050247731 | 0.1023

max | n=10 | 0.13806700 | 0.075424202 | 0.1523
n=15_[0.09350040 | 0.076209440 | 0.1879
n=>5 |0.14737372 [ 0.048471250 | 0.1286

min_ | n=10 |0.19837104 | 0.076035771 | 0.1785
n=15 [0.15330380 | 0.069149131 | 0.2051

Tabulka 12:

Parameter ¢ je dolezitym parametrom, lebo urci tvar rozdelenia a potvrdi
existenciu tzv. tazkych koncov. Pri kazdom modelovani farebne sme vyz-

nacili nami zvoleny najlepsi model.
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Modely prekrocéeni ponad prah na 9 roénom intervale:

’ 99-07 ‘ prahovéa hodnota ‘ 13 ‘ SE(£) ‘ T ‘
u=0.14 0.16113398 | 0.072838657 | 0.6157
max uw=0.15 0.18441160 | 0.079610955 | 0.6203
u=0.2 0.26334503 | 0.125304360 | 0.6371
u=0.15 0.16074768 | 0.070508040 | 0.5520
min u=0.16 0.18273687 | 0.078211827 | 0.5545
u=0.2 0.16677038 | 0.094332540 | 0.5571
Tabulka 13:

~

§— odhad parametra tvaru (§),

SE(¢)— standardna chyba odhadu,

Tm— uroven, ktord je prekrocend v priemere jeden krat kazdych m po-

zorovani, v naSom pripade m = 500.

Modely prekroceni ponad prah na 4 ro¢nom intervale:

’ 04-07 ‘ prahové hodnota ‘ 13 ‘ SE(§) ‘ T ‘
u=0.12 0.12367570 | 0.087872823 | 0.5506
max u=0.14 0.11726022 | 0.093973120 | 0.5495
u=0.15 0.16328222 | 0.108154860 | 0.5523
u=0.1 0.16891400 | 0.074953344 | 0.6113
min u=0.14 0.20502592 | 0.098041310 | 0.6190
u=0.15 0.24751000 | 0.112475120 | 0.6286

Metody prekroceni ponad prah su efektivnejsie, lebo upriamuji pozornost
na vSetky hodnoty, ktoré presahuji vysoky prah, zatial ¢o modely blokového

Tabulka 14:

maxima vyuzivaju iba jeden bod z kazdého bloku.
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5.5 Stresové testovanie

------

pripravit sa na extrémne zmeny ktoré ich mozu negativne ovplyvnif. Casto
sa to vyuziva pri merani roznych rizik, ako aj trhového a operac¢ného rizika.
Hodnoti sa vlastne zmena kapitalu pri zmene nejakych podmienok. Stresové
testovanie je zamerané na vsetky typy trhovych rizik, ktorym sa financné
inStiticie vystavené. Zahfna identifikovanie moznych udalosti alebo budtcich
zmien trhovych faktorov, ktoré by mohli mat nepriaznivé uc¢inky (napriklad
zmena vymenného kurzu, pohyb trokovych mier, atd.) Dalej Specifikuje, ¢i
kapital institicie je dostato¢ny na krytie rizika zo zmeny trhovych faktorov.

Narodna banka Slovenska vykonava stresové testovanie s cielom sledovat
schopnost a pripravenost jednotlivych bank a celého bankového sektora zvlad-
nut extrémne situdcie na finanénom trhu. Predmetom stresového testovania
st hlavné rizika, ktorym sa banky vystavené, t.j. kreditné riziko, trhové
riziko a riziko likvidity.

5.5.1 Trhové riziko

Na zaklade Opatrenia 4/2007 NBS [12]| banky a pobocky zahrani¢nych bank
v pripade, Ze chca pouzivat vlastny model na meranie trhového rizika musia
postupovat podla §184 — 201, v ktorych okrem inych veci sa spomina aj
stresové testovanie trhovych faktorov (napr. vymenny kurz). Speciélny typ
stresového testovania je test senzitivity na tieto trhové faktory.

V nasom pripade tento trhovy faktor je vymenny kurz SKK/EUR, na zak-
lade dosiahnutych vysledkov z modelov blokového maxima a POT moézeme
navrhnit stresovy scenar podla nasledujicej tabulky.

| Model (99-07) | dlzka blokov | 2, | wvar(z,) |
Blok(max) n = 20 0.2053 | 0.007
Blok(min) n =20 0.2198 | 0.003
prahova hodnota | z,, | var(z,,)
POT (max) u=02 0.6371 | 0.0094
POT (min) u=0.2 0.5571 | 0.0035
Tabulka 15:

Zp— hodnota, ktord sa prekroci roénym maximom v kazdom roku s pravde-
podobnostou 5%,

var(Z,)— hodnota v riziku prislichajica extrémnemu kvantilu 2,

Ty— Uroven, ktord je prekrocend v priemere jeden krat kazdych m po-
zorovani, v naSom pripade m = 500,

o6



var(Z,,)— hodnota v riziku prislichajtca extrémnemu kvantilu Z,,.

| Model (04-07) | dlzka blokov | 2, | var(z,) |
Blok (max) n=15 0.1879 [ 0.0058
Blok(min) n=15 0.2051 | 0.0048
prahova hodnota | ,, | var(z,,)
POT (max) u=0.15 0.5523 | 0.0062
POT (min) u=0.15 0.6286 | 0.0074
Tabulka 16:

5.5.2 Operaéné riziko

V pripade, Ze banky maja zaujem merat opera¢né riziko pomocou pokrocilého
pristupu podla §208 — 215, tak sa musi modelovat aj neocakivana stra-
ta a presnost modelu sa ocakiva na intervale spolahlivosti 99.9%, pri¢om
sa zohladnuju interné, externé data, scenare a faktory odrazajice obchod-
né prostredie a systémy vnutornej kontroly. Je to pomerne narocné tlo-
ha, ktord sa klasickymi nastrojmi statistiky alebo modelovania je takmer
nemozné uskutoc¢nit a preto sa ¢asto hladaja nové pristupy, ktoré by mohli
byt schopné modelovat extrémne udalosti opera¢ného rizika ako napriklad
EVT. KedZe neméame k dispozicii data, ktoré by ndm umoznili modelovat
operac¢né riziko bank, tak len poskytujeme Statisticky nastroj, ktory sa da
pouzit aj v takomto pripade.

57



6 Zaver

V predlozenej diplomovej praci sme zhrnuli prakticky najvyuzivanejsie
metody teodrie extrémnych hodnot na modelovanie mimoriadnych udalosti.
V stlade s ciefom prace bolo hlavné tazisko sustredené na dve zakladné
metody - metdédy blokového maxima, metody prekroceni ponad prah.

V praktickej casti prace sme demonstrovali pouzitie uvedenych metod pri
analyze extrémnych zmien vymenného kurzu SKK/EUR. Na analyzu sme
ako prvia vyuzili metédu blokového maxima. Parametre modelov sme nakali-
brovali pomocou GEV rozdelenia na 9 a 4 ro¢nom ¢asovom horizonte.

V dalSej casti sme pri analyze pouzivali modely POT na odhad trovne
extrémnej zmeny, ktord bude prekrocend v nasledujicom obdobi s vopred
danou pravdepodobnostou. Na kalibraciu sme pouzivali GPD rozdelenie.
Jednotlivé pristupy poskytuja vysledky, ktoré sa vac¢sinou systematicky vyrazne
nelisia. Pristupy vyuzivajice historické idaje na dlhsie ¢asové periédy pro-
dukuji menej variabilné vysledky ako tie, ktoré vyuzivaja kratSie c¢asové
periody, ale z praktického hladiska krat$i ¢asovy rad je adekvatnejsi. Z eko-
nomického hladiska je lepSie uvazovat "Cerstvé"data, kedze sa ekonomika
stale meni. Na zaklade dosiahnutych vysledkov sme sa pokisili navrhnat
stresovy scenar vymenného kurzu.

Diplomova praca poskytuje nielen analyzu vysledkov vybraného ¢asového
radu, ale slazi ako podklad k Tubovolnej analyze extrémnych udalosti, ked'ze
sa postup a teoria zhoduje pre akykolvek ¢asovy rad.
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Priloha

Vysledky modelovania v pripade blokovych maxim resp. minim, na 9
ro¢nom intervale:

| 99-07 | MAX | MIN |
dlzka blokov n =30 n =30
podet dat 75 75
NLLH -35.95195 | -56.18375
MLE (/1) 0.2075548 | -0.21782395
MLE(6) 0.1174083 | 0.08839088
MLE(¢) 0.1480449 | 0.18012497
SE(4) 0.01529029 | 0.011534787
SE(5) 0.01173974 | 0.009023192
SE(£) 0.08919004 | 0.088964744

Tabulka 17:

Vysledky modelovania v pripade blokovych maxim resp. minim, na 4
ro¢nom intervale:

| 04-07 | MAX | MIN
dizka blokov n=4 n=4
podet dat 250 250
NLLH -232.3974 | -224.6269
MLE (/1) 0.05896385 | -0.08325923
MLE(5) 0.07680751 | 0.08224684
MLE(¢) 0.10568387 | 0.05981058
SE(f) 0.005399915 | 0.005623204
SE(6) 0.004051089 | 0.004015193
SE(¢) 0.043066117 | 0.029992449

Tabulka 18:
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Vysledky modelovania POT pre maximé, na 9 ro¢nom intervale:

| 99-07 \ MAX

prahova hodnota u=0.1 u=0.13 u = 0.16 u = 0.22
pocet prekrodeni 341 254 191 90
NLLH -437.8397 -328.0621 -250.7835 -98.4393
MLE(s) 0.09164872 | 0.08683131 | 0.07820646 | 0.1020499
MLE(E) 0.10592143 | 0.15239182 | 0.23549207 | 0.1884983
SE(5) 0.007006436 | 0.008005732 | 0.008974736 | 0.01696027
SE(€) 0.054289726 | 0.068269852 | 0.090737605 | 0.13010676

Tabulka 19:

Vysledky modelovania POT pre minima, na 9 ro¢nom intervale:

| 99-07 | MIN
prahovéa hodnota u=0.13 u=0.14 u=0.18 u = 0.22
pocet prekrodeni 281 247 153 96
NLLH -405.481 -352.6121 -216.1071 -130.7053
MLE(5) 0.07611605 | 0.07714592 | 0.07296883 | 0.07451031
MLE(E) 0.13246517 | 0.13441429 | 0.20544535 | 0.23514234
SE(5) 0.006393555 | 0.00686726 | 0.008932807 | 0.01152168
SE(E) 0.059704408 | 0.06291413 | 0.093470260 | 0.11869107
Tabulka 20:
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Vysledky modelovania POT pre maximé, na 4 ro¢nom intervale:

| 04-07 \ MAX

prahovéa hodnota u=0.1 u=10.16
pocet prekroceni 153 86
NLLH -207.4704 | -125.5308
MLE(5) 0.08885341 | 0.06912939
MLE(E) 0.06484432 | 0.21207075
SE(6) 0.009455165 | 0.01131357
SE(¢) 0.069463482 | 0.12530155

Tabulka 21:

Vysledky modelovania POT pre minima, na 4 ro¢nom intervale:

| 04-07 | MIN |

prahova hodnota u=0.12 u=0.16
pocet prekroceni 155 97
NLLH -221.3439 -136.7862
MLE(5) 0.07259293 | 0.06768552
MLE(E) 0.19474007 | 0.28293437
SE(5) 0.00852536 | 0.01088347
SE(E) 0.087163099 | 0.12804257

Tabulka 22:
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