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Abstrakt

Tato praca ma za ciel analyzovat optimalny ¢as vyuzitia amerického typu azi-
jskych floating strike call opcii za predpokladu pouzitia spojitého aritmetického
priemeru. Zakladom modelu je upraveny Black-Scholesov vzorec na oceiovania
opcii, ktory je dalej transformovany na pevnu oblast a pri transformaécii je vyuZzita

myslienka syntetického portfolia. Prezentované st aj numerické vysledky.

Abstract

The purpose of this diploma work is to analyze the optimal stopping time for
American Asian floating strike call options where we assume continuous arith-
metic average. Our model is based on Black-Scholes framework adjusted for
american asian options. Fixed domain transformation is performed, where we
transform free boundary problem into a equation defined on fixed spatial do-

main. We also present numerical experiments.

Keywords: american asian option, floating strike call, fixed domain transfor-

mation, arithmetic average, free boundary, optimal stopping time.
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Zoznam skratiek a symbolov

S - hodnota zakladného aktiva

Rs - pocet akcii

V' - cena opcie

Qv - pocet opcii

B - penazny objem bezrizikovych dlhopisov

E - realiza¢na cena akcie

t - premennd ¢asu

T - expiracny Cas, termin vyprSania derivatu
T-T—1

A - priemer ceny zakladného aktiva za dané obdobie
o - volatilita ceny akcie

i - drift stochastického procesu

S¢(t) - volna hranica

x¢(t) - zmeneny zapis volnej hranice po transformacii modelu

W - nova premennd pri redukcii dimenzie modelu W = %

b

IT - nova premenna po transformécii na pevni oblast Il =W —z

p(T) - preznacenie volnej hranice p(7) = z¢(T — 7)

2 - nova premennd pri redukcii dimenzie modelu x = %

er)

§ - nova premenné po transformécii na pevnt oblast § = In =

ow

o



r - bezrizikova trokova miera dlhopisov
q - dividendova miera
BS - Black Scholesova rovnica

PDR - parcidlna diferencialna rovnica



Uvod

Ocenovanie finan¢énych derivatov je uz niekol'ko desatroc¢i rozméhajicou sa oblastou
financii. Pocas tohoto obdobia prebehol vyvin od jednoduchsich typov finan¢nych
nastrojov k pomerne komplexnej$im nastrojom na zaistovanie rizika. Jednym
z nich su azijské opcie ktoré patria k path-dependent opciam a ako celok su
sucastou vicsej triedy opcii nazyvanych Exotické opcie. Zaujimavou vlastnostou
azijskych opcii je ze ich payoff zavisi od priemeru ceny zékladného aktiva. Pouzi-
vaju sa pri zaistovani sa proti riziku plynticeho z ceny zdkladného aktiva ale
hlavne pri znizovani rizika plynticeho z ndhleho pohybu ceny zdkladného aktiva
tesne pred expiraciou. Zvycajne st obchodované na menové kurzy a komodity.
Na ocenovanie finan¢énych derivatov existuju rozne pristupy, ale zakladom pre
vicsinu z nich stale ostava Black-Scholesova parcidlna diferencialna rovnica pre
ocenovanie opcii, ktord bude zakladom aj pri naSej praci. Jeden zo zaujimavych
problémov pri ocenovani opcii je analyza volnej hranice a optimélny ¢as vyuzitia

opcie.

Ciele prace

Cielom naSej prace je analyzovat optimalny ¢as vyuZzitia amerického typu &zi-
jskych floating strike call opcii. Préaca je rozdelena na niekolko ¢asti. Na uvod si
pripomenieme niektoré zakladné pojmy z oblasti finan¢nych derivatov a ukidzeme
si niektoré priklady Exotickych opcii. V dalsej kapitole si popiSeme zakladny
BS vzorec pre eurépske a americké vanilla opcie, kde si blizsie vysvetlime pojem
volnej hranice a jej pouzitie pri ocefiovani. V tretej kapitole si zhrnieme predpok-
lady modelu a odvodime si BS rovnicu pre Azijské opcie, ktortt pomocou volnej
hranice preformulujeme na model pre Americké Azijské opcie. Model ktory bude
zadefinovany na casovo zavislom defini¢nom obore si transformujeme na model
s pevnym defini¢nym oborom. f)alej vyuzijeme myslienku syntetického portfolia

pri zmene premennych, ¢im dostaneme nelinearnu nelokdlnu parabolicki rovnicu,



ktori budeme riesit pomocou numerickych metod.

10



1 ZAKLADNE POJMY 11
1 Zakladné pojmy

Na tvod si pripomenieme niektoré pojmy a definicie ako su finan¢né derivaty,
opcie, Brownov pohyb a iné. V jednoduchosti si rozdelime opcie s ohladom na

ich Specifické vlastnosti a popiseme si zakladny Black-Scholesov model.

1.1 Jednoduché Opcie

Zakladnym nastrojom zabezpecenia sa voci riziku plynticeho z volatility cien na
finan¢nych trhoch je finanény derivat. Financéné derivaty st odvodené od hodno-
ty primarnych aktiv, najcastejSie sa pouzivajui akcie, irokové sadzby, komodity a
menové kurzy. Medzi zakladné typy derivatov patria forwardy, futurity, swapy, a
opcie. Vo vsetkych pripadoch ide o obchodovanie s pravami na plnenie v budic-
nosti.

Opcné derivaty predstavuji pravo kuapit alebo predat urc¢ité zakladné aktivum v
stanovenom Case za stanovenu cenu. Zakladnymi typmi opcii z pohladu vyvoja
st jednoduché opcie (plain vanilla options). V literatire sa rozliuju dva typy

opcii na zaklade toho ¢i pontukaju pravo na kipu alebo predaj zakladného aktiva

e (all opcia je kontrakt, ktory dava drzitelovi pravo (nie povinnost) kupit

zakladné aktivum v presne ur¢enom case za vopred dohodnutu cenu.

e put opcia je kontrakt, ktory dava drzitelovi pravo (nie povinnost) predat

zakladné aktivum v presne ur¢enom case za vopred dohodnutu cenu.

Opcie od svojho vzniku presli dlhym vyvojom. Moézeme to vidiet na mnozstve
roznych variant s odlisnymi vlastnostami. Opcie sa daji rozdelit podla viacerych

kritérii, ale v praxi sa rozliSuji hlavne dva typy, eurépske a americké opcie.

e Eur6psku opciu je mozné uplatnit len na konci daného obdobia, to znamena

v expira¢nom c¢ase oznacovanom 7.

e Americku opciu je mozné uplatnit kedykoI'vek pocas jej zivota. To znamené

kedykolIvek v ¢ase Vt €< 0,T >.
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Oba typy opcii st charakterizované vyplatnou funkciou, tiez nazyvanou payoff

funkcia.Pre americké aj eurépske opcie je payoff definovany rovnako

V(S.T) = (S — E)t =max{S — FE,0} pre call opciu 0

(E—8)" =max{FE — 5,0} pre put opciu,
kde E je vopred dohodnuté realiza¢na cena, a T' vopred dohodnuty expira¢ny cas.
Tieto dva typy opcii ani zdaleka nie su jediné, aj ked st najznamejSie a najviac
vyuzivané. Sutaz na trhu s derivatmi nutila finan¢né instittcie aby navrhovali a
vyvyjali nové komplexnejsie nastroje. Dnes sa na trhu nachadza uz nespocetné

mnozstvo variacii. V nasledujicej sekcii si uvedieme zakladné delenie a niektoré

zaujimavé typy.

1.2 Exotické opcie

Presné vymedzenie pojmu exotické opcie neexistuje. Vo vSeobecnosti sa dé
povedat Ze su to opcie ktoré sa nejakym sposobom liSia od $tandardnych op-
cii. Delenie exotickych opcii takisto nie je Standardizované. Existuju opcie ktoré
maju zmenené zmluvné podmienky, opcie zavislé od viacerych zakladnych aktiv,
opcie na opcie, opcie so zmenenym payoffom kde patria aj path-dependent op-
cie (na ceste zavislé) a iné. V skratke si uvedieme niektoré zaujimavé priklady

exotickych opcii.

1.2.1 Opcie s nestandardnym sp6sobom uplatnenia

Payoff nasledujicich opcii sice ostava nezmeneny ale liSia sa v sposobe uplatne-

nia.

e Bermudska opcia je opcia kde vlastnik méa pravo uplatnit ju niekol’ko krat, a
to vo vopred ur¢enych terminoch (vacsinou kazdy mesiac). Této vlastnost ju
radi niekde medzi eurépsku opciu (moze byt uplatnend iba raz) a americka

opciu (moze byt uplatnené kedykolvek poc¢as platnosti opcie).
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e Zlozena opcia (Compound option) je opcia na opciu, inymi slovami to zna-
mend, ze drzitel ma vlastne dva expiracné Casy a dve rozhodnutia. Prvé
ked uplatni prvi opciu na opciu a druhé ked uplatni samotni opciu na

nejaké zakladné aktivum.

e Ohlasovacia opcia (Shout option) dava drzitelovi pravo kedykolvek nahlasit
predavajucemu ze si chce zabezpecit sucasni cenu aktiva. V expira¢nom

Case potom moze drzitel pouzit dant cenu ak mu to da lepsi vysledok ako

payoff.

1.2.2 Opcie s neStandardnym payoffom

Existuje viacero variant opcii, v zavislosti od pozadovanych vlastnosti. Velku
podskupinu tvoria uz spomenuté path-dependent opcie ktoré zavisia na vyvoja

zékladného aktiva a nielen od stavu v expira¢nom case.

e Lookback opcia je opcia kde majitel ma pravo kupit (predat) zakladné
aktivum za najnizsiu alebo najvyssiu cenu, ktora sa sleduje pocas vopred

urcenej casovej periody.

o Azijska opcia je opcia, ktrej payoff zavisi od priemernej ceny zakladného

aktiva pocas vopred urcenej doby.

e Ruska opcia je vecna lookback opcia, ¢ize opcia bez zadefinovaného expi-

ra¢ného casu.

e Binarna opcia je opcia, ktora vyplaca fixni ¢iastku ak zakladné aktivum

presiahlo vopred urcent cenu, alebo nulu ak tato hranicu nedosiahlo.

e Barierova opcia je opcia kde jej payoff zavisi od toho ¢i cena zékladného

aktiva dosiahne alebo prekroc¢i nejakd hranicu.

e Chooser opcia dava majitelovi pocas vopred ur¢enej ¢asovej periody pravo

rozhodnut sa ¢i dand opcia bude call alebo put.



1 ZAKLADNE POJMY 14

Nas budu zaujimat hlavne azijské opcie, konkrétne azijské opcie amerického typu.
Ako sa da z predchadzajicich popisov usudit, tento typ bude charakterizovany
priemernou cenou zakladného aktiva v payoffe a moznostou uplatnit dant opciu

kedykol'vek pocas jej zivota.

1.3 Azijské Opcie
Azijské opcie st vo vieobecnosti rozdelené na dve kategorie, floating strike (s

plavajicou realiza¢nou cenou) a fized strike (s konstantnou realiza¢nou cenou).

e Floating strike opcia je opcia ktorej payoff je zalozeny na rozdiele spotovej
ceny akcie v expiracii a expira¢nej ceny vypocitanej ako priemer ceny zak-

ladné aktiva za c¢as Zivota opcie
V(S,T,A)=n(S—A)*

kde n = 1 pre call opciu an = —1 pre put opciu. Tento typ ocpii zarucuje ze
priemerna cena zaplatend (alebo prijatd) za dané zakladné aktivum pocas

danej doby nie je vySSia ako cena akcie v expiracnom case.

o Fized strike opcia je opcia ktorej payoff je rozdiel medzi priemernou cenou

zékladného aktiva za dané obdobie a expiracnej ceny

kde E je vopred urcend fixna realizacn& cena. Vo vSeobecnosti tento druh
opcii umoznuje kipu alebo predaj zékladného aktiva za priemernt cenu
namiesto za spotovi. Bezne sa pouzivaji hlavne pri komoditich a vy-
mennych kurzoch kde méa tcastnik pravidelné alebo rozbehnuté obchody s
konkrétnym aktivom a chce sa zabezpecit voci fluktuacii. Fized strike opcie
sa taktiez puzivaju v situaciach ked kupujuci chece pokryt viacero spotovych
transakcii pouzitim jedného zaistovacieho néstroja, alebo ked je rozumné

zredukovat zavislost opcie na spotovej cene zakladného aktiva len v jednom
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case.

Priklad: Uvazujme s pravidelnym odberatelom ropy ktory nema stanovenu
fixni cenu dodavok, ale cena je stanovend tyzdenne pomocou konkrétneho
benchmarku. Spotrebitel sa obava narastu cien v budtcich mesiacoch a chce
sa zaistit vo¢i danému riziku. Potrebuje aby payoff zaistenia odrazal tyz-
denné nakupy pocas urcenej doby. Fized strike opcia moze byt prisésobend
tymto poziadavkam. Stac¢i zahrniat do priemeru tyzdenné ceny daného ak-
tiva pocas urcenej doby. Této opcia zachytava tyzdenné zmeny ceny komo-
dity a je lacnejSia ako alternativa zaplatenie niekolkych eurépskych opcii s

maturitou v jednotlivych ¢asoch.

1.3.1 Zakladné charakteristiky Azijskych opcii

Pri azijskych opciach sa d& uvazovat o viacerych moznostiach pri definovani pred-
pokladov pomocou ktorych sa bude ratat ich cena. V prvom rade uvazujeme o
dvoch spdsoboch priemeru ceny zédkladného aktiva.

e Geometricky priemer je vhodné uvazovat za predpokladu ze zékladné ak-
tivum sa riadi geometrickym brownovym pohybom. Za tohoto predpokladu
sa modely dajia ratat pomerne jednoducho pretoze prislusna B-S rovnica sa
da transformovat na rovnicu vedenia tepla s konStantnymi koeficientami.

Riesenie je v tvare Greenovho tepelného jadra.

e Aritmeticky priemer je sice z pohladu rieSenia komplikovanejsi ale v praxi

omnoho viac vyuzivany.
Dalej sa da uvazovat o spojitom alebo diskrétnom priemere.

e Diskrétny priemer - v praxi je mozné zistovat cenu akcie len v urcitych

casovych okamihoch.

e Spojity priemer - v matematickej formulécii sa omnoho jednoduchsie naraba

so spojitymi fukciami.
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Dalsia z moZnosti spoCiva v tom, ze priemer ceny zakladného aktiva sa moze ratat
za Cast obdobia zivota opcie, alebo za celé obdobie.

V neposlednom rade rozlisujeme azijské opcie eurépskeho typu, ktoré mozu byt
uplatnené az na konci obdobia, alebo azijské opcie amerického typu, ktoré mozu

byt uplatnené kedykolvek pocas Zivota opcie.

Americké Azijské opcie

Jeden z hlavnych dovodov preco boli azijské opcie vyvinuté je zaistenie sa voci
riziku plyniceho z manipulacie ceny tesne pred expiraciou. Pri azijksych opciach
amerického typu dochédza ku konfliktu medzi moznostou pred¢asného uplatnenia
azijkych opcii a povodnym doévodom vytvorenia azijkych opcii. Keby azijské
opcie boli amerického typu tak by doslo k znovuzavedenie moznosti manipulécie
s cenou zakladného aktiva. Tieto opcie by mohli byt uplatnené hned po zacati
priemerovania. Ako sa vSak ukazalo riziko z toho plynice nie je signifikantné, ¢o

potvrdzuje aj fakt ze americké azijské opcie sa redlne obchoduju.

1.3.2 Ocefiovanie Americkych Azijskych opcii

Existuje niekol'ko ¢lankov zaoberajucich sa ocenovanim americkych azijskych op-
cii zaloZzenych na Black-Scholesovom modeli. Napriklad Hansen a Jorgensen v
¢lanku [15] prezentovali nemonoténnost volnej hranice americkych azijskych call
a put opcii vzhladom na ¢as. Dalej v ¢lanku [17] je dokaz konvexnosti volnej
hranice za urcitych predpokladov na pohyb zakladného aktiva. Mnohé dalsie za-
ujimavé pristupy su prezentované aj v ¢lankoch [14] alebo [16]. V&cSina z nich
sa zaobera konstrukciou numerickych metod na vypocet hodnot volnej hranice.
Pouzité numerické pristupy sa ligia. Jedna sa o algoritmy zalozené na simuléciach,
iterativne rieSenia integralnych rovnic, varia¢ny pristup, aproximécia pomocou
Bernoulliho ndhodného pohybu a iné.

Zatial ¢o vSetky uvedené publikicie pouzivaju pri ocefiovani BS model, existuji

aj pristupy ktoré nie su zalozené na danej rovnici. Jeden z pouzitych pristupov
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predpokladéa ze zakladné aktivum je riadené inym typom stochstického procesu, v
¢lanku [11] je uvazovany jump proces. V inom pristupe je zavedend stochasticka
volatilita [18].

V nasej praci sa takisto budeme sustredit na model zalozeny na BS vzorci.
Budeme ho transformovat na model definovany na pevnej oblasti a vyuzijeme
myslienku syntetického portfolia. f)alej budeme numericky ratat profil volnej

hranice.
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2 Eurépske a Americké opcie

KedZe na ocefiovanie americkych azijskych opcii pouZijeme upraveny Black-Scholesov
model je vhodné pripomenit si ako vyzeraji modely na ocenenie americkych a
eurdpskych jednoduchych opcii pre pripad call opcii.

Zakladny rozdiel medzi eur6pskym a americkym typom opcie je zalozeny na
moznosti uplatnenia americkej opcie kedykolvek pocas jej zivota. Na druhej
strane europsku opciu je mozné uplatnit len v expira¢nom c¢ase. Vo vSeobecnosti
ked mame rovnaky typ opcie (realizaéné cena, expira¢ny ¢as ....) a liSia sa len v
tom Ze jedna opcia je amerického typu a druha eurépskeho, tak vieme ze hodnota

americkej je vyssia kvoli dodatoénému pravu kedykol'vek uplatnit tito opciu.

Vim(S,8) > Vi (S,1) ¥t € [0, 7).

Pri opciach pozndme vyplatu v ¢ase T', teda hodnotu tejto opcie v expira¢nom
case. Co ale nevieme, je ako ocenit hodnotu tejto opcie v case 0, teda v case jej
predaja. Vieme, Ze tato hodnota je kladna pretoze sa plati za pravo kupit zéklad-
né aktivum za realiza¢nu cenu. Realiza¢na cena moze byt teoreticky akakolvek

kladn& hodnota, ¢ize aj nizSia ako je sucasnd hodnota zakladného aktiva.

2.1 Ocenovanie Eurépskych opcii

Na ocenovanie eur6pskeho typu opcii sa pouziva Black Scholesov model. Jeho
odvodenie popisovat nebudeme, kedZze v kapitole (3.2) si uvedieme podrobny
popis odvodenia modelu pre americké azijské opcie. Zakladny BS model mé
nasledujici tvar.

oV o? 0V ov

PRN— — 2_ —— pr—
8t+25852+r585 rV =0.

Spolu s podmienkou v expira¢nom case, ktorej zmysel je v tom, 7e ak aktuélna

cena akcie S v ¢ase T je vysSia ako realiza¢na cena E tak hodnota opcie v tomto
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case je S — E. Na druhej strane ak neprekro¢i dohodnutt cenu tak opcia ma

nulova hodnotu.

V(S,T) = max{S — F,0},

Nasledujtuca okrajova pomienka vychidza z predpokladu 7e ak hodnota akcie je

0 tak ani opcia na dant akciu neméa hodnotu.

V(0,1) = 0.

2.2 Ocenovanie Americkych opcii

Ako bolo spomenuté americka opcia ma vyhodu oproti eur6pskej v moznosti jej
uplatnenia kedykol'vek pocas jej Zivota. Uplatnenie tohoto prava vsak mé zmysel

len ak uvazujeme vyplacanie dividend na akciu. Ak uvazujeme pripad americ-

400
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Obrazok 1: Cena americkej call opcie v zavislosti od ceny akcie vyplacajucej dividendy,
v danom case t = 0.192. Pouzité parametre £ =300, r =0.1,0 =0.8,¢=0.07, T =1

kej kupnej opcie tak v pripade neplatenia dividend je jej predcasné uplatnenie
nevyhodné. Viedlo by to k strate zaistenia a aj strate casovej hodnoty realizacnej
ceny (pri uplatneni opcie zaplatit za akciu cenu E teraz namiesto zaplatenia ceny
E potom) V pripade americkej predajnej opcie moze byt jej uplatnenie vyhod-

né ak zisk z ¢asovej hodnoty realiza¢nej ceny (prijem hodnoty E teraz namiesto
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v dobe expiracie) prevysi stratu zo zaistenej hodnoty predajnej opcie. V pri-
pade americkej kupnej opcie vyplacajicej dividendy je vyhodné uplatnit opciu
pri dostato¢ne vysokych hodnotéch zékladného aktiva.

Na obrazku (1) vidime Ze krivka ceny americkej call opcie sa hladko napaja na
krivku reprezentujicu hodnotu call opcie v expiracnom Case v bode kde hodnota
zékladného aktiva je S¢(t). Mnozina bodov (S¢(t),t) kde V(S¢(t),t) = S¢(t) — E

pre Vt € (0,7 je volna hranica.

2.2.1 VoI'na hranica

Na obrazku (2) mozeme vidiet Ze volna hranica rozdeluje oblast (S,t) na dva
regiony, kde v oblasti S > S¢(t) je vyhodné uplatnit opciu a jej hodnota je
(S — E). V opa¢nom pripade to vyhodné nie je. Volna hranica je spojita kle-

sajuca funkcia premennej ¢asu .

1000

Krivka volnej hranice

Cena akcie

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Cas

Obréazok 2: Krivka volnej hranice Sf(t) pre call opciu na akciu vyplacajicu spojité
dividendy. Pouzité parametre £ = 300, r =0.1, 0 =0.8, ¢ =0.07, T'=1

Pre americké opcie nie je ziadne analyticky odvodené rieSenie, ale sii dostupné
rozne numerické metddy na ratanie pribliznych hodnot. Black-Scholesova rovnica

pre americké opcie s vyuzitim volnej hranice, mé spolu s podmienkou v expi-
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ra¢nom case a okrajovou podmienkou nasledujici tvar.

oV o? ,0°V oV
E+?5W+(r—q)s%—rv_o, 0<t<T, 0<8<Sg(t),

V(S,T) = max(S — E,0), V(0,t)=0 (2)
Treba este doplnit 2 podmienky na volnd hranicu. Prva popisuje hodnotu opcie

ked hodnota akcie dosiahne volnu hranicu a druh& popisuje hladké napojenie

ceny opcie na volnej hranici.

V(Ss0).0) = 5500~ B, D (S;(0).0) =1



3 MODEL 22

3 Model

3.1 Predpoklady

Pripomenme, Ze pri odvodzovani modelu budeme uvazovat iba o americkych az-
ijskych call opciach s plavajucou realizacnou cenou (floating strike call). f)alej
uvazujeme o bezrizikovej tirokovej miere r a zdkladné aktivum so spojitou divi-
dendovou mierou ¢ a volatilitou ceny zékladného aktiva ¢ a budeme uvazovat o
aritmetickom priemere ceny akcie za celé obdobie Zivota opcie. V (A.1) je zadefi-
novany geometricky Brownov pohyb, ktory vyuzijeme v naSich predpokladoch

ako stochasticky pohyb, ktorym sa bude riadit cena zédkladného aktiva
dS = (r — q)Sdt + o Sdw. (3)

Cena opcie je funkciou ceny akcie S, ¢asu t, a premennej A ¢o je priemer ceny
akcie za dané obdobie

V =V(S, A1)

Pouzitim Itoovej lemy (A.1) dostéavame, Ze cena opcie vyhovuje nasledujicej sto-

chastickej diferencialnej rovnici

oV oV oV o* 0%V
V== ZdA T .
d SdS—i— d —i—( t+ 28 52>dt (4)

V danej rovnici vystupuje premenné dA, ktora vyjadruje vyvoj premennej A.
V literatire sa nachddzaju dva rozne spdsoby zapisu premennej, ktora charakte-

rizuje tento priemer.

e Prvy spdsob zapisu tejto premennej ma tvar

t
At = / Sdr.
0

Uvedeny zapis je pouzity napriklad aj v [7] str.285 kde je nasledne odvodeny

model pre azijské opcie eurépskeho typu a ma tvar

oV o OV oV oV
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Prislusné okrajové podmienky v tomto pripade majui tvar

oV .
VOAH=0, lim Z=(SAH)=1 lim V(SAH=0, (5

A
V(S,A,T) = max(S — T 0).
e Druhy sposob zapisu tejto premennej ma tvar A; = %fg Sdr, z ¢oho vy-

plyvaju aj nésledné rozdiely v odvodzovani modelu a vo vyslednej rovnici.

Zatial ¢o v prvom pripade vyvoj premennej A v ¢ase je dany rovnicou
dA = Sdt,

v druhom pripade je tvar o nieco zlozitejsi, kedZe premenné t sa vyskytuje
nielen ako hranica integralu ale vystupuje aj mimo integrélnej premenne;j

_S-A
ot

dA dt.

Dalej sa budeme zaoberat len moznostou kde premenné A, dA nadobudaji tvar

t —
xﬁzl/Sm,dA:S At (6)
t /

Vyuzitim rovnic (3) a (6) a ich dosadenim do rovnice (4) néasledne dostavame

— +(r—)Se5 + 755t —— 55 |dt FoSzdw.  (7)

JV — ov oV o L0V S—AdV ov
ot aos 2 082 t 0A oS

3.2 Samofinancovani stratégia tvorby portfélia s nulovym

rastom investicii

Postup v nasledujuicej sekcii sledujeme z [5] str.(21)-(24). Hoci uvedeny postup
je Standardne pouzivany, pre azijské opcie nie je zvycajne uvadzany v detailoch.
Pre pohodlie ¢itatela v8ak uvadzame detaily odvodenia.

Vytvorime si portfolio pozostavajice z jedného typu akcii, jedného typu opcii
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na tieto akcie a bezrizikovych dlhopisov. Budeme uvazovat o samofinancovanej
stratégii, pri ktorej nakup jednotlivych zloziek portfélia budeme financovat preda-
jom inych zlozky. Ozna¢me si (05 pocet akcii, )y pocet opcii a B penazny objem
bezrizikovych dlhopisov. Potom predpoklad nulového rastu investicii znamena,

ze musi platit

SQs +VQy +B=0 Vte[o,T). (8)

Podmienku samofinancovania mozeme prepisat do tvaru
SdQs +VdQy + 0B =0, (9)

pricom SdQg, VdQy, 0B oznacuji zmeny poctov akcii opcii a objemu dlhopisov v
portfoliu. Pre bezrizikové dlhopisy nevyplacajice kupon plati nasledovna formula
dB = rBdt. Pri danom zapise by zmena objemu dlhopisov bola zavisla len na
spojitom turoceni istiny B. Kedze v8ak dlhopisy dynamicky pouzivame aj na
samofinancovanie portfolia, je potrebné zohladnit to. V rovnici bude vystupovat
eSte jeden ¢len, a to ziskané dividendy v celkovom objeme ¢SQgdt za Cas dt.

Potom celkova zmena objemu dlhopisov bude
dB = rBdt + 0B + q¢SQgdt. (10)

Diferencovanim rovnice (8), naslednym dosadenim rovnice (10) za ¢len dB a

vyuzitim rovnice (9) dostavame
QsdS + QvdV + rBdt + gSQgdt = 0.
Opétovnym dosadenim rovnice (8) za ¢len B dostavame
QsdS + QudV — (rSQs + rVQy — ¢SQg)dt = 0.

Po vydeleni rovnice ¢lenom )y dostaneme

AV — 1Vt — AdS — rSdt + gSdt) =0, kde A= -5 (11)

Qv
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Teraz vyuzijeme fakt, Ze cena akcie aj cena opcie vyhovuji stochastickym dife-

rencidlnym rovniciam (3) a (7)

dS = (r —q)Sdt + o Sdw, (12)
oV o? 0%V oV S—AIV ov
dV = (EJr?S W+(T_Q)S%+Tﬂ> dt+05%dw. (13)

Dosadenim tychto vztahov do rovnice (11) dostaneme po tpravach nasledujicu

rovuicu.
oV o* ,0°V av. S — A0V ov
(14)

Cielom investora je teraz skombinovat svoje portfolio tak aby neutralizoval riziko.
Zrejme jediny rizikovy ¢len v naSej rovnici je reprezentovany stochastickym ¢lenom
dw Wienerovho ndhodného procesu. Neutralizovanie vplyvu tohoto rizikového

¢lena sa d4 pomocou pomeru

v
98’

Dosadenim tohoto ¢lena do vysSie uvedenej rovnice dostavame vyslednt stocha-

A (15)

stickd rovnicu

oV o 0%V oV S—AdV

Rovnica je uvedena aj v ¢lanku [2] str.66, ale v upravenej forme a v tvare variacne;
nerovnosti.

Pociato¢na (resp. koncova) podmienka mé tvar

a okrajova podmienka

V(0, A, t) = 0. (18)
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3.3 Rovnica pre Americké Azijské opcie

Pre model na eurdpske ézijske opcie by odvodeny model s podmienkami boli
postacujuce, ale kedze my sa budeme zaoberat americkymi azijskymi opciami
potrebujeme dodefinovat este dodatoéné podmienky na volnd hranicu, ktoré boli

vysvetlené v sekcii (2.2.1)

V(Ss(t), A, t) = Sy(t) — A, g—g(sf(t),A,t) ~ 1. (19)

Zhrnutim predchédzajicich odvodeni spolu so vSetkymi podmienkami dostidvame

vysledny model pre americké azijské opcie

oV o PV oV S— AoV
V(S,A,T) = (S — A)*, Z—g(sf(t), At =1, (20)
V(0,A,t) =0,

V(Sf(t), A t) = Sf(t) — A.

V nasledujicej sekcii si upravime model zmenou premennych a dosiahneme znize-

nie dimenzie modelu.

3.4 Redukcia dimenzie modelu

Vsimnime si ze rovnica (20) aj okrajové podmienky st homogénne v premennych
A a S. Tuto vlastnost mozeme vyuzit pri transformécii premennych a mozeme
dosiahnut znizenie rozmeru rovnice. V literatire sa nachadzaji dva rozne sposoby

transformaécie.

e Prva moznost, pouzita aj v literatire 7] str.285 je zadefinovat substiticiu

premennych

_5 _ _ V(S At
T= T=T—t, Wiz, 1) = — (21)

Po transformécii a naslednej iprave mozeme rovnicu preformulovat do tvaru

2 2 —_
oW o200 oWzl {W—x%—w]wwzo, (22)
T

or 2x 8x2_(r_q)x8_x_T—T
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O0<7<T, O0<z<p(r), p(r)=a;T—r7).

e Druha moznost, pouzita aj v literatire 2] str.68 je zadefinovat substitiiciu

premennych opac¢ne

S r=T-t wen="540

xr =

(23)

¢o po transformécii a po naslednej aprave rovnice bude vyzerat nasledovne

ow o2 ,O*W

8W_ 1—a0W
or 27 o

ox T—71 0x

+ (r—q)z

FqW =0, (24
O<7<T, O0<z<p(r), plr)=aiT—7).

V dalsom odvodzovani modelu budeme uvazovat len o prvom modeli, kde si
vSimnime ¢len W — a:%—v;/ ktory bude dolezity pre dalsi postup.
Pomocou danej zmeny premennych upravime aj okrajové a pociatoéni pod-

mienku, ktoré po transformacii buda vyzerat nasledovne

W(,7)=0, W(x,0)=(z—1)7,

Wip(r).m) = plr) 1, S (p(r).m) =1
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4 Transformacia modelu na pevnii oblast

Dospeli sme k bodu kde mame odvodeny model pre americky typ azijskych op-
cif aj s okrajovymi podmienkami. Je to jednorozmerna parabolicka rovnica. Aj
keby sme uvazovali len o modeli pre eur6psky typ azijskych opcii, nevieme ho
pretransformovat na model s konstantnymi koeficientami pomocou logaritmickej
substiticie ako BS rovnicu. KedZze BS rovnica pre americké opcie nemé analy-
tické rieSenie, je pochopitelné ze ani pre americké azijske opcie nie je k dispozicii
explicitné rieSenie.

V ¢lanku [1] je prezentovany postup pre transformaciu modelu pre americké call
opcie ktory pretvara model definovany na ¢asovo zavislom definiénom obore na
model s pevne zadanym defini¢nym oborom. T istt metodolégiu chceme uplat-
nit na nas model. Postup nasho odvodenia bude zaloZzeny préave na [1] strany 26
az 28.

Zameriame sa len na pripad ked r > ¢ > 0. Pretransformovanim modelu
dostaneme problém ktory sa da zredukovat na rieSenie problému volnej hrani-
ce p(17) =a4(T — 7).

Vyuzijeme myslienku syntetického portfolia pozostavajiceho z jednej opcie v dl-

hej pozicii a mnozstva %—VX zékladného aktiva na zavedenie novej premennej

ow
IT =W —T—. 2
€)= W) -2 (25)
Zavedieme transforméciu premennych
len(y) 0<7<T, 0<¢<o0. (26)

Vidime ze pre z € (0,2 (t)) plati £ € (0, 00).
Pouzitim zadefinovanych transformaécii si vieme odvodit nasledujice rovnice ktoré
budi pouzité pri preformulovani modelu

o _ o'W
o " ox

(27)
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oe2 T T TV i
o pon _aw  ow
or  po&  Or OxoT’

P OL_ L O'W

29

(28)

(29)

Za predpokladu ze W (x,7) je dostato¢ne hladké rieSenie rovnice (22), mozeme

parcidlne derivovat rovnicu (22) podla premennej = a nésledne ju prenasobit

premennou z. Vysledok odpocitame od povodnej rovnice (22) a dostavame

(9_W_x(92W . )x282W+a_2$282W_ x—l(x282W) 0_23:3831/1/
or  “orox VF o2 T2 o T T2 a2 T 2 o
1 ow oW ]
kde po dosadeni rovnic (27)-(29) dostaneme 7iadand rovnicu
ol ol %0711 1]
i P — II1=0 31
ar TUET) 5 za§2+[T+T—T_ ! (31)
s koeficientom zavislym od ¢asu a od premennej &
(T o? e ¢ —1
aer) =20 g -T2 (52)

— p(7) 2 T—1

Po pretransformovani zdkladnej rovnice, naim zostava eSte upravit okrajové pod-

ow

mienky. Vyuzitim rovnic W(p(7),7) = p(7) =1, a 5 -(p(7),7) = 1 a pouzitim

transformécie premennej ¢ dostaneme

e ak £ = 0 potom = = p(7), a naslednym dosadenim do rovnice syntetického

portfolia dostaneme

I1(0,7) = —1,

(33)

e ak £ = oo potom x = 0, a néslednym dosadenim do rovnice syntetického

portfolia dostaneme

(oo, 7) =

(34)
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Nésledne potrebujeme opét pomocou (26) odvodit podmienku pre I1(£,0). Kedze
7 = 0 tak v rovnici (25) bude vystupovat prave W(x,0) = (z — 1)*, z ¢oho

vyplyva, ze musime uvazovat o dvoch réznych pripadoch:

e ak x < 1z ¢oho pouzitim (26) dostavame 7ze £ > In p(0). Kedze W(x,0) =0

tak pomocou (25) dostavame

I1(£,0) = 0 (35)

e ak x > 1 ¢o pouzitim (26) znamena 7e £ < Inp(0). Kedze pre z > 1, 7=10
nadobuda funkcia W (z,7) = max(x — 1,0) hodnotu W(z,0) = = — 1 tak
ow

funkcia 5-(2,0) = 1 z ¢oho jednoduchym dosadenim do (25) dostavame

I(¢,0) = —1 (36)

Prepisané do konzistentného tvaru, podmienka ma nasledovny tvar

—1 &£ <Inp(0)
0 &> 1Inp(0).

I1(£,0) =

Vztah medzi vol'nou hranicou a rieSenim II

Kedze funkcia p(0) vystupuje v pociato¢nej podmienke I1(£,0), najprv musime
skumat vztah medzi riesenim TI(§, 7) a funkciou p(7). Vyuzitim okrajovej pod-
mienky W (p(7),7) = p(7)—1, z ktorej po derivovani podl'a premennej 7 dostaneme

o) = T o(r), 1))+ D (o), 7). (37)

Dosadenim rovnice %—‘f(p(T),T) = 1 do predchadzajiceho odvodenia dostdvame

ze musi platit rovnost

%—‘j_/(p(T),T) =0. (38)

Za predpokladu regularity funkcie II a IT, v bode x = 0 a pouzitim transformécie

modzeme Tahko odvodit
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oPwW oIl ow
G 07) = G0, e @) = plr)  pre wplr). (39)

X

Ak zoberieme do ivahy rovnice (38)-(39) a za predpokladu ¥ (z,7) — Z¥(p(7),7) =

0 pre  — p(7)~ tak potom z rovnice (22) moézeme odvodit nasledujice

, ow oW o ,OPW  x—1 ow
L (E Sy T e T T, {W - ””%1 * TW)
o? ol p(r) —1 B
—(r—q)p(1) — 85(0 7))+ =g +rlp(r) 1] =0. (40)

Upravou danej rovnosti nam vychéadza rovnica pre koeficient p(7)

p(7) = T : (41)

Zostava nam ur¢it pociato¢ny stav volnej hranice p(0). Predpokladéame, Ze riese-

nie IT je hladkou funkciou & na hranici £ = 0, pre 7 — 01. Presnejsie zapisané

oIl Oll
li ' = 1i
Tirgl“' 36( ) ‘r—>0+ §—>O+ ag (5 T) gigl 65 (6 O)
pretoze I1(£,0) = —1 pre £ blizke 0%, Nasledne dostavame
r+ % _1+T
g+2 1+qT"

p(0) =

Vsimnime si, ze rovnaky vysledok sa uvadza aj v ¢lanku [2] str.69. Pre upresnenie,

v danom ¢lanku dospeli k hodnote

. 1+ 4T
+) — 1
o(0%) mm<1+m )

Kedze pri transformécii modelu v ¢lanku |2] bola pouzita recipro¢né transforma-
cia pre premenni r = %, tak vysledn& premenna je obriatena. V nasom modeli
nie je potrebné pouzit funkciu minima kedZe uz na zaciatku sme si zadefinovali Ze

uvazujeme s modelom kde r > ¢ > 0 a z toho dostavame e premenna T2 < 1

14rT
a teda p(01) = }ig;
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4.1 Nelinearna nelokalna parabolickd rovnica

Ukézali sme, ze za vhodnych predpokladov regularity funkcie moze byt problém

volnej hranice transformovany na problém PDR s pociato¢nou hodnotou hranice

oIl Oll o2 9%
E+a(£’7)8_§_78_52+< +T_T>H:0, O<7<T, £€>0, (42)
0,7)=—1,  I(oo,7) =0, (43)
(€, 0) = -1 £ <1Inp(0)
’ 0 &>1np(0),
) o pet—1
e I A pera
_T+%2%—§(0,T)+TL g
p(T)_ q_|_T£T I p(O)— q_i_%' (44)

Uloha (42) spolu s (44) je nelinearna nelokalna parabolicka rovnica.

Poznamenajme ze v pripade keby sme uvazovali T' = oo vystupujicej v rovniciach
(42)-(44) (v principe by sme uvazovali dve premenné T, T, jedna vystupujica
v rovniciach, a jedna ako oblast na ktorej je rovnica zadefinovana) tak by vsetky
¢leny obsahujiice premennt =+ boli nulové a systém rovnic (42)-(44) by bol rovnaky
ako v pripade americkych call opcii [1]. Jediny rozdiel je len v premennej E ktora

v naSom modeli nie je kedZe uvazujeme inu payoff funkciu a je nahradena 1.

oIl oIl o2 9%11
o i | T*
aTJra(T)85 28£2+r 0, 0<7<T* &>0, (45)
H(OvT) = _E7 H(OO>T) = Oa (46)
—FE & <Inp(0)
I(¢,0) =

0 &>1np(0),
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ot =20+ -0 -5,
TE 0_28_H O,T r
o) = Qq‘%( ) )= & (47)

4.2 Spatna transformacia

Rovnicu na ocenenie Americkych Azijskych opcii zalozenej na rieSeni p dostaneme
pomocou spitnej transforméacie premennych. Budeme vychadzat z rovnice (25)

z ktorej dostavame tvar

o (W(x,T)
2 = — !
1, 7) = 5- ( . > . (48)
Integrovanim na hranici  — p(7) dostavame
)1 W)
— = — x I, T)dx, 49
o1 R e (49

kde tpravou a substitiiciou z = e~$p(7) dostadvame

n(2)
W(z,7) = ﬁ [p(T) 14 /0 eﬁn(g,T)dg] | (50)

Vyuzitim transforméacie dostavame vysledny tvar

(4547
V(S,A,T —1) = % (,0(7') -1 +/0 €£H(5,7>d§> . (51)
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5 Numerické vysledky

Na vypocet volnej hranice sme pouzili upraveni numericki metédu z ¢lanku [10]
ktora je blizsie popisana v ¢lanku [6].
Grafy (3) a (4) zobrazuju funkciu volnej hranice v zavislosti od ¢asu t a néasledne

odr=T—1

2.2

1.8
1.6
14
1.2

Xz (1)

20 30 40 50

o
=
o

Obrazok 3: Krivka volnej hranice x ¢(t) pre Americkt Azijska floating strike call opciu.
Pouzité parametre r = 0.06, 0 = 0.2, ¢ = 0.04, T" = 50 n = 100 podet priestorovych
bodov, m = 20, 000, 000 pocet casovych rezov

2.2

2

1.8
Q16
1.4
1.2

1

Obrazok 4: Krivka volnej hranice p(7) pre Americkt Azijska floating strike call opciu.
Pouzité parametre r = 0.06, 0 = 0.2, ¢ = 0.04, T" = 50 n = 100 podet priestorovych
bodov, m = 20, 000, 000 pocet asovych rezov

Na obrazku (5) je zobrazena obratend hodnota volnej hranice z ¢lanku [13]. Je



5 NUMERICKE VYSLEDKY 35

to z dovodu porovnania vysledkov, kedze v danom ¢lanku bola pouZita opacné

transformécia z = % namiesto nasej r = 3.

n

2.2}

21
1.8}
16}
1.4}
1.2}

11

Xz (1)

Obréazok 5: Krivka volnej hranice pre Americka Azijska floating strike call opciu z
¢lanku [13]. Pouzité parametre: r = 0.06, o = 0.2, ¢ = 0.04, T = 50.

2.2}

1.8}
16}
14+
1.2}

Xz (1)

Obrazok 6: Porovnanie vysledkov

Na obrazku (6) je zobrazené porovnanie nasho vypoé¢tu volnej hranice s vysled-
kami z ¢lanku [13]. Ako si mézeme vS§imnut krivky st velmi podobné pre ¢asovy
usek ¢t € (30,50), ale pre t — 07 sa zalinaju znac¢ne li$it. Z rovnice (44) vSak

za predpokladu Ze ¢len %—?(0,7‘) vystupujici v rovnici (44) je ohrani¢eny, alebo
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rastie pomalsie ako ¢len ﬁ pre 7 — T dostavame

o? ol 1
r+ %5 52(0,7) + ==
hmp(T):.’L’f(T—T): 285( 1) TT:L
=T q_l—T—T

a z toho kedze t =T — 7 vychadza

J?f(0+) =1.

36
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6 Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali ocenovanim amerického typu azijskych floating
strike call opciii a ich optiméalneho uplatnenia v c¢ase. Pouzili sme upravenu
BS rovnicu pre Americké Azijské opcie, ktort sme najprv transformovali na jed-
norozmerntu parabolicktd rovnicu. Rovnicu ktoré je definované na ¢asovo zavislom
definicnom obore sme nasledne pretransformovali na model s pevnym defini¢nym
oborom. Pri zmene premennych sme vyuzili myslienku syntetického portfolia,
¢im sme dostali nelinedrnu nelokdlnu parabolickil rovnicu. f)alej bol numericky
rieSeny tvar volnej hranice [6] pomocou ktorej je zadefinované rieSenie v rovnici
(51). Numerické vysledky a tvar volnej hranice si prezentované a porovnané s

vysledkami z prace [13].
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A Stochasticky kalkulus

Ked7ze pri odvadzani BS modelu st potrebné znalosti stochastického kalkulu, v
nasledujucej sekcii si pripomenieme niektoré definicie a vety potrebné pri postupe

pouzitom pri nasich odvodeniach. Definicie a vety boli ¢erpané z |5] str.17.

A.1 Brownov pohyb

Definicia A.1 (Brownov pohyb) Brownov pohyb X (t),t > 0 je t-parametricky

systém ndhodnijch velic¢in, pricom

o vietky prirastky X(t + 0) — X (t) maju normdlne rozdelenie so strednou

hodnotou puA a varianciou oA

o pre kazdé delenie 0 < t; < to... < t,, su prirastky X (t2) — X (t1), X(t3) —
X(tg)...X (tn) — X (tn—1) nezdvislé nihodné premenné so strednou hodnotou

A a varianciou o?A
e X(0) =0 a vzorky ciest X(t) su spojité v premennej t > 0

Brownov pohyb s parametrami p = 0 a varianciou 0> = 1 nazjvame Wienerov

pProces.

Definicia A.2 (Geometricky Brownov pohyb) Ak X(t),t > 0 je Brownov

pohyb s parametrami p, o a yo € R tak systém ndhodngch premenngch Y (t),t > 0
Y (t) = yoeX Dt >0
nazyvame geometricky Brownov pohyb.

Geometricky Brownov pohyb sa ¢asto vyuziva na modelovanie vyvoja cien ak-
cii (vynosy cien akcii sa modeluji ako nezavislé normélne rozdelené) ako aj
urokov, miezd a inych ekonomickych a finan¢nych veli¢cin. Brownov pohyb sa
vo v8eobecnosti vzdaluje od svojej po¢iato¢nej hodnoty, ¢o modze byt pre niekto-

ré ekonomické veli¢iny vyhodné pre iné nevyhodné.
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30

Geometricky Brownov pohyb

Cena akcie

Obrazok 7: Geometricky Brownov pohyb

A.2 TItoova lema

Lema A.1 (Itéova lema) Nech f(xz,t) je hladkd funkcia dvoch premennyjch,
pricom premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice de = p(x,t)dt+
o(x,t)dw, kdew je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f(x,t) je dany

vztahom

2
df = afd +(g—{+— *(z, )%f)dt (52)

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

if = (8f u@,t)%%&( )axf)dt+( )%dw (53)
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