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Abstrakt

Táto práca má za cie© analyzova´ optimálny £as vyuºitia amerického typu ázi-
jských �oating strike call opcií za predpokladu pouºitia spojitého aritmetického
priemeru. Základom modelu je upravený Black-Scholesov vzorec na oce¬ovania
opcií, ktorý je ¤alej transformovaný na pevnú oblas´ a pri transformácii je vyuºitá
my²lienka syntetického portfólia. Prezentované sú aj numerické výsledky.

Abstract

The purpose of this diploma work is to analyze the optimal stopping time for
American Asian �oating strike call options where we assume continuous arith-
metic average. Our model is based on Black-Scholes framework adjusted for
american asian options. Fixed domain transformation is performed, where we
transform free boundary problem into a equation de�ned on �xed spatial do-
main. We also present numerical experiments.

Keywords: american asian option, �oating strike call, �xed domain transfor-
mation, arithmetic average, free boundary, optimal stopping time.
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Zoznam skratiek a symbolov

S - hodnota základného aktíva

QS - po£et akcií

V - cena opcie

QV - po£et opcií

B - pe¬aºný objem bezrizikových dlhopisov

E - realiza£ná cena akcie

t - premenná £asu

T - expira£ný £as, termín vypr²ania derivátu

τ - T − t

A - priemer ceny základného aktíva za dané obdobie

σ - volatilita ceny akcie

µ - drift stochastického procesu

Sf (t) - vo©ná hranica

xf (t) - zmenený zápis vo©nej hranice po transformácii modelu

W - nová premenná pri redukcii dimenzie modelu W = V
A

Π - nová premenná po transformácii na pevnú oblas´ Π = W − x∂W
∂x

ρ(τ) - prezna£enie vo©nej hranice ρ(τ) = xf (T − τ)

x - nová premenná pri redukcii dimenzie modelu x = S
A

ξ - nová premenná po transformácii na pevnú oblas´ ξ = ln ρ(τ)
x
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r - bezriziková úroková miera dlhopisov

q - dividendová miera

BS - Black Scholesova rovnica

PDR - parciálna diferenciálna rovnica
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Úvod

Oce¬ovanie �nan£ných derivátov je uº nieko©ko desa´ro£í rozmáhajúcou sa oblas´ou
�nancií. Po£as tohoto obdobia prebehol vývin od jednoduch²ích typov �nan£ných
nástrojov k pomerne komplexnej²ím nástrojom na zais´ovanie rizika. Jedným
z nich sú ázijské opcie ktoré patria k path-dependent opciám a ako celok sú
sú£as´ou vä£²ej triedy opcií nazývaných Exotické opcie. Zaujímavou vlastnos´ou
ázijských opcií je ºe ich payo� závisí od priemeru ceny základného aktíva. Pouºí-
vajú sa pri zais´ovaní sa proti riziku plynúceho z ceny základného aktíva ale
hlavne pri zniºovaní rizika plynúceho z náhleho pohybu ceny základného aktíva
tesne pred expiráciou. Zvy£ajne sú obchodované na menové kurzy a komodity.
Na oce¬ovanie �nan£ných derivátov existujú rôzne prístupy, ale základom pre
vä£²inu z nich stále ostáva Black-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica pre
oce¬ovanie opcií, ktorá bude základom aj pri na²ej práci. Jeden zo zaujímavých
problémov pri oce¬ovaní opcií je analýza vo©nej hranice a optimálny £as vyuºitia
opcie.

Ciele práce

Cie©om na²ej práce je analyzova´ optimálny £as vyuºitia amerického typu ázi-
jských �oating strike call opcií. Práca je rozdelená na nieko©ko £astí. Na úvod si
pripomenieme niektoré základné pojmy z oblasti �nan£ných derivátov a ukáºeme
si niektoré príklady Exotických opcií. V ¤al²ej kapitole si popí²eme základný
BS vzorec pre európske a americké vanilla opcie, kde si bliº²ie vysvetlíme pojem
vo©nej hranice a jej pouºitie pri oce¬ovaní. V tretej kapitole si zhrnieme predpok-
lady modelu a odvodíme si BS rovnicu pre Ázijské opcie, ktorú pomocou vo©nej
hranice preformulujeme na model pre Americké Ázijské opcie. Model ktorý bude
zade�novaný na £asovo závislom de�ni£nom obore si transformujeme na model
s pevným de�ni£ným oborom. �alej vyuºijeme my²lienku syntetického portfólia
pri zmene premenných, £ím dostaneme nelineárnu nelokálnu parabolickú rovnicu,
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ktorú budeme rie²i´ pomocou numerických metód.
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1 ZÁKLADNÉ POJMY 11

1 Základné pojmy

Na úvod si pripomenieme niektoré pojmy a de�nície ako sú �nan£né deriváty,
opcie, Brownov pohyb a iné. V jednoduchosti si rozdelíme opcie s oh©adom na
ich ²peci�cké vlastnosti a popí²eme si základný Black-Scholesov model.

1.1 Jednoduché Opcie

Základným nástrojom zabezpe£enia sa vo£i riziku plynúceho z volatility cien na
�nan£ných trhoch je �nan£ný derivát. Finan£né deriváty sú odvodené od hodno-
ty primárnych aktív, naj£astej²ie sa pouºívajú akcie, úrokové sadzby, komodity a
menové kurzy. Medzi základné typy derivátov patria forwardy, futurity, swapy, a
opcie. Vo v²etkých prípadoch ide o obchodovanie s právami na plnenie v budúc-
nosti.
Op£né deriváty predstavujú právo kúpi´ alebo preda´ ur£ité základné aktívum v
stanovenom £ase za stanovenú cenu. Základnými typmi opcií z poh©adu vývoja
sú jednoduché opcie (plain vanilla options). V literatúre sa rozli²ujú dva typy
opcií na základe toho £i ponúkajú právo na kúpu alebo predaj základného aktíva

• Call opcia je kontrakt, ktorý dáva drºite©ovi právo (nie povinnos´) kúpi´
základné aktívum v presne ur£enom £ase za vopred dohodnutú cenu.

• put opcia je kontrakt, ktorý dáva drºite©ovi právo (nie povinnos´) preda´
základné aktívum v presne ur£enom £ase za vopred dohodnutú cenu.

Opcie od svojho vzniku pre²li dlhým vývojom. Môºeme to vidie´ na mnoºstve
rôznych variánt s odli²nými vlastnos´ami. Opcie sa dajú rozdeli´ pod©a viacerých
kritérií, ale v praxi sa rozli²ujú hlavne dva typy, európske a americké opcie.

• Európsku opciu je moºné uplatni´ len na konci daného obdobia, to znamená
v expira£nom £ase ozna£ovanom T .

• Americkú opciu je moºné uplatni´ kedyko©vek po£as jej ºivota. To znamená
kedyko©vek v £ase ∀t ∈< 0, T >.
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Oba typy opcií sú charakterizované výplatnou funkciou, tieº nazývanou payo�
funkcia.Pre americké aj európske opcie je payo� de�novaný rovnako

V (S, T ) =





(S − E)+ = max{S − E, 0} pre call opciu
(E − S)+ = max{E − S, 0} pre put opciu,

(1)

kde E je vopred dohodnutá realiza£ná cena, a T vopred dohodnutý expira£ný £as.
Tieto dva typy opcií ani z¤aleka nie sú jediné, aj ke¤ sú najznámej²ie a najviac
vyuºívané. Sútaº na trhu s derivátmi nútila �nan£né in²titúcie aby navrhovali a
vyvýjali nové komplexnej²ie nástroje. Dnes sa na trhu nachádza uº nespo£etné
mnoºstvo variácií. V nasledujúcej sekcii si uvedieme základné delenie a niektoré
zaujímavé typy.

1.2 Exotické opcie

Presné vymedzenie pojmu exotické opcie neexistuje. Vo v²eobecnosti sa dá
poveda´ ºe sú to opcie ktoré sa nejakým spôsobom lí²ia od ²tandardných op-
cií. Delenie exotických opcií takisto nie je ²tandardizované. Existujú opcie ktoré
majú zmenené zmluvné podmienky, opcie závislé od viacerých základných aktív,
opcie na opcie, opcie so zmeneným payo�om kde patria aj path-dependent op-
cie (na ceste závislé) a iné. V skratke si uvedieme niektoré zaujímavé príklady
exotických opcií.

1.2.1 Opcie s ne²tandardným spôsobom uplatnenia

Payo� nasledujúcich opcií síce ostáva nezmenený ale lí²ia sa v spôsobe uplatne-
nia.

• Bermudská opcia je opcia kde vlastník má právo uplatni´ ju nieko©ko krát, a
to vo vopred ur£ených termínoch (vä£²inou kaºdý mesiac). Táto vlastnos´ ju
radí niekde medzi európsku opciu (môºe by´ uplatnená iba raz) a americkú
opciu (môºe by´ uplatnená kedyko©vek po£as platnosti opcie).



1 ZÁKLADNÉ POJMY 13

• Zloºená opcia (Compound option) je opcia na opciu, inými slovami to zna-
mená, ºe drºite© má vlastne dva expira£né £asy a dve rozhodnutia. Prvé
ke¤ uplatní prvú opciu na opciu a druhé ke¤ uplatní samotnú opciu na
nejaké základné aktívum.

• Ohlasovacia opcia (Shout option) dáva drºite©ovi právo kedyko©vek nahlási´
predávajucemu ºe si chce zabezpe£i´ sú£asnú cenu aktíva. V expira£nom
£ase potom môºe drºite© pouºi´ danú cenu ak mu to dá lep²í výsledok ako
payo�.

1.2.2 Opcie s ne²tandardným payo�om

Existuje viacero variánt opcií, v závislosti od poºadovaných vlastností. Ve©kú
podskupinu tvoria uº spomenuté path-dependent opcie ktoré závisia na vývoja
základného aktíva a nielen od stavu v expira£nom £ase.

• Lookback opcia je opcia kde majite© má právo kúpi´ (preda´) základné
aktívum za najniº²iu alebo najvy²²iu cenu, ktorá sa sleduje po£as vopred
ur£enej £asovej periódy.

• Ázijská opcia je opcia, ktrej payo� závisí od priemernej ceny základného
aktíva po£as vopred ur£enej doby.

• Ruská opcia je ve£ná lookback opcia, £iºe opcia bez zade�novaného expi-
ra£ného £asu.

• Binárna opcia je opcia, ktorá vypláca �xnú £iastku ak základné aktívum
presiahlo vopred ur£enú cenu, alebo nulu ak túto hranicu nedosiahlo.

• Barierová opcia je opcia kde jej payo� závisí od toho £i cena základného
aktíva dosiahne alebo prekro£í nejakú hranicu.

• Chooser opcia dáva majite©ovi po£as vopred ur£enej £asovej periody právo
rozhodnú´ sa £i daná opcia bude call alebo put.
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Nás budú zaujíma´ hlavne ázijské opcie, konkrétne ázijské opcie amerického typu.
Ako sa dá z predchádzajúcich popisov usúdi´, tento typ bude charakterizovaný
priemernou cenou základného aktíva v payo�e a moºnos´ou uplatni´ danú opciu
kedyko©vek po£as jej ºivota.

1.3 Ázijské Opcie

Ázijské opcie sú vo v²eobecnosti rozdelené na dve kategórie, �oating strike (s
plávajúcou realiza£nou cenou) a �xed strike (s kon²tantnou realiza£nou cenou).

• Floating strike opcia je opcia ktorej payo� je zaloºený na rozdiele spotovej
ceny akcie v expirácii a expira£nej ceny vypo£ítanej ako priemer ceny zák-
ladné aktíva za £as ºivota opcie

V (S, T,A) = η(S − A)+

kde η = 1 pre call opciu a η = −1 pre put opciu. Tento typ ocpií zaru£uje ºe
priemerná cena zaplatená (alebo prijatá) za dané základné aktívum po£as
danej doby nie je vy²²ia ako cena akcie v expira£nom £ase.

• Fixed strike opcia je opcia ktorej payo� je rozdiel medzi priemernou cenou
základného aktíva za dané obdobie a expira£nej ceny

V (S, T, A) = η(A− E)+

kde E je vopred ur£ená �xná realiza£ná cena. Vo v²eobecnosti tento druh
opcií umoº¬uje kúpu alebo predaj základného aktíva za priemernú cenu
namiesto za spotovú. Beºne sa pouºívajú hlavne pri komoditách a vý-
menných kurzoch kde má ú£astník pravidelné alebo rozbehnuté obchody s
konkrétnym aktívom a chce sa zabezpe£i´ vo£i �uktuácii. Fixed strike opcie
sa taktieº puºívajú v situáciach ke¤ kupujúci chce pokry´ viacero spotových
transakcií pouºitím jedného zais´ovacieho nástroja, alebo ke¤ je rozumné
zredukova´ závislos´ opcie na spotovej cene základného aktíva len v jednom
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£ase.
Príklad: Uvaºujme s pravidelným odberate©om ropy ktorý nemá stanovenú
�xnú cenu dodávok, ale cena je stanovená týºdenne pomocou konkrétneho
benchmarku. Spotrebite© sa obáva nárastu cien v budúcich mesiacoch a chce
sa zaisti´ vo£i danému riziku. Potrebuje aby payo� zaistenia odráºal týº-
denné nákupy po£as ur£enej doby. Fixed strike opcia môºe by´ prisôsobená
týmto poºiadavkám. Sta£í zahrnú´ do priemeru týºdenné ceny daného ak-
tíva po£as ur£enej doby. Táto opcia zachytáva týºdenné zmeny ceny komo-
dity a je lacnej²ia ako alternátiva zaplatenie nieko©kých európskych opcií s
maturitou v jednotlivých £asoch.

1.3.1 Základné charakteristiky Ázijských opcií

Pri ázijských opciách sa dá uvaºova´ o viacerých moºnostiach pri de�novaní pred-
pokladov pomocou ktorých sa bude ráta´ ich cena. V prvom rade uvaºujeme o
dvoch spôsoboch priemeru ceny základného aktíva.

• Geometrický priemer je vhodné uvaºova´ za predpokladu ºe základné ak-
tívum sa riadi geometrickým brownovým pohybom. Za tohoto predpokladu
sa modely dajú ráta´ pomerne jednoducho pretoºe príslu²ná B-S rovnica sa
dá transformova´ na rovnicu vedenia tepla s kon²tantnými koe�cientami.
Rie²enie je v tvare Greenovho tepelného jadra.

• Aritmetický priemer je síce z poh©adu rie²enia komplikovanej²í ale v praxi
omnoho viac vyuºívaný.

�alej sa dá uvaºova´ o spojitom alebo diskrétnom priemere.

• Diskrétny priemer - v praxi je moºné zis´ova´ cenu akcie len v ur£itých
£asových okamihoch.

• Spojitý priemer - v matematickej formulácii sa omnoho jednoduch²ie narába
so spojitými fukciami.
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�al²ia z moºností spo£íva v tom, ºe priemer ceny základného aktíva sa môºe ráta´
za £as´ obdobia ºivota opcie, alebo za celé obdobie.
V neposlednom rade rozli²ujeme ázijské opcie európskeho typu, ktoré môºu by´
uplatnené aº na konci obdobia, alebo ázijské opcie amerického typu, ktoré môºu
by´ uplatnené kedyko©vek po£as ºivota opcie.

Americké Ázijské opcie

Jeden z hlavných dôvodov pre£o boli ázijské opcie vyvinuté je zaistenie sa vo£i
riziku plynúceho z manipulácie ceny tesne pred expiráciou. Pri ázijksych opciách
amerického typu dochádza ku kon�iktu medzi moºnos´ou pred£asného uplatnenia
ázijkých opcií a pôvodným dôvodom vytvorenia ázijkých opcií. Keby ázijské
opcie boli amerického typu tak by do²lo k znovuzavedenie moºnosti manipulácie
s cenou základného aktíva. Tieto opcie by mohli by´ uplatnené hne¤ po za£atí
priemerovania. Ako sa v²ak ukázalo riziko z toho plynúce nie je signi�kantné, £o
potvrdzuje aj fakt ºe americké ázijské opcie sa reálne obchodujú.

1.3.2 Oce¬ovanie Amerických Ázijských opcií

Existuje nieko©ko £lánkov zaoberajúcich sa oce¬ovaním amerických ázijských op-
cií zaloºených na Black-Scholesovom modeli. Napríklad Hansen a Jorgensen v
£lánku [15] prezentovali nemonotónnos´ vo©nej hranice amerických ázijských call
a put opcií vzh©adom na £as. �alej v £lánku [17] je dôkaz konvexnosti vo©nej
hranice za ur£itých predpokladov na pohyb základného aktíva. Mnohé ¤al²ie za-
ujímavé prístupy su prezentované aj v £lánkoch [14] alebo [16]. Vä£²ina z nich
sa zaoberá kon²trukciou numerických metód na výpo£et hodnôt vo©nej hranice.
Pouºité numerické prístupy sa lí²ia. Jedná sa o algoritmy zaloºené na simuláciach,
iteratívne rie²enia integrálnych rovníc, varia£ný prístup, aproximácia pomocou
Bernoulliho náhodného pohybu a iné.
Zatia© £o v²etky uvedené publikácie pouºívajú pri oce¬ovaní BS model, existujú
aj prístupy ktoré nie sú zaloºené na danej rovnici. Jeden z pouºitých prístupov
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predpokladá ºe základné aktívum je riadené iným typom stochstického procesu, v
£lánku [11] je uvaºovaný jump proces. V inom prístupe je zavedená stochastická
volatilita [18].
V na²ej práci sa takisto budeme sústredi´ na model zaloºený na BS vzorci.
Budeme ho transformova´ na model de�novaný na pevnej oblasti a vyuºijeme
my²lienku syntetického portfólia. �alej budeme numericky ráta´ pro�l vo©nej
hranice.
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2 Európske a Americké opcie

Ke¤ºe na oce¬ovanie amerických ázijskych opcií pouºijeme upravený Black-Scholesov
model je vhodné pripomenú´ si ako vyzerajú modely na ocenenie amerických a
európskych jednoduchých opcií pre prípad call opcií.
Základný rozdiel medzi európskym a americkým typom opcie je zaloºený na
moºnosti uplatnenia americkej opcie kedyko©vek po£as jej ºivota. Na druhej
strane európsku opciu je moºné uplatni´ len v expira£nom £ase. Vo v²eobecnosti
ke¤ máme rovnaký typ opcie (realiza£ná cena, expira£ný £as ....) a lí²ia sa len v
tom ºe jedna opcia je amerického typu a druhá európskeho, tak vieme ºe hodnota
americkej je vy²²ia kvôli dodato£nému právu kedyko©vek uplatni´ túto opciu.

VAm(S, t) ≥ VEur(S, t) ∀t ∈ [0, T ].

Pri opciách poznáme výplatu v £ase T , teda hodnotu tejto opcie v expira£nom
£ase. �o ale nevieme, je ako oceni´ hodnotu tejto opcie v £ase 0, teda v £ase jej
predaja. Vieme, ºe táto hodnota je kladná pretoºe sa platí za právo kúpi´ základ-
né aktívum za realiza£nú cenu. Realiza£ná cena môºe by´ teoreticky akáko©vek
kladná hodnota, £iºe aj niº²ia ako je sú£asná hodnota základného aktíva.

2.1 Oce¬ovanie Európskych opcií

Na oce¬ovanie európskeho typu opcií sa pouºíva Black Scholesov model. Jeho
odvodenie popisova´ nebudeme, ke¤ºe v kapitole (3.2) si uvedieme podrobný
popis odvodenia modelu pre americké ázijské opcie. Základný BS model má
nasledujúci tvar.

∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0.

Spolu s podmienkou v expira£nom £ase, ktorej zmysel je v tom, ºe ak aktuálna
cena akcie S v £ase T je vy²²ia ako realiza£ná cena E tak hodnota opcie v tomto
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£ase je S − E. Na druhej strane ak neprekro£í dohodnutú cenu tak opcia má
nulovú hodnotu.

V (S, T ) = max{S − E, 0},

Nasledujúca okrajová pomienka vychádza z predpokladu ºe ak hodnota akcie je
0 tak ani opcia na danú akciu nemá hodnotu.

V (0, t) = 0.

2.2 Oce¬ovanie Amerických opcií

Ako bolo spomenuté americká opcia má výhodu oproti európskej v moºnosti jej
uplatnenia kedyko©vek po£as jej ºivota. Uplatnenie tohoto práva v²ak má zmysel
len ak uvaºujeme vyplácanie dividend na akciu. Ak uvaºujeme prípad americ-
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Obrázok 1: Cena americkej call opcie v závislosti od ceny akcie vyplácajúcej dividendy,
v danom £ase t = 0.192. Pouºité parametre E = 300, r = 0.1, σ = 0.8, q = 0.07, T = 1

kej kúpnej opcie tak v prípade neplatenia dividend je jej pred£asné uplatnenie
nevýhodné. Viedlo by to k strate zaistenia a aj strate £asovej hodnoty realiza£nej
ceny (pri uplatnení opcie zaplati´ za akciu cenu E teraz namiesto zaplatenia ceny
E potom) V prípade americkej predajnej opcie môºe by´ jej uplatnenie výhod-
né ak zisk z £asovej hodnoty realiza£nej ceny (príjem hodnoty E teraz namiesto
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v dobe expirácie) prevý²i stratu zo zaistenej hodnoty predajnej opcie. V prí-
pade americkej kúpnej opcie vyplácajúcej dividendy je výhodné uplatni´ opciu
pri dostato£ne vysokých hodnotách základného aktíva.
Na obrázku (1) vidíme ºe krivka ceny americkej call opcie sa hladko napája na
krivku reprezentujúcu hodnotu call opcie v expira£nom £ase v bode kde hodnota
základného aktíva je Sf (t). Mnoºina bodov (Sf (t), t) kde V (Sf (t), t) = Sf (t)−E

pre ∀t ∈ (0, T ] je vo©ná hranica.

2.2.1 Vo©ná hranica

Na obrázku (2) môºeme vidie´ ºe vo©ná hranica rozde©uje oblas´ (S, t) na dva
regióny, kde v oblasti S > Sf (t) je výhodné uplatni´ opciu a jej hodnota je
(S − E). V opa£nom prípade to výhodné nie je. Vo©ná hranica je spojitá kle-
sajúca funkcia premennej £asu t.
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Obrázok 2: Krivka vo©nej hranice Sf (t) pre call opciu na akciu vyplácajúcu spojité
dividendy. Pouºité parametre E = 300, r = 0.1, σ = 0.8, q = 0.07, T = 1

Pre americké opcie nie je ºiadne analyticky odvodené rie²enie, ale sú dostupné
rôzne numerické metódy na rátanie pribliºných hodnôt. Black-Scholesova rovnica
pre americké opcie s vyuºitím vo©nej hranice, má spolu s podmienkou v expi-
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ra£nom £ase a okrajovou podmienkou nasledujúci tvar.

∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ (r − q)S

∂V

∂S
− rV = 0, 0 < t < T, 0 < S < Sf (t),

V (S, T ) = max(S − E, 0), V (0, t) = 0 (2)

Treba e²te doplni´ 2 podmienky na vo©nú hranicu. Prvá popisuje hodnotu opcie
ke¤ hodnota akcie dosiahne vo©nú hranicu a druhá popisuje hladké napojenie
ceny opcie na vo©nej hranici.

V (Sf (t), t) = Sf (t)− E,
∂V

∂S
(Sf (t), t) = 1
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3 Model

3.1 Predpoklady

Pripome¬me, ºe pri odvodzovaní modelu budeme uvaºova´ iba o amerických áz-
ijských call opciach s plávajúcou realiza£nou cenou (�oating strike call). �alej
uvaºujeme o bezrizikovej úrokovej miere r a základné aktívum so spojitou divi-
dendovou mierou q a volatilitou ceny základného aktíva σ a budeme uvaºova´ o
aritmetickom priemere ceny akcie za celé obdobie ºivota opcie. V (A.1) je zade�-
novaný geometrický Brownov pohyb, ktorý vyuºijeme v na²ich predpokladoch
ako stochastický pohyb, ktorým sa bude riadi´ cena základného aktíva

dS = (r − q)Sdt + σSdw. (3)

Cena opcie je funkciou ceny akcie S, £asu t, a premennej A £o je priemer ceny
akcie za dané obdobie

V = V (S,A, t).

Pouºitím Itôovej lemy (A.1) dostávame, ºe cena opcie vyhovuje nasledujúcej sto-
chastickej diferenciálnej rovnici

dV =
∂V

∂S
dS +

∂V

∂A
dA +

(
∂V

∂t
+

σ2

2
S

∂2V

∂S2

)
dt. (4)

V danej rovnici vystupuje premenná dA, ktorá vyjadruje vývoj premennej A.
V literatúre sa nachádzajú dva rôzne spôsoby zápisu premennej, ktorá charakte-
rizuje tento priemer.

• Prvý spôsob zápisu tejto premennej má tvar

At =

∫ t

0

Sdτ.

Uvedený zápis je pouºitý napríklad aj v [7] str.285 kde je následne odvodený
model pre ázijské opcie európskeho typu a má tvar

∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
+ S

∂V

∂A
− rV = 0.
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Príslu²né okrajové podmienky v tomto prípade majú tvar

V (0, A, t) = 0, lim
S→∞

∂V

∂S
(S,A, t) = 1, lim

A→∞
V (S, A, t) = 0, (5)

V (S, A, T ) = max(S − A

T
, 0).

• Druhý spôsob zápisu tejto premennej má tvar At = 1
t

∫ t

0
Sdτ, z £oho vy-

plývajú aj následné rozdiely v odvodzovaní modelu a vo výslednej rovnici.
Zatia© £o v prvom prípade vývoj premennej A v £ase je daný rovnicou

dA = Sdt,

v druhom prípade je tvar o nie£o zloºitej²í, ke¤ºe premenná t sa vyskytuje
nielen ako hranica integrálu ale vystupuje aj mimo integrálnej premennej

dA =
S − A

t
dt.

�alej sa budeme zaobera´ len moºnos´ou kde premenné A, dA nadobúdajú tvar

At =
1

t

∫ t

0

Sdτ, dA =
S − A

t
dt. (6)

Vyuºitím rovníc (3) a (6) a ich dosadením do rovnice (4) následne dostávame

dV =

(
∂V

∂t
+ (r − q)S

∂V

∂S
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+

S − A

t

∂V

∂A

)
dt + σS

∂V

∂S
dw. (7)

3.2 Samo�nancovaná stratégia tvorby portfólia s nulovým
rastom investícií

Postup v nasledujúcej sekcii sledujeme z [5] str.(21)-(24). Hoci uvedený postup
je ²tandardne pouºívaný, pre ázijské opcie nie je zvy£ajne uvádzaný v detailoch.
Pre pohodlie £itate©a v²ak uvádzame detaily odvodenia.
Vytvoríme si portfólio pozostávajúce z jedného typu akcií, jedného typu opcií
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na tieto akcie a bezrizikových dlhopisov. Budeme uvaºovat o samo�nancovanej
stratégii, pri ktorej nákup jednotlivých zloºiek portfólia budeme �nancova´ preda-
jom iných zloºky. Ozna£me si Qs po£et akcií, QV po£et opcií a B pe¬aºný objem
bezrizikových dlhopisov. Potom predpoklad nulového rastu investícií znamená,
ºe musí plati´

SQS + V QV + B = 0 ∀t ∈ [0, T ]. (8)

Podmienku samo�nancovania môºeme prepísa´ do tvaru

SdQS + V dQV + δB = 0, (9)

pri£om SdQS, V dQV , δB ozna£ujú zmeny po£tov akcií opcií a objemu dlhopisov v
portfóliu. Pre bezrizikové dlhopisy nevyplácajúce kupón platí nasledovná formula
dB = rBdt. Pri danom zápise by zmena objemu dlhopisov bola závislá len na
spojitom úro£ení istiny B. Ke¤ºe v²ak dlhopisy dynamicky pouºívame aj na
samo�nancovanie portfólia, je potrebné zoh©adni´ to. V rovnici bude vystupova´
e²te jeden £len, a to získané dividendy v celkovom objeme qSQSdt za £as dt.
Potom celková zmena objemu dlhopisov bude

dB = rBdt + δB + qSQSdt. (10)

Diferencovaním rovnice (8), následným dosadením rovnice (10) za £len dB a
vyuºitím rovnice (9) dostávame

QSdS + QV dV + rBdt + qSQSdt = 0.

Opätovným dosadením rovnice (8) za £len B dostávame

QSdS + QV dV − (rSQS + rV QV − qSQS)dt = 0.

Po vydelení rovnice £lenom QV dostaneme

dV − rV dt−∆(dS − rSdt + qSdt) = 0, kde ∆ = −QS

QV

. (11)
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Teraz vyuºijeme fakt, ºe cena akcie aj cena opcie vyhovujú stochastickým dife-
renciálnym rovniciam (3) a (7)

dS = (r − q)Sdt + σSdw, (12)

dV =

(
∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ (r − q)S

∂V

∂S
+

S − A

t

∂V

∂A

)
dt + σS

∂V

∂S
dw. (13)

Dosadením týchto vz´ahov do rovnice (11) dostaneme po úpravách nasledujúcu
rovnicu.

(
∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ (r − q)S

∂V

∂S
+

S − A

t

∂V

∂A
− rV

)
dt +

[
∂V

∂S
−∆

]
σSdw = 0.

(14)
Cie©om investora je teraz skombinova´ svoje portfólio tak aby neutralizoval riziko.
Zrejme jediný rizikový £len v na²ej rovnici je reprezentovaný stochastickým £lenom
dw Wienerovho náhodného procesu. Neutralizovanie vplyvu tohoto rizikového
£lena sa dá pomocou pomeru

∆ =
∂V

∂S
. (15)

Dosadením tohoto £lena do vy²²ie uvedenej rovnice dostávame výslednú stocha-
stickú rovnicu

∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+ (r − q)S

∂V

∂S
+

S − A

t

∂V

∂A
− rV = 0. (16)

Rovnica je uvedená aj v £lánku [2] str.66, ale v upravenej forme a v tvare varia£nej
nerovnosti.
Po£iato£ná (resp. koncová) podmienka má tvar

V (S,A, T ) = (S − A)+, (17)

a okrajová podmienka
V (0, A, t) = 0. (18)
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3.3 Rovnica pre Americké Ázijské opcie

Pre model na európske ázijske opcie by odvodený model s podmienkami boli
posta£ujúce, ale ke¤ºe my sa budeme zaobera´ americkými ázijskými opciami
potrebujeme dode�nova´ e²te dodato£né podmienky na vo©nú hranicu, ktoré boli
vysvetlené v sekcii (2.2.1)

V (Sf (t), A, t) = Sf (t)− A,
∂V

∂S
(Sf (t), A, t) = 1. (19)

Zhrnutím predchádzajúcich odvodení spolu so v²etkými podmienkami dostávame
výsledný model pre americké ázijské opcie
∂V

∂t
+

σ2

2
S2∂2V

∂S2
+(r−q)S

∂V

∂S
+

S − A

t

∂V

∂A
−rV = 0, 0 < t < T, 0 < S < Sf (t),

V (S, A, T ) = (S − A)+,
∂V

∂S
(Sf (t), A, t) = 1, (20)

V (0, A, t) = 0,

V (Sf (t), A, t) = Sf (t)− A.

V nasledujúcej sekcii si upravíme model zmenou premenných a dosiahneme zníºe-
nie dimenzie modelu.

3.4 Redukcia dimenzie modelu

V²imnime si ºe rovnica (20) aj okrajové podmienky sú homogénne v premenných
A a S. Túto vlastnos´ môºeme vyuºi´ pri transformácii premenných a môºeme
dosiahnu´ zníºenie rozmeru rovnice. V literatúre sa nachádzajú dva rôzne spôsoby
transformácie.

• Prvá moºnos´, pouºitá aj v literatúre [7] str.285 je zade�nova´ substitúciu
premenných

x =
S

A
, τ = T − t, W (x, τ) =

V (S,A, t)

A
. (21)

Po transformácii a následnej úprave môºeme rovnicu preformulova´ do tvaru
∂W

∂τ
− σ2

2
x2∂2W

∂x2
− (r − q)x

∂W

∂x
− x− 1

T − τ

[
W − x

∂W

∂x

]
+ rW = 0, (22)
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0 < τ < T, 0 < x < ρ(τ), ρ(τ) = xf (T − τ).

• Druhá moºnos´, pouºitá aj v literatúre [2] str.68 je zade�nova´ substitúciu
premenných opa£ne

x =
A

S
, τ = T − t, W (x, τ) =

V (S,A, t)

S
, (23)

£o po transformácii a po následnej úprave rovnice bude vyzera´ nasledovne

∂W

∂τ
− σ2

2
x2∂2W

∂x2
+ (r − q)x

∂W

∂x
− 1− x

T − τ

∂W

∂x
+ qW = 0, (24)

0 < τ < T, 0 < x < ρ(τ), ρ(τ) = xf (T − τ).

V ¤al²om odvodzovaní modelu budeme uvaºova´ len o prvom modeli, kde si
v²imnime £len W − x∂W

∂x
ktorý bude dôleºitý pre ¤al²í postup.

Pomocou danej zmeny premenných upravíme aj okrajové a po£iato£nú pod-
mienku, ktoré po transformácii budú vyzera´ nasledovne

W (0, τ) = 0, W (x, 0) = (x− 1)+,

W (ρ(τ), τ) = ρ(τ)− 1,
∂W

∂x
(ρ(τ), τ) = 1.
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4 Transformácia modelu na pevnú oblas´

Dospeli sme k bodu kde máme odvodený model pre americký typ ázijskych op-
cií aj s okrajovými podmienkami. Je to jednorozmerná parabolická rovnica. Aj
keby sme uvaºovali len o modeli pre európsky typ ázijskych opcií, nevieme ho
pretransformova´ na model s kon²tantnými koe�cientami pomocou logaritmickej
substitúcie ako BS rovnicu. Ke¤ºe BS rovnica pre americké opcie nemá analy-
tické rie²enie, je pochopite©né ºe ani pre americké ázijske opcie nie je k dispozícii
explicitné rie²enie.
V £lánku [1] je prezentovaný postup pre transformáciu modelu pre americké call
opcie ktorý pretvára model de�novaný na £asovo závislom de�ni£nom obore na
model s pevne zadaným de�ni£ným oborom. Tú istú metodológiu chceme uplat-
ni´ na ná² model. Postup ná²ho odvodenia bude zaloºený práve na [1] strany 26
aº 28.
Zameriame sa len na prípad ke¤ r > q > 0. Pretransformovaním modelu
dostaneme problém ktorý sa dá zredukova´ na rie²enie problému vo©nej hrani-
ce ρ(τ) = xf (T − τ).
Vyuºijeme my²lienku syntetického portfólia pozostávajúceho z jednej opcie v dl-
hej pozícii a mnoºstva ∂W

∂x
základného aktíva na zavedenie novej premennej

Π(ξ, τ) = W (x, τ)− x
∂W

∂x
. (25)

Zavedieme transformáciu premenných

ξ = ln

(
ρ(τ)

x

)
0 < τ < T, 0 < ξ < ∞. (26)

Vidíme ºe pre x ∈ (0, xf (t)) platí ξ ∈ (0,∞).
Pouºitím zade�novaných transformácií si vieme odvodi´ nasledujúce rovnice ktoré
budú pouºité pri preformulovaní modelu

∂Π

∂ξ
= x2∂2W

∂2x
, (27)
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∂2Π

∂ξ2
+ 2

∂Π

∂ξ
= −x3∂3W

∂3x
, (28)

∂Π

∂τ
+

ρ̇

ρ

∂Π

∂ξ
=

∂W

∂τ
− x

∂2W

∂x∂τ
. (29)

Za predpokladu ºe W (x, τ) je dostato£ne hladké rie²enie rovnice (22), môºeme
parciálne derivova´ rovnicu (22) pod©a premennej x a následne ju prenásobi´
premennou x. Výsledok odpo£ítame od pôvodnej rovnice (22) a dostávame

∂W

∂τ
− x

∂2W

∂τ∂x
+ (r − q)x2∂2W

∂x2
+

σ2

2
x2∂2W

∂x2
− x− 1

T − τ
(x2∂2W

∂x2
) +

σ2

2
x3∂3W

∂x3

+
1

T − τ

[
W − x

∂W

∂x

]
+ r

[
W − x

∂W

∂x

]
= 0, (30)

kde po dosadení rovníc (27)-(29) dostaneme ºiadanú rovnicu

∂Π

∂τ
+ a(ξ, τ)

∂Π

∂ξ
− σ2

2

∂2Π

∂ξ2
+

[
r +

1

T − τ

]
Π = 0, (31)

s koe�cientom závislým od £asu a od premennej ξ

a(ξ, τ) =
ρ̇(τ)

ρ(τ)
+ (r − q)− σ2

2
− ρe−ξ − 1

T − τ
. (32)

Po pretransformovaní základnej rovnice, nám zostáva e²te upravi´ okrajové pod-
mienky. Vyuºitím rovníc W (ρ(τ), τ) = ρ(τ)−1, a ∂W

∂x
(ρ(τ), τ) = 1 a pouºitím

transformácie premennej ξ dostaneme

• ak ξ = 0 potom x = ρ(τ), a následným dosadením do rovnice syntetického
portfólia dostaneme

Π(0, τ) = −1, (33)

• ak ξ = ∞ potom x = 0, a následným dosadením do rovnice syntetického
portfólia dostaneme

Π(∞, τ) = 0. (34)
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Následne potrebujeme opä´ pomocou (26) odvodi´ podmienku pre Π(ξ, 0). Ke¤ºe
τ = 0 tak v rovnici (25) bude vystupova´ práve W (x, 0) = (x − 1)+, z £oho
vyplýva, ºe musíme uvaºova´ o dvoch rôznych prípadoch:

• ak x < 1 z £oho pouºitím (26) dostávame ºe ξ > ln ρ(0). Ke¤ºe W (x, 0) = 0

tak pomocou (25) dostávame

Π(ξ, 0) = 0 (35)

• ak x > 1 £o pouºitím (26) znamená ºe ξ < ln ρ(0). Ke¤ºe pre x > 1, τ = 0

nadobúda funkcia W (x, τ) = max(x − 1, 0) hodnotu W (x, 0) = x − 1 tak
funkcia ∂W

∂x
(x, 0) = 1 z £oho jednoduchým dosadením do (25) dostávame

Π(ξ, 0) = −1 (36)

Prepísané do konzistentného tvaru, podmienka má nasledovný tvar

Π(ξ, 0) =




−1 ξ < ln ρ(0)

0 ξ > ln ρ(0).

Vz´ah medzi vo©nou hranicou a rie²ením Π

Ke¤ºe funkcia ρ(0) vystupuje v po£iato£nej podmienke Π(ξ, 0), najprv musíme
skúma´ vz´ah medzi rie²ením Π(ξ, τ) a funkciou ρ(τ). Vyuºitím okrajovej pod-
mienky W (ρ(τ), τ) = ρ(τ)−1, z ktorej po derivovaní pod©a premennej τ dostaneme

d

dτ
ρ(τ) =

∂W

∂x
(ρ(τ), τ)

d

dτ
ρ(τ) +

∂W

∂τ
(ρ(τ), τ). (37)

Dosadením rovnice ∂W
∂x

(ρ(τ), τ) = 1 do predchádzajúceho odvodenia dostávame
ºe musí plati´ rovnos´

∂W

∂τ
(ρ(τ), τ) = 0. (38)

Za predpokladu regularity funkcie Π a Πx v bode x = 0 a pouºitím transformácie
môºeme ©ahko odvodi´
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x2∂2W

∂x2
(x, τ) → ∂Π

∂ξ
(0, τ), x

∂W

∂x
(x, τ) → ρ(τ) pre x → ρ(τ). (39)

Ak zoberieme do úvahy rovnice (38)-(39) a za predpokladu ∂W
∂τ

(x, τ) → ∂W
∂τ

(ρ(τ), τ) =

0 pre x → ρ(τ)− tak potom z rovnice (22) môºeme odvodi´ nasledujúce

lim
x→ρ(τ)−

(
∂W

∂τ
− (r − q)x

∂W

∂x
− σ2

2
x2∂2W

∂x2
− x− 1

T − τ

[
W − x

∂W

∂x

]
+ rW

)

= −(r − q)ρ(τ)− σ2

2

∂Π

∂ξ
(0, τ) +

ρ(τ)− 1

T − τ
+ r[ρ(τ)− 1] = 0. (40)

Úpravou danej rovnosti nám vychádza rovnica pre koe�cient ρ(τ)

ρ(τ) =
r + σ2

2
∂Π
∂ξ

(0, τ) + 1
T−τ

q + 1
T−τ

. (41)

Zostáva nám ur£i´ po£iato£ný stav vo©nej hranice ρ(0). Predpokladáme, ºe rie²e-
nie Π je hladkou funkciou ξ na hranici ξ = 0, pre τ → 0+. Presnej²ie zapísané

lim
τ→0+

∂Π

∂ξ
(0, τ) = lim

τ→0+,ξ→0+

∂Π

∂ξ
(ξ, τ) = lim

ξ→0+

∂Π

∂ξ
(ξ, 0) = 0,

pretoºe Π(ξ, 0) = −1 pre ξ blízke 0+. Následne dostávame

ρ(0) =
r + 1

T

q + 1
T

=
1 + rT

1 + qT
.

V²imnime si, ºe rovnaký výsledok sa uvádza aj v £lánku [2] str.69. Pre upresnenie,
v danom £lánku dospeli k hodnote

ρ(0+) = min

(
1 + qT

1 + rT
, 1

)
,

Ke¤ºe pri transformácii modelu v £lánku [2] bola pouºitá recipro£ná transformá-
cia pre premennú x = A

S
, tak výsledná premenná je obrátená. V na²om modeli

nie je potrebné pouºi´ funkciu minima ke¤ºe uº na za£iatku sme si zade�novali ºe
uvaºujeme s modelom kde r > q > 0 a z toho dostávame ºe premenná 1+qT

1+rT
< 1

a teda ρ(0+) = 1+qT
1+rT

.
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4.1 Nelineárna nelokálna parabolická rovnica

Ukázali sme, ºe za vhodných predpokladov regularity funkcie môºe by´ problém
vo©nej hranice transformovaný na problém PDR s po£iato£nou hodnotou hranice

∂Π

∂τ
+ a(ξ, τ)

∂Π

∂ξ
− σ2

2

∂2Π

∂ξ2
+

(
r +

1

T − τ

)
Π = 0, 0 < τ < T, ξ > 0, (42)

Π(0, τ) = −1, Π(∞, τ) = 0, (43)

Π(ξ, 0) =




−1 ξ < ln ρ(0)

0 ξ > ln ρ(0),

a(ξ, τ) =
ρ̇(τ)

ρ(τ)
+ (r − q)− σ2

2
− ρe−ξ − 1

T − τ
,

ρ(τ) =
r + σ2

2
∂Π
∂ξ

(0, τ) + 1
T−τ

q + 1
T−τ

, ρ(0) =
r + 1

T

q + 1
T

. (44)

Úloha (42) spolu s (44) je nelineárna nelokálna parabolická rovnica.
Poznamenajme ºe v prípade keby sme uvaºovali T = ∞ vystupujúcej v rovniciach
(42)-(44) (v princípe by sme uvaºovali dve premenné T, T ∗, jedna vystupujúca
v rovniciach, a jedna ako oblas´ na ktorej je rovnica zade�novaná) tak by v²etky
£leny obsahujúce premennú 1

T
boli nulové a systém rovníc (42)-(44) by bol rovnaký

ako v prípade amerických call opcií [1]. Jediný rozdiel je len v premennej E ktorá
v na²om modeli nie je ke¤ºe uvaºujeme inú payo� funkciu a je nahradená 1.

∂Π

∂τ
+ a(τ)

∂Π

∂ξ
− σ2

2

∂2Π

∂ξ2
+ rΠ = 0, 0 < τ < T ∗, ξ > 0, (45)

Π(0, τ) = −E, Π(∞, τ) = 0, (46)

Π(ξ, 0) =




−E ξ < ln ρ(0)

0 ξ > ln ρ(0),
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a(τ) =
ρ̇(τ)

ρ(τ)
+ (r − q)− σ2

2
,

ρ(τ) =
rE + σ2

2
∂Π
∂ξ

(0, τ)

q
, ρ(0) =

rE

q
. (47)

4.2 Spätná transformácia

Rovnicu na ocenenie Amerických Ázijských opcií zaloºenej na rie²ení ρ dostaneme
pomocou spätnej transformácie premenných. Budeme vychádza´ z rovnice (25)
z ktorej dostávame tvar

−x2Π(ξ, τ) =
∂

∂x

(
W (x, τ)

x

)
. (48)

Integrovaním na hranici x → ρ(τ) dostávame

ρ(τ)− 1

ρ(τ)
− W (x, τ)

x
= −

∫ ρ(τ)

x

x−2Π(ξ, τ)dx, (49)

kde úpravou a substitúciou x = e−ξρ(τ) dostávame

W (x, τ) =
1

ρ(τ)

[
ρ(τ)− 1 +

∫ ln(
ρ(τ)

x
)

0

eξΠ(ξ, τ)dξ

]
. (50)

Vyuºitím transformácie dostávame výsledný tvar

V (S, A, T − τ) =
A

ρ(τ)

(
ρ(τ)− 1 +

∫ ln(
Aρ(τ)

S
)

0

eξΠ(ξ, τ)dξ

)
. (51)
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5 Numerické výsledky

Na výpo£et vo©nej hranice sme pouºili upravenú numerickú metódu z £lánku [10]
ktorá je bliº²ie popísaná v £lánku [6].
Grafy (3) a (4) zobrazujú funkciu vo©nej hranice v závislosti od £asu t a následne
od τ = T − t

0 10 20 30 40 50
t

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

x f
Ht
L

Obrázok 3: Krivka vo©nej hranice xf (t) pre Americkú Ázijskú �oating strike call opciu.
Pouºité parametre r = 0.06, σ = 0.2, q = 0.04, T = 50 n = 100 po£et priestorových
bodov, m = 20, 000, 000 po£et £asových rezov
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Obrázok 4: Krivka vo©nej hranice ρ(τ) pre Americkú Ázijskú �oating strike call opciu.
Pouºité parametre r = 0.06, σ = 0.2, q = 0.04, T = 50 n = 100 po£et priestorových
bodov, m = 20, 000, 000 po£et £asových rezov

Na obrázku (5) je zobrazená obrátená hodnota vo©nej hranice z £lánku [13]. Je
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to z dôvodu porovnania výsledkov, ke¤ºe v danom £lánku bola pouºitá opa£ná
transformácia x = A

S
namiesto na²ej x = S

A
.
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Obrázok 5: Krivka vo©nej hranice pre Americkú Ázijskú �oating strike call opciu z
£lánku [13]. Pouºité parametre: r = 0.06, σ = 0.2, q = 0.04, T = 50.

0 10 20 30 40 50
t

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

x f
Ht
L

Obrázok 6: Porovnanie výsledkov

Na obrázku (6) je zobrazené porovnanie ná²ho výpo£tu vo©nej hranice s výsled-
kami z £lánku [13]. Ako si môºeme v²imnú´ krivky sú ve©mi podobné pre £asový
úsek t ∈ (30, 50), ale pre t → 0+ sa za£ínajú zna£ne lí²i´. Z rovnice (44) v²ak
za predpokladu ºe £len ∂Π

∂ξ
(0, τ) vystupujúci v rovnici (44) je ohrani£ený, alebo
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rastie pomal²ie ako £len 1
T−τ

pre τ → T dostávame

lim
τ→T

ρ(τ) = xf (T − τ) =
r + σ2

2
∂Π
∂ ξ

(0, τ) + 1
T−τ

q + 1
T−τ

= 1,

a z toho ke¤ºe t = T − τ vychádza

xf (0
+) = 1.
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6 Záver

V tejto práci sme sa zaoberali oce¬ovaním amerického typu ázijských �oating
strike call opciíí a ich optimálneho uplatnenia v £ase. Pouºili sme upravenú
BS rovnicu pre Americké Ázijské opcie, ktorú sme najprv transformovali na jed-
norozmernú parabolickú rovnicu. Rovnicu ktorá je de�novaná na £asovo závislom
de�ni£nom obore sme následne pretransformovali na model s pevným de�ni£ným
oborom. Pri zmene premenných sme vyuºili my²lienku syntetického portfólia,
£ím sme dostali nelineárnu nelokálnu parabolickú rovnicu. �alej bol numericky
rie²ený tvar vo©nej hranice [6] pomocou ktorej je zade�nované rie²enie v rovnici
(51). Numerické výsledky a tvar vo©nej hranice sú prezentované a porovnané s
výsledkami z práce [13].
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A Stochastický kalkulus

Ke¤ºe pri odvádzaní BS modelu sú potrebné znalosti stochastického kalkulu, v
nasledujúcej sekcii si pripomenieme niektoré de�nície a vety potrebné pri postupe
pouºitom pri na²ich odvodeniach. De�nície a vety boli £erpané z [5] str.17.

A.1 Brownov pohyb

De�nícia A.1 (Brownov pohyb) Brownov pohyb X(t), t ≥ 0 je t-parametrický
systém náhodných veli£ín, pri£om

• v²etky prírastky X(t + δ) − X(t) majú normálne rozdelenie so strednou
hodnotou µ∆ a varianciou σ2∆

• pre kaºdé delenie 0 < t1 < t2... < tn sú prírastky X(t2) − X(t1), X(t3) −
X(t2)...X(tn)−X(tn−1) nezávislé náhodné premenné so strednou hodnotou
µ∆ a varianciou σ2∆

• X(0) = 0 a vzorky ciest X(t) sú spojité v premennej t ≥ 0

Brownov pohyb s parametrami µ = 0 a varianciou σ2 = 1 nazývame Wienerov
proces.

De�nícia A.2 (Geometrický Brownov pohyb) Ak X(t), t ≥ 0 je Brownov
pohyb s parametrami µ, σ a y0 ∈ R tak systém náhodných premenných Y (t), t ≥ 0

Y (t) = y0e
X(t), t ≥ 0

nazývame geometrický Brownov pohyb.

Geometrický Brownov pohyb sa £asto vyuºíva na modelovanie vývoja cien ak-
cií (výnosy cien akcií sa modelujú ako nezávislé normálne rozdelené) ako aj
úrokov, miezd a iných ekonomických a �nan£ných veli£ín. Brownov pohyb sa
vo v²eobecnosti vz¤aluje od svojej po£iato£nej hodnoty, £o môºe by´ pre niekto-
ré ekonomické veli£iny výhodné pre iné nevýhodné.
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Obrázok 7: Geometricky Brownov pohyb

A.2 Itôova lema

Lema A.1 (Itôova lema) Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných,
pri£om premenná x je rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice dx = µ(x, t)dt+

σ(x, t)dw, kde w je Wienerov proces.Potom prvý diferenciál funkcie f(x, t) je daný
vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx +

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt (52)

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt + σ(x, t)

∂f

∂x
dw (53)
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