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ABSTRAKT

LENNEROVA, Veronika: DEA modely a meranie eko-efektivnosti [Diplomova pracal .-
Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky;
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.- Skolitel: Doc. RNDr. Margaréta
Halicka, CSc.- Bratislava: FMFI UK, 2008.

Diplomovéa praca sa zaobera meranim efektivnosti organiza¢nych jednotiek v danej
skupine pomocou DEA (Data Envelopment Analysis) modelov. V praci su vysvetlené
zakladné pojmy problematiky, stru¢ny prehlad najcastejsie pouzivanych modelov a
vysvetlenie pojmu eko-efektivnost. Hlbsie sa venujeme Slacks Based Measure (SBM)
modelu. Uvadzame modifikaciu zakladnych DEA modelov a SBM modelu, ktoréd
umoznuje merat eko-efektivnost. Takto upraveny SBM model je v préci apliko-
vany na francizske cementarne. Diskutujeme moznosti pouzitia vysledkov takejto
analyzy eko-efektivnosti na spravodlivejsie rozdelovanie emisovych kvot.

Klacové slova: efektivnost, Data Envelopment Analysis (DEA), Slacks Based
Measure (SBM) model, eko-efektivnost.
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UvobD

Teoria Data Envelopment Analysis (DEA) vznikla v sedemdesiatych rokoch minu-

lého storoc¢ia. Bola vybudovana na myslienke ¢lanku ,, Measuring efficiency of de-
cision making units“ od Farrella z roku 1957. Zakladnou tlohou DEA modelov je
navzajom porovnat organizacné jednotky v ramci nejakej skupiny. Ide o meto-
du zalozentu na vyuziti linearneho programovania, ktora bola poévodne vyvinuta
na meranie efektivnosti neziskovych organizacii ako su skoly, nemocnice, Statna a
verejna sprava. Neskor sa jej pouzivanie rozsirilo na rézne podniky, sluzby, bankovy
sektor, ako aj na meranie vykonnosti ndrodnych ekonomik. Na rozlisenie efektivnych
a neefektivnych organizacnych jednotiek existuje vela rozlicnych DEA modelov.
V poslednom obdobi najmé v priemyselnych odvetviach zacali pocitovat obmedzenie
enviromentalnych zdrojov. Preto je potrebné do zékladnych modelov zahrnit aj
enviromentalne hladiska. Na spravne vyhodnotenie efektivnosti organiza¢nych jed-
notiek nestaci sledovat iba Zelatelny vystup jednotky, ale aj nezelatelné vystupy ako
su napriklad emisie.

Hlavnym cielom diplomovej prace je poskytnut teoreticky prehlad zakladnych
DEA modelov a poukizat na ich upravu v pripade neZelateInych vystupov, ako
st emisie a odpad. Blizsie sa zameriavame na tzv. SBM model, pomocou ktorého
vyhodnocujeme eko-efektivnost na konkrétnych datach z enviromentalistiky.

Prva kapitola strucne vysvetluje zakladny pojem efektivity. V dalsej casti diplo-
movej praci st znazornené jednoduché ilustracné priklady, ktoré su geometricky
interpretované. Poskytuju zakladny princip merania efektivity organizacnych jed-
notiek a akymi spésobmi z neefektivnej organizacnej jednotky moézeme vyrobit
efektivnu jednotku. Tretia kapitola sa zaobera detailnejsie zakladnymi DEA model-
mi (CCR, BCC, aditivny a SBM model). Poukazuje na vyhody a nevyhody modelov,
strucne vysvetlime invariantnost modelov, ktoré je hlbsie analyzovana v [11]. Kapi-
toly 1 - 3 boli prevazne spracované podla [3, 8]. V §tvrtej a piatej kapitole sa venu-
jeme modifikacii zakladnych modelov na rieSenie tloh s neZelatelnymi vystupmi,
ide o meranie tzv. eko-efektivnosti. Zakladnym teoretickym vychodiskom bola lite-
ratira 2, 5, 9, 12|. Zaverecna kapitola je prakticka aplikdcia SBM modelu na urcéenie
eko-efektivnosti francizskych cementarni. Vysledky st zhrnuté v zévere diplomove;j
prace.
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1 Uvod do DEA modelov

1.1 Data Envelopment Analysis (DEA)

DEA metéda patri medzi vyznamné prostriedky ekonomického manazmentu.
Umoziuje vyhodnotit efektivnost jednotlivych producentov v ramci danej skupiny.
V porovnani so Statistickymi a inymi metédami DEA metoda je pomerne nova
neparametrickd metoda, ktora je jednym z moznych pristupov hodnotenia efektivno-
sti, vykonnosti ¢i produktivity homogénnych produkénych jednotiek. Pod homogén-
nostou produkénych jednotiek budeme rozumiet, ze jednotky sa zaoberaju produk-
ciou identickych alebo ekvivalentnych vystupov a na tuto produkciu spotrebuva-
ju identické alebo ekvivalentné vstupy. DEA umoznuje individualne hodnotenie
efektivnosti jednotlivych produkénych jednotiek vzhladom k celému staboru jed-
notiek, ¢o patri medzi najvicsie vyhody. Okrem rozdelenia jednotiek na efektivne
a neefektivne je mozné pre neefektivne organizacné jednotky identifikovat zdroj
neefektivnosti a urcit tak sposob, akym moze jednotka dosiahnut hranicu efektivno-
sti prostrednictvom redukcie resp. navySenia vstupov ¢ vystupov. DEA metody
maju Siroké aplikdcie napr. v Statnej sprave, zdravotnictve, Skolstve, bankovnictve,
vo firméach atd.

1.2 Pojem efektivnosti

Zéakladnym ciefom DEA metody je porovnavat produktivitu podnikov resp.
organiza¢nych jednotiek, ktoré oznacujeme ako DMU (skratka anglického vyrazu
Decision Making Unit). Kazda DMU pouziva na svoju ¢innost urcity pocet vstu-
pov a vysledkom ¢innosti su urcité vystupy. Vstupy st také veli¢iny, ktoré sa pri
danej ¢innosti spotrebuvaju a vystupy predstavuja vysledné produkty. Vo vSeobec-
nosti preferujeme mensie hodnoty vstupov a véicsie hodnoty vystupov.

Efektivnost DMU v najjednoduchsom pripade (jeden vstup a jeden vystup) je
mozné definovat prislusnym pomernym ukazovatel om:

efektivita = vystup .
vstup

V reélnych situaciach je ¢asto potrebné uvazovat viacero vstupov ako aj vystupov.
Nastava otazka, ako merat efektivnost v takomto pripade. RieSsenim je dosadit do
predchédzajiceho vzorca za vystupy vazeny sicet vystupov a za vstupy vazeny
sucet vstupov. Z hladiska vypod¢tu by bolo najjednoduchsie stanovit pevné vahy pre
vstupy a vystupy. Toto v8ak moéze byt nespravodlivé vo&i niektorym DMU, pretoze
kazda z nich moze preferovat iné vstupy a vystupy. Teraz sa naskytla otazka, ako
vhodne volit vahy pre jednotlivé vstupy a vystupy.

V nasledujucej ¢asti uvedieme ilustracné priklady a v dalSej kapitole si ukazeme
ako mozeme vypocitat optimalne vahy pre jednotlivé vstupy a vystupy pomocou
rieSenia tlohy linearneho programovania.
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2 Ilustracné priklady

Na zaciatok ako motivaciu si uvedieme jednoduché priklady, ktoré je mozné
geometricky interpretovat. Ku grafickej interpretacii mame k dispozicii len dvoj-
rozmerny priestor, a preto sa obmedzime na tlohy s malym poc¢tom vstupnych a
vystupnych premennych.

2.1 Jeden vstup a jeden vystup

V nasledujtcich ¢astiach si ukazeme rozdiel pri pouziti predpokladu konstantnych
a variabilnych vynosov z rozsahu. PoukiZzeme na zmeny pri hranici efektivnosti ako
aj mnoziny produkénych moznosti.

2.1.1 KonStantné vynosy z rozsahu

Potrebujeme analyzovat 8 firiem, ktoré zamestnavaja pracovnikov a produkuja
rovnaky typ vyrobkov. Udaje st uvedené v nasledujucej tabulke:

| DMU (A B [C D JE |F |G [H |
Pracovnik x 4 5 3 6 4 6 6 8
Vyrobok y 3 3 1 2 4 4 5 6
Podiel y/x 0,75 | 0,6 0,33 0,33 |1 0,66 | 0,83 |0,75
Miera efektivity | 75% | 60% | 33% | 33% | 100% | 66% | 83% | 75%

V predposlednom riadku tabulky je uvedeny podiel vystupov a vstupov jednotlivych
firiem. Toto ¢islo nam vyjadruje efektivitu rozhodovacej jednotky a plati, ¢im je tato
hodnota vyssia tym je na tom firma lepsie. VSetky DMU s zobrazené na nasledu-
jucom obrazku, kde na osi z st pouzité vstupy a na osy y vystupy. Taktiez na Obr.1
je znazornené hranica efektivnosti (ako polpriamka 0E) a mnoZina produkénych
moznosti (ako oblast medzi hranicou efektivnosti a kladnou ¢astou x-ovej osi), ktoré
si vysvetlime v nasledujtcej kapitole.

Y
6

5 -
hranica F  mnoZina produkénych
efektivnosti ’ moznosti

;| N A B
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Vsimnime si, ze hranica efektivnosti sa dotyka minimalne jedného bodu a ostatné
body st na alebo pod touto hranicou. Hovorime, Zze body st obalené v mnozine pro-
dukénych moznosti (v anglickej literattare Production Possibility Set). Nazov Data
Envelopment Analysis vychadza prave z tejto vlastnosti pretoze v matematickom
jazyku sa hovori, Ze hranica obaluje tieto body t.j. tvori obal dat.

Z Obr.1 a dat je vidiet, ze firma E ma najvicsiu efektivitu a lezi na hranici
efektivnosti. 7 tohto mozeme usidit, Ze firma E je efektivna a ostatné firmy si
neefektivne. To znamend, ze neefektivne organizacné jednotky sa musia polepSit,
aby sa dostali na hranicu efektivnosti. Teraz sa blizSie pozrieme na rieSenie pro-
blému, ako z neefektivnej jednotky mozeme urobit efektivnu organizaéni jednotku.

Existuju tri sposoby ako to dosiahneme:
e zvySenim hodnoty vystupu pri zachovani siicasnej irovni vstupu;
e znizenim hodnoty spotrebovaného vstupu pri zachovani sticasnej tirovni
vystupu;
e kombinovanim obidvoch predchédzajicich moznosti.

Teraz si tieto moznosti vysvetlime teoreticky a neskor aplikujeme graficky na
nasom priklade. Podrobnejsie si rozoberieme neefektivnu organiza¢nu jednotku G.
Firma G sa moze stat efektivnou, ak znizime hodnoty jednotlivych vstupov (v nasom
pripade pocet pracovnikov) na 5 pri nezmenenych vystupoch. Dalsia moznost po-
sunutia jednotky na hranicu efektivnosti je zvySenie vystupov z hodnoty 5 na hodno-
tu 6 pri nezmenenych vstupoch. Mozeme to jednoducho geometricky interpretovat.
Staci, ak tito jednotku premietneme na hranicu efektivnosti a takto dostaneme efek-
tivnu jednotku, ktort oznacime ako Gy pri redukcii vstupov pri ponechani hodnot
vystupov a GG pri zvySeni vystupov pri ponechani hodnét vstupov.

Ako sme uz spominali okrem zniZenia vstupov a zvysSenia vystupov mozeme zvolit
aj postup, v ktorom zniZime pocet pracovnikov a stcasne zvySime pocet vyrobkov.
Ukazeme si to na neefektivnej organizac¢nej jednotke B. Na to, aby sa firma B dostala
na efektivnu hranicu (do bodu E) staci znizit vstupy o jednotku a zvysit vystupy o
jednotku. Vyssie opisané situécie sii znazornené na Obr.2.

Y
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Teraz si popiSeme strucne situaciu, ak by podiel vystupov a vstupov pre nejaki
organiza¢ni jednotku nadobudol vac¢siu alebo mensiu hodnotu ako 1. Ukazeme si to
na nasledujiacom priklade. Budeme uvazovat 8 firiem ako v predchadzajicej tilohe:

| DMU (A |B [C D JE [|F |G [H |
Pracovnik x 3 5 7 4 3 4 3 5
Vyrobky y [ 4 2 3 6 3 1 2 3
Podiel y/x [133 [04 [043 |15 |1 0,25 0,67 [06
Miera efektivity | 133% | 40% | 43% | 150% | 100% | 25% | 67% | 60%

Hodnota efektivity rieSsend pomocou DEA analyzy je ohrani¢ena zhora 1. V pri-
pade jedného vstupu a jedného vystupu vieme tlohu vyriesit nasledovne: pretrans-
formujeme podiely vstupov a vystupov na hodnoty efektivity t.j. aby efektivna
firma mala hodnotu efektivity 1 a neefektive hodnoty mensie ako 1. Spravime to
tak, ze najvyssiu hodnotu polozime 1 a ostatné tmerne zmensime (vydelime jed-
notlivé hodnoty efektivity tou najvyssiou hodnotou efektivity) t.j. mieru efektivnosti
ziskame nasledovnym podielom:

hodnota podielu y/x prislusného DMU

hodnota podielu y/x jednotky D

Pretoze z predchadzajucej tabulky bolo vidiet, ze hodnota podielu y/x je najvyssia
pre organizacni jednotku D, tak sme hodnoty prislusnych podielov y/x predelili
prave touto hodnotou.

| pmMu A B [C [D [E [F [G [H |
Pracovnik x | 3 d 7 4 3 4 3 5
Vyrobky y | 4 2 3 6 3 1 2 3
Podiel y/x | 1,33 | 0,4 043 |15 1 0,25 | 0,67 |06
Efektivita | 0,887 | 0,267 | 0,287 | 1 0,66 | 0,167 | 0,447 | 0,4

Tieto hodnoty nazyvame ako relativna miera efektivnosti. Relativna preto, Ze jej
hodnota zavisi na celom stubore jednotiek. Ak priddme do stuboru novi rozhodovaciu
jednotku, ktora zmenf efektivnu hranicu, zmenia sa i miery efektivnosti zvysnych
jednotiek. Dalej v rieseni ulohy pokracujeme ako v predchadzajucom priklade.

2.1.2 Variabilné vynosy z rozsahu

Doteraz sme sa zaoberali konsStantnymi vynosmi z rozsahu. V nasledujicom
priklade budeme predpokladat variabilné vynosy z rozsahu. Tento predpoklad vedie
k modifikacii hranice efektivnosti a mnoziny produkénych moznosti. Budeme sa
zaoberat tymito vstupnymi hodnotami:
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| DMU (A B |C D JE [|F |G [H |
Pracovnik x 3 7 4 8 5 10 3 9
Vyrobky y 1 3 2 7 5 8 2 4
Podiel y/x 0,33 1043 |05 0,875 | 1 0,8 0,67 | 0,44
Miera efektivity | 33% | 43% | 50% | 87.5% | 100% | 80% | 67% | 44%

Na nasledujiicom Obr.3 st znazornené vSetky DMU, pricom na osi x st pouzité
vstupy a na osy y vystupy. TaktieZ je znédzornené hranica efektivnosti (zelenou far-
bou), hranica pseudoefektivnosti (modrou farbou) a mnozina produkénych moznosti.

Yy
F
8 1 hranica
efektivnosti hranica
7 pre KVzR! "\ efektivnosti
6 \ pre VVzR?
5 1 l
4 A } A
3 ,,Y,/ ,,,,,,,,,, Bl ,,,,,,, ‘:B
C : mnoZina produkénych
21 ‘ | moznosti
1 - A :
pseudoefektivna |
hranica ‘X

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X
Obr. 3

7 Obr.3 je vidiet, ze za predpokladu variabilnych vynosov z rozsahu hranica
efektivnosti tvori obal dat, ktory je konvexny. Na rozdiel od pripadu konStant-
nych vynosov z rozsahu, kde (v nasom priklade) je len jedna organizacné jednotka
efektivna, v tomto pripade st az Styri organizacné jednotky efektivne (ide o D, E,
F, G). Cize plati, Ze ak rozhodovacia jednotka je pri pouziti konstantnych vynosov
z rozsahu efektivna, tak je aj pri pouziti variabilnych vynosov z rozsahu efektiv-
na. Naopak to neplati. Je to sposobené tym, Zze v pripade variabilnych vynosov
z rozsahu neplati poziadavka, zZe pre zachovanie efektivnosti musi byt a-nésobok
vstupov doplneny rovnakym nasobkom vystupov. Variabilné vynosy z rozsahu vedu
k tomu, Ze jednotka bude efektivna i ked pomerny narast vynosov bude nizsi pri-
padne vyssi nez odpovedajuici narast vstupov. Za predpokladu variabilnych vynosov
z rozsahu nie je miera efektivnosti organizacnej jednotky nizsia ako pri konstantnych
vynosoch z rozsahu.

IKVzR, - konstantné vynosy z rozsahu (v anglickej literattire constant returns to scale)
2VVzR - variabilné vynosy z rozsahu (v anglickej literattire variable returns to scale)
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Organizacné jednotka A lezi na tzv. hranici pseudoefektivnosti. Hodnota efektiv-
nosti pre dant jednotku je rovnaka ako v pripade efektivnej organizacnej jednotky
t.j. 1. Organizacné jednotka G pri rovnakej hodnote vstupu vyprodukuje o jednu
jednotku viac vystupu. Ak by organiza¢na jednotka A zvysila svoju produkciu o
jednu jednotku, tak by sa dostala do bodu G a stala by sa efektivnou organizacnou
jednotkou.

Teraz sa blizsie budeme zaoberat neefektivnou organizacnou jednotkou B. Moznosti
premietnutia na hranicu efektivnosti st graficky znédzornené na obrazku ako aj nizsie
teoreticky popisané. V modeli orientovanom na vstupy premietneme danu orga-
nizacnu jednotku na hranicu efektivnosti znizenim jej vstupov tak, aby hodnota
vystupu zostala nezmenend. Takto dostaneme bod Bj, ktory lezi na efektivnej

. . . G Y'B _ A, By _
hranici. Efektivita jednotky sa vypocita ako podiel v = el Bl) = 0,52, kde

d(Y', B)) predstavuje vzdialenost z bodu Y’ do bodu B; a d(Y', B) predstavuje
vzdialenost z bodu Y’ do bodu B a tzv. referenéni mnoZinu® tvoria jednotky G a
E. Podobne ako za predpokladu konstantnych vynosov z rozsahu aj pri predpokla-
de variabilnych vynosov z rozsahu mozeme pouzit model orientovany na vystupy.

Efektivita jednotky sa vypocita ako podiel j((,,g; = :((XX, ’5;)) = 0,45 pricom d(X', B)

je vzdialenost bodu X' do bodu B a d(X', By) je vzdialenost bodu X' do bodu Bs.
Referenéntt mnozinu tvoria organizacné jednotky D a E. V tomto pripade vSak nie
je rovnaka hodnota efektivity ako pri modeli orientovanom na vstupy.

2.2 Dva vstupy a jeden vystup

Tento priklad je len pre konstantné vynosy z rozsahu. Pre znézornenie situécie,
kde je kazdé jednotka charakterizovana dvoma vstupmi a jednym vystupom, budeme
predpokladat, Ze vSetky jednotky produkuju jednu jednotku vystupu, pricom pouZzi-
vaji rozne mnozstva z dvoch roznych vstupov. Predpoklad produkcie jednej jed-
notky vystupu nezodpovedé realite, ale d& sa splnit tak, Ze obidva vstupy nahradime
ich podielom s hodnotou vystupu danej rozhodovacej jednotky t.j. vstupl/vystup
a vstup2/vystup. Takto dostaneme vstupy na jednotku vystupu. Udaje pre nas
priklad st uvedené v nasledujicej tabulke:

| pmMU [A [B [C [D JE [F |G [H |
vstupl 2 2 6 3 4 4 1 2
vstup2 [ 3 6 1 3 1 3 5 5
vystup 1 1 1 1 1 1 1 1
Efektivita | 1 07 [1 083 [1 0,71 |1 0,78

Kedze vystupy vsetkych jednotiek maju hodnotu 1, mézeme ich porovnévat pomo-
cou vstupov. Z uvedenych dat mozeme vytvorit graf, pricom os z tvori podiel prvého
vstupu a vystupu (vstupl/vystup) a os y tvori podiel druhého vstupu a vystupu

3presna definicia bude uvedena v d'alsej casti
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(vstup2/vystup). Z hladiska efektivnosti buda nizsie hodnoty vstupov na jednotky
vystupov viest k vyssej efektivite.

vstup2/vystup

6 B

G H mnozina produkénych
51 : moznost{
4 4
5 ] A D F

pseudoefektivna

21 hranica hranica
) efektivnosti E I C
0 1 2 3 4 5 6 vstupl/vystup

Obr. 4

Efektivnu hranicu tvoria tsecky GA a AE. Vertikalna polpriamka z bodu G smerom
nahor a horizontalna polpriamka z bodu E doprava sa nazyvaju pseudoefektivne
hranice. Cielom kazdej rozhodovacej jednotky je pouzivat ¢o najmensie hodnoty
vstupov. Jednotky G, A, E lezia na hranici efektivnosti, a preto hodnota efektivity
tychto jednotiek je 1. Organizacna jednotka C lezi na hranici pseudoefektivnosti,
hodnota efektivnosti aj v tomto pripade je 1. Mozeme si v§imnit, Ze jednotka E je
lepsia ako jednotka C, pretoze E pouziva o dve jednotky menej zo vstupu 1. Takeé-
to nadmerné pouzitie niektorého vstupu sa nazyva skiz*. Ak by dané organizacna
jednotka C znizila mnozstvo pouzitych vstupov 1 o 2 jednotky, tak by sa dostala do
bodu E a stala by sa efektivnou.

Teraz sa budeme zaoberat organizacnymi jednotkami, ktoré nelezia na efektivnej a
ani na pseudoefektivnej hranici. Zakladna myslienka bude spoc¢ivat v merani vzdia-
lenosti od hranice efektivnosti. Tato vzdialenost ndm vyjadruje mieru efektivnosti
hodnotenej organizacnej jednotky. Budeme ju merat radialne a ur¢ime mieru re-
dukcie obidvoch vstupov na dosiahnutie hranice efektivnosti. UkaZzeme si postup na
organizacnej jednotke D. KedZe nelezi na efektivnej, ani na pseudoefektivnej hranici
potrebujeme, aby jej vstup 1 a vstup 2 boli zniZene o #*-nésobok sucasnej hodnoty.
Ak 0% = OO—%/ = 0, 83, tak znizenim vstupov na 6*-nésobok sa jednotka dostane na
efektivnu hranicu medzi body A a E do bodu D’. Organiza¢né jednotky A a E tvoria
referen¢nit mnozinu jednotky D. Dana myslienka je znazornena na Obr. 5.

4bude blizsie vysvetlené v kapitole CCR model
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vstup2/vystup

2 3 4 5 6 vstupl/vystup
Obrazok 5

Podobne ako pri jednotke D potrebujeme znizit vstupy aj pre zvysné neefektivne
jednotky. Vstupy pre jednotku H potrebujeme znizit o 03, = %—[g = 0,78. Takto
sa jednotka H dostane do bodu H’, ktory lezi na hranici efektivnosti. Referen¢né
mnozina H je tvorena jednotkami G a A. V pripade jednotky F je 0} = %—I;,/ =0,71,
znizenim vstupov F sa dostane do F/, referen¢nt mnozinu jednotky F tvoria jednotky
A a E. Ako poslednd nam ostava neefektivna organizacna jednotka B. V jej pripade
je 0 = %—g = 0,7, znizenim vstupov B sa dostane do B’ referenéntt mnozinu jed-
notky B tvoria jednotky A a G.

7 tohoto mozeme uviest dve pric¢iny neefektivnosti organiza¢nych jednotiek:

e v pripade, ak dana organiza¢na jednotka lezi mimo hranice efektivnosti t.j. v
pripade 6* < 1, tak potrebujeme timerne znizit vSetky vstupy. Hovorime, Ze ide
o technicki mieru neefektivnosti ( v anglickej literature technical alebo radial
inefficiency);

e v pripade, ak dané organiza¢na jednotka lezi na hranici pseudoefektivnosti t.j.
ide o pripad, kde sa vyskytuju tzv. sklzy. Na odstrédnenie tychto sklzov potre-
bujeme znizit len niektoré vstupy. Ide o zmieSani neefektivnost (v anglickej
literatiure miz-inefficiency)
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3 Zakladné modely

Budeme uvazovat n organiza¢nych jednotiek, ktoré maximalizujua svoju efektivitu,
teda pre kazdé DMU;, i € {1,...,n} riesime ulohu matematického programovania.
Optimalizovani jednotku ozna¢ime ako DMU,, o € {1,...,n}. Predpokladajme, zZe
kazdé organizacna jednotka méa rovnaké typy vstupov a vystupov, pricom je charak-
terizovana m vstupmi a s vystupmi.

Ozna¢me z;; (i =1,...,n; j =1,...,m) hodnotu j-teho vstupu i-tej organizacnej
jednotky a y;x (1 = 1,...,n; k =1,...,s) hodnotu k-teho vystupu i-tej organiza-
¢nej jednotky. Potom hodnoty vstupov a vystupov i-tej organizacnej jednotky tvoria
vektory. Vektor vstupov i-tej organizacnej jednotky zapisujeme x; = (21, . .., Tim)?
a vektor vystupov y; = (yi,...,vis).. Predpokladame, Ze hodnoty vstupov a
vystupov pre kazdé DMU st nezaporné a kazdé DMU m&a hodnotu aspon jed-
ného vstupu a aspon jedného vystupu nenulovi.

Kazdy vstup a vystup mé urcité ocenenie t.j. vnutorné ceny resp. vahy, ktoré
oznac¢ime pomocou vektorov u = (uy,...,u,)" pre vstupy a v = (vq,...,vs)7 pre
vystupy. To znamend, ze u; (i = 1,...,m) je cena i-teho vstupu a vy, (k =1,...,5)
je cena k-teho vystupu.

Ak mame pevne ur¢ené hodnoty u,v potom uz nie je zlozité urcit mieru efektiv-
nosti pre pripad viac vstupov a viac vystupov. Pre utvar DMU, mieru efektivnosti
E,(u,v) uré¢ime podla nasledujticeho vzorca:

S

Z VkYok T

EO<U,’U) k=1 o V" Yo

m ulx,’
E : UjZoj
j=1

pricom u; a vy st zatial nezname vahové premenné.

Teraz nastava otazka ako vhodne volit ceny, aby sme boli spravodlivi vo&i vSetkym
analyzovanym DMU. Urcitym vychodiskom by bolo umoznit kazdému DMU, aby
si zvolil svoje vlastné ceny, ktoré by spliali ur¢ité podmienky. Medzi zakladné pod-
mienky patri podmienka, aby v danom systéme cien bola miera efektivnosti vSetkych
organizac¢nych jednotiek v danej skupine ohranic¢ena zhora nejakou kladnou kon-
stantou. Na zaciatku sme predpokladali mensie alebo rovnaké hodnoty vystupov
ako vstupov, a preto je prirodzené zvolit dant konstantu ako jednotku. Druhé
podmienka je, aby ceny vstupov a vystupov boli kladné. Tato podmienka sa da
vysvetlit nasledovne. VSetky vstupy a vystupy povazujeme za vyznamné pre dany
proces a musime ich brat do dvahy. Za predpokladu splnenia tychto dvoch pod-
mienok mézeme pre kazdé DMU, zvolit vlastné ceny.
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Presnejsie povedané pre utvar DM U, hladame rieSenie nasledovnej tlohy:

max  F(u,v)
vERS

Ei(u,v) <1, Vi=1,...,n
u >0
v >0

Ak existuje optimélne rieSenie (u*,v*) pre DMU, takejto tlohy, potom zrejme
optimalna hodnota ucelovej funkcie £ (u*,v*) € (0,1). Ak EX(u*,v*) = 1 hovorime,
ze DMU, je efektivne. Inak je neefektivne a £ nazyvame mierou efektivnosti.

3.1 Koncepcény model

Koncepény model je zédkladnym modelom DEA analyzy, ktory je vychodiskom
pre cela skupinu DEA modelov. Na uréenie efektivnosti DMU, pre o € {1,...,n}
pomocou pouzitia koncepcného modelu budeme riesit ilohu matematického progra-
movania:

vy,
(MF,)  max T (1)
vERS
T,
" Vi=1,.n 2)
U x;
u >0 (3)
v > 0. (4)

Nech dvojica (u*,v*) je optimélnym rieSenim a E* = EX(u*,v*) je optimalna
hodnota tcelovej funkcie pre ulohu (M P,). Potom DMU, je efektivne, ak E =1,
inak je neefektivne a E! udéva mieru efektivnosti. Tato tloha nemusi mat vzdy
rieSenie kvoli ostrym nerovnostiam v podmienkach kladnosti cien u a v. V nie-
ktorych modeloch je kladnost cien u,v nahradend nezapornostou cien pripadne sa
ohrani¢ia zdola malymi kladnymi ¢islami. NavySe (1) - (4) je uloha zlomkového
programovania, ktora sa vo vSeobecnosti tazko riesi. Tuto tilohu je vhodné previest
na ulohu linedrneho programovania. Na odstranenie zlomku z tcelovej funkcie sa
pouzivaju dva sposoby, ktorymi sa budeme zaoberat v nasledujucich castiach.

3.2 CCR model

CCR model je historicky prvym DEA modelom, ktory bol navrhnuty Charnesom,
Cooperom a Rhodesom v roku 1978. Teraz si ukdZzeme ako CCR model mozeme
odvodit jednoduchymi tipravami z koncepéného modelu. Vsimnime si, ze ak (u*, v*)
je optimélnym rieSenim ulohy (M F,), tak potom aj kazdé (au*,av*), a > 0 je
optimalnym rieSenim (M Fy). V doésledku tejto nejednozna¢nosti mozeme pridat
normaliza¢nt podmienku u’'z, = 1 a téelova funkcia potom nadobudne tvar:

T
max v .
u€eR™ yo
vERS
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Podmienku (2) prevedieme nasledovne:
vy
ul'x;

<1, Vi=1,....,n = vTy; <u'z;, Vi=1,...,n.

Ostré nerovnosti (3) a (4) nahradime neostrymi podmienkami:
u>0,v>0,

¢o musime zohladnit pri interpretécii vysledkov rieSenia tlohy. Po prevedeni tychto
tprav dostaneme z tlohy matematického programovania tlohu linearneho progra-
movania. V prvej dprave sme normalizovali vstupy, a preto hovorime, Ze ide o
tzv.ustupne orientovany (multiplikativny) CCR model. Pouzitie tohto modelu pred-

poklada riesit pre kazdé o = {1, ..., n} nasledovnu ulohu linedrneho programovania:
(LP,) max vy,

u€R™

veERS
wle,=1
vy, <ulz;, Yi=1,....n
u>0
v >0,

kde x; resp. y; su vektory vstupov, resp. vystupov i-tej organizacnej jednotky a u, v
sa ich vektory vah.

Moézeme to jednoducho interpretovat. Utvar DMU, je efektivny, ak existuje také
optiméalne riesenie (u*,v*) ulohy (LF,), ze E*(u*,v*) = vy =1au* > 00" >0.
Inak DMU, je neefektivne. Tiez moze nastat situacia, ze existuje optimalne rieSenie
(u*,v*) ulohy (LFP,) pricom E*(u*,v*) < 1 a u* > 0,v* > 0. Potom E}(u*,v*)
nazyvame mierou technickej efektivnosti. Ak nastane situécia, ze neexistuje kladné
optimalne rieSenie (u*,v*) a E*(u*,v*) = 1, tak hovorime, Ze ide o pseudoefektivnost
a v pripade, ak E*(u*,v*) < 1, tak E*(u*,v*) nazyvame mierou pseudoefektivnosti.

Skor ako prejdeme k zadefinovaniu mnoZiny podukénijch moznosti (v anglickej
literatire oznacené ako Production Possibility Set) si objasnime pojem technologie.
Ak méame k dispozicii vektor vstupov x a vektor vystupov y, tak pod technolégiou
rozumieme dvojicu (z,y), ktora nadm hovori o mnozstve vystupov y, ktoré je mozné
vyrobit pomocou spotrebovania mnozstva vstupov = za nejaku jednotku casu.
Potom mnozina P je mnozina produkénych moznosti (mnozina vsetkych technologii),
ak spliia nasledujice vlastnosti:

1. v8etky pozorované technologie (z;,y;) pre i = {1,...,n} patria do produkéne;j
mnoziny P;

2. ak (z,y) € P a pre Tubovolni nezaporna dvojicu (z,y) : © > x a y < y plati
(z,y) € P;
3. konvexné kombinécie technolégii st realizovatel nymi technologiami;

4. pre Iubovolny kladny skalar t a pre V (x,y) € P plati (tz,ty) € P;
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5. P je najmensia mnozina spliiajica vlastnosti 1. - 4..

Mnozinu produkénych moznosti vytvarame pomocou najlepsich jednotiek zo skupiny,
ktora porovnévame. VsSetky rozhodovacie jednotky st obalené do tejto mnoziny.
Mnozinu produkénych moznosti P vyhovujicu podmienkam 1.- 5. mdZeme napisat
nasledovne:

Po={(z,y) 2= zdi, y <D yidi, >0, A€ R"}.

i=1 i=1

Teraz si zapiSeme duélnu tlohu k dlohe (LP,) pre DMU,, o € {1,...,n}, ktort
mozeme podla tedrie linedrneho programovania vyjadrit nasledovne:

(LD,) min 6
0cR
AERM

Z AilYi = Yo (5)
i—1

Z )\zxz S 91’0 (6)
i=1
A>0,

kde A je n rozmerny vektor a 6 je redlne ¢islo.
Vidime, ze ulohu (LD,) mozno zapisat aj ako:

min {0 | ( 0z,,v,) € Pc}.

Model (LD,) nazyvame ako vstupne orientovany obdlkovy CCR model.

Vztah medzi primarnou a dualnou tlohou je uvedeny v nasledujucej tabulke:

Ohranicenie Duélna premenné Ohranicenie Primarna premenna
v (LP,) v (LD,) v (LD,) v (LP,)
ulz, =1 6 S N> Yo v >0
vy, <ulay, Vi=1,....n A>0 S i < Oz, u>0

K predchadzajicej dualnej ilohe mozeme zaviest doplnkové premenné:

n
s* =0z, — E NiZi
i=1

s¥ = i Ailli = Yo,
i=1
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pricom plati s* > 0, s¥ > 0 pre kazdé pripustné riesenie (6,)\) duélnej tlohy,
kde s* € R™ a s¥ € R°. Tieto premenné nazyvame sklzy, ktoré boli strucne
vysvetlené v prikladoch. Udavaju ako daleko je jednotka (6z,,y,) od efektivne;j
hranice. Premenna s* nam vyjadruje nadmernt spotrebu vstupov (v anglickej litera-
tare input excesses) a s¥ vyjadruje nedostatok produkovanych vystupov (v anglickej
literattre output shortfalls). Utvar, ktory je CCR efektivny ma 6* = 1 a hodnoty
sklzov s* a s¥ nulové v kazdom optimalnom rieseni. Pseudoefektivnost alebo miera
pseudoefektivnosti definovana v multiplikativnom modeli sa v obéalkovom modeli
interpretuje ako existencia nenuového sklzu aspon v jednom optimalnom rieseni.
Ked uz méame zadefinované doplnkové premenné, tak na zistenie pseudoefektivno-
sti organizacnej jednotky mozeme pouzit niekolko metoéd napr. dvojfdazovi metédu,
e-metddu alebo riesit model metddou vnitornyjch bodov. Blizsie sa budeme zaoberat
dvojfazovou metodou.

V prvej faze riesime obéalkovy model na vypocet efektivity danej organizacnej jed-
notky, ktorej vysledkom st optimalne hodnoty premennych 6*, 5%, s¥". Treba po-
znamenat, ze podla teérie linearneho programovania optimalne hodnoty priméarne;j
a duélnej ulohy sa rovnaji. Pri rieSeni moézu nastat dve situacie. Ak nastane
situacia, ze premenna s* # 0 alebo s¥ # 0 dana organizacné jednotka je pseudo-
efektivna. V pripade, Ze nastane druha moznost, pri ktorej s* = 0 a s¥ = 0 prejdeme
na rieSenie druhej fazy. S vypocitanou hodnotou #* potom riesime druhu fazu, v
ktorej zistujeme jednotlivé namerané spotreby vstupov alebo nedostatky produko-
vanych vystupov, pomocou ktorych moézeme urcit optimélnu projekciu pre jednotlivé
rozhodovacie jednotky. V druhej faze rieSime nasledujicu tdlohu linedrneho pro-
gramovania:

max w=els" +els¥

A, 8%, sY
n
s =0"x, — E i
i=1

n

Yy __

S —E ANiTi — Yo
i=1

s*>0

A> 0.
kdee = (1,1,...,1)T je jednotkovy vektor prislusného rozmeru, teda e’s” = >~ | s7
aelsy = 37 s¥. V tejto faze maximalizujeme sufet vSetkych sklzov pri za-

chovani miery efektivnosti. RieSenie tejto tlohy sa nazyva riesenie najvicsieho sklzu
(v anglickej literatare max - slack solution).

Veta 3.1. (CCR-efektivita pomocou skzov) Ak optimdlne riesenie (6%, \*, 5% sY7)
vyssie uvedenej dvojfazovej ulohy splna

1.0 =1
2. % =0,8V =0,
tak DMU, sa nazyva CCR-efektivna. Inak DMU, je CCR-neefektivna.
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Prva podmienka z vety sa nazyva ako ,, radidlna efektivnost“ (v anglickej literatire
radial efficiency). Podmienky 1. a 2. spolu nazyvame ako , Pareto-Koopmans “
efektivita, ktord mozeme vyjadrit nasledovne.

Definicia 3.1. (Pareto-Koopmans Efficiency) DMU je plne efektivna vtedy a
len vtedy, ak uZ nie je mozné zlepsit niektory zo vstupov alebo vyjstupov bez zhorsenia
ného vstupu alebo vijstupu.

Definicia 3.2. (Definicia referencénej mnoZiny) Pre neefektivnu DMU, moZeme
definovat referencni mnozinu E, na zdklade rieSenia najvicsieho sklzu nasledovne:

E,={i|\>0 ic{l,... nh.

Teraz sa vratime k prikladu z druhej kapitoly o dvoch vstupoch a jednom vystupe,
na ktorom si prakticky vysvetlime referen¢nit mnozinu.
Referen¢na mnozina nam hovori, na ktord ¢ast efektivnej hranici (medzi efektivne
organiza¢né jednotky) sa premietne neefektivna organizaéné jednotka. Na urcenie
referencnej mnoziny pouzijeme rieSenia dualnej tlohy, ktoré je uvedené v nasledu-
jucej tabulke:

DMU 0* Aa AB Ac AD AE Ap hYe, A
A 1 1 0 0 0 0 0 0 0
B 0,7 1 04 0 0 0 0 0 0,6 0
C 1 0 0 0 0 1 0 0 0
D 0,83 | 0,75 0 0 0 0,25 0 0 0
E 1 0 0 0 0 1 0 0 0
F 0,71 | 0,56 0 0 0 0,43 0 0 0
G 1 0 0 0 0 0 0 1 0
H 0,78 | 0,56 0 0 0 0 0 0,44 0

Na zaklade definicie referen¢nej mnoziny a pomocou vysledkov duélnej tlohy vieme
urcit referenéni mnozinu pre neefektivne organizacné jednotky. Teraz si postupne
rozoberieme kazdu neefektivnu organiza¢nia jednotku t.j. 8% < 1.

Z tabulky vidime, Ze organiza¢na jednotka B m& hodnoty Ay = 0,4, A\¢ = 0,6 a
dalgie hodnoty A st rovné nulovej hodnote. Z toho dostavame referenént mnozinu,
ktoré je tvorena organizacnymi jednotkami A a G. Pomocou hodnét A vieme vypocitat
potrebné hodnoty vstupul a vstupu2 na to, aby sa z neefektivnej oraganizacnej
jednotky stala efektivna jednotka. Urobime to pomocou konvexnej kombinacie
organiza¢nych jednotiek, ktoré tvoria referené¢ni mnozinu neefektivnej jednotky:.
Na to, aby sa organizacné jednotka B stala efektivna potrebujeme zredukovat vstupl
a vstup2 nasledovne:

Pre vstupl bude platit:

Aa.vstupl(A) + Ag.vstupl(G) = 0,4 x 2+ 0,6 x 1 = 1,4.
Pre vstup2 bude platit:
Aa.vstup2(A) + Ag.vstup2(G) = 0,4 x 3+ 0,6 x 5 =4,2.
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Organizacné jednotka B sa stane efektivnou, ak zredukuje vstupl z hodnoty 2 na
hodnotu 1,4 a vstup2 z hodnoty 6 na hodnotu 4,2 t.j. v obidvoch pripadoch redukcia
vstupu predstavuje 30%. Organiza¢né jednotka sa premietne na hranicu efektivnosti
do bodu B’ uvedenom na obréazku 5.

Rovnakym sposobom to urobime pre zvysné neefektivne jednotky.

Referenéntt mnozinu pre organizacnu jednotku D tvoria jednotky A a E, pricom
Aa=0,75a Ag = 0,25, zvy$né hodnoty A st nulové. Tato organizacné jednotka sa
stane efektivnou, ak:

Vstupl zredukujeme na:

Aa.vstupl(A) + Ag.vstupl(E) = 0,75 x 240,25 x 4 = 2, 5.
Vstup2 zredukujeme na:
Aa.vstup2(A) + Ag.vstup2(E) = 0,75 x 34+ 0,25 x 1 = 2, 5.

Organizacné jednotka sa premietne do bodu D’ uvedenom na Obr. 5, ak vstupl a
vstup2 pre organiza¢ni jednotku D zredukujeme na 2.5 t.j. o 16,67% povodnych
vstupov.

Pre organizacni jednotku F méame tiez dve kladné hodnoty Ay = 0,57, A\g = 0,43.
7 toho vidime, Ze jednotky A a E vytvaraja referenént mnozinu. Organizacna
jednotka F sa stane efektivnou, ak:

Pre vstupl plati:

Aa.vstupl(A) + Ag.vstupl(E) = 0,56 x 2 + 0,43 x 4 = 2, 86.
Pre vstup2 plati:
Aa.vstup2(A) + Ag.vstup2(E) = 0,56 x 3+ 0,43 x 1 = 2,14.

Jednotka F sa stane efektivnou, ak zredukujeme vstupl o hodnotu 1,14 a vstup2 o
hodnotu 0,86. Takto sa z neefektivnej jednotky stane efektivna organiza¢na jednotka
a dostane sa do bodu F’ ako je uvedené na Obr. 5.

Ako posledné neefektivna organizacné jednotka je jednotka H. Referenéna mnozina
je zlozena z jednotiek A a G, pricom Ay = 0,55, \g = 0,44 a zvysne hodnoty st
nulové. Postupujeme rovnako ako v predchédzajicich pripadoch.

Pre vstupl plati:

Aa.vstupl(A) + Ag.vstupl(G) = 0,55 x 2+ 0,44 x 1 = 1, 56.
Pre vstup2 plati:
Aa.vstup2(A) + Ag.vstup2(G) = 0,55 x 3+ 0,44 x 5 = 3, 88.

Na to, aby jednotka H sa stala efektivna je potrebné zredukovat vstupl z hodnoty
2 na hodnotu 1,56 a vstup2 z hodnoty 5 na hodnotu 3,88. Takto sa dostaneme do
bodu H’ ukédzanom na Obr. 5.
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Doteraz sme sa zaoberali vstupne orientovanym CCR modelom, ktory nam ho-
vori ako znizit hodnoty vstupov, aby sa zachovali hodnoty vystupov.
Teraz si stru¢ne odvodime vystupne orientovany CCR model pomocou jednoduchych
tuprav koncepcného modelu. Podobne ako pri vstupne orientovanom modeli pridame
normalizacni podmienku. KedZe ide o vystupne orientovany model budeme nor-
malizovat vystupy t.j. v7y, = 1 a tcelova funkcia nadobudne tvar:

1
max
u€ER™M ulrx o ’
vERS
ktorti mozeme prepisat do tvaru:
min uT:L‘O.

u€RM™

vERS
Zvys$né podmienky st upravené rovnakym sposobom ako pri vstupne orientovanom
CCR modeli. Po prevedeni tychto tprav dostavame tilohu linedrneho programovania.
Pouzitie vystupne orientovaného modelu predpoklada riesit pre vsetky o = {1,...,n}
nasledovnu tlohu:

(LPO,) min vz,

e
vao =1
vy, <ulz;, Yi=1,....n
u>0
v>0

Duélna tloha mé tvar:

(LDO,)  max ¢
AER™

Z Wili > Yo (7)

=1

> i < w, (8)
=1
4> 0.

Vystupne orientovany CCR model ndm hovori, ako méme zvysit vystupy pri nezme-
nenych vstupoch.

Porovnanim duélnych tdloh vstupne a vystupne orientovanych modelov si mézeme
vsimnut, Ze tieto ulohy sa velmi podobaji. Vo vstupne orientovanom modeli mini-
malizujeme hodnotu 6 pre znizenie vstupov a pri vystupne orientovanom modeli
maximalizujeme hodnotu 1, ktord predstavuje mieru, o ktort sa maja zvysit vys-
tupy. Na zaklade teorie linearneho programovania mozeme ucelova funkciu (LD,)
prepisat na maximaliza¢nu tlohu, a to prevratenim hodnoty ucelovej funkcie 6.
Teraz sa pozrieme ako mozeme upravit ohranicenia (5) a (6) v tlohe (LD,) na
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ohrani¢enia (7), (8) v ulohe (LDO,). Ako vidiet z nerovnosti je tam ur¢ita po-
dobnost. Na to, aby sme pretransformovali ulohu (LD,) na ulohu (LDO,) je po-
trebné nerovnice (5), (6) prenasobit . Nerovnosti sa potom zmenia na nasledujtce:

o\ 1
; gyz Z gyo

E — X S Lo
— ()
i=1
_ 1

PouZijeme vysledok transformacie icelovej funkcie t.j. ¢ = 3 a vzdjomnym porovna-
nim novych nerovnosti a nerovnosti (7), (8) z tulohy (LDO,) dostavame d'alsiu trans-
formaciu p = %. Vyssie uvedené vysledky mézeme zhrnit nasledovne.
Optimalne riesenie tlohy (LD,) prevedieme na optimalne riesenie (LDO,) pomocou
transformécii:

V=g a Yt =0
Podobnymi tpravami méZzeme tlohu (LD,) prepisat na ulohu (LDO,) pomocou
transformécie premennych

1 *
r = — g A*:H’

e P
3.3 BCC model

BCC model je podobny s predchadzajicim modelom. Je rovnako odvodeny z
tlohy matematického programovania ako CCR model. Bol publikovany Bankerom,
Charnesom a Cooperom v roku 1984. Pri CCR modeli sme predpokladali, ze
kazda jednotka vstupu prinasa rovnaké mnozstvo vystupu, teda konsStantné vynosy
z rozsahu. Model BCC predpokladéa variabilné vynosy z rozsahu. Pri variabilnych
vynosoch z rozsahu rozlisujeme tri oblasti:

1. oblast rasticich vynosov z rozsahu;
2. oblast klesajucich vynosov z rozsahu;
3. oblast konstantnych vynosov z rozsahu.

Mnozinu produkénych moznosti pre BCC model mézeme zapisat nasledovne:

Py= () 223 Ay <> haw SOA =1 A= 0},
=1 =1 i=1

pricom rozmery zostavaju rovnaké ako v predchadzajicich pripadoch. Porovnanim
mnozin produkénych moznosti BCC a CCR modelov zistime, ze BCC model sa
lisi iba pridanim podmienky "  A; = 1. Z tohoto vyplyva, Ze mnoZina pro-
dukénych moznosti BCC modelu je podmnozinou mnoziny produkénych moznosti

CCR modelu.
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Teraz sa blizsie pozrieme ako bude vyzerat tiloha linearneho programovania pre BCC
model. K tlohe na riesenie obélkového CCR modelu pribudne k ohrani¢eniam uz
spominanad podmienka » 1" \; = 1.

Uloha linearneho programovania pre vstupne orientovany multiplikativny BCC model
vyzera nasledovne:

voER
wla, =1
UTyi_Uo < uT:ci, Vi=1,...,n
u>0
v > 0.

Vysledok mézeme podobne ako v CCR modeli jednoducho interpretovat. Organi-
zacné jednotka DMU, je efektivna, ak existuje kladné optimélne rieSenie (u*,v*)

vyssie uvedenej tulohy, také ze E*(u*,v*) = vy, — vi = 1. Inak DMU, je ne-
efektivne.

Duélna tloha m4 tvar:

min 0

0eR
> Ny — s =y,
=1

AERM
n
x
5 Nix; + s =0z,
i=1

S
i=1
A>0,5">0,8>0.

Organizacné jednotka je efektivna, ak vSetky s*,s¥ v kazdom optimalnom rieSeni
nadobtidaji nulovi hodnotu. Moézeme to zistit pomocou dvojfazovej metody, ktord
je podrobnejsie popisana v CCR modeli.

Plati nasledujtca veta:

Veta 3.2. (BCC-efektivita pomocou skzov) Ak pre optimdlne riesenie
(0%, \*, 5%, s¥") BCC model splia

1. 05=1
2.8 =0,sY =0,
tak DMU, sa nazgva BCC-efektivna. Inak hovorime, Ze DMU, je BCC-neefektivna.
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Teraz prejdeme k vystupne orientovanému modelu. Priméarnu tulohu zapiSeme
nasledovne:

min ul'z,
u€RM veRS

up€ER
vy, =1
va,- —upy < ulm;, Vi=1, N
u>0
v>0

Duélna tloha mé tvar:
max
PeR ,lp

AERM

D iy — ¥ > Py,
i=1

Zﬂixi‘i‘sx <,
=1
A>0,5">0,8>0.

Vo vystupne orientovanom modeli mierou efektivnosti je prevratena hodnota opti-
mélnej tcelovej funkcie rovnako ako v predchédzajicom modeli.

3.4 Aditivny model s vAhami

Aditivny model bol zostaveny Osarnesom, Cooperom, Golanym, Seifordom a
Stutzom v roku 1985.

V predchadzajicich modeloch sa vyzaduje rozliSovanie medzi vstupne oriento-
vanym a vystupne orientovanym modelom. Aditivny model je ich kombinéciou.
Aditivne modely st schopné zohladnit vSetky zdroje neefektivnosti, avSak priamo
neposkytuji mieru efektivnosti. Mieru efektivnosti je potrebné dodatoc¢ne dodefi-
novat. Blizsie sa budeme zaoberat takymto modelom s vahami.

Podobne ako iné modely tak aj aditivny model s vAhami mézeme jednoduchymi
tpravami dostat z povodného modelu matematického programovania (M P,). V kon-
cepnom modeli podmienky ostrych nerovnosti (3) a (4) nahradime nasledujacimi
podmienkami:

u > w”

v > wY

pricom w® > 0, w® € R™ a wY > 0, w¥ € R’ st dané vektory. Takto sme si
stanovili minimalne kladné vahy pre jednotlivé vstupy a vystupy. Podmienku (2)
upravime na linearny tvar rovnako ako v CCR modeli. Ucelova funkcia v aditivnom
modeli maximalizuje rozdiel vazenych vstupov a vazenych vystupov. Po prevedeni
vysSie uvedenych tprav na koncepc¢nom modeli dostaneme aditivny model s vaha-
mi w® a wY. Budeme riesit nasledovnu tlohu linedrneho programovania pre kazdé
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o=A{1,...,n}:

(AdP,) max vy, —ul'z,
vERS
vy, <ulx;, VYi=1,...,n
u > w”
v > wY

Vysledky tlohy moézeme jednoducho interpretovat. DMU, je efektivna, ak hodnota
ucelovej funkcie EX(u*,v*) = vy, — u* z, = 0. Inak je neefektivna a hodnota
EX(u*,v*) € (—00,0) je mierou efektivnosti. V tomto pripade nevidime mieru
efektivnosti tak ,, pekne“ ako v pripade CCR alebo BCC modelu. Zéakladnou sna-
hou je preskalovat tito mieru efektivnosti do intervalu (0, 1). Uvedieme aspon jednu
moznost, ktora je uvedend v [11]. Ako vhodna transformécia optimélnej hodnoty
tcelovej funkcie je B = exp(E?).

K danej tlohe mézeme zostojit dualnu tlohu, ktord ma tvar:

. . z\T  x y\T y
(AdD,) | min ((w*)"s" + (w¥)"s")
Z/\iffi+8$=$o
i=1

AER™
> N+ 8Y =y,
=1
A>0,5">0,s" >0,

pricom s*, s¥ st vektory doplnkovych vstupnych a vystupnych premennych.

Teraz nastava otazka ako volit vahy w”® a w?, aby bola zabezpecené invariantonost
vzhladom na zmenu jednotiek®. V pripade, Ze uvazujeme aditivny model v zaklad-
nej verzii t.j. w® = e,w? = e, kde e predstavuje vektor samych jednotiek urcitého
rozmeru, tak tento model nie je invariantny vzhladom na zmenu jednotiek. Invariant-
nost na zmenu jednotiek je ziaducou vlastnostou modelov, preto je potrebné vhodne
zvolit vahy. Uvedieme si niektoré z tychto moznosti:

1. Vahy volime ako prevratent hodnotu Standardnej odchylky, kde o7 je Stan-
dardna odchylka j-teho vstupu a o} je Standardna odchylka k-teho vystupu.

xX 1 .
U)j = Ea J = ]-7 , M
J
1
wp=—; k=1,...,s
Ok
Pricom $tandardnii odchylku j-teho vstupu of pre j = {1,...,m} vypocitame

5blizsie vysvetlené v casti 3.6
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pomocou nevychyleného odhadu nasledovne:

. 1 < _ I
O'j = HZ(JZU —ZL’Z‘>2, kde xTr; = ﬁ;x”

i=1

2. Vahy zalozené na minimalnych a maximélnych hodnotéach vstupov a vystupov:

w]:§7 ]:1,,771
j
1
y
wy, =—z, k=1,...,s
Ry
Casto sa tiez vyskytuje volba vah v tvare:
1
N 7 Y 7
R¥(m + s)
1
wy = —————, k=1,...,s,
" R(m+ s)
kde R} a R} st definované nasledovne:
5 = o, Z:Hlnnn:vz], J=Lem
R} = max y; — min yu, k=1,... s,
i=1,...,n i=1,...,n
tj. Rf pre j = {1,...,m} predstavuje rozdiel medzi maximélnou a minimalnou

hodnotou j-teho vstupu v8etkych DMU;, (i = 1,...,n)a R} prek = {1,..., s} pred-
stavuje rozdiel medzi maximalnou a minimalnou hodnotou k-teho vystupu vsetkych
DMU;, (i =1,...,n).

3.5 SBM model

Teraz sa budeme blizsie zaoberat inou formou aditivneho modelu. A to neoriento-
vanym modelom, ktory na meranie efektivity pouziva doplnkové premenné, sklzy s*
a s¥, oznaCovany ako SBM (v anglickej literature Slacks-Based Measure). Této
kapitola je volne spracovand pomocou [3|. Skor ako prejdeme k samotnému modelu
zavedieme si nasledovnu symboliku.

T

Akz e R", x = : , potom symbolom z~! budeme oznacovat nasledovny vek-

tor z R™: x71 = : |. Dalej ozna¢ime =7 = (z71)T.

Predpokladame, ze vSetky hodnoty vstupov a vystupov pre kazda uvazovanua DM U
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st kladné. Na urcenie efektivnosti DMU, pre o = {1,...,n} pomocou SBM modelu
potrebujeme riesit nasledovnu tlohu matematického programovania:

1 =T .z
l——x,"s
(SBM) min p= T— (9)
A, 8T sY -T
1+ -y, ~sY
5

yozz)\iyi_sy
i=1
A>0,5">0,8 >0,

pricom rozmery premennych ostavaju rovnaké.
Vysledky moézeme interpretovat nasledovne. Organizacné jednotka DMU, je SBM
efektivna, ak vyssie uvedena tloha ma optimélne rieSenie p* = 1 t.j. ak hodnoty
5% =0 as¥ =0. Ak hodnota p* < 1, tak organizacna jednotka je neefektivna a
tato hodnota vyjadruje mieru efektivnosti.
Pri pouziti SBM modelu rozlisujeme rovnako ako v predchadzajicich modeloch
konstantné a variabilné vynosy z rozsahu. Hore uvedena tloha nam reprezentuje
konstantné vynosy z rozsahu. Pri pouziti variabilnych vynosov z rozsahu je potreb-
né pridat podmienku )", A; = 1 resp. e\ =1.

V knihe [3, str. 97| sa uvadza modifikacia modelu pre pripad nulovych hodnot
niektorych vstupov, ¢ vystupov. Ak niektory vstup je nulovy, tak prislusna zloz-

ka sa vynecha z ucelovej funkcie t.j. ak z;, = 0, pre kazdé j = {1,...,m}, tak
potom xj_ol s; = 0. V pripade zaporného alebo nulového vystupu, yx, < 0, pre kazdé
k= {1,...,s}, namiesto y, sl sa zvoli malé kladné &islo, ktoré mozeme interpre-

tovat ako penalizacia.

V porovnani s aditivhym modelom ma SBM model vyhodu v tom, Ze optimalnu
hodnotu tucelovej funkcie nemusime preskalovat. SBM model ndm vréati hodnoty z
intervalu 0 az 1. Teraz sa blizSie pozrieme preco plati nasledujuci vztah:

0<p<1. (10)

Ako dokaz toho, ze vztah (10) plati, ako prvé si vSimnime, ze s* < x, z ¢oho po
jednoduchej tiprave dostavame 0 < z;7s® < 1, pricom z,7s® = 1 iba, ak bola
poziadavana nulova hodnota vstupov. Z tohoto vyplyva:

1
0< —z,7s" <1. (11)
m

Tento vysledny vztah plati tiez pre vystupy, s vynimkou, ak s¥ moze presiahnat
prislusni hodnotu vyprodukovaného vystupu, potom plati:

1
0< -y, Tsv. (12)



3 ZAKLADNE MODELY 27

Vztahy (11) a (12) reprezentuju pomery priemerného vstupu a vystupu s hornym
ohrani¢enim, p = 1, dosiahnutym v (9) iba, ak sklzy s* a s¥ st nulové vo vSetkych
vstupoch a vystupoch.

Taktiez plati, ak mame organiza¢né jednotky A a B, pricom DMUA dominuje
nad DMUB tak, 7ze v4 < xp a ya > yp potom pre optimélne hodnoty tcelove;j
funkcie (9) plati p% > pj.

Dalsimi vlastnostami SBM modelu sa zaoberame v nasledujicej casti, v ktorej su
zhrnuté vlastnosti modelov uvedenych v predchadzajtcich podkapitoléch.

Bolo by vhodné tlohu matematického programovanie (SBM) pretransformovat
na tulohu, ktoré je jednoduchsie riesitelna. Zavedenim kladného skalara ¢ a norma-
lizovanim menovatela v uc¢elovej funkcii mézeme SBM tlohu prepisat nasledovne:

min T=1t——a, 7 (ts")
A,8%,sY ¢t m

1
L=t+ -y, (ts¥)
S

n
To = E Aix; + 8
i=1

yo:ZAiyi_Sy
i=1
A>0,5">0,sY>0,t>0.

Tato tloha nie je Standardnou tlohou linedrneho programovania kvoli nerovnosti
t > 0. VsSimnime si, ze z podmienok tlohy vyplyva, Zze hodnoty ¢ < 0 nie su
pripustné. 7 toho vyplyva, Ze ohranic¢enie ¢ > 0 modzeme vynechat a dostaneme
ekvivalentna tlohu.

Pri pohlade na vyssie uvedenu tlohu sa nam pontukaju substitucie:

ST =1s",5Y =ts¥ a A =1\
Ich aplikaciou ziskavame nasledujicu tlohu linearneho programovania:

. 1
min T=t——x, 15"
A,57,59 ¢t m

tr, = i T
i=1

tyo = Z )\zyz —sY
i=1
A>0,8">0,s" >0,
ktora uz vieme riesit.
Uloha méa v optimélnom rieseni hodnotu ucelovej funkcie 7*. Optimalna hodnota
ucelovej funkcie povodnej SBM tlohy je p* = 7*. Ostatné premenné SBM modelu



3 ZAKLADNE MODELY 28

ziskame spétnou transforméciou t.j. \* = A*/t*, s¥ = S§% /t* a s¥" = SY" /t*.
Teraz sa pozrieme blizsie na dualnu tlohu.

max 0=1—ulz,+0vly,
0eR
w€ER™ veERS
vy, —ulz; <0, i=1,...,n
|
—.x, <u
m

1
(1 - uTmo =+ UTyo)g'ygl S

3.6 Zhrnutie vlastnosti modelov

Vyhodou CCR, BCC a SBM modelov je, Zze hodnoty efektivity st z intervalu
(0,1). Hodnota efektivity v aditivnom modeli sa nachéddza medzi —oo a 0. Tie-
to hodnoty nam poukazuju na vhodnost preskalovania optimalnej hodnoty tcelovej
funkcie na to, aby sme dosiahli efektvitu z intervalu (0, 1) a tym mohli porovnavat
efektivnost so zvysnymi modelmi.

Mohli sme si vSimnut, Ze ak je organizacna jednotka C'C'R efektivna, tak je aj
BCC efektivna, ale naopak to neplati. Taktiez plati, ze ak st organizacné jednotky
SBM efektivne tak st aj CCR efektivne a C'C'R pseudoefektivne st SBM ne-
efektivne.

Nevyhodou CCR a BCC modelov je nutnost overovania podmienky existencie
kladnych vah resp. ¢ s%,s¥ = 0 plati v kazdom optimalnom rieSeni pri dualnom
modeli. V pripade, Ze tdto podmienka nie je splnend tak 6 a ¢)~! nezachytava celt
mieru neefektivnosti. Toto méze pre niektoré DMU skreslit vysledky. Takyto ne-
dostatok nemaju aditivne modely t.j. zachytavaji zdroj neefektivnosti.

Teraz si blizsie popiSeme invariantnost modelov, ktoré je spracovana pomocou
[8 a 11]. Pod invariantnostou modelu rozumieme, Ze po nejakej zmene parametrov
modelu vystup ostava nezmeneny.

Jednou z velmi Zziaducich vlastnosti modelov je invariantnost vzhladom na zmenu
jednotiek, ktora nie je samozrejmostou u vSetkych DEA modelov. Pod invariant-
nostou na zmenu jednotiek rozumieme, Ze optimalna hodnota tucelovej funkcie sa
nezmeni napriklad pri zmene kilogramov na gramy t.j. pri zmene pouzivanych jed-
notiek. To znamend, Ze hodnoty vstupov a vystupov moézeme vynésobit kladnou
konstantou bez toho, aby sa ndm zmenila hodnota tc¢elovej funkcie.

Zmenu jednotiek mozeme vyjadrit matematicky:

’

yi—>By2-:y;, Vi=1,...,n,

kde A predstavuje kladna diagondlna matica, ¢ize A = diag(ay, ..., ) s prvkami
a; >0,Vj={1,...,m} a B=diag(fi,...,0s) s prvkami 8, >0, Vk = {1,...,s}.
Tato vlastnost je velmi dolezita lebo nechceme, aby vysledky modelu zaviseli od
toho v akych jednotkich zadavame vstupy a vystupy. Treba poznamenat, Zze tato
vlastnost nie je samozrejmostou u vsetkych DEA modelov. Z modelov, ktorymi
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sme sa zaoberali tuto vlastnost maju orientované modely (CCR, BCC), SBM
model a vazeny aditivny model s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Hlbsie sa tejto
problematike venuje [11, str. 17 - 32].

Ako uZ bolo spominané invariantnost vzhladom na zmenu jednotiek je délezitou
vlastnostou, trochu iné situécia je s tzv. invariantnostou na posun. Invariantnost
na posun znamena, ze sa hodnota tcelovej funkcie nezmeni, ak ku niektorému vstu-
pu alebo vystupu pripoc¢itame konstantu. Matematicky mozeme posun vyjadrit
nasledovne:

xi—>xi+Ax:x;, Ar € R™

yi — v+ Ay =1y, AyeR’.

C'C R model nie je invariantny vzhladom na posun. Pre BC'C model plati, Ze ak je
vstupne orientovany tak je invariantny vzhl'adom na posun vystupov a opacne, teda
ak je vystupne orientovany tak je invariantny vzhl'adom na posun vstupov. Aditivny
model je invariantny na posun pri posune vstupov ako aj pri posune vystupov.
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4 DEA modely a eko-efektivnost

4.1 Prehlad prac o merani eko-efektivnosti

Viécsina ¢lankov o DEA predpokladé ziadtce vstupy a vystupy. Teraz sa blizsie
pozrieme na niektoré vyznamné prispevky z teérie DEA, ako aj na rieSenie problému
eko-efektivnosti v niektorych z nich.

Allen (1999) [2] sa rozhodol o analyzovanie 22 publikovanych ¢lankov o proble-
matike DEA zameranych na problematiku nezelatelnych vystupov. Zistil, ze 15
¢lankov obsahovalo praktickt aplikiciu DEA modelov na realnych détach a iba 7
z nich boli ¢isto teoretické prispevky. Clanky poukazovali na rozdielne moznosti
rieSenia tloh s nezelatelnymi vystupmi a vhodny vyber modelu.

Kedze diplomova préaca je zamerand na rieSenie tloh s neZelatelnymi vystupmi
zameriame sa teraz na Styri prace spojené s touto problematikou.

Lovell (1995) [10] vo svojom ¢lanku porovnaval makroekonomické vykony 19
OECD krajin. NezelateIné vystupy v tomto pripade boli emisie C'O, a emisie dusi-
ka. Z nezelateInych vystupov urobil ich prevratent hodnotu a povazoval ich pri
rieSeni ulohy za Zelatelné vystupy. Na rieSenie ulohy pouzival aditivny model.

Fare (1996) [6] vo svojom prispevku porovnaval vykon US spalovni, ktoré vypro-
dukovali nezelatelné vystupy (emisie SOq, NO,, COs). Predpokladd, ze na znizenie
nezelatelnych vystupov je potrebné zvysit hodnoty vstupov alebo zniZit hodnoty Ze-
lateInych vystupov. Mieru eko-efektivnosti vypocitava ako vzajomny pomer dvoch
hodnot fukncii, pricom jedna zahriiuje nezelatelné vystupy a druhé ich vynechéva.

Courcelle (1998) [4] sa vo svojom ¢lanku snazil o ekonomické a enviromen-
talne ocenovanie 23 zberni tuhého komunélneho odpadu a ich triediacich programov.
V tomto pripade neZelatelny vystup reprezentuje pomer materidlu poslaného na
kone¢né odstranenie zo spracovania a materidlu opustajiceho spracovanie. Pri
rieSeni DEA tlohy sa tento tzv. zostatkovy pomer zahrnuje ako normalny vstup
v DEA.

Korhenen, Luptacik (2004) [8] v tomto prispevku sa autori snazili poukazat
na rieSenie uloh s neziadticimi vystupmi pomocou réznych modifikacii CCR modelu.
Priklad riesili na readlnych datach 24 tepelnych elektrarni v eurépskych krajinéach.
Nezelatelné vystupy tvorili prach, SOy a NO,. Zistili, ze na pohlad rozdielne
modely davali podobné vysledky:.

4.2 Zakladné modely a meranie eko-efektivnosti

V tejto ¢asti uvedieme mozné modifikdcie CCR modelu pre rieSenie tloh s neze-
latelnymi vystupmi, ktoré boli publikované vo vyssie uvedenom ¢lanku od autorov
Korhenena a Luptacika [8].

Skor ako prejdeme k samotnej uprave CCR modelu si napiSeme potrebné teore-
tické predpoklady. Ako v zékladnych DEA modeloch aj teraz budeme predpokladat
n organizacnych jednotiek, ktoré spotrebtivajiu m vstupov a s vystupov. Vystupy v
tomto pripade musime rozdelit na ZelateIné a nezelatelné. ZelateIny vystup budeme
oznacovat y € R! a nezelatelny vystup oznacime ako z € R". Kedze kazdy vstup
a vystup ma urcité vahy z toho dostdvame, zZe vahy pre vstupy ostavaji rovnakeé
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ako v zakladnych DEA modeloch t.j. u = (uy,...,uy)?, zmena nastane pri vahach
ur¢enych pre vystupy, kde vektor vah je rozdeleny na vahy pre Zelatelné vystupy a
véhy pre nezelatelné vystupy. Vektor vah pre Zelatelné vystupy je v = (vy,...,v)7
a vektor vah pre neZelatelné vystupy w = (wy,...,w,)?, pricom [ +7 = s.

Kazda spoloc¢nost, ktora produkuje neZelatelné vystupy sa snazi o ich minimali-
zaciu a zelatelné vystupy chce maximalizovat. Toto modZeme zabezpecit viacerymi
moznostami. Autori ¢lanku ukéazali Styri rozne sposoby ako mozno upravit CCR
model pri produkovani nezelateInych vystupov. Budeme ich oznacovat model A aZ
model D, pricom v kazdom pripade najskor zostrojime tlohu matematického pro-
gramovania (koncepény model) a podobnym postupom ako pri zakladnych modeloch
odvodime z nich tulohu linedrneho programovania.

Model A

V tomto modeli si neZelatelné vystupy zapoc¢itané v tlohe matematického pro-
gramovania so zapornym znamienkom v ¢itateli. Tym docielime, Ze pri maximali-
zacii uc¢elovej funkcie ich minimalizujeme. Koncepény model mé nasledujuci tvar:

vly, —wlz,
max  FE,(u,v,w) = ————
u,v,w ul'z,

vy — wlz

Ei y» Uy = §17 Vzlv )
(u,v,w) T ) n
u>0
v >0
w >0

Model B

KedZe sa snazime o minimalizaciu neZelatelnych vystupov, ako velmi jednoduché
rieSenie sa naskytla myslienka zaratania tychto vystupov na stranu vstupov t.j.
pripoc¢itali sme ich v menovateli so vstupmi. Potom riesime nasledujicu tulohu
matematického programovania:

T
v
max EO(U,U,?U) = %
U,W utxr, + w'z,
T
U Y )
Euvw)=—"——<1, Vi= n
Z( ) ) ) uT;CZ—FwTZZ_ ) ) )
u >0
v >0

w >0
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Model C

Tento model je podobny s modelom A. Rozdiel je v zdmene vstupov a nezelatelnych
vystupov t.j. maximalizujeme pomer medzi rozdielom Zelatelnych vystupov so
vstupmi a nezelatelnymi vystupmi. Uloha méa tvar:

vly, —ulx,
max  E,(u,v,w) = ————2

UV, W U)TZO
T T
VY, — U T .
Ei(u,v,w):yTgl, Vi=1,...,n
w* z;
u >0
v>0
w >0
Model D

Tento model je obmenou druhého modelu. Rozdiel je len v tom, Ze minimalizujeme
prevrateni hodnotu ucelovej funkcie.

. uTxO + szo
min  E,(u,v,w) = ————

w,v,w vTy,
T T
ux; +w oz .
Ei(u,v,w) = ———— <1, Yi=1,...,n
U Yi
u >0
v>0
w >0

Nagou tlohou pri rieSeni modelov je najst také vahy vstupov a vystupov, aby
hodnota ucelovej funkcie E,(u,v,w) bola ¢o najvyssia.

RieSenia vysSie uvedenych tloh moézeme interpretovat nasledovne. Organizacné
jednotka DMU, pre o = {1,...,n} je efektivna, ak existuje optimélne rieSenie
(u*,v*,w*) také, Ze hodnota ucelovej funkcie Ef = E,(u*,v*,w*) = 1. Inak je
neefektivna a £ udava mieru efektivnosti.

Tieto tlohu matematického programovania nemusia mat vzdy optimalne rieSenie
kvoli ostrym nerovnostiam v podmienkach kladnosti vah u, v a w.

Teraz si odvodime CCR model pre eko-efektivnost z tilloh matematického programova-
nia, ktoré st uvedené vyssie. CCR model odvodime rovnakym sposobom z kon-
cepcného modelu ako v tretej kapitole.

Model A

Ako si mdézeme vSimnut postupne vykonanim rovnakych dprav ako v tretej casti
diplomovej prace dostaneme z tlohy matematického programovanie vstupne orien-
tovany model. V tomto pripade normalizujeme vstupy u’x, = 1. Teraz sa blizgie
pozrieme ako vyzerd primarna a dualna tloha k tlohe matematického programova-
nia.
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Primérna tloha ma nasledovny tvar:

max
U,V,W

Duélna tloha:

max
O,\,sT
sY,s?

vly, — w2,

wle,=1

vy —w' iz <ula,
u>0

v>0

w >0

i Aix; + s = 0Ox,
i=1

z": Az +8° =z,
i=1

ﬁi&%—8“=%
=1

Vi=1,...
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0>0,2>0,5">0,8>0,5°>0

Duaélna tloha je skoro v Standartnom tvare vstupne orientovaného CCR modelu.
Rozdielom je, Zze hodnoty nezelateInych vystupov pozorovanej jednotky berieme
ako horna hranicu pre linedrnu kombinaciu ostatnych nezelatelnych vystupov.

Tento model zodpoveda vstupne orientovanému CCR, modelu.

Model B

S nezelatel nymi

vystupmi pracujeme ako so vstupmi. Sucasne znizujeme hodnotu vstupov a neze-
lateInych vystupov na zvysenie eko-efektivnosti.

Primarna uloha:

max

UV,W

vy,

wae,+wlz, =1

vy, <ulo; +wlz, Vi=1,...
u >0

v>0

w >0
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Duéalna tloha:

max 0
0,\,sT
sY,s%

i Nix; + s =0z,
=1
i Nz +8° =0z,
=1

> i — s =1,
i=1
0>0,1>0,s">0,s">0,5°>0

Organizacnéa jednotka DMU, pre o = {1,...,n} je CCR efektivna pre model A a
model B s nezelatelnymi vystupmi, ak optimélna hodnota ucelovej funkcie v dual-
nej dlohe je rovna 1 t.j. 6* = 1 a existuje aspon jedno rieSenie primarnej tlohy
(u*, v*, w*) také, ze u* > 0,v* > 0,w* > 0. Inak hodnotu E povazujeme za mieru
efektivnosti.

7 tedrie duality linedrneho programovania dostédvame, Ze podmienka efektivnosti
0* =1 je ekvivalentnéa s podmienkou s* = 0,sY" = 0,5 = 0 v kazdom optimalnom
rieSeni.

Teraz sa blizsie pozrieme na model C a model D, ktoré ndm predstavuju vystupne
orientovany CCR model.

Model C

V tomto modeli rovnakym sposobom ako pre vstune orientovany model normali-
zujeme nezelatelné vystupy w’z, = 1. Tento model je rovnaky ako model A s
rozdielom, Ze autori zamenili postavenie neZelatelnych vystupov a vstupov. V tom-
to modeli sa imerne bude zniZzovat iba hodnota neZelateInych vystupov pri zvySovani
eko-efektivnosti.

Priméarna tloha:

max  vly, —ulz,
UV, W
w z, =1
vy, —ulz; <wlz, Vi=1,...,n
u>0
v>0
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K tej to tlohe dualny tvar je nasledovny:

max

P, A, s

sY,s%

(0

z": Nz + 8 =z,
i=1

i Nizi +8° =1z,
i=1

Zn: Aili = 8% = Yo
=1

A>0,s">0,8Y>0,5*>0.

Model D

V tomto modeli stt normalizované Ziadice vystupy.

Priméarna uloha mé tvar:

min
U,U,W

Duélna tloha:

max
P, A, s
sY,s?

uTa:o + szO

UTyo =1

'z +whz <oly;,

u >0
v>0
w >0

(G

z": Nz + s =,
i=1

z": iz +8° =z,
i=1

D Ay — Y =y,
=1

A>0,s">0,8Y>0,5*>0.

Vi=1,...
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Pre efektivnost modelu C a modelu D plati to isté ako vo predchadzajicom
pripade s rozdielom, ze miera efektivnosti je prevratenou hodnotou optimélnej hod-

noty ucelovej funkcie.
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4.3 Aditivny model s vahami pre neZelatelné vystupy

Téato ¢ast je spracovana pomocou ¢lanku [5]. Podla tzv. standardného pristupu
predpokladame, Ze kazda jednotka je zadana pomocou troch disjunktnych tried vstu-
pov a vystupov.

Tieto triedy st rozdelené na:
1. zelateIné vstupy a vystupy, ktoré beriem s pozitivhou hodnotou;
2. neZelatelné vstupy a vystupy berieme so zapornou honotou;
3. neutélne vstupy a vystupy nemaju prirodzenu ziadnu hodnotu z pohladu
rieSenia problému.
Nage vstupy a vystupy budd mat v tomto pripade tvar®:

S I Sl ove g

yi
Yi = yf , t=1,....n
yi
Teraz si oznac¢ime dolné ohranicenia vah, ktoré mame vopred zadané. Ako uz bolo
vysSie spomenuté neutralne vstupy a vystupy nemaju ziadnu hodnotu z pohladu
rieSenia problému, a preto tieto vstupy a vystupy neberieme do tvahy pri odvodeni

nasledujiceho modelu. Teraz si oznac¢ime dolné ohranic¢enia vah, ktoré méame vopred
zadané:

w9 > 0,w" > 0,w% > 0,w” > 0.

Ako vhodne urcit tieto vahy bolo uvedené v ¢asti 3.4.

Budeme riesit nasledujicu tlohu linearneho programovania pre kazdé o = {1,...,n}:
. T T T T
rﬂlvn Uy To + U, Yo — Vg Yo — Uy To
T T T T :
Up Ti + U Yi — Vg Yy — Uy i > 0, Vi=1,...,n

up > wb“”,ug > wI*

vy > wby,vg > w9,

Vysledky interpretujeme rovnakym sposobom ako v aditivnom modeli s vahami.
Utvar DMU, je efektivny, ak hodnota ucelovej funkcie B (uy, ug, vy, vp) = 0. Inak
je neefektivna a hodnota Ej(u;,uy,v;,vp) € (—00,0) je mierou efektivnosti. Tito
mieru efektivnosti je potrebné preskalovat do intervalu (0,1). MoZzeme to urobit
rovnakym sposobom ako je uvedené v 3.4.

6 pricom: xf resp. yf predstavuju ZelateIny vstup resp. Zelatelny vystup (skratka g je zo slova goods), xli’ resp.

yf predstavuje nezelatelny vstup resp. vystup (skratka b je zo slova bads) a posledné zI' resp. yI' predsatvuje
neutralne hodnoty vstupov a vystupov (skratka n je zo slova naturals)
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K nej prisluchajica duélna tloha:

I?in _((wbm)Tbe + (wby)TSby o (wga:)TSga: o (wgy)TSgy)
A,s0T 59T
sbY 59y

n
E Nzt 4 8" = 2?
i=1
n
Z b b b
)\zyl +s Y= Yo
i=1
n
Nogd — g9 — 9
ix; — 89 = Y
i=1

Z A\iyi + 8% = yf
=1
A >0, >0,5% > 0,59 >0,s% > 0.

4.4 SBM model a nezZelatel'né vystupy

V tejto casti si ukdZeme modifikaciu SBM modelu pri produkcii nezelateInych vys-
tupoch. Ako vieme, firmy nie vZdy produkuju len ZelateIné vystupy, ktoré sa snazia
maximalizovat, ale taktiez produkuju i nezelatelné vystupy, ktoré sa pokisaja mini-
malizovat. Pri modifikacii SBM modelu vyuzijeme myslienku modelu B uvedeného
pri uprave CCR modelu. KedZe sa snazime o minimalizaciu neZelatelnych vystupov
ako aj minimalizéciu vstupov, jednoduché riesenie je zapocitanie tychto vystupov
ku vstupom t.j. s nezelatelnymi vystupmi budeme pracovat ako so vstupmi. Pred-
poklady st rovnaké ako pri odvadzani CCR modelov pri produkcii nezelatelnych
vystupov. Modifikovany SBM model zadefinujeme ako nasledovnii tilohu matema-
tického programovania:

Konstantné vynosy z rozsahu

1 -T x
l——z s
(SBMN,) min p = m
A,8%,8Y, 5% + (yfTSy + Z*TSZ)
[4+7r7° °

Ty = i Aix; + 8°
i=1

Yo = i )\zyz —sY
i=1

n
Zp = E Niz; + §°
i=1

A>0,5">0,8">0,5*>0.



4 DEA MODELY A EKO-EFEKTIVNOST

Variabilné vynosy z rozsahu

1— —z,Ts"
. m
min p=
A, 8%, sY 5% 1 _T _T
1+ —- sY+ 2z 1s*
I ~ (s o 5%)

T, = i A + s°
i=1

Yo = i )\zyz —sY
i=1

Zo = i Aizi +§°
i=1

=1

A>0,5">0,8Y>0,5*>0.
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Vektor s* € R™ zodpoveda prebytku vstupov a s* € R" predstavuje prebytok neze-

lateInych vystupov pricom s¥ € R! zodpoved4 nedostatku Zelatelnych vystupov.

Ako v predchadzajucich pripadoch interpretécia vysledkov je nasledovna. Organi-
zacna jednotka DMU, pre o = {1,...,n} je efektivna za pritomnosti nezelatelnych
vystupov, ak tloha (SBM N,) mé optimalne riesenie p* =1 t.j. s =0, s =0a

5" = 0. Inak DMU, je neefektivna.

Rovnako ako v predchadzajicej ¢asti je potrebné tlohu matematického programova-
nia pretransformovat na tlohu, ktoré je jednoduchsie riesitelna. Pouzitim rovnakych

transformécii dostavame nasledujticu tlohu linearneho programovania:

Konstantné vynosy z rozsahu

1
min T=t——x,15"
A,ST,SY m
5%t
1
1=t+ S8V 4+ 2T S”
5 W o 5)

tr, = Zn: Njx; + S*
i=1

tyo = iAlyz -5
i=1

tz, = Xn:Aizi + 57
i=1

A>0,8">0,8>0,5>0,t>0.
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Variabilné vynosy z rozsahu

1
min T=t——x,15"
A,ST.SY m
S%.t

1
l=t+— (4 T8Y 4+, Tg*
+ ler(yo + 2,7 5%)

tr, = i/\ﬂi + S
=1

tyo = zn:Azyz -5
=1

tZO = iAzzz + S
=1

1=1
A>0,8%>0,58Y>0,5°>0,t>0.

Optimélne rieSenie tlohy linearneho programovania je 7*. Rovnakt hodnotu ticelovej
funkcie nadobuda aj pévodna tuloha SBM modelu s nezelatelnymi vystupmi t.j.
7% = p*. Na zistenie dalsich premennych pouZijeme spatnu transformaciu ako v
predchédzajicom pripade.

Teraz sa pozrieme blizsie na dualnu tlohu k tlohe linedrneho programovania pre
konstantné vynosy z rozsahu:

max &
5’“77‘}77“”
E4vr, —uy, +wz, =1
UTyZ' — UT(EZ‘ — ’LUTZZ'
|
v > —x,
m

w > z
“l4+r

kde dualne premenné v € R™, u € R!, w € R" zodpovedajii ohrani¢eniam z pred-
chadzajucej tlohy.
Eliminaciou ¢ z prvej podmienky a dosadenim dostavame ekvivalentni dualnu ulohu
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linearneho programovania pre SBM model:
max 14wy, —vr, — wz,
UV, W
UTyi — ’UTZ'Z' — UJTZZ‘

v > —x;l
m

S 1+ uy, — vz, —wz, 4

- s+r ©

> 1+uyo—vxo—wz()z;1
s+r
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5 Eko-efektivnost

V zakladnych DEA modeloch sa snazime vstupy minimalizovat a vystupy maxi-
malizovat. V skutoc¢nosti je velmi mélo tloh, kde by boli vSetky vystupy Zelatelné.
D4 sa povedat, Ze je to skor nerealne. Pri eko-efektivnosti je potrebné zahrnit do
tychto modelov aj neZelatelné viystupy, tak ako sme si to ukédzali v predchadzaju-
cich modeloch. Takéto nezelatelné vystupy su najcastejSie spojené s ekologiou ako
napr. odpad alebo emisie, taktiez sa mozu objavovat aj v zdravotnictve alebo v
podnikani.

V praktickej ¢asti diplomovej préaci sa zaoberame rieSenim tloh s nezelatelnymi
vystupmi. Zameriame sa na francizske cementarne, v ktorych neZelatelny vystup
je produkcia sklenikového plynu C'O; a produkcia skvary.

Strucne si popiSeme niektoré dokumenty spojené s emisiami ako je Kjotsky protokol
a obchodovanie s nimi.

5.1 Kjotsky protokol

Kjotsky protokol bol vyjednany v Kjote v roku 1997, definuje povinnost evi-
dovat a inventarizovat emisie Siestich sklenikovych plynov oxidu uhli¢itého (CO,),
metanu (C'Hy), oxidu dusného (N20) a tzv. F-plynov (HFCs, PFCy a SFs) podla
schvalenej metodiky IPCC (Intergovernmental Panel on Climate Chang - Medzivlad-
ny panel o zmene klimy).

Ide vlastne o medzinarodnt dohodu vyjednanu v savislosti s globalnym oteplo-
vanim. Krajiny, ktoré podpisali tento protokol sa zaviazali znizit emisie vyssie uve-
denych sklenikovych plynov alebo sa zaviazali k obchodu s emisiami ak udrzuja
alebo zvySuju emisie ich plynov. Tento protokol podpisalo spolu 141 krajin sveta.
Vyznamnymi vynimkami st Spojené §taty americké a Australia. Formalny nazov
tejto dohody je Kjotsky protokol k ramcovému dohovoru OSN o zmene klimy.

Kjotsky protokol je zavazna dohoda, na zéklade ktorej priemyselné krajiny musia
znizZit svoje emisie sklenikovych plynov o 5,2% v porovnani s rokom 1990. V maéji
2002 ratifikovala Eurépska tnia a jej clenské staty Kjotsky protokol a tym sa zavia-
zala znizit emisie sklenikovych plynov o 8 %. Narodné ciele dalgich krajin sa 7%
redukcie pre USA a 6% pre Japonsko. Ako sme uz vyssie spominali Kjotsky pro-
tokol podporuje obchod s emisiami ako prostriedok, ktorym moézu vyspelé krajiny
splnit svoje emisné zavéizky. V nasledujicej ¢asti poukazeme na zékladny princip v
obchodovani s emisiami.

5.2 Obchodovanie s emisiami CO,

Jednym z kIa¢ovych nastrojov, ktorymi sa Eurépska Unia snazi znizif emisie
sklenikovych plynov je Eurépsky systém obchodovania s emisiami (EU ETS - v
anglickej literature the Furopean Union Greenhouse Gas Emission Trading Scheme).
Tento systém zabezpecuje, aby v ramci sektorov energetiky a priemyslu doslo k
hospodarstvo. Tiuto schému Eurépska Unia spustila 1.1.2005 pre vetkych 25 ¢len-
skych statov. Hlavnym cieflom EU ETS je umoZnit ¢lenskym krajinam splnit vSetky
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zavazky, ktoré su obsiahnuté v Kjotskom protokole. Tento systém nestoji na urco-
vani novych cielov, ale na trhovych mechanizmoch.

EU ETS stojf na Siestich zakladnych principoch 7:
1. je to systém zaloZeny na principe ,, limit a obchod “;
2. povodne sa zameriava na emisie COq velkych priemyselnych znecistovatelov;
3. implementécia prebieha vo fazach s pravidelnymi reviziami, ktoré vytvaraja
moznost rozsirenia schémy na iné sklenikové plyny a dalSie sektory hospodarstva;
4. rozhodovanie o aloka¢nych planoch limitov emisii prebieha tiez periodicky vo
fazach;
5. systém obsahuje robustny rdamec kontroly plnenia;
6. trh s emisiami funguje v celej EU, 8pecidlnymi mechanizmami viak otvara
moznosti redukcie emisii aj v inych krajinéch, je otvoreny spolupréaci s inymi
podobnymi systémami.

Pri obchodovani s emisiami mozu nastat rozne problémy ako napr. transparentné
a spravodlivé pravidla na pridelovanie emisnych kvot, legislativna tprava ,, volného
obchodovania“, nerovnomerné zatazovanie jednotlivych sektorov priemyslu, nutné
dokladné monitorovanie.

Systém reguluje emisie oxidu uhli¢itého priblizne 15 000 spolo¢nosti alebo zaria-
deni v odvetviach rafinérii, energetiky, papierenstva, vyroby skla, ocele a cementu.
Spolo¢nostiam st pridelené obchodovatelné povolenky na kazdy rok. Spolo¢nos-
ti, ktorych emisie prekroc¢ia mnozstvo povoleniek elia vysokej pokute 100 euro®
(3 350,- ) za kazdu jednu tonu oxidu hli¢itého nepokrytu povolenkou po¢as obdobia
2008 - 2012. Zaplatenie pokuty nie je ziadnym rieSenim a tak okrem jej zaplatenia
sa od spolo¢nosti vyzaduje odovzdanie chybajtcich povoleniek v nasledujicom roku.
Namiesto znizovania svojich vlastnych emisii moze spolo¢nost dosiahniit svoj emisny
ciel aj prostrednictvom nakupu kvot od inej spolo¢nosti, ktora ich ma nadbytok.

"prevzaté z internetovej stranky www.europskaunia.sk/system obchodovania s emisiami
8ak berieme 1 euro = 33,50 SKK
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6 Hodnotenie efektivity franctzskych cementarni

V tejto kapitole sa zaoberame hodnotenim efektivity tridsiatich piatich najzna-
mejsich franctzskych cementarni pomocou SBM modelu.

6.1 Vyber modelu

V tejto casti si blizsie vysvetlime preco sme sa rozhodli pouzit na vypocet efektivity
prave SBM model. Porovnanim s BCC a CCR modelmi velkou vyhodu SBM
modelu je, ze zachytéva vSetky zdroje neefektivnosti. Pri pouziti CCR a BCC
modelov, ak je neefektivna organizacna jednotka projektovana na hranicu pseudo-
efektivnosti tak hodnoty doplnkovych premennych (s*,s¥ a s*) nie s zachytené
v mierke efektivnosti. Porovnanim tychto modelov s aditivhym model s vhodne
zvolenymi vahami, ktory sice zachytava vetky zdroje neefektivnosti, ale v porovnani
s SBM modelom ma nevyhodu v zle naskilovanej hodnote ucelovej funkcie. Pri
aditivnom modeli hodnota ucelovej funkcie lezi na intervale (—oo,0), a preto je
potreba preskalovania tejto hodnoty na interval (0,1). Z tychto dovodov sme sa
rozhodli pouzit pre rieSenie tlohy SBM model. Na porovnanie hodnoty efektivity
pri pouziti konstantnych vynosoch z rozsahu sme sa tiez zaoberali modifikovanym
CCR modelom typy A a B, ktoré boli uvedené v casti 4.2.

6.2 Data. Vyber vstupov a vystupov

Teraz si objasnime vyznam pouZzitych dat a pomocou SBM modelu s nezelatel ny-
mi vystupmi vypoc¢itame mieru efektivnosti a vyhodnotime kvalitu francuzskych
cementarni.

Udaje st ziskané z CEMBUREAU® WCD databézy, ktoré st uverejnené v studi
Europskej komisie: Evaluation of alternative initial allocation mechanisms in a eu-
ropean union greenhose gas emissions allowance trading scheme |7, str. 130]. Udaje,
ktoré pouzijeme na vypocet miery efektivnosti a zhodnotenie kvality franctzskych
cementarni si z roku 1993. Je pravdepodobné, Ze existuju aj vhodnejsie idaje z
iného casového obdobia, ale nie pre taky pocet cementérni ako je uvedeny v tejto
studii.

CEMBUREAU je Eurépske zdruzenie vyrobcov cementu, ktoré obsahuje 27 ¢lenov.
V stcasnej dobe zahfha ¢lenské §taty Europskej Unie s vynimkou Cyprusu, Litvy,
Malty a Slovenska dalej k zdruZeniu sa priclenili europske staty Norsko, Svajcéiarsko
a Turecko. V roku 2006 v 26 ¢lenskych statoch zdruzenia CEMBUREAU produkcia
cementu dosiahla 314 miliénov ton, ¢o predstavuje okolo 12,4% produkcie cementu
na svete.

Vyroba cementu je proces velmi narocny na energiu a prirodné suroviny. Pre
lepsie pochopenie vstupnych a vystupnych dat si stru¢ne popiSeme niektoré casti
vyrobného procesu cementu.

Suroviny na vyrobu cementu st zmesou oxidov, niekde je potrebné pridat il a

9viac informécii o zdruzeni vyrobcov cementu v Eurépe je uvedenych na www.cembureau.be
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vapenec. Surova zmes sa pali v rotacnej peci, ¢o je pomaly sa otacajuci, Tahko
nakloneny valec, dlhy zhruba 100 metrov. Teplota vo valci vzrasta s jeho dIzkou az
na priblizne 1480 °C. Teplota v peci je regulovana a zmes sa tak speka do hrudiek.
Okrem produkcie samotného cementu vznika i neZelatelny produkt, ide o mnoz-
stvo produkovaného sklenikového plynu C'O,, ktory robi z vyroby cementu velkého
prispievatela ku globalnemu oteplovaniu Zeme.

Vo vSeobecnosti plati, Ze pocet premennych by nemal presahovat tretinu poctu
analyzovanych organiza¢nych jednotiek. Cim sa pouzije vacsi poc¢et premennych tym
klesé vypovedna hodnota, vznikaju skreslené vysledky a vécSie mnozstvo efektivnych
jednotiek.

Vsetky dostupné hodnoty pre jednotlivé organizacné jednotky st uvedené v Tab.1.
Teraz si napiSeme pouzivané vstupy a vystupy pri vypocte miery efektivnosti:

Vstup:
Pouzivame jeden vstup, teplo potrebné na vyrobu cementu (Heat Input), ktoré
je merané v jednotkach MMBtu. Teplota v rota¢nych peciach v jednotlivych ce-
mentarnach sa nachéddza v rozmedzi 236 az 3 027 MMBtu, kde najnizsia hodnota
prislicha cementéarni La Perelle a najvyssia hodnota Saint-Piree-la-Cour.

Vystup:
Ako je zrejmé z popisu vysSie pri vyrobe cementu vznikaji Zelatelné a neZelatelné
vystupy.
Zelatelny vijstup: v danom pripade mame jeden a to produkcia cementu, ktora je
uvedena v 1 000 tonach. Rozmedzie produkovania cementu sa nachadza v rozmedzi
33 000 (Dannes) az 1 230 000 (Saint-Piree-la-Cour) tonach, ktoré zéavisi od viacerych
faktorov (velkost fabriky, pocet pracovnikov ...).
Nezelatelnyj vijstupy: pri vyrobe cementu vznika viac nezelatelnych vystupov. V
naSich datach, ktoré boli dostupné budeme pouzivat emisie C'Oy a Skvaru. Tieto
vystupy st uvedené v 1 000 tonach. Najvicsiu produkciu CO; mala cementaren
Saint-Piree-la-Cour a najnizsiu La Perelle.

7 toho dostavame, Ze kazda cementaren je charakterizovanéd jednym vstupom,
jednym ZelateInym vystupom a dvoma neZelateInymi vystupmi.
Vstup: teplo
ZelateIny vystup: cement
Nezelatelné vystupy: emisie
skvéra
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Tab. 1: Produkcia franctazskych cementarni

Nazov DMU Vstupné teplo | Produkcia cementu | Emisie | Produkcia skary
cementarne (MMBtu) v 1000 t v 1000 t v 1000 t
Saint-Piree-la-Cour 1 3027 1230 755 1014
Heming 2 2109 844 549 706
Couvrot 3 2354 1074 541 736
Montalieu 4 2239 870 518 685
Airvault 5 2343 1074 516 687
Le Teil 6 1844 745 462 617
La Malle 7 1999 662 441 586
Martres 8 1965 599 407 494
Origny 9 1843 623 399 528
Cormeilles 10 1720 541 389 431
Lexos 11 1466 583 375 491
Beaucaire 12 1465 614 354 490
Lumbres 13 2107 468 349 377
La Couronne 14 1283 523 345 430
Grave-de-Peille 15 1460 580 344 456
Bussac 16 1373 307 331 460
Havre-Saint-Vigor 17 1086 430 290 364
Port-la-Nouvelle 18 955 388 256 320
Rochefort 19 979 375 255 328
Xeuilley 20 1088 405 251 319
Beffes 21 1130 479 249 331
Altkirch 22 954 375 248 319
Contes 23 1173 340 242 294
Saint-Egreve 24 940 400 235 315
Gargenville 25 915 614 221 307
Dannes 26 953 33 210 239
Val-d “Azergues 27 901 334 201 264
Crechy 28 728 310 196 244
Frangey 29 800 272 190 235
Villiers-au-Bonin 30 732 276 177 245
Ranville 31 774 338 170 227
Pont-a-vendin 32 594 135 101 106
Chambery 33 376 160 92 126
Cruas 34 330 135 80 110
La Perelle 35 236 75 52 59
max - 3027 1230 755 1014
min - 236 33 52 59
priemer - 1321,171 491,7429 308,3143 398,2857
Stand. odchylka - 649,6976 277,8617 151,3029 203,479
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6.3 Priebeh vypoc¢tu a vyhodnotenie vysledkov

Pri vypoctoch hodnét efektivnosti a doplnkovych premennych a pri programovani
SBM modelu sme pouzili matematicky softvér MATLAB. Kedze islo o rieSenie tlo-
hy linedrneho programovania vyuzili sme zabudovanu funkciu linprog. Zdrojovy kod
SBM modelu s nezelatelnymi vystupmi pre konstantné a variabilné vynosy z rozsahu
je uvedeny v prilohe. Rovnako aj zdrojovy kod pre modifikovany CCR model typu
A a typu B je uvedeny tiez v prilohe. Numerické vypocty prebehli bez problémov.
Vysledky pre konstantné a variabilné vynosy z rozsahu st uvedené v Tab.3 - Tab.5.
Pre kazdu organiza¢nt jednotku DMU st v nich uvedené hodnoty efektivity, sklzy
pre vietky premenné t.j. s%, s¥, s¥" s¥"2 a hodnoty ), pricom v tabulkéich st uve-
dené iba premenné A, ktoré reprezentovali efektivne jednotky.

Z tabulky vysledkov pre konstantné vynosy z rozsahu (Tab.3) vidime, Ze iba
jedna organizacné jednotka nadobtida hodnotu efektivity 1, t.j. je efektivna. Ide
o francuzsku cementéaren Gargenville (DMU 25). Efektivna jednotka lezi na hrani-
ci efektivnosti a nemé v ziadnej premennej sklzy. KedZe sme v $tvorrozmernom
priestore je vysledok prekvapivy, ocakavali sme viac efektivnych jednotiek. Pred-
pokladame, Ze to moze byt sposobené vysokou korelackou medzi vstupmi a vystupmi,
ktora je uvedena v Tab.2:

Tab.2: Korelacia vstupov a vystupov

teplo cement | emisie COy | Skvara
teplo 1 0,904075 | 0,972785 0,9528
cement 0,904075 1 0,932925 | 0,945703
emisie CO, | 0,972785 | 0,932925 1 0,992861
skvara 0,9528 | 0,945703 | 0,992861 1

Po odstraneni dat efektivnej jednotky (t.j. pracovali sme uz len s 34 DMU) vysla
znova jedna oragniza¢né jednotka efektivna - cementaren Airvault (DMU 5). Pri
praci s tridsiatimi troma DMU (po odstraneni dat aj cementarne Airvault) vysli
dve organizacné jednotky efektivne - Couvrot a Ramuille.

Teraz sa vratime k naSej tabulke s vysledkami Tab.3. Iba jedna organiza¢na
jednotka je efektivna a ostatné cementérne pracuji, na zaklade vysledkov SBM
modelu, neefektivne. Ich miera efektivnosti je uvedenéa v tabulke. NajniZ§iu mieru
efektivnosti nadobuda organizatna jednotka 26 (Dannes) a jej hodnota je 0,0318.
Teraz sa blizsie pozrieme na to ako sa z neefektivnej jednotky moze stat efektivna t.j.
aby sa dostala na hranicu efektivnosti pomocou zniZenia vstupov a nezelatelnych
vystupov alebo zvysenia vystupov.

Blizsie sa pozrieme na jednotku 1 (Saint-Piree-la-Cour), ktorej hodnota miery
efektivity je 0,4772 a jej neefektivnost je zapri¢inena sklzmi v premennych vstupov
(vstupné teplo) a obidvoch nezelateInych vystupoch (emisie, skvéara). Odstranenim
tychto sklzov by sa dana jednotka dostala na hranicu efektivnosti. Kedze bola iba
jedna organiza¢nd jednotka efektivna tak tvori pre vSetky DMU referen¢nti mnozinu.
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Podobne, ak sa pozrieme na organizacnu jednotku 28 (Crechy), tak vidime, ze hod-
nota efektivnosti je 0,5016 CiZze organizacné jednotka nie je efektivna. Hodnoty
sklzov ndm hovoria ako je potrebné upravit proces na vyrobu cementu, aby cemen-
taren pracovala efektivne.

V Tab.4 je porovnanie vysledkov miery efektivnosti upraveného CCR modelu
(sposoby tpravy st uvedené v kapitolo 4.2), a to modelu A a modelu B, s vysledka-
mi miery efektivnosti SBM modelu.

CCR model je model s konstantnymi vynosmi z rozsahu, a preto na porovannie
vysledkov pouzivame SBM model s rovnakymi vynosmi z rozsahu. Pri programovani
CCR modelov sme pouzivali multiplikativny tvar alohy. V druhom stipci Tab.4 s
vysledky z upraveného CCR modelu, model A, kde nezelatelné vystupy sa snazime
minimalizovat zapoc¢itanim so zépornym znamienkom v tucelovej funkcii. V trefom
stlpci Tab.4 st uvedené vysledky upraveného modelu B, kde s nezelatelnymi vys-
tupmi pracujeme ako so vstupmi.

Najvyssie hodnoty efektivnosti st dosiahnuté pri pouziti druhého modelu (model B).
Porovnanim vysledkov CCR modelov je vidiet, Ze vysledné hodnoty sa vel mi nelisia.
Pri porovnani efektivity plati:

Espy < Eccr.

Toto je doésledkom toho, ze SBM model zohladiuje viac druhov neefektivnosti ako
CCR model.

Najvacsi rozptyl miery efektivnosti sme zaznamenali pri pouziti CCR modelu typu
B, kde miera efektivnosti sa pohybovala v rozmedzi 6,9% az 78,17%. Najnizsia
miera sa zaznamenala pri pouziti SBM modelu (3,18%). Na Obr.6 su tieto vysledky
znazornené graficky.
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Tab.3: Vysledky riesenia tilohy - konStantné vynosy z rozsahu

.. s(x S snl sn2(y

DMU || efektivita (Ml\(dB)tu) Vlé}(?()t vloé%)t V10(<)O)t Az
1 0,4772 | 1071,71 | 3,A1B-10 | 515,6679 | 658,3684 | 3,3080
2 0,4648 | 1427,496 | 5,7B-11 | 411,2001 | 476,2491 | 2,3051
3 0,5736 | 1108,264 | 3,14B-12 | 227,1445 | 292,7007 | 2,5729
i 0,462 | 1627,489 | 2,16B-13 | 353,7455 | 431,6087 | 2,4468
5 0,5907 | 1087,015 | 5,16B-10 | 189,479 | 219,5935 | 2,5607
6 0,4733 | 1218,889 | 2,83B-11 | 321,0004 | 406,1359 | 2,0154
7 0,3301 | 2051,828 | 6,58B-12 | 410,8058 | 516,7419 | 2,1850
8 0,3527 | 2360,646 | 5,27B-11 | 421,3260 | 428,1531 | 2,1474
9 0,3927 | 1815,635 | 1,1B-10 | 346,0483 | 429,8128 | 2,0143
10 0,3632 | 1049,339 | 2,55E-10 | 414,4562 | 342,402 | 1,8797
i1 0,4622 | 1007,572 | 1,82B-11 | 278,6755 | 336,6216 | 1,6026
2 0,4998 | 880,5522 | 1,6B-11 | 212,032 | 292,9816 | 1,6010
13 0,2548 | 4259,027 | 7,35B-10 | 545,5436 | 432,0828 | 2,3030
14 0,4738 | 820,0418 | 3,38E-12 | 258,0542 | 277,3907 | 1,4023
i5 0,4727 | 1006,135 | 2,125-13 | 228,4404 | 280,4032 | 1,5957
16 0,2307 | 2747,724 | 9,23E-11 | 661,8300 | 919,9597 | 1,5007
17 0,4567 | 754,5435 | 6,74B-11 | 229,1003 | 252,5415 | 1,1870
18 0,472 | 622,2458 | 7,2B-12 | 192,1621 | 208,1083 | 1,0436
19 0,4392 | 736,1111 | 2,41B-11 | 210,2671 | 246,1375 | 1,0699
20 0,4397 | 873,3227 | 1,82E-12 | 189,7003 | 210,0341 | 1,1892
21 0,5288 | 658,8502 | 8,6B-11 | 121,2375 | 144,837 | 1,2349
22 0,4543 | 674,6643 | 1,185-00 | 192,602 | 224,5025 | 1,0427
23 0,3300 | 1542,762 | 1,12B-11 | 276,306 | 287,0749 | 1,2820
24 0,507 | 542,2001 | 4,54E-12 | 143,5381 | 181,3424 | 1,0272
25 1 0 0 0 0 i

26 0,0318 | 17493,71 | 3,65B-10 | 3834,475 | 4306,286 | 1,0400
97 || 0,4397 | 730,0432 | 2,27E-13 | 146,2227 | 175,5793 | 0,9845
28 0,5016 | 410,2584 | 2,00E-12 | 133,0285 | 140,2452 | 0,7957
29 0,3802 | 778,777 | 4,88BE-12 | 181,745 | 195,3669 | 0,8741
30 0,435 | 570,8046 | 1,01B-11 | 138,1952 | 190,4101 | 0,8000
31 0,5515 | 415,4125 | 4,82B-11 | 74,28704 | 89,12838 | 0,8459
32 0,2617 | 1160,107 | 4,55B-11 | 154,7585 | 113,687 | 0,6492
33 0,5088 | 216,9811 | 4,32B-11 | 54,26199 | 72,53774 | 0,4110
34 0,484 | 211,3636 | 2,73E-11 | 51,51736 | 69,7093 | 0,3605
35 0,3695 | 262,2463 | 5,41B-13 | 52,79648 | 45,39621 | 0,2579

48
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Tab.4: Porovnanie CCR modelu s SBM

Nézov CCR CCR

cementarne bMU model A model B SBM
Saint-Piree-la-Cour 1 0,6055 0,6065 0,4772
Heming 2 0,5964 0,5977 0,4648
Couvrot 3 0,6799 0,7296 0,5736
Montalieu 4 0,5791 0,6350 0,4620
Airvault 5 0,6831 0,7817 0,5907
Le Teil 6 0,6021 0,6037 0,4733
La Malle 7 0,4935 0,5648 0,3801
Martres 8 0,4543 0,6063 0,3527
Origny 9 0,5038 0,59 0,3927
Cormeilles 10 0,4687 0,6276 0,3632
Lexos 11 0,5926 0,5937 0,4622
Beaucaire 12 0,6246 0,6265 0,4998
Lumbres 13 0,331 0,6207 0,2548
La Couronne 14 0,6075 0,6081 0,4738
Grave-de-Peille 15 0,592 0,636 0,4727
Bussac 16 0,3332 0,3338 0,2307
Havre-Saint-Vigor 17 0,5901 0,5907 0,4567
Port-la-Nouvelle 18 0,6055 0,6062 0,472
Rochefort 19 0,5708 0,5716 0,4392
Xeuilley 20 0,5547 0,6348 0,4397
Beffes 21 0,6317 0,7236 0,5288
Altkirch 22 0,5858 0,5878 0,4543
Contes 23 0,432 0,5782 0,3309
Saint-Egreve 24 0,6341 0,6349 0,507
Gargenville 25 1 1 1
Dannes 26 0,0516 0,069 0,0318
Val-d’Azergues 27 0,5524 0,6326 0,4397
Crechy 28 0,6346 0,6352 0,5016
Frangey 29 0,5067 0,5787 0,3892
Villiers-au-Bonin 30 0,5619 0,5633 0,435
Ranville 31 0,6508 0,7445 0,5515
Pont-a-vendin 32 0,3387 0,6368 0,2617
Chambery 33 0,6341 0,6349 0,5088
Cruas 34 0,6096 0,6136 0,484
La Perelle 35 0,4736 0,6356 0,3695
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Tab.5: Vysledky rieSenia tilohy - variabilné vynosy z rozsahu
.. s(x S snl sn2

DMU |- efektivita (Ml\S[B)tu) v 1(()}(7))0 t| v 10(()}(;)‘5 v 10(()}(;)‘5 M Ao Azs Ass
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
2 0,6393 480,0628 0 180,5063 | 209,0072 0 0,5 0,5 0
3 0,9593 10,9981 0 24,9992 48,9983 0 1 0 0
4 0,6546 529,2196 0 132,82 166,5142 0 0,5565 | 0,4435 0
) 1 0 0 0 0 0 1 0 0
6 0,5864 522,3078 0 156,9973 | 201,7932 0 0,2848 | 0,7152 0
7 0,4161 934,8938 0 189,2071 | 239,3347 0 0,1044 | 0,89564 0
8 0,3543 1068,855 0 190,6999 | 193,8983 0 0 0,97224 | 0,0278
9 0,4001 900,1279 0 172,2367 | 213,5757 0 0,0196 | 0,9804 0
10 0,3723 897,0305 0 190,8979 | 157,5957 0 0 0,8646 0,1355
11 0,4668 589,9898 0 163,714 | 198,2564 0 0 0,9424 0,0575
12 0,4998 549,9875 0 132,996 | 182,9945 0 0 1 0
13 0,2695 1376,03 0 173,7867 | 137,1836 0 0 0,7291 0,2709
14 0,4892 482,6575 0 152,533 | 164,8707 0 0 0,8312 0,1688
15 0,478 587,8015 0 133,6577 | 164,6404 0 0 0,9369 0,0631
16 0,2708 844,7002 0 206,2461 | 294,2373 0 0 0,4304 0,5695
17 0,4933 402,7548 0 126,6919 | 141,6604 0 0 0,6586 | 0,34146
18 0,5239 324,7669 0 105,8662 | 116,9911 0 0 0,5808 0,4194
19 0,4916 365,051 0 108,938 130,968 0 0 0,5566 0,4434
20 0,4831 436,3298 0 95,6334 | 108,1664 0 0 0,6123 0,3877
21 0,5583 385,0968 0 70,3311 86,1185 0 0 0,7495 0,2505
22 0,5089 340,1189 0 101,9307 | 121,9593 0 0 0,5566 | 0,44346
23 0,3809 603,1888 0 106,9153 | 113,0751 0 0 0,4917 0,5084
24 0,5593 | 2945365 0 81,1019 | 106,4685 | 0 0 0,6029 | 0,3971
25 1 0 0 0 0 0 0 1 0
26 0,1286 717,0647 41,999 157,9965 | 179,9961 0 0 0 1
27 0,5112 338,7865 0 67,7953 85,8351 0 0 0,4805 0,5195
28 0,5968 195,9344 0 70,3163 76,8728 0 0 0,436 0,5640
29 0,4823 315,8489 0 76,2348 85,3613 0 0 0,3655 0,6346
30 0,5373 242.8163 0 61,9769 93,5162 0 0 0,3729 0,6271
31 0,6437 206,6727 0 35,5383 46,991 0 0 0,4879 0,5121
32 0,4520 282,3816 0 30,1878 19,3936 0 0 0,1113 0,8887
33 0,8131 32,8807 0 13,3495 27,8920 0 0 0,1577 0,8423
34 0,8513 18,4117 0 9,1871 23,3926 0 0 0,1114 0,8886
35 1 0 0 0 0 0 0 0 1
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Ako si mdzeme vSimnit pri pouziti variabilnych vynosoch z rozsahu méme pocho-
pitelne viac efektivnych jednotiek ako pri pouziti konstantnych vynosoch z rozsahu.
7 tabulky vidime, Ze mame Styri organizacné jednotky efektivne, ide o cemen-
tarne Saint-Piree-la-Cour (DMU 1), Airvault (DMU 5), Gargenville (DMU 25) a La
Perelle (DMU 35). Tieto jednotky lezia na hranici efektivnosti a nemaju v ziadnej
premennej sklzy.

Teraz sa pozrieme ako neefektivne organizacné jednotky mozeme premietnut na
hranicu efektivnosti.

Blizsie sa budeme zaoberat napriklad neefektivnou organiza¢nou jednotkou 3,
ktora méa hodnotu efektivity 0,9593 a jej neefektivnost je sposobena sklzmi vo vstu-
pe a v nezelatelnych vystupoch. Na efektivnu hranicu sa moze dostat zniZenim
vstupnej teploty na spracovanie materialu o 10,9981 MMBtu a stcasne znizenim
obidvoch neZzelateInych vystupov - produkciu emisif o 249 992 ton a produkciu
skvary o 48 998,3 ton. Dalej vidime, Ze nenulova hodnota A\ je A5 z ¢oho dosta-
vame referenéntt mnozinu, ktora tvori cementaren Airvault (DMU 5).

Teraz si rozoberieme dalSiu organiza¢nu jednotku, v pripade ktorej je referencné
mnozina tvorend viacerymi organiza¢nymi jednotkami. Budeme sa zaoberat ce-
mentariou Xeuilley (DMU 20). Rovnako ako v predchédzajicom pripade organi-
zaCné jednotka nie je efektivna a miera efektivnosti je 0,4831. Na to, aby sa z tejto
organiza¢nej jednotky stala efektivna jednotka je potrebné, aby znizila svoj vstup o
436,3298 MMBtu a sticasne je potrebné znizenie produkcie cementu na 95 533,4 ton
a redukcia produkcie skvary o 108 166,4 ton. Hodnota g5 = 0,6123 a A35 = 0, 3877
z ¢oho dostavame referenénit mnozinu, ktora je tvorend cementarnami Gargenville
(DMU 25) a La Perelle (DMU 35).

Moézeme si vsimnit v tabulke, Ze iba jedna organizaéna jednotka (DMU 26) ma
nenulovit hodnotu sklzu pri produkcii cementu. Na to, aby sa tato jednotka sta-
la efektivna je potrebné zniZzenie vstupov o 717,0647 MMBtu, zniZzenie produkcie
emisie o 157 996,5 ton ako aj produkcie skvary o 179 996,1 ton a zvySenie produkcie
cementu o 41 999 ton. V tomto pripade referenéni mnozinu tvori cementaren La
Perelle (DMU 35).

Teraz sa budeme zaoberat vyslednymi hodnotami parametra A. Velmi zaujimavé
je si vSimnut ako ¢asto sa efektivne jednotky vyskytuju v referenénych mnozinach
neefektivnych jednotiek. Najviac v referenénych mnozinach vystupuje cementéren
Gargenuville, potom cementaren La Perelle. Efektivna organiza¢na jednotka DMU 1
(Sain-Piree-la-Cour) netvori referenéni mnozinu ziadnej neefektivnej jednotke t.j.
ziadna neefektivna jednotka nie je s fiou porovnavana.

Vsimnime si na Obr.7, Ze vSetky hodnoty efektivnosti st vyssie s pouzitim variabil-
nych vynosoch z rozsahu.
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Zéakladnym cieflom vyrobnych podnikov a spolo¢nosti je, aby pracovali efektivne
t.j. minimalizovali hodnoty vstupov a hodnoty nezelatelnych vystupov, pri¢om
stcasne maximalizovali svoju produkciu. V pripade, ak organizacna jednotka je
neefektivna, tak nastava otazka ako treba postupovat vo vyrobnom procese resp.
aké zmeny je potrebné uskuto¢nit, aby sa stala efektivnou jednotkou.

Teraz sa zamyslime nad tym, ako mézeme vyuzit vysledky eko-efektivnosti na spravo-
dlivejsie rozdelenie emisovych kvot pre Staty, ktoré tieto emisie prideluju svojim
vyrobnym podnikom resp. spolo¢nostiam prispievajicim k znecistovaniu ovzdusia.
Ak nejaka organizacné jednotka pracuje efektivne moze tazsie znizovat pocet emisif
ako neefektivna jednotka. Z tohoto dostévame, ze emisné kvoty by mali byt ,, prisnej-
Sie“ pre neefektivne organizacné jednotky. Neefektivna jednotka na zniZenie emisii
moze vyuzit modernizaciu svojho vyrobného procesu, pricom efektivna jednotka
hlavne zniZzenie produkcie, ¢o nie je najrozumnejsie rieSenie. Ako rieSenie vidime,
ak nejakd organizacna jednotka je efektivna, emisie pre d'alsi rok by mali ostat na
rovnakej trovni. Pri neefektivnej organizacnej jednotke je potrebné, aby dostala
nizsi pocet emisnych kvét v porovnani s predchédzajicim obdobim o pocet kvot,
pri ktorom by pracovala efektivne. Tento pocet je vypocitany ako sklz pre neze-
latIny vysup.

Tiez by bolo vhodné navrhnut ur¢ity sposob motivécie (finanény prispevok na moder-
nizaciu vyrobného procesu v podnikoch) pre efektivne organizacné jednotky, aby aj
napriek tomu, Ze spliiaji podmienky emisii sa snazili pracovat s lepsimi vysledkami
aké dosahovali doteraz. Pre neefektivne organizacné jednotky naopak nejaké sankcie
ako je navrhnuté pri obchodovani s emisiami.
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7 Zaver

Cielom diplomovej prace bolo oboznamit ¢itatela s metodou Data Envelopment
Analysis (DEA ), poukazat na mozné modifikacie zakladnych DEA modelov pre rieSe-
nie tloh s neZelateInymi vystupmi a aplikdcia upraveného SBM modelu na realne
data - franctzske cementarne.

DEA meto6da poniika moznosti na ohodnotenie efektivnosti organizacnych jednotiek
v ramci danej skupiny. Na zaciatku sme si vysvetlili zakladnta myslienku DEA
modelov a stcasne aj moznosti vyuzitia. Ukazali sme si rieSenia jednoduchych
prikladov ako aj ich graficka interpretaciu. Vysvetlili sme si na nich zékladné pojmy
z DEA modelov, ktoré sme neskor definovali.

V zakladnej teoretickej ¢asti sme sa zaoberali prvopociato¢nymi orientovanymi mo-
delmi - CCR a BCC model. Ukazali sme si ako ich mézeme odvodit jednoduchymi
upravami z tlohy matematického programovania. Postupne sme presli k vysvetleniu
zlozitejsich modelov ako st aditivny model s vihami a Slacks-Based Measure (SBM)
model, ktory je zalozeny na merani sklzov. Literataru, ktorti sme pouzili na spra-
covanie tejto Casti bola prevazne pisana rozdielnou symbolikou. V diplomovej praci
sme ujednotili tito symboliku na vektorovi.

V dalsej ¢asti sme sa zamerali na rozsirenie zakladnych modelov na riesenie tlohy
s nezelatelnymi vystupmi, ktoré boli zozbierané z dostupnej literatury tykajucej sa
tejto problematiky. Modifikdciu CCR modelu sme spracovali pomocou [8]. Aditivny
model bol hlbsie rozoberany v [5] a pri iprave SBM modelu na pracu s nezelatel ny-
mi vystupmi sme ponajviac vyuzivali [12]. Pomocou modifikovanych modelov sme
vysvetlili v poslednych rokoch ¢asto rozoberany pojem eko-efektivnosti z pohladu
DEA modelov.

V praktickej Casti sme sa zaoberali aplikiciou modifikovaného SBM modelu na
vypocet eko-efektivnosti pre redlne data francizskych cementarni. V danom pripade
sme mali dva nezelatelné vystupy - emisie CO; a skvaru. Vysledky vypoctov nam
pomohli najst nedostatky v eko-efektivnosti jednotlivych cementérni a poukazuju
na moznost ich odstranenia, aby organiza¢na jednotka pracovala efektivne.

Ako urcite vacgine Tudi neuniklo pozornosti, ze v poslednom obdobi sa vo velkej
miere rozoberd vo svete problematika zniZzenia sklenikovych plynov ako aj obcho-
dovanie s emisiami. Na zaklade tohto na zaver diplomovej préace diskutujeme ako
mozno vyuzit vysledky eko-efektivnosti na spravodlivé rozdelenie emisovych kvot
pre jednotlivé krajiny.
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Tab.6: Informécie o povolenej vyske emisii v krajinach EU, v miliénoch tén CO, °

& ) . . .. Pripustené Dodatoc¢ne | JI/CDM!! limit
Veflske roky emisie | navrh krajin EK pridelenie 9008-2012
Staty 2005-2007 2005 2008-2012 9008-2012 92008-2012 v %

Belgicko 62.1 55.98 63.3 58.5 (92.4%) 5.0 8.4

Bulharsko 42.3 40.6 67.6 42.3 (62.6%) na 12.55

Cyprus 5.7 5.1 7.12 5.48 (77%) na 10

CR 97.6 82.5 101.9 86.8 (85.2%) na 10

Dansko 335 265 215 24.5 (100%) 0 17.01

Estonsko 19 12.62 24.38 12.72 (52.2 %) 0.31 0

Finsko 45.5 33.1 39.6 37.6 (94.8%) 0.4 10

Francuzsko 156.5 131.3 132.8 132.8 (100%) 5.1 13.5

Grécko 74.4 71.3 75.5 69.1 (91.5%) na 9

Holandsko 95.3 80.35 90.4 85.8 (94.9%) 4.0 10
frsko 22.3 92.4 22.6 92.3 (98.6%) na 10
Litva 123 6.6 16.6 8.8 (53%) 0.05 20
Lotyssko 4.6 2.9 7.7 3.43 (44.5%) na 10
Luxembursko 3.4 2.6 3.95 2.5 (63%) na 10
Madarsko 31.3 26.0 30.7 26.9 (87.6 %) 1.43 10
Malta 2.9 1.98 2.96 2.1 (711%) na -
Nemecko 499 474 482 453.1 (94 %) 11.0 20
Polsko 239.1 203.1 284.6 208.5 (73.3%) 6.3 10
Portugalsko 38.9 36.4 35.9 34.8 (96.9%) 0.77 10
Rakisko 33.0 334 32.8 30.7 (93.6%) 0.35 10
Rumunsko 74.8 70.8 95.7 75.9 (79.3%) na 10
Slovensko 30.5 25.2 41.3 32.6 (78.9%) 1.78 7
Slovinsko 8.8 8.7 8.3 8.3 (100%) na 15.76
Spanielsko 1744 182.9 152.7 152.3 (99.7%) 6.7 cca. 20
Svedsko 22.9 19.3 25.2 22.8 (90.5%) 2.0 10
Taliansko 223.1 225.5 209 195.8 (93.7%) nk 10
UK 245.3 242.4 246.2 246.2 (100%) 9.5 8
SUMA ][ 2298.2 | 2122.16 | 2325.34 | 2082.68 (89.56%) |  54.69 -

1

I1P/07/1869& format = HT M L&aged = 0&language = EN&guiLanguage = en

11V ramci EU ETS mézu &lenské staty svojim prevadzkovatelom povolif, aby rovnako, ako na pokrytie svo-
jich emisii pouzivaja kvoty ETS, pouzivali aj kredity z projektov na znizovanie emisii, ktoré sa realizuja v tretich
krajinach. Tieto projekty musia byt oficidlne uznané v ramci mechanizmov Kjoétskeho protokolu, ktorymi st mech-
anizmus spolo¢nej implementécie (Joint Implementation, JI, t.j. projekty, ktoré sa realizuja v krajinach s cielom
zniZenia emisii v zmysle protokolu) alebo mechanizmus &istého rozvoja (Clean Development, CDM, t.j. projekty,
ktoré sa realizuju v rozvojovych krajinach). Kredity z projektov JI st zname ako jednotky zniZenia emisii (Emission
Reduction Units, ERU) a kredity z projektov CDM ako certifikované zniZenia emisii (Certified Emissions Reductions,

CER).

Ouvedena tabul'ka je ziskané z internetovej stranky http : //europa.eu/rapid/pressReleases Action.do?re ference =




Zdrojové kody programov

Vstupné data pre franciuzske cementarne:

Yovstup:
x—[3027:2109;2354;2230:2343; 1844;1999;1965; 1843;1720;1466;1465:2107;
1283;1460;1373;1086;955;979;1088;1130;954;1173;940;915;953;901;728;
800;732;774:594:376:330:236];

%zelatelny vystup - cement
y=[1230;844;1074;870;1074;745;662;599;623;541;583;614;468;523;580;307;
430;388;375;405;479;375;340;400;614;33;334;310;272;276;338;135;160;135;75];

Y%nezelateIny vystup 1 - emisie CO4
ynl=[755;549;541;518;516;462;441;407;399;389;375;354;349;345;344;331;290;
256:255:251:249;248:242:235:221:210;201:196;190; 177;170;101:92:80;52];

Y%nezelatelny vystup 2 - skvara
yn2=[1014;706;736;685;687;617;586;494;528;431;491;490;377;430;456;460;364;
320;328;319;331;319;294;315;307;239;264;244;235;245;227;106;126;110;59];

Program pre SBM model
function [efektivita, lambda, sx, sy, snly, sn2y| = sbm(x, y, ynl, yn2, o)

Y%vyber hodnot pre aktuilne spracovavani jednotku
x0 = x(0,:);

yo = y(0,:);

ynlo = ynl(o,:);

yn2o = yn2(o,:);

n = length(x); %pocet jednotieck DMU

m = size(x,2); %podet vstupov

s = size(y,2); %pocet Zelatelnych vystupov

sl = size(ynl,2); %pocet nezelatelnych vystupov 1
s2 = size(yn2,2);  %pocet nezelatelnych vystupov 2

% vyjadrenie minimalizovanej funkcie (u¢elovej funkcie)
ex = -1./(m*xo);
f = [1; zeros(n,1); ex; 0; 0; 0];

% zapis rovnicovych ohranic¢eni: Aeq x x = beq
Aeq =1 zeros(lmn) 0 1/(yo*(s+sl+s2)) 1/(ynlo*(s+sl+s2))  1/(yn20*(s+sl+s2));

-x0 X 1 0 0 0;
-yo Yy’ 0 -1 0 0;
-ynlo ynl’ 0 0 1 0;
-yn2o yn2’ 0 0 0 1
(-1) ones(1,n) zeros(s,m) zeros(s,m) zeros(s,m) zeros(s,m)];

% posledny riadok matice Aeq je pre variabilné vynosy z rozsahu
beq = [1; 0; 0; 0; 0;0];

% zapis Az <b
A = -eye(14+n+m-+s+sl+s2);



b = zeros(1+n-+m-+s+sl+s2,1);

% vyuZitie funkcie linprog na rieSenie nasej tlohy

[optlin, e fektivita, exit flag, Ipoutput] = linprog(f, A, b, Aeq, beq);
t = optlin(1);

lambda = optlin(2 : n + 1);

sx = optlin(37);

sy = optlin(38);

snly = optlin(39);

sn2y = optlin(40);

% vypis vysledkov

vysledok = [];

n=length(x);

for o=1:n

disp(’lambda o=")

disp(o0);

[efektivita, lambda, sz (0), sy(o0), snly(o), sn2y(o)] = sbmspravne(z,y,ynl,yn2,o0);
vysledok(o)=efektivita,;

disp(lambda);

end;

disp(efektivita’)
disp(vysledok’);
disp(’sx’)
disp(sx’);
disp(’sy’)
disp(sy’);
disp(’snly’)

(
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disp(snly’);
disp(’sn2y’)
disp(sn2y’);

Program pre CCR model A
function efektivita = CCR(x, y, ynl, yn2, o)

%vyber hodnot pre aktuélne spracovavant jednotku
x0 = x(0,:);

yo = y(0,);

ynlo = ynl(o,:);

yn2o = yn2(o,:);

n = size(x,1);  %pocet jednotiek DMU
m = size(x,2); %podet vstupov
s = size(y,2);  %pocet vystupov

f = -[zeros(1,m) yo -ynlo -yn20| ; % ucelové funkcia
A =[x y -ynl -yn2 |; % lava strana podmienky s nerovnostou

b = zeros(1,n); % prava strana podmienky s nerovnostou
Ib = zeros(1, m+s-+s-+s);



Aeq = [xo zeros(1,s) zeros(1,s) zeros(1,s)];
beq = 1;

[optlin, fval, exit flag, Ipoutput] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib); efektivita = -fval;

% vypis vysledkov

for o=1:length(x)
efektivita(o)=CCR1(x, y, ynl, yn2, o);
end; disp(’efektivita’)

disp(efektivita’);

Program pre CCR model B
function efektivita = CCR(vstup, vystup, vystupnl, vystupn2, o)

x = vstup; y = vystup; ynl = vystupnl; yn2 = vystupnZ2;
%vyber hodnot pre aktuélne spracovavant jednotku

x0 = x(0,:);

yo = y(0,:);

ynlo = ynl(o,:);

yn2o = yn2(o,:);

n = size(x,1); %pocet jednotick DMU
m = size(x,2); %polet vstupov
s = size(y,2); %pocet vystupov

f = -|zeros(1,m) yo zeros(1,m) zeros(1,m)|; % ucelové funkcia

A =[x y-ynl -yn2]; % lava strana podmienky s nerovnostou
b = zeros(1,n); % prava strana podmienky s nerovnostou
Ib = zeros(1, m+s-+s-+s);

Aeq = [x0 zeros(1,s) ynlo yn2o|;
beq = ones(size(Aeq,1), 1);

[optlin, fval, exit flag, Ipoutput] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib);
efektivita = -fval;

% vypis vysledkov

for o=1:length(x)
efektivita(o)=CCR2(x, y, ynl, yn2, o);
end; disp(’efektivita’)

disp(efektivita’);



