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Abstrakt

V tejto diplomovej praci sa bliz§ie zaoberdme jednou z metdd investi¢ného
rozhodovania, tzv. metddou redlnej opcie, ktord je zalozena na vyuziti analogie in-
vesticnej prilezitosti s financ¢nou opciou. Uvedieme priklad projektu a taktiez jednu
z moznosti jeho rieSenia (vyuzitim parcialnych diferencialnych rovnic a ich nume-
rického riegenia). Ulohu dalej rozsirime o pohlad regulatora, ktory optimalizuje ¢as

zésahu do stochastickej ceny aktiva (zavedenie dane) pri¢om sleduje dany ciel.

Krlacové slova: realna opcia, NPV, investi¢na analyza, volna hranica, stochastické

diferencialne rovnice

Abstract

This work demonstrates one of the methods of investment analysis — real
option approach that is based on analogy between investment opportunity and finan-
cial option. We introduce a model of optimal realization of project and we provide
a presentation of possible solution technique (transformation of stated problem into
a sequence of partial differential equations and its numerical solution). Moreover,
we analyze optimal time of regulator’s intervention on the stochastic price of under-

lying asset (put the tax) in order to achieve specified aim.

Keywords: real option, NPV, investment analysis, free boundary problem, sto-

chastic differential equations
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Zoznam skratiek a symbolov

NPV — Net present value (¢ista sic¢asna hodnota finanénych tokov)
W, — Wienerov proces

S; — cena komodity

t — Cas

r — stav

1 — drift stochastického procesu

o — volatilita stochastického procesu

r — urokova miera p.a.

d — hodnota dane alebo iného vplyvu regulatora na cenu komodity

i1 — drift stochastického procesu modelujiiceho cenu komodity v obdobi pred zéasa-

hom vlady

(e — drift stochastického procesu modelujiceho cenu komodity v obdobi po zasahu

vlady

01 — volatilita stochastického procesu modelujiceho cenu komodity v obdobi pred zasa-

hom vlady

0o — volatilita stochastického procesu modelujticeho cenu komodity v obdobi po zasahu

vlady

t* — cCas zasahu vlady



T — maturita realnej opcie

I — vyska investicie (expira¢na cena opcie)

N (p, 0?) — normélne rozdelenie so strednou hodnotou p a disperziou o2
71 (St t) — funkeia nékladov pred investiciou

mo(St, t) — funkcia nakladov po realizacii investicie

V (S, t) — ocakavana ¢ista sucasna hodnota budicich penaZznych tokov od ¢asu ¢
do ¢asu T' za predpokladu, zZe sa firma rozhoduje optimélne vo vSetkych budu-

cich ¢asovych okamihoch

Vo(S;,t) — ocakavana Cista sucasnd hodnota vsetkych budicich penaznych tokov
od ¢asu t do ¢asu T za predpokladu, Ze spolo¢nost investovala v minulosti

(do ¢asu t)

S¢(t) — funkcia (tzv. volna hranica) rozdelujtca rovinu (¢, S;) na oblast, kedy je

optimalne investovat a oblast, kedy je naopak vyhodnejSie neinvestovat
X — produkcia CO4 v tonach pred uskuto¢nenim investicie
Y — produkcia COs v tonach po uskutocneni investicie
A — fixné naklady pred uskuto¢nenim investicie
B — fixné naklady po uskutoc¢neni investicie

G(&,t) — Greenova funkcia



Uvod

S rozvojom teoretickych znalosti o finanénych opciach sa vedecké verejnost
zaCala zaoberat mysSlienkou aplikicie tedrie opcii aj do inych odvetvi. Podob-
nost definicie americkej finan¢nej opcie s investi¢nou prilezitostou spolo¢nosti viedlo
k zavedeniu pojmu realnej opcie. Tento koncept poskytuje iny pohlad na opti-
malitu rozhodovania sa o realizicii investicie. Doteraz najviac pouzivand metoda
Cistej sucasnej hodnoty (NPV) plati iba za urc¢itych predpokladov (tiplné navratnost
vstupnych nakladov v pripade odstipenia od projektu, moznost investovat teraz
alebo nikdy, deterministicky vyvoj vstupnych parametrov), ktoré viacsina realnych
investi¢nych prilezitosti nespliia. Na druhej strane teéria realnych opcii prinasa
do tejto problematiky vac¢siu flexibilitu: zohladfiuje mozZnost odlozit rozhodnutie

na neskor a dynamicky (¢asto stochasticky) vyvoj vstupnych parametrov.

Na rozdiel od finan¢nych opcii, kedy je primarnym cieflom uréit ich hodnotu, v reél-
nych opciach sa vicsi doraz kladie na urcenie hranice, ktord manazérom poskytne
presny navod za akych podmienok investovat a za akych naopak vyuzit moznost
odlozit rozhodnutie na neskor. Vzhladom na poziadavku silného matematického
zdzemia pri praci s readlnymi opciami tento pristup zatial v praxi nie je Standardne
vyuzivany, ¢o vSak vedie k zvySenej snahe spristupnit tito mysSlienku verejnosti.
V tejto diplomovej praci uvedieme pojem redlnej opcie, jej analdgiu s finan¢ny-
mi opciami a zameriame sa odvodenie modelovej situdcie investi¢nej prilezitosti,
ktora je riadena stochastickou cenou komodity. Nésledne tento model aplikujeme
na konkrétnu situaciu z oblasti obchodovania s emisiami. Nakoniec ukizeme, ako
moze byt existencia vSeobecne znadmej dynamickej hranice rozhodovania vyuzita

autoritou, ktorej usilim je za pomoci regulicie ceny komodity (zavedenia dane)



dosiahnut zvySenie poc¢tu spolo¢nosti, ktoré realizuju projekt v ur¢enom ¢asovom

horizonte.

Diplomova praca je rozdelend do Siestich kapitol. V prvej sa venujeme rozdielom
v pristupe analyzy investicie pomocou NPV a redlnej opcie a demonstrujeme ich
na priklade. Porovnanie finan¢nej a reélnej opcie je obsahom druhej kapitoly. Tre-
tia kapitola poskytuje zakladné matematické poznatky z teorie stochastického kalku-
lu. V Stvrtej kapitole vSeobecne definujeme model projektu. Tento model v piatej
kapitole rozsirime predpokladom vstupu regulatora na trh a numericky vyriesime
pre konkrétne parametre. Siesta kapitola sa zaobera moznostami rozsirenia modelu.
Koncipovanie textu predpokladd dobri matematicka zru¢nost ¢itatela a jeho skuse-

nost s oceniovanim finanénych opcii.



Kapitola 1

Metody investiéného rozhodovania

Investicia je v ekondmii ¢asto definovand ako akt obetovania sucasnych na-
kladov v prospech ocakavanych budtcich ziskov. VécSina investiénych rozhodnuti

mé tri zakladné charakteristiky:

e Nendvratnost — ak bola investicia tplne alebo ¢iastocne realizovand, nie je

mozné vratenie nakladov v pripade odstipenia od zameru.

e Neistota — prijmy (pripadne aj néklady) st stochastické veli¢iny a ich budici

¢asovy vyvoj nie je znamy v case rozhodnutia.

e Nacasovanie — rozhodnutie je mozné oddialit za Gcelom ziskania novych in-

forméacii.

Klasicka tedria zjednoduSuje problematiku investi¢éného rozhodovania na urcenie
znamienka ¢istej stcasnej hodnoty budicich peiaznych tokov (NPV = net present
value): investovaft, ak do sucasnosti diskontované budice prijmy prevysuju diskon-
tované budice naklady, v opa¢nom pripade neinvestovat. V procese vypoctu Cistej
stic¢asnej hodnoty buditcich penaznych tokov sa vSak vynaraji mnohé problémy,
ako napriklad odhad ocakavaného toku buducich prijmov, inflicie alebo diskont-
nych faktorov. Veli¢iny stochastického charakteru si v tomto pristupe nahradzané
ich strednymi hodnotami. Tato metéda taktiez predpoklada iba jednu z dvoch
moznosti: uplni ndvratnost ndkladov v pripade odstipenia od projektu alebo moznost

investovat teraz alebo nikdy”. Tato podmienku viak nesplia vidsina realnych
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investicii.

Profesor Myers ako prvy vo svojom ¢lanku s nazvom ,Determinants of Corpo-
rate Borrowing”! pouzil pojem redlna opcia a poukazal na vztah medzi finanénymi
opciami a moznostami objavujicimi sa v procese investi¢éného rozhodovania. Pra-
vo odlozit rozhodnutie o nendvratnej investicii na neskor za tucelom ziskania novej
informdcie mé na investorove spravanie zasadny vplyv, a preto klasicka teoria vyuzi-
vajuca analyzu pomocou NPV nevedie vzdy k optimélnej rozhodovacej stratégii.

V nasledujicej ¢asti 1.1 porovname investi¢né rozhodnutia analyzované na zaklade

pristupu NPV a reédlnej opcie.

1.1 Porovnanie pristupu NPV a reilnej opcie

Pre nazornejsie pochopenie rézneho pristupu rozhodovania na zaklade ¢istej
stcasnej hodnoty (NPV) a tzv. realnej opcie uvedieme jednoduchy priklad.
Predstavme si, ze pri kopani studne v zdhrade sme narazili na zlatd zilu o objeme
1000 trojskych unci (1 trojska unca = 31.10348 gramu). Predpokladame, Ze cena
zlata je vysledkom nahodného procesu: dnes je jeho hodnota 500$ za uncu, buda-
ci rok vzrastie na hodnotu 600$/unca s pravdepodobnostou 0.6 respektive klesne
na hodnotu 350 $/unca s pravdepodobnostou 0.4 (v pripade, Ze pokusné vrty v za-

padnej Azii objavia nové zdroje zlata). Naklady na tazbu predstavuju 450 $/unca.

Stojime pred rozhodnutim, ¢i zlato vytazit dnes (stratégia I) alebo tazbu odlozit
o rok (stratégia II), pricom predpokladame, 7e vSetko zlato bude predané ihned
za aktudlnu cenu. f)alej uvazujeme, ze cenové riziko je perfektne diferzifikované,
a teda buduce penazné toky diskontujeme bezrizikovou trokovou mierou 5% per

alnnurn.

Rozhodovanie na zdklade NPV

Ako uz bolo spomenuté v ivode tejto kapitoly, ¢ista stucasna hodnota investi-

cie je definovand ako rozdiel suc¢asnej hodnoty prijmov a suc¢asnej hodnoty nakladov,

"Uverejneny v Journal of Finance v roku 1977 [9].



ktoré si s touto investiciou spojené. V pripade, Ze hodnota NPV >0 (diskontované
prijmy prevysuju diskontované naklady), manazér odporu¢ni akceptovat tato in-
vesticiu. Naopak pri zdpornom znamienku investi¢na prilezitost zamieta.
Aplikujme teda tito metodu na uvedeny priklad:

Analyzovanim stratégie I dostavame
NPV™ =1000 x (—450 4 500) = 50000$ > 0

Uvazujme teraz stratégiu II:

e Ak cena zlata v budicom roku zaznamend pozitivny trend

1000 x (—450 -+ 600)

NPy — = 142860
up 1.05 5
o Ak cena zlata v budicom roku klesne
1 —4
NPyl 000 x (—450 + 350) 959408

down 1.05

A teda
NPV = 0.6 x NPV +04 x NPV = 476208

down

Kedze ¢ista sucasna hodnota stratégie I je vacsia ako stratégie IT (500008 > 476203),

tazba okamzite sa javi ako vyhodnejsia.

Rozhodovanie na zdklade pristupu redlnej opcie

V pripade vypoctu zalozenom na zéklade pristupu redlnej opcie sa taktiez
rozhodujeme medzi stratégiou I a stratégiou II, avSak zohladnime fakt, ze odloZenie

rozhodnutia o rok (stratégia II) poskytne novi informéciu o cene zlata.

Cist4 sticasna hodnota investicie dnes sa vypocita rovnako, ako bolo uvedené v pred-
chadzajicom pristupe (NPV*T = NPV™ = 50000%). Rozdiel nastéva pri stratégii
II, kedy opciu investovat uplatnime len v pripade, Ze cena zlata vzrastie, kym v pri-
pade jej poklesu tazbu neuskutoénime (NPV2! = 142860, ale NPV — ().

Potom dostavame
NPV = 0.6 x NPVl +0.4 x NPV, = 857168

9



Kedze NPV = 85716 > 50000 = NPV?! uvedeni metdda rozhodovania po-
vazuje za optimalnu stratégiu pockat jeden rok a potom sa na zéklade trhovej ceny

zlata priklonit k lepSiemu rieSeniu.

Predchadzajuci priklad poukazuje na skuto¢nost, ze nielenze kazdy z pristupov ohod-
nocuje projekt inak (pouzijuc klasicky NPV pristup mé investicia hodnotu 500008,
pristup redlnej opcie ohodnocuje tuto prilezitost na 85716$), ale za optimélne po-

vazuje diametralne odlisné stratégie.

Doteraz casto vyuzivany pristup NPV teda celi kritike najmé z doévodu zanedbania
moznosti flexibilného rozhodovania na zaklade novej informécie. f)alej si vSimnime,
ze rozdiel 85716% — 50000$ = 35716$ predstavuje hodnotu, o ktora je prilezitost
investovat teraz alebo o rok cenneSia oproti moznosti investovat teraz alebo nikdy.

Kedze vac¢sinu redlnych investiénych prileZitosti je mozné uskutoc¢nit v nejakom
¢asovom intervale a rozhodnutia su prijimané na zaklade vSetkych v danom okami-
hu dostupnych informécii, tedéria redlnych opcii oproti analyze pomocou NPV lepsie

popisuje realitu.
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Kapitola 2

Realna opcia

Analdgia medzi finanénymi a redlnymi opciami je zrejméa z definicii oboch

spomenutych nastrojov:

Definicia 2.1 (Americka call (put) opcia) Predstavuje prdvo, nie viak povin-
nost, kipit (predat) podkladové aktivum (najcastejsie akciu) za vopred stanoveni

expiracni cenu kedykolvek do casu T (maturity).

Definicia 2.2 (Realna opcia) Poskytuje prdvo, nie vsak povinnost, investovat ur-
ity financny obnos (kipit dané podkladové aktivum za vopred stanoveni expiracni

cenu) do stanoveného casu (maturity) a ziskat projekt (podkladové aktivum).*

Investi¢na prilezitost je teda analogicka americkej call opcii, pricom vztahy medzi
vstupnymi parametrami pre finan¢énu a realnu opciu su uvedené v tabulke 2.1.

Investicia sa povazuje za nenavratni. Ak firma investuje, vyuzije dani opciu, avsak
vzdava sa moznosti dalsieho odkladu rozhodnutia (ndklady stratenej prileZitosti).
Pripomenme, Ze v oboch spomenutych definicidch predpokladame stochasticky vyvoj

ceny podkladového aktiva.

I Dixit, Pindyck, 1994, str.30 [1].
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Redalna opcia Premenna | Finan¢na opcia
Hodnota projektu S Cena akcie

Néaklady na investiciu I Expira¢né cena opcie
Cas, dokedy je mozné investiciu uskutocnit T Maturita opcie
Penazné toky plynitice z investicie ) Dividendovy vynos
Casové hodnota penazi r Bezrizik. trokova miera
Rizikovost projektu o? Volatilita akcie

Tabulka 2.1: Porovnanie realnej a finan¢nej americkej call opcie na akciu vyplacajicu

dividendy.
2.1 Typy readlnych opcii

V predchédzajicej ¢asti sme definovali redlnu opciu popisujicu jednoduchu
investi¢nu prilezitost. V praxi je takmer kazdé rozhodovanie mozné popisat urc¢itym
typom realnej opcie.

Dixit a Pindyck, 1994 [1] uvadzaju priklad manzelstva, kedy Stastie paru zavisi
od stochastickych ndhodnych udalosti, ktoré sa v kazdodennom Zzivote vyskytnu.
Expiracné cena tejto opcie rastie s rasticimi nakladmi na rozvod alebo socidlnym
odstdenim rozluky manzelov (ndbozenské prekazky). Cim vii&sie su tieto prekazky,
tym cennejsia je moznost so sobasom pockat a najst ¢o mozno najvyhovujicejsieho
partnera.

Inym prikladom je rozhodovanie o stupni dosiahnutého vzdelania. Redlnu opciu
tu predstavuje moznost dalsiecho Studia, ktorym sa na niekolko rokov vzdavame
moznosti zarobku (expira¢na cena), avsak o¢akavame vyssiu mzdu v budicnosti.
Extrémnym pripadom nenavratného rozhodovania je samovrazda, pretoze opc¢na

hodnota odlozit rozhodnutie a pockat, ¢i sa situécia zlepsi je v tomto pripade velka.

Spomenuté priklady predstavuju len niekolko nazornych ukazok realnych opcii.
Napriek velkej roznorodosti investiénych prilezitosti sa v literatire uvadza ista ka-

tegorizacia. V nasledujicom texte spomenieme vSeobecnti terminolégiu zakladnych

12



typov realnych opcii zavedentt Copelandom a Antikarovom, 2001.2

e option to wait predstavuje moznost odlozit investi¢né rozhodnutie. Jej analo-
giou je americka call opcia na akciu vyplacajicu dividendy, kde expira¢né cena
koresponduje s poc¢iato¢nymi nakladmi, vlastnictvo akcie s vlastnictvom pro-
jektu a dividendy s kladnymi alebo zapornymi finanénymi tokmi plynicimi
z tejto investicie. Moznost oddialit rozhodovanie mé urciti nezdporni hodno-
tu (cenu opcie), pretoze oproti prilezitosti teraz alebo nikdy umoziuje vyuzit
dynamicky systém rozhodovania v roznych okamihoch na zéklade vsetkych

vtedy dostupnych informacii.

e option to abandon— moznost ukoncit projekt pred predpokladanym terminom
v pripade jeho nevynosnosti a predat vybavenie (napriklad stroje alebo patent)
za ur¢iti cenu (americkd put opcia). Dany typ redlnej opcie chréani investora
pred stratami v pripade, Ze situdcia na trhu je horSia ako sa ocakavalo. Treba
pripomentt, ze tento krok je nezvratny a opatovné spustenie projektu naklad-
né, preto v realite je investor ochotny akceptovat do¢asné straty presvedcéeny

vierou v potencidlne budiice vynosy.

e option to switch reprezentuje flexibilitu v prechode od jednej alternativy k inej.
Ide prevazne o zmenu v technickom alebo softvérovom vybaveni, pricom povod-
ny model je optimalny v inej situdcii ako model novy. Pre ilustraciu: kure-
nie uhlim je vyhodnejsie v situdcii, ked je jeho cena nizka, ale v pripade, zZe

vzrastie, uprednostnime plynové kiirenie.

e compound option si redlne opcie umoziujice viac realizacii (po uplatneni jed-
nej opcie, moze byt realizovana dalsia). Napriklad option to switch moze byt
povazované za compound option, ak je povoleny prechod od jednej alternativy

k druhej a naopak neobmedzeny pocet krat.

e rainbow option — realne opcie obsahujice niekol’ko zdrojov ndhodnosti. Vsetky

z vysSie spominanych druhov opcii sa moézu spravat ako rainbow v pripade,

2Uvadza tiez Chladna, 2007, str.9 [5]. Vzhladom na fakt, Ze nazvy nemaji slovensky ekvivalent,

uvidzame povodné anglické nazvy.
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ze rozhodnutie zéavisi od viacerych premennych (cien réznych vstupov resp.
vystupov), z ktorych kazda sleduje iny stochasticky proces alebo sa tieto pro-

cesy liSia parametrami.

V realite vi¢§ina investi¢nych prilezitosti spliia definiciu poslednych dvoch uve-
denych typov realnych opcii. Spominany priklad manzelstva sa moze spravat ako
compound option vychadzajucu zo switch option, kedZe vstupovat do manzelstva
a rozvadzat sa je mozné neobmedzeny pocet krat. Rozhodovanie o samovrazde
(option to abandon) zasa zavisi na velkom mnozstve nadhodnych veli¢in, teda ide
o rainbow option.

Vzhl'adom na velky pocet moznych scenarov v mnohych pripadoch dochadza k zjed-
nodusovaniu realnych problémov (napriklad redukcia zdrojov nahodnosti, predpok-
lad jedného mozného vyuzitia opcie). Tieto komplikacie st dovodom pre preferenciu
(zo strany manazérov) sice statického, ale Tahsie dosiahnutelného vysledku vyuzijic
klasicky pristup analyzy pomocou NPV a taktiez vyzvou pre vedecki obec spristup-

nit metédu redlnej opcie vyuzitiu v praxi.
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Kapitola 3

Stochasticky kalkulus

Zékladnym predpokladom pre ocefiovanie opcii je fakt, ze cena komodity
(a teda aj od nej odvodené finan¢né toky) je riadena stochastickym procesom. Kon-
cept Wienerovho a nasledne Brownovho pohybu mé niekolko dolezitych vlastnosti,

ktoré st nevyhnutné pre dalSie matematické uvahy.

3.1 Brownov pohyb

1

Definicia 3.1 (Wienerov proces) Wienerov proces je stochasticky proces* s nasle-

dujicimi vlastnostama:
e Wy=0
o W, ~N(0,t)
o Wi, — W, ~N(0,1)

o W, md nezdvislé prirastky t.j. Wy, , Wy, =Wy, ..., Wi, — Wy, | st nezdvislé pre

viethy 0 <t <ty <...<t.?

!Stochasticky proces je definovany ako stbor nahodnych premennych X = {X;;t € T}

na pravdepodobnostnom priestore (€2, F, P) s hodnotami v R
2Melicheré¢ik, 2005, str.129 [3].
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Dolezité charakteristiky Wienerovho procesu:

o Markovovskost procesu — uplné informacia o minulom vyvoji danej veli¢iny
je obsiahnuta v poslednej hodnote. Teda téato je jedina potrebna na najlepsiu

predpoved budtcnosti.?

o Nezduvislost prirastkov — umoznuje limitny prechod od diskrétneho binarneho

rozhodovacieho stromu (random walk) k jeho spojitej verzii.

e Normdlne rozdelenie zmien Wienerovho procesu — empirické pozorovania nie-
ktorych realnych stochastickych veli¢in (alebo ich logaritmov) podporuju tento

predpoklad.

Formalny zapis Wienerovho pohybu (dW predstavuje diferencial Wienerovho pro-

cesu, dt nekone¢ne mala ¢asovi zmenu):
AW = eVdt (3.1)
kde ¢, ~ N(0,1) a E[e;e5] =0 pre ¢ # s.

Definicia 3.2 (Brownov pohyb) Brownov pohyb je stochasticky proces odvodeny

od Wienerovho procesu pridanim linedrneho trendu
dr = adt + odW (3.2)
kde o nazijvame driftom a o volatilitou daného procesu.

Definicia 3.3 (Itov proces) Zovseobecnenie Brownovho pohybu, ktorého drift a vo-

latilitu predstavuju nendhodné funkcie casu a stavu nazyvame Itov proces, a teda:
dr = a(x,t)dt + b(z, t)dW (3.3)

Definicia 3.4 (Geometricky Brownov pohyb) gpecidlnym pripadom Itévho pro-

cesu je geometricky Brownov pohyb, pre ktory plati:

dx = pxdt + cxdW (3.4)

3Stochasticky proces nazyvame Markovovskym, ak pre V¢ € T a pre V t-ticu (z1,...,2¢) € X(R2)
plati P[Xt = Tt | Xl =T, ...,Xt_l = zt—l] = P[Xt = Tt | Xt—l = xt_l].
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TESP.

z¢ = wpel "z (3.5)

kde xq predstavuje hodnotu procesu v case 0 a p resp. o su dané konstanty.

Geometricky Brownov pohyb sa ¢asto vyuziva na modelovanie vyvoja cien akcii
(vynosy cien akecii sa modelujii ako nezavislé norméalne rozdelené, vtedy p predstavu-
je ofakavany vynos a o neistotu tohto vynosu), irokov, miezd a inych ekonomickych
a finan¢nych veli¢in. Jeho vyhody spoc¢ivaji najmé v tom, ze generuje iba kladné
hodnoty, ¢o je vhodné pri modelovani veli¢in, ktorych zaporné hodnoty by nedavali

prakticky zmysel (napriklad cena alebo mnoZstvo).*

3.2 Itova lema

Jednym z pilierov analyz stochastickych diferencidlnych rovnic sa stalo odvo-
denie Itovej lemy (pomocou Taylorovho rozvoja). Téato lema definuje pravidla pre de-

rivovanie funkcii stochastickych procesov.

Lema 3.1 (Itova lema) Nech x; je Itov proces dz = a(x,t)dt + b(x,t)dW, nech
f(x,t) € C?*(Rx < 0,00)). Potom prvyj diferencidl funkcie f(x¢,t) je dany vatahom

df = f o/, +lﬁb2(

837 5 92 t)dt (3.6)

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici ®

0 ) 0? 0
df = (a{ (x,t)af+2b2( )axf>dt+b( )a—idw (3.7)

4Niektoré ceny (napriklad ceny zakladnych surovin) viak nevyhovuji exponencidlnemu trendu
vyvoja. Na ich modelovanie je moZné pouZit napriklad tzv.mean—reverting proces (detailnejsie

v Casti 6.1).
5Seviovi, 2001, str.17 [4].
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Kapitola 4

Model

Zakladom pre nase ivahy o optimélnom procese rozhodovania je spravna for-
mulacia modelu popisujiceho realitu. Uvazujme v§eobecnt tilohu zameriavajicu sa
na minimalizaciu nakladov (pre zjednoduSenie abstrahujeme od existencie prijmov),
ktoré su funkciou stochastickej ceny nejakej komodity. Ttuto tlohu neskor blizsie

Specifikujeme (zvolenim konkrétnych funkcii) a mierne modifikujeme.

4.1 Predpoklady investovania

e Nech sa spolo¢nost rozhoduje optimélne (v zmysle minimalizécie nakladov)
a jej rozhodnutie je riadené cenou S; nejakej komodity, ktora sleduje geome-

tricky Brownov pohyb (s parametrami ako v (3.4)).
e Uvazujme investiciu vysky I.

e Naklady za jednotku ¢asu pred investiciou nech definuje funkcia (.S, t), kym

po nej funkcia mo(Sy, t), pricom plati V.S, t @ w1 (S, t) > ma (S, t).

e Rozhodnutie investovat je nendvratné, to znamena, 7e po uskutocneni projektu
st néaklady za jednotku casu vo vSetkych nasledovnych c¢asovych okamihoch

definované funkciou (S, t).

e Uvazujme spoloc¢nost, ktorej zivotnost je T' rokov, po uplynuti ktorych spo-

lo¢nost uplne zanika a s jej ¢innostou nie st spojené ziadne dalsie vydavky.
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e Predpokladajme konstantni, v ¢ase nemennu ro¢ni turokova mieru 7.

4.2 Formulacia modelu

V nasledujicej ¢asti matematicky popiSeme skuto¢nosti uvedené v casti 4.1.
Ozna¢me V5(S;,t) oCakdavana ¢istt sac¢asnt hodnotu vSetkych budicich penhaznych
tokov od ¢asu t do ¢asu T za predpokladu, Ze spolo¢nost investovala v minulosti
(do ¢asu t). Z hladiska dalsich avah sa javi vyhodné vyjadrit hodnotu V5(S;,t)

pomocou nasledujicej Bellmanovej rovnice:
Va(Si, t) = ma( S, t)At + (1 4+ rAt) ' E[Va(Siyar, t + At)|S] (4.1)

Kym prvy argument pravej strany vztahu (4.1) predstavuje okamzité naklady v ¢ase
t, druhy popisuje diskontované budice néklady, ktoré si vyjadrené podmienenou
strednou hodnotou na zaklade informacie o cene znamej v case t.

Nech V(S,,t) predstavuje oc¢akévani ¢istu suc¢asnt hodnotu budtcich penaznych
tokov od ¢asu t do ¢asu T ak predpokladame, Ze sa firma rozhoduje optimalne
vo vetkych budicich ¢asovych okamihoch. Uloha sa redukuje na Bellmanovu

rovnicu pre tlohu optimalneho riadenia:
V(St, t) = min('ﬂ'l(st, t)At + (]_ + TAt)_lE[V(St+At, t+ At) |St]7 ‘/Q(St, t) -+ _[) (42)

s koncovou podmienkou

V(Sr,T)=0 (4.3)
Prvy ¢len prvého argumentu vztahu (4.2) predstavuje penazny tok nakladov za cas
At, druhy ¢len diskontovani o¢akavanu hodnotu budiucich penaznych tokov za pred-
pokladu, Ze sa v kazdom ¢asovom okamihu rozhodujeme optimalne a v Case roz-
hodnutia je znama cena S;. Druhy argument vztahu (4.2) interpretuje moznost
investicie s jednorazovymi nakladmi vo vyske I v ¢ase t, dalsie penazné toky budu
v tomto pripade dané funkciou V5(S;,t) (pretoZe investicia je nevratnd).
A teda v pripade, Ze sa minimum nadobtida v prvom argumente, investicia v ¢ase ¢
a pri danej cene S; nie je prijata a naopak, jeho nadobudnutie v druhom argumente
zodpoveda jej akceptovaniu.

Koncova podmienka (4.3) zodpoveda ukoné¢eniu prevadzky firmy v ¢ase T.
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4.3 Stochastické dynamické programovanie

Ulohu sformulovani vzfahom (4.2) je mozné prepisat do tvaru tlohy sto-
chastického dynamického programovania s diskrétnym pevnym casom a pevnym
koncom.

Oznacme:

e j — Casovy index prisliachajici ¢asu t; = jAt, kde j € {0,1,....m}, m = A%.

Teda (%o, ..., tm) je delenie ¢asového intervalu.

e S, — nahodna premennd prestavujica cenu aktiva v ¢ase t; sledujica geome-

tricky Brownov pohyb. Predpokladame, ze S(ty) = So.

e u; — riadiaca premenné, pricom
0 neinvestovat
Uj =
1 investovat
Rovnica stochastického dynamického programovania teda v zmysle zavedeného oz-
nacenia vyzera nasledovne:

Vi(Sj) = min ((1—u)(my, (Sj)AL + (14 rA) T E[Vs1(Sj41]S5)]) +ui(Va, (S)) + 1))

u; €{0,1}

s koncovou podmienkou

Vm(Sj) =0

Tato tloha je zvycajne rieSend metodou programového riadenia alebo metédou op-
timalnej spatnej vizby, avSak ako problematickd sa ukazuje zévislost ndhodnych
premennych S;,S;11. Preto zvolime iny pristup zaloZeny na numerickom rieSeni

parcidlnych diferencidlnych rovnic.

4.4 Odvodenie parcialnych diferencidlnych rovnic

Ako bolo spomenuté, tloha optimélneho riadenia sa zvycCajne riesi odzadu

itera¢nou metodou, avSak v tomto pripade je mozny jej prevod na hladanie minima
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funkcii, ktoré vyhovujt parcidlnym diferencialnym rovniciam.!
Pouzitim Taylorovho rozvoja, vztahov (3.7) a (3.4) a faktu, ze E[dW] = 0 dosta-

vame?

E[V(St+At,t -+ At)|5t] = V(St, t) +
1
+ [%(St, t) + ,UStVS(Sta t) + §O_QSEVSS(St, t)]At +
+ o(At) (4.4)

kde o(At) st ¢leny vyssieho radu.

Ak sa vo vztahu (4.2) nadobudne minimum v prvom argumente, potom plati:
V (S, t) = m(Se, ) At + (1 + 7At) ' E[V (Siras, t + At)] (4.5)
Prenésobenim (1 4 rAt) a preusporiadanim dostavame
rAtV (Si, t) = m (S, t) At(1 + rAt) + E[V (Sirar, t + At) — V(S t)] (4.6)
Predelenim At a limitnym prechodom At — 0
PV (S, 1) = m (S, 1) + 7 E[dV] (4.7)
Vyuzijuc (4.4) vo vztahu (4.7)
PV(Surt) = (S0 1) + Vi(S #) + uSiVs(Si 1) + 50°SPVss(S0 1) (48)

Nakoniec preusporiadanim dostavame parcidlnu diferencialnu rovnicu (PDR)

1
Vi(S,t) 4+ pSVs(S,t) + 502521/55(5, t) —rV(S,t) + m(S,t) =0 (4.9)

Analogickym postupom vychadzajuc zo vztahu (4.1) dostavame PDR pre V5(S, )

1
Va, (S, t) + p1SVag (S, ) + 502521/255(5, t) — rVa(S,t) + ma(S,t) = 0 (4.10)

! Detailnejsie v Dixit, Pindyck, 1994, str.104-109 [1].
2Dolny index $tandardne oznacuje parcialnu deriviciu funkcie podla indikovanej premenne;.
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4.5 Problém volnej hranice

Intuicia ndm hovori, Ze je optimélne investovat pri vyssich hodnotach S
a ze celi oblast rozhodovania (rovinu (¢, 5(t))) mozeme krivkou Sy(t) rozdelit na
dva regiony, pricom v prvom je optimdlne investovat a v druhom naopak zotrvat
v sticasnom stave. Krivku S; nazyvame volnou hranicou. Poznamenajme, ze tato
krivka je analogiou volnej hranice znamej z teorie americkych finan¢nych opcii.
Predpokladajme, Ze neinvestovat je optimalne pre S < Sy a investovat pre S > Sj.
DetailnejSie podmienky, za ktorych je tento prepoklad splneny uvadzaju Dixit,
Pindyck, 1994, str.104-108 [1].

Z formulacie voInej hranice je zrejmé, Ze na hranici musi platit
V(Sf(t),t) = Va(Sf(t),t) + I pre Vi. (4.11)

Tato hranica je vSak neznama, preto potrebujeme dalsiu podmienku, ktora zvycaj-
ne pochéadza z ekonomického (fyzikalneho, biologického) pozadia daného problému.
V nasom pripade predstavuje poziadavku hladkého napojenia V (S, t) a Vo(S,t) + I
ako funkcii S v bodoch hranice Sy(t)?, teda

Vs(Sf(t),t) = Vo, (Sg(t),t) pre Vt (4.12)

4.6 Matematicka formulacia modelu

Vyuzijuc vSetky spomenuté fakty mozeme sformulovat dve ekvivalentné defini-

cie uvedeného modelu:
Definicia 4.1 Riesenim tlohy (4.2) je dvojica (V(S,t), S¢(t)) spliiajiica

o Vi(S,t) + uSVs(S,t) + 30252Vss(S,t) — rV (S, t) + m (S, t) =0
pre ¥t € (0,T), VS € (0, 5¢(1))

o V(S,T)=0

3Podmienka je analogickd podmienke volnej hranice v teérii americkych opcii a je zaloZena
na rovnakom ekonomickom zdklade. Pre bliz§ie matematické vysvetlenie pozri Dixit, Pindyck,

1994, str.130-131 [1].
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o V(0,4)=0
o V(St(t),t) = Va(Ss(t),t) + I kde Va(S,t) spliia rovnicu (4.10)
o Vs(Sg(t),t) = Vag(Sf(t),t) pre Vt € (0,T).

Definicia 4.2 Riesenim dlohy (4.2) je aspori C* hladkd funkcia V (S,t) spliiajica
o V(S,t) <Vo(S,t)+ 1 prevte (0,T), S>0

o ak V(S,t) < Va(S,t) + I, potom V(S,t) spliia parcidlnu diferencidlnu rovnicu
Vi(S,t) + uSVs(S,t) + 3025%Vss(S,t) — rV (S, t) + m(S,t) = 0,
inak V(S,t) = Vo (S,t) + I, kde Va(S,t) spliia rovnicu (4.10)

Prva uvedena definicia je vhodna na analytické iivahy o vlastnostiach riesenia, kym

druha ma vyuzitie najma v numerickych aproximaciach.
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Kapitola 5

Aplikacia modelu

Cielom nasledujicej kapitoly je ukazat moznosti rozsirenia tlohy (4.2) v pri-
pade, Ze umoZnime regulatorovi (vlade, kartelu, inej autorite) ovplyvnit cenu ko-
modity S; zavedenim jednorazového skoku d v ¢ase t* (kde t* < T'). Tento skok
moze byt interpretovany ako zavedenie dane, cla, alebo akdkol'vek zmena pomerov,

ktora mé& dopad na cenu komodity.

5.1 Motivacia

Uvazujme $§tat, ktory chce znizit vydavky na zdravotnictvo, respektive dba
o zdravie obyvatelstva, a preto uvazuje o zavedeni povinnosti preventivnych pre-
hliadok pre svojich obcanov. Ideou je fakt, Ze néklady spolocnosti na pacienta,
ktorého zdravie je pod dohlTadom lekara su nizsie (v dosledku rychlej diagnostiky

ochorenia, a teda jeho mensej zavaznosti).

Pred zavedenim tejto povinnosti ob¢an nenavstevujici lekara plati ur¢ité percento

St
1+d

ceny liecby m1(S;) = (kde S; je ndhodna premenna predstavujica néaklady

na liecbu danej choroby, d € (0,1)) a dobrovolne nav§tevujtci plati $tvrtinu ce-

ny liecby, teda m(S;) = 2t.

Naopak, ak stat tiato myslienku zrealizuje, ob¢an, ktory sa rozhodne povinnost igno-

rovat, hradi celi sumu 71 (S;) = Sy, kym cena pre ob¢ana podstupujticeho prehliadku

S - 1+d)S . .
sa taktieZ mierne zvysi, povedzme na m(S;) = %. Jeho pravo rozhodnit sa,
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¢i podstupi prehliadky alebo nie predstavuje opciu, ktorej expira¢nou cenou je ce-
na stratenej prilezitosti, teda cas straveny kazdoroc¢ne na vysSetreniach vyjadreny
v peniazoch, ktoré by bol produktivny ¢lovek schopny za tito dobu zarobit. Do ex-
pirac¢nej ceny moze byt pripadne zahrnuty aj stres z ¢akania na vysledky a podobne.
Predpokladame, ze ak sa ob¢an rozhodne prehliadky absolvovat, jeho rozhodnutie

je nezvratné.

Cielom Statu je v horizonte T rokov dosiahnut, aby sa urcité stanovené percento
jeho ob¢anov prehliadok zucastiiovalo. Z pohladu tohto regulatora je teda otazkou,
kedy prijat zdkon o povinnosti prehliadok, aby boli naplnené jeho predstavy o na-
kladoch na liecbu pacientov.

Vzhl'adom na fakt, Ze kvantifikovat jednotlivé veli¢iny v modeli popisujicom néaklady
na liecbu a zdravie ako také, by bolo z dovodu nedostatku dat naro¢né, nebudeme
sa touto tlohou zaoberat. Tento nazorny priklad vSak poukazuje na skutocnost,
ze schéma modelu, ktorym sa zaoberame v tejto diplomovej praci, ma opodstatne-

nie v mnozstve aktualnych problémov.

5.2 TUloha

V nasledujucom texte sa zaoberame ulohou, ktord je aplikovateIna na roz-
hodovanie v roznych priemyselnych odvetviach.
Predpokladajme existenciu malych podnikatelov prevadzkujucich spolo¢nosti, kto-
rych vedl'ajsim produktom vyroby su splodiny vo forme COs. Reprezentujme vSetky
spolo¢nosti jednou agregovanou spoloc¢nostou, ktora predstavuje priemerni spolo¢nost
(z hladiska pristupu k realizécii investicie). KedZze §tat ma zaujem na plneni kvot
stanovenych Kjotskym protokolom, za kazdi tonu COy vypustent do ovzdusia nad
povolené mnozstvo je jej emitent povinny platit naklady, ktoré sa odvyjaju od ak-
tualnej ceny CO2 a mnozstva vyprodukovanych splodin. S touto splodinou je mozné
realne obchodovanie (v zmysle obchodu s emisiami) a jej cena je modelovana ako
geometricky Brownov pohyb.

f)alej uvazujme, ze agregovana spolo¢nost produkuje splodiny nad povolent kvotu
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a to v ¢ase tg X ton CO, za ¢as At. Téato spolo¢nost mé moznost nainstalovat
filter za cenu I, ktory znizi produkciu COs nad limit na Y ton za ¢as At (Y < X).
Spolo¢nost mé zivotnost 7' rokov a rozhoduje sa optimalne (prioritou je minimali-
zovat naklady spojené s produkciou CO,). Je dolezité si uvedomit, 7e tloha spliia

predpoklady definované v casti 4.1.

Regulator uvazuje o zavedeni dane na COs vo vyske d (detailnejsie v Casti 5.3)
v Case t*, s umyslom zatraktivnit zavedenie filtra, a teda zlepsit Zivotné prostredie.
Toto rozhodnutie mé moznost urobit raz roc¢ne.

Ulohou je uréit kedy (pripadne o kolko, d €< 0,1 >) ma regulator k tomuto kroku
pristupit, aby postavenie filtra ur¢ité percento spolo¢nosti pocas zvoleného ¢asového

obdobia realizovalo.

5.3 Modelovanie ceny CO,

Zavedenim Kjotskeho protokolu, ktory udéava jednotlivym krajindm kvoty

na produkciu emisii znecistujicich zivotné prostredie, sa vytvoril priestor na ob-
chodovanie s tymito emisiami. Jednoducho povedané: ak §tat stanovuje jednotlivym
podnikom stropy na produkciu CO,, potom tieto mozu rozdiel medzi stropom a ich
skuto¢nou produkciou predat podniku, ktory svoj limit prekracuje.
Vyuzijiuc predpoklad, ze cena COs (uvadzana v prepocte na 1 tonu COy) sledu-
je geometricky Brownov pohyb, z historickych déat cien za obdobie 12.12.2003—
15.1.2008 uverejnenych na www.chicagoclimatex.com /market /data/summary.jsf od-
hadneme parametre p; = 0.198436, o1 = 0.515207 (pre At = 1/250), Sy = 0.958.
Vyvoj ceny CO5 za toto obdobie je zndzorneny na obrazku 5.1.

Pod pojmom zavedenie dane v case t* rozumieme nasledovné:

g Spelm—zot)t+a1We pre t < t*
t— (1 n d)Soe(lﬂf%a%)t*Jrath* e(MQ*%U%)(t*t*)‘FO@(Wt*Wt*) pre t >t

Treba podotknit, ze po zavedeni dane cena opéat sleduje geometricky Brownov

pohyb, avSak potencidlne s inymi parametrami s, 0. Na obrazku 5.2 je zna-
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zornend simulacia ceny za predpokladu zmeny tychto parametrov (0 < ps < iy,

0 < 03 < 01— predpoklad nizsich hodnét rastu ceny a nizgej volatility).

T
Vyvoj ceny Co2

Cena Co2 [$/]

0.5 : -
11-Dec-2003 23-Apr-2005 04-Sep-2006 16-Jan-2008
Datum

Obrazok 5.1: Vyvoj ceny CO2 [$/t] v obdobi od 12.12.2003 do 15.1.2008.

Cena

Cas v rokoch

Obréazok 5.2: Simulacia ceny COq pre parametre At = 1/250, Sy = 0.95, up = 0.198436,
o1 = 0.515207, g = 0.08, 09 = 0.2, £* = 5 rokov, d = 0.5.

Dalej je dolezité si uvedomit, ¢o sa deje s hodnotou V(S,t) v ¢ase tejto interven-
cie. Kvoli jednoduchosti predpokladajme, 7e v ¢ase uvalenia dane (t*) nie je mozna

realizacia investicie.! Potom moéze byt vyuzity vztah:

V(S %) = lim V((1+ d)Sy, ¢) (5.1)

t—t*t

!Uvedeny predpoklad je dolezity iba z technického hladiska pri numerickom rieSeni modelu,

blizgie v ¢asti 5.5.
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Vztah (5.1) vyjadruje fakt, Ze ¢ista sicasna hodnota budicich nékladov od ¢asu t*

do ¢asu T pri cene S; je rovna tymto nakladom od ¢asu t* + dt do ¢asu T pri cene

(14 d)S;.

5.4 Funkcie nakladov

Pri rieseni tlohy mé na celkovy tvar oblasti rozhodovania vplyv mnozstvo
faktorov. Jednym z nich je vol'ba funkcii m(Sy, t), m2(Sy, t), ktoré predstavuji mieru
okamzitych nakladov firmy na produkciu splodin.

V' ekonomickej teodrii sa stretavame s roznymi typmi nékladovych funkcii, vo vSe-

obecnosti vsak rozlisujeme:

o Fizné ndklady — naklady, ktoré musia byt nevyhnutne vynalozené na zabezpe-
¢enie produkcie. Ich hodnota je konstatnd a nezéavisi od vyprodukovaného

mnozstva.

e Variabilné ndklady — zahfhaja bezprostredné naklady na produkciu, zavisia

od poc¢tu vyprodukovanych jednotiek.

V kontexte problematiky produkcie COy moéze byt interpretaciou predpoklad, ze kaz-
dy producent daného odvetvia prekracuje povolené mnozstva emisii. V dosledku
toho plati pokutu $tatu alebo mestu za zhorSené Zivotné prostredie (fixné naklady).
Nech je zavedena povinnost, Ze kazda dalSia tona nad limit, musi byt odkipené
od spolo¢nosti, ktoré limit nenaplhaji. Teda emitent kupuje presne také mnozstvo,
aké vyprodukuje (variabilné naklady).

Zaoberajme sa najjednoduchsim typom nékladovych funkcii:
(S, t) = XS+ A
mo(S;,t) =Y Sy + B
X>Y>0A>B>0

V niektorych pripadoch je mozné parcialne difernecialne rovnice (4.9) a (4.10) vyriesit
analyticky. V dal3ej ¢asti uvedieme koncept riegenia rovnice (4.9) pre m(S,t) kde

A=0.
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Analytické riesenie PDR
V pripade, ze budice pefiazné toky (napr. naklady) st linedrnou funkciou
produkovaného mnozstva X, teda 7w(S,t) = XS je rovnicu (4.9):
Vi(S,t) + uSVs(S,t) + 5025%Vss(S,t) — rV (S, 1) + XS =0
V(S,T)=0
mozné vyriesit analyticky.
Pouzitim transformacii x = InS, 7 =T —t a vztahu V(S,t) = u(x, 7) dostavame

uT—%um—(p—é)uijru—Xex:O

u(z,0) =0
Transformaciou v(z, 7) = e***57y(x, 7) a vhodnym zvolenim parametrov o = 55— %,
2 2
M 1 o . . .
B = 55 — 5k + % + 1 sarovnica redukuje na tvar:

2

Uy — T gy — XellTTHhT —

v(z,0) =0
Nésledne aplikujeme vzorec na vypocet rieSenia nehomogénnej parabolickej parcial-

nej diferencialnej rovnice

v(z,T) = / G(r —s,7)v(s,0)ds + / Gz — 5,7 — r) X0 qsdr  (5.2)
—0 0 —oo

2

kde G(&,t) = \/ﬁe_ﬁ je Greenova funkcia.

_ (175)2

¢ 32 T go gy (5.3)

m@ﬂzleiwﬁggjﬁ

(sf(z+o'2(7'77‘)(l+oz)))2 2
- 202 (7—r) ds €(1+O{)$+%(T*T)(1+O¢)2+ﬂ’r‘dr

0

Maﬂ:X/!£¢%£%jﬂe

J/

-~

1

(5.4)

VyrieSenim integralu dostavame
2 T
6%(T—7‘)(1+a)2+ﬂ7‘

B-F(1+a?)

v(z,7) = Xerte) [ (5.5)
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2
— e T(1+a)?

BT
v(z,7) = Xer(+e)

5.6
B—Z(1+ ) (5:6)
Nakoniec spatnymi transformaciami dostdvame
2
BT—t) _ o % (T—1)(1+a)?
V(S,t) = 2X Se ATE < (5.7)

26 —o?(1+ «)?

pricom «,3 st uvedené vyssie.

5.5 Numerické rieSenie

V predchidzajicej casti 5.4 sme sa zaoberali pripadom, kedy je mozné rovnice
(4.9) a (4.10) pri $pecialnej vol'be nakladovych funkcii vyriesit analyticky. Nakolko
vSak existencia explicitného analytického rieSenia nie je vo vSeobecnosti zabezpecena,
model budeme riesif numericky. Presnejsie aplikujeme PSOR metodu? (s vyuzitim

parametra w = 1.8 ) postupujuc odzadu.

Numerické rieSenie vyzaduje definiciu rozmerov siete a kroku. Vo vsetkych nasle-
dujucich vysledkoch (ak nie je uvedené inak) aplikujeme ¢asovy krok k = 1/250,

priestorovy krok (rozmer ceny) h = 0.05 a priestorové ohrani¢enie S,,,, = 608.

Na vsSetky neskor analyzované ulohy sa dalej vztahuju nasledovné predpoklady

o parametroch:

e ' — cas ukoncenia prevadzky spoloc¢nosti a sticasne ¢as maturity realnej opcie.

Zvycajne volime obdobie 10 rokov.

e {* — Cas intervencie regulatora (vlady) vo forme uvalenia dane na podkladové
aktivum. Predpokladame, Ze dan moze byt uvalené raz ro¢ne vzdy na zaciatku

roka, teda v ¢asoch rok 1, rok 2, ..., rok 7" — 1.

e 111 a 0p — drift a volatilita stochastického procesu ceny CO, pred zésahom $ta-
tu, tieto s pevne urc¢ené — odhadnuté z realizacie ceny COy (u; = 0.198436,

o1 = 0.515207).

2Projected super over relaxation method, jej algoritmus uvadza napriklad Seydel, 2002, str.127—

131 [2].
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Na obrazku 5.3 je znézornené numerické riesenie V'(S,t) pre uvedené parametre.

Je zrejmé, 7e s plynicim ¢asom hodnota V' (S, t) klesa, pretoze sa skracuje Zivotnost

spolo¢nosti (obdobie od ¢asu t do ¢asu 7T'), a teda klesaju aj diskontované budice

néklady spojené s produkciou CO,. Zlom je sposobeny zavedenim dane v roku 6.
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Cena

Obréazok 5.3: Hodnota V (S, t) pre parametre Sop = 0.95, u1 = 0.198436, o1 = 0.515207,
pa = 0.08, oo = 0.3, t* = 6 rokov, d = 0.3, r = 0.05, [ = 7%, T = 10 rokov, m1(S,t) =

S +1.2, m(S,t) = 0.55 + 1.

5.5.1 Oblast rozhodovania

Tak ako pravidlo ¢istej sucasnej hodnoty hovori investovat pre NPV > 0,

aj pri teorii redlnej opcie existuje presnd hranica medzi hodnotami S; kedy je vy-

hodnejsie investovat a naopak, kedy nie. Na rozdiel od hodnoty NPV je tato hra-

nica dynamicka (zavisla na ¢ase) a je identickd s volnou hranicou uvedenou v ¢asti

4.5. Obrazok 5.4 zobrazuje volna hranicu S(t) v pripade zavedenia dane v roku 6.

Vsimnime si, Ze zasah Statu sposobi posun volnej hranice smerom dolu, ¢o znamena,

7e sa investovat oplati uz pri nizsej cene. Dovod plynie z o¢akavanych vyssich hod-

not cien, a teda narastajiceho rozdielu medzi ndkladmi na produkciu CO4 bez filtra

a po jeho zavedeni.

31



INVESTOVAT

Obréazok 5.4: Tvar oblasti rozhodovania resp. volnej hranice Sf(t) pre parametre Sy =
0.95. 111 = 0.198436, o1 = 0.515207, j12 = 0.08, o9 = 0.3, * = 6 rokov, d = 0.3, = 0.05,
I =7% T =10 rokov, m(S,t) = S + 1.2, m(S,t) = 0.55 + 1.

5.5.2 Parametre a ich vplyv na oblast rozhodovania

V nasledujiucom odseku sa budeme zaoberat analyzou citlivosti krivky S (¢)
na zmenu jedného z parametrov. VSetky nasledujice zmeny parametrov a ich
vplyvy buda aplikované na zdkladnt tlohu definovanti parametrami S, = 0.95,
= 0.198436, o1 = 0.515207, py = 0.08, 0o = 0.25, t* = 6 rokov, d = 0.35,
r = 0.05, I = 118, T = 10 rokov, m(S,t) = S + 1, m(S,t) = 0.55 + 0.5.
Oblast rozhodovania tejto ulohy je na kazdom z obrazkov 5.5 az 5.12 znazornené
plnou ¢iarou. Prerusované ¢iara predstavuje zmenu tejto krivky pri zmene jedného
z parametrov (Specifikicia parametera a na aki hodnotu je zmeneny je uvedené pod

kazdym z obréazkov).

e d — vyska dane. Uvazujeme d € (0,1). Vplyv zvySenia dane na krivku S(¢)
je znazorneny na obrazku 5.5. Je zrejmé, ze ¢im je hodnota dane vicsSia, tym
je optimalnejsie investovat uz pri nizsich hodnotach ceny CO,. Dovodom je
fakt, ze zavedenie dane ma za nasledok vacsi narast nakladov na COs pri jeho

produkcii bez filtra ako s nim.

e | — néklady na zavedenie filtra. Je zrejmé, Ze ¢im je cena inStalacie filtra
vysSia, tym viac sa krivka S(t) postiva smerom nahor (obrazok 5.6), pretoze

sa investovat oplati az pri vyssich cenach COs.
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e  — bezrizikova trokova miera (% per annum). V doésledku faktu, Ze cena real-
nej opcie s rasticim trokom rastie, zvySenie zvolenej tirokovej miery sposobi

posun S¢(t) nahor (obrazok 5.7).3

e 1» — drift stochastického procesu ceny COy po zasahu Statu (uvazujeme,
7e tento parameter sa potencidlne moze lisit od p1). VysSie hodnoty s in-
dikuju vyssi rast ceny, a teda sa optiméalnejSie javi investovat uz pri nizsich

hodnotéach S (obrazok 5.8).

e 0, — volatilita stochastického procesu ceny COs po zasahu $tatu (opét vo vse-
obecnosti oy # o1). VysSia volatilita posiuva S(t) nahor, pretoze aj ked sa
cena nachadza na vyssich hodnotéch, investor v dosledku vyssej volatility (a te-

da neistoty) ¢aka, ¢i cena neklesne (obrazok 5.9).

f)alej uvazujme aj o vplyve zmeny parametrov jednoduchych nakladovych funkcii
m (S, t) = XSy + A, m(S,t) = YS; + B a zmene typu jednej z tychto funkcii

na mocninovy.

e X resp. Y — je zrejmé, 7ze néarast Y respektive pokles X spdsobi mensiu

atraktivitu moznosti vyuzit redlnu opciu (obrazok 5.10).

e Aresp. B — vyssie fixné naklady po realizacii projektu (B) alebo nizgie fixné
néklady pred fiou (A) maji opét za nasledok posun hranice oblasti rozhodova-

nia k vy$§im hodnotam (obrazok 5.11).

e 71 — mocninova funkcia m; v zavislosti od ceny sposobuje, ze naklady pri vyssich
cenach CO; prudko rasti. Z toho dovodu je optimalnejsia instalacia filtra uz

pri nizsich hodnotach ceny (obrazok 5.12).

3Vysledok je analogicky ako pre americkt call opciu.
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Cena s

Cena S

Cena S

Obrazok 5.5: d = 0.55. Obrazok 5.6: I = 16.

Cena S

Cena s

Obrézok 5.9: g9 = 0. Obrézok 5.10: w9 = 0.75S 4 0.5.
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Obréazok 5.11: 7 = 0.55 + 1. Obrazok 5.12: m = S + 1.
5.6 Vplyv regulatora

Ako bolo uvedené v casti 5.2 zaujmom Statu je vplyvom zavedenia dane
dosiahnut, aby ¢o najviac spolo¢nosti inStalaciu filtra realizovalo. Pri rieSeni tohto
problému predpokladajme, Ze spolo¢nost realizuje investiciu okamzite, ak simulacia
ceny COy prekro¢i hranicu S¢(t). Kedze vSetky spolo¢nosti na trhu s reprezen-
tované jednou agregovanou, pravdepodobnost prijatia investicie touto spolo¢nostou
moze byt interpretovana ako relativna pocetnost realizacii opcie skutoénymi spo-
lo¢nostami.

V nasledujicej analyze vzdy uvazujme parametre Sy = 0.95, uy; = 0.198436, 01 =
0.515207, ps = 0.15, 09 = oy, r = 0.05, I = 10.2%, T" = 10 rokov, 7 (5,t) =
0.95 + 1.5, mo(S,t) = 0.55 + 0.76 a pocet simulécii 1000.

Pre voIbu d = 0.35 je z vysledkov prezentovanych v tabulke 5.1 zrejmé, Ze je opti-
malne zaviest dan v roku 3, kedy je pravdepodobnost prijatia investicie agregovanou
spolo¢nostou maximélna. AvSak rozdiely najmé v prvych piatich rokoch st mini-
malne a vel'mi citlivé najmé na volbu parametrov us a 0. V8imnime si, Ze takymto
zasahom do vyvoja ceny CO, je mozné zvysit pocet spolo¢nosti, ktoré investiciu

prijma o takmer 10% (oproti pripadu, kedy regulator nezasahuje).

Je dolezité si uvedomit, ze dovodom preco regulator nezavedie dan uz v roku 1 je
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zmena driftu stochastického procesu po zasahu (e < p1), ktort je mozné interpre-
tovat ako penaliziciu za zavedenie dane. Je tu teda riziko, ze ak sa dan zavedie
prili§ skoro, v dlhodobom horizonte bude cena nizsia ako bez intervencie (pri zave-
deni dane totiz dochadza k protichodnym javom: ¢im skor sa zavednie dan, tym su
v dosledku skoku v cene pravdepodobnejsie vyssie hodnoty ceny v budticnosti; ¢im
skor sa zavedie dan, tym pokles po sposobi vacsiu ,Skodu” v zmysle nizSich hodnot
ceny). V pripade, Ze by sme uvazovali o tlohe, v ktorej parameter ps zostane nezme-

neny (us = p1), pre regulatora je najoptimalnejsie zaviest dan okamzite v roku 1.

Rok uvalenia dane Pravdepodobnost realizdcie

(zdsahu Stdtu) investicie

1 79.8%
80.0%
81.3%
80.8%
80.7%
80.9%
79.4%
78.2%
76.2%

© |00 | || O =W | N

bez zasahu 72.5%

Tabulka 5.1: Vyvoj percentuélneho poctu spoloc¢nosti, ktoré prijmu investiciu v zavislosti

od roku zasahu Statu.

Taktiez je zaujimavé rozlozenie uplatnenii opcii na jednotlivé roky. Na obrazku
5.13 mozeme vidiet, ze v pripade zavedenia dane d = 0.35 v roku 6 sa na takmer
70% realizacia investicie uskuto¢ni v prvom roku a na 20.2% sa neuskuto¢ni vobec.
Ostatné roky si zastupené iba nizkymi pravdepodobnostami. Znamena to teda,
ze vacsina zo spolo¢nosti uplatiujicich opciu ju vyuzije uz v prvom roku. Hlavny
vplyv na rozlozenie uplatnenia opcie na jednotlivé roky ma tvar oblasti rozhodova-

nia. Ak zvolime mocninovy typ funkcie nakladov m1(S,t) (tvar S¢(t) je potom
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napriklad uvedeny ¢arkovanou ¢iarou v obrazku 5.12) a dostato¢ne velké naklady

na investiciu I, vacsi pocet spolo¢nosti realizuje investiciu neskor (obrazok 5.14).

80,00% -
70.00% FOE0%
B0 00%
5000% -
40 00% -
30,00% -

20 20%
20 00% -

% spoloénosti ktoré realizjji opciu
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Trok  2rok Jrok  drok Srok Grok Taeok Srok Srok nikdy
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Obrazok 5.13: RozloZenie precentualneho poctu spolo¢nosti, ktoré uplatnia opciu podla
roku uplatnenia pre zakladnu ulohu s t* = 6 rokov.

80.00% - 72.40%
70 00%
50 00%
50 po%s 4

40,00% -

, ktoré realiziuju opciu

30,00%

oénosti

20 00%

6 50%
10,00% ! 4 30% 5,10%
1 20% 4 10% , 3,80% 1,70% 0,30% 010%

0,00% T T T T T T

% spl

Trok 2ok 3rok 4ok Sorok Grok Trok Srok 9ok nikdy
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Obréazok 5.14: RozloZenie precentualneho poc¢tu spolo¢nosti, ktoré uplatnia opciu podla
roku uplatnenia pre alohu s mocninovym typom nakladovej funkcie m = S14 + 1.5, oy =
o9 = 0.2, I =55, t* = 6 rokov (ostatné parametre ako v zékladnej tilohe).

V tabulke 5.2 sa zaoberame rozdielmi v pocte realizacii investicie pri roznej vyske
dane uvalenej regulatorom. Z hodnot vyplyva, ze ¢im vyssiu dan autorita zavedie,
tym vicsia je pravdepodobnost uplatnenia opcie agregovanou spolo¢nostou. Taktiez

je zaujimavy fakt, Ze ¢im vySSiu dan volime, tym sa optimdalny cas jej zavedenia
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blizi k roku 1 (kym pre d = 0.25 je optimélnejsie dan zaviest v rokoch 6 - 7, pre
d = 0.55 je to rok 1). Tento fakt je mozné vysvetlit tym, Ze pri volbe vyssich hodnot
d prevazi jeho pozitivny vplyv nad negativnym tuc¢inkom poklesu driftu uo, a preto
je optimélne intervenovat uz v roku 1. VSimnime si, Ze ak by pri volbe d = 0.1
regulator zaviedol dan v rokoch 1 az 6, sposobil by dokonca znizenie poc¢tu realizicii

investicie (negativny vplyv poklesu p; na po by prevazil nad skokom v cene).

Rok zavedenia dane | d=0.10 || d=0.25 | d=0.35 | d=0.4 | d=0.5 | d=0.55
(zdsahu Stdtu)
1 63.1% 73.4% 79.8% | 82.8% | 88.3% | 91.9%
2 64.7% 73.9% | 80.0% | 82.6% | 87.7% | 90.8%
3 67.2% 75.3% | 81.3% | 82.8% | 87.5% | 89.6%
4 68.7% 76.0% 80.8% | 824% | 87.6% | 88.3%
5 70.7% 77.3% | 80.7% | 82.6% | 87.2% | 87.7%
6 721% || 77.8% | 80.9% | 82.0% | 85.8% | 87.3%
7 73.1% 77.5% 79.4% | 81.0% | 82.9% | 84.5%
8 73.3% || 76.5% | 782% | 78.6% | 81.0% | 82.0%
9 73.2% 5.1% | 76.2% | 76.7% | 78.1% | 78.2%
bez zasahu 72.5%

Tabulka 5.2: Vyvoj precentudlneho poctu spolo¢nosti, ktoré prijmii investiciu v zévislosti

od roku zésahu $tatu a hodnoty dane.
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Kapitola 6

MozZnost1 rozsirenia modelu

V tejto kapitole uvedieme mozné alternativy modifikdcie modelu, ktoré

rozsiria aplikdciu modelu aj do inych odvetvi.

6.1 Modelovanie ceny

Pri vSetkych doterajsich avahach bol vyuzity predpoklad modelovania ceny
geometrickym Brownovym pohybom. V tejto ¢asti sa budeme zaoberat dalsimi

procesmi, ktoré sa v realite vyzivaji na simuléciu cien.

Mean—reverting proces

Ako uz bolo spomenuté, geometricky Brownov pohyb nie je vhodny na mo-
delovanie cien niektorych komodit, pretoze jeho ¢asovy vyvoj sa vo velkej miere
vzdaluje od svojej pociato¢nej hodnoty. AvSak najmé ceny zakladnych surovin ako
elektrickd energia alebo med st v dlhodobom horizonte viazané na hrani¢né pro-
duké¢éné naklady. Teda, kym kratkodobo napriklad cena elektrickej energie ndhodne
fluktuuje (napriklad ako dosledok zmien dopytu a ponuky), z dlhodobého hladiska
sa vracia k hodnote hrani¢nych produkénych nékladov.

Tejto poziadavke spravania sa vyhovuje tzv. mean—reverting proces' definovany

'V slovenskom preklade proces ,yracajici sa k priemeru”.
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nasledovne:

dr = c(x — x)dt + odW (6.1)

V tomto vyraze c predstavuje rychlost reverzie (navratu) k priemernej hodnote
Z. S rasticou hodnotou ¢ ma x vyssiu tendenciu nevzdalovat sa od z, ¢o je de-

mons$trované na obrazku 6.1.

V pripade pouzitia mean—reverting procesu sa model modifikuje iba v parcial-
nych diferencidlnych rovniciach, kde pri ich odvodeni pouzijeme vo vztahu (4.4)
namiesto vztahu (3.4) vztah (6.1). Analogickym postupom ako bolo uvedené v ¢asti

4.4 dostavame vysledok:

Vi(S,t) +¢(S — S)Vs(S,t) + %JQVSS(S, t) —rV(S,t)+mm(S,t) =0 (6.2)

. 1
Vo, (S,t) + ¢(S — S)Va, (S, 1) + 5021/255(5, t) —rVa(S,t) + (S, t) =0  (6.3)

Tieto rovnice st nasledne pouZité v matematickej definicii modelu?, ktora inak zosta-

va nezmenena.

Mean-reverting proces

23f

Obréazok 6.1: Simulacie mean—reverting procesu pre dve rozne hodnoty ¢ (uvedené
v obrazku) a parametre Sy =2, dt =0.01, 0 = 0.1, z = 2.

2Uvedené v ¢asti 4.6.
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Skokovy (jump) proces

V realite sa casto stretavame s nadhodnymi skokmi cien napriklad po vstupe
nového konkurenta na trh pripadne koncoch alebo zaciatkoch vojenskych konfliktov.
Uvadzame $pecialny pripad jump procesu, tzv. Poissonov jump proces® generujici
skoky pevnej alebo variabilnej vysky, ktorych vyskyt je dany Poissonovym rozde-
lenim. Nech A predstavuje priemerny vyskyt skokov za jednotku casu a u vysku
skoku (ktora moze byt opét ndhodnou veli¢inou). Poissonov proces ¢ je definovany

nasledovne:

p 0 s pravdepodobnostou 1 — Adt
q =
u s pravdepodobnostou Adt

Stochasticky Poissonov jump proces spliia diferencialnu rovnicu:
dr = f(z,t)dt + g(x,t)dq (6.4)

Vo velkej miere moze byt vyuziteIny proces, ktory vznikne kombinéciou geome-

tricktho Brownovho a Poissonovho jump procesu:
dx = prdt + oxdW + g(x,t)dq (6.5)

Mozny priebeh tohto procesu je znazorneny na obrazku 6.2.

16

Jump (Poisson) proces
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Obrazok 6.2: Simulacie kombinécie geometrického Brownovho a Poissonovho jump pro-
cesu s parametrami g(S,t) =S, So=5,dt =0.01, p=0.2,0=02, A=1, u=0.3.

3Detailnejsie v Dixit, Pindyck, 1994, str.85 [1].
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Aplikicia jump procesu v modeli je prirodzenym rozsirenim nasej tlohy, ktora vsak
uvazuje deterministicky ¢as zavedenia skoku. Sktmanie rozhodovacieho procesu
v pripade, kedy komodita sleduje jump proces je vSak nad ramec tejto diplomove;j

prace.

6.2 Optimalizicia zasahu regulatora ako realna op-
cia

Doteraz sme sa zaoberali numerickym hladanim optimélneho ¢asu zavedenia
dane pre konkrétnu tlohu. Teda pri rozhodovacom procese regulatora sme apliko-
vali staticky pristup analyzy pomocou NPV. AvSak optimalizaciu ¢asu (pripadne
velkosti) zésahu regulatora je tiez mozné interpretovat ako problém investi¢ného

rozhodovania a aplikovat nan teoériu redlnej opcie.

Teraz sa zaoberajme opacnou tlohou, kedy rozhodovanie reguldtora analyzujeme
pristupom reélnej opcie a spoloc¢nosti sa rozhoduji na zéklade pristupu analyzy po-
mocou NPV.

Opéat uvazujme o agregovanej spolocnosti produkujicej COs a zvazujucej zavede-
nie filtra, ktord predstavuje priemernu spolo¢nost na trhu. Cielom reguldtora je
ovplyvnenim ceny CO, dosiahnut, aby ¢o najviac zo spolo¢nosti prijalo investiciu.
Predpokladame, Ze regulator pozna hrani¢nia hodnotu S*, pri ktorej agregovana spo-
lo¢nost investiciu realizuje.

Rozhodnutie autority je teda riadené stochastickym vyvojom ceny CO, a jeho funkcia
uZitocnosti je klesajucou funkciou celkového mnoZstva emitovanych ton COq (ktoré
zévisi od poctu realizécii ceny COs, ktoré prekroc¢ia hodnotu S*). Penalizaciou Statu
za zavedenie dane (expira¢na cena opcie) moze byt znizenie ekonomického rastu kra-
jiny (sposobené vysokymi nakladmi spolo¢nosti). Cielom je maximalizovat funkciu
uzito¢nosti.

Rozhodovanie regulatora je teda opaft redlnou opciou. Po presnom definovani mod-

elu je mozné uréit jej volna hranicu S () a tym aj optimalnu rozhodovaciu stratégiu.
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Na zaver treba podotknit, Ze analyza oboch rozhodovacich procesov (agregovane;
spolo¢nosti aj regulatora) stfasne pomocou pristupu realnej opcie by vzhladom
na skimanie dvoch protichodnych vzajomne sa ovplyviujicich rozhodovani bola

zlozitym matematickym problémom prekrac¢ujicim rozsah tejto diplomovej prace;j.
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Zaver

Vzhladom k velkému poc¢tu individualnych charakteristik redlnych inves-
tiénych prilezitosti v suc¢asnosti neexistuje vSeobecne aplikovatelnd metdda inves-
ti¢ného rozhodovania. V dosledku poziadavky jednoduchého vyuzitia metédy v praxi
sa Casto stretavame so zjednoduSovanim realneho problému. Casto vyuzivana meto-
da NPV napriklad zanedbava stochasticky vyvoj trhovych parametrov a taktiez
moznost odlozit rozhodnutie na neskoér. Oproti tomu pristup redlnej opcie berie
do uvahy neistotu a taktiez flexibilitu ¢asu realizacie investicie. AvSak aj tu dochadza
k zjednoduseniam: aplikacia iba jedného zdroja ndhodnosti, predpoklad konstant-
nosti urokovej miery, volba druhu stochastického procesu najlepsie popisujiceho

realitu.

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali modelovym prikladom investi¢nej prilezi-
tosti, ktorej predpoklady, odvodenie a navrh rieSenia pomocou parcidlnych dife-
rencidlnych rovnic sme uviedli v kapitole 4. Tento model sme aplikovali na real-
ny problém z oblasti produkcie emisii CO,. Pobrobne sme analyzovali vplyvy
jednotlivych parametrov na investi¢ny proces. Néasledne sme model rozsirili o zasah
regulatora do stochastického vyvoja ceny CO, (zavedenie dane), ktorého cielom je
zvysit pocet spolocnosti, ktoré uplatnia opciu (kapitola 5).

Numerickym rieSenim sme dospeli k optimalnemu c¢asu zavedenia dane a vplyvu
velkosti tohto zasahu na pravdepodobnost realizacie investicie.

Na zéaver v kapitole 6 bola uvedené diskusia o moznostiach rozsirenia modelu. Zau-
jimavym pozorovanim, ktorym sa otvara priestor pre dalsie skiimanie je napriklad
fakt, ze samotné rozhodovanie regulatora o Case zavedenia dane je mozné chapat

a riesit ako problém realnej opcie.
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