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Abstrakt

V tejto diplomovej práci sa bliº²ie zaoberáme jednou z metód investi£ného
rozhodovania, tzv. metódou reálnej opcie, ktorá je zaloºená na vyuºití analógie in-
vesti£nej príleºitosti s �nan£nou opciou. Uvedieme príklad projektu a taktieº jednu
z moºností jeho rie²enia (vyuºitím parciálnych diferenciálnych rovníc a ich nume-
rického rie²enia). Úlohu ¤alej roz²írime o poh©ad regulátora, ktorý optimalizuje £as
zásahu do stochastickej ceny aktíva (zavedenie dane) pri£om sleduje daný cie©.

K©ú£ové slová: reálna opcia, NPV, investi£ná analýza, vo©ná hranica, stochastické
diferenciálne rovnice

Abstract

This work demonstrates one of the methods of investment analysis � real
option approach that is based on analogy between investment opportunity and �nan-
cial option. We introduce a model of optimal realization of project and we provide
a presentation of possible solution technique (transformation of stated problem into
a sequence of partial di�erential equations and its numerical solution). Moreover,
we analyze optimal time of regulator's intervention on the stochastic price of under-
lying asset (put the tax) in order to achieve speci�ed aim.

Keywords: real option, NPV, investment analysis, free boundary problem, sto-
chastic di�erential equations
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Zoznam skratiek a symbolov

NPV � Net present value (£istá sú£asná hodnota �nan£ných tokov)

Wt � Wienerov proces

St � cena komodity

t � £as

x � stav

µ � drift stochastického procesu

σ � volatilita stochastického procesu

r � úroková miera p.a.

d � hodnota dane alebo iného vplyvu regulátora na cenu komodity

µ1 � drift stochastického procesu modelujúceho cenu komodity v období pred zása-
hom vlády

µ2 � drift stochastického procesu modelujúceho cenu komodity v období po zásahu
vlády

σ1 �volatilita stochastického procesu modelujúceho cenu komodity v období pred zása-
hom vlády

σ2 �volatilita stochastického procesu modelujúceho cenu komodity v období po zásahu
vlády

t∗ � £as zásahu vlády
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T � maturita reálnej opcie

I � vý²ka investície (expira£ná cena opcie)

N (µ, σ2) � normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a disperziou σ2

π1(St, t) � funkcia nákladov pred investíciou

π2(St, t) � funkcia nákladov po realizácii investície

V (St, t) � o£akávaná £istá sú£asná hodnota budúcich pe¬aºných tokov od £asu t

do £asu T za predpokladu, ºe sa �rma rozhoduje optimálne vo v²etkých budú-
cich £asových okamihoch

V2(St, t) � o£akávaná £istá sú£asná hodnota v²etkých budúcich pe¬aºných tokov
od £asu t do £asu T za predpokladu, ºe spolo£nos´ investovala v minulosti
(do £asu t)

Sf (t) � funkcia (tzv. vo©ná hranica) rozde©ujúca rovinu (t, St) na oblas´, kedy je
optimálne investova´ a oblas´, kedy je naopak výhodnej²ie neinvestova´

X � produkcia CO2 v tonách pred uskuto£nením investície

Y � produkcia CO2 v tonách po uskuto£není investície

A � �xné náklady pred uskuto£nením investície

B � �xné náklady po uskuto£není investície

G(ξ, t) � Greenova funkcia
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Úvod

S rozvojom teoretických znalostí o �nan£ných opciách sa vedecká verejnos´
za£ala zaobera´ my²lienkou aplikácie teórie opcií aj do iných odvetví. Podob-
nos´ de�nície americkej �nan£nej opcie s investi£nou príleºitos´ou spolo£nosti viedlo
k zavedeniu pojmu reálnej opcie. Tento koncept poskytuje iný poh©ad na opti-
malitu rozhodovania sa o realizácii investície. Doteraz najviac pouºívaná metóda
£istej sú£asnej hodnoty (NPV) platí iba za ur£itých predpokladov (úplná návratnos´
vstupných nákladov v prípade odstúpenia od projektu, moºnos´ investova´ teraz
alebo nikdy, deterministický vývoj vstupných parametrov), ktoré vä£²ina reálnych
investi£ných príleºitostí nesp¨¬a. Na druhej strane teória reálnych opcií priná²a
do tejto problematiky vä£²iu �exibilitu: zoh©ad¬uje moºnos´ odloºi´ rozhodnutie
na neskôr a dynamický (£asto stochastický) vývoj vstupných parametrov.

Na rozdiel od �nan£ných opcií, kedy je primárnym cie©om ur£i´ ich hodnotu, v reál-
nych opciách sa vä£²í dôraz kladie na ur£enie hranice, ktorá manaºérom poskytne
presný návod za akých podmienok investova´ a za akých naopak vyuºi´ moºnos´
odloºi´ rozhodnutie na neskôr. Vzh©adom na poºiadavku silného matematického
zázemia pri práci s reálnymi opciami tento prístup zatia© v praxi nie je ²tandardne
vyuºívaný, £o v²ak vedie k zvý²enej snahe sprístupni´ túto my²lienku verejnosti.
V tejto diplomovej práci uvedieme pojem reálnej opcie, jej analógiu s �nan£ný-
mi opciami a zameriame sa odvodenie modelovej situácie investi£nej príleºitosti,
ktorá je riadená stochastickou cenou komodity. Následne tento model aplikujeme
na konkrétnu situáciu z oblasti obchodovania s emisiami. Nakoniec ukáºeme, ako
môºe by´ existencia v²eobecne známej dynamickej hranice rozhodovania vyuºitá
autoritou, ktorej úsilím je za pomoci regulácie ceny komodity (zavedenia dane)

5



dosiahnu´ zvý²enie po£tu spolo£ností, ktoré realizujú projekt v ur£enom £asovom
horizonte.

Diplomová práca je rozdelená do ²iestich kapitol. V prvej sa venujeme rozdielom
v prístupe analýzy investície pomocou NPV a reálnej opcie a demon²trujeme ich
na príklade. Porovnanie �nan£nej a reálnej opcie je obsahom druhej kapitoly. Tre-
tia kapitola poskytuje základné matematické poznatky z teórie stochastického kalku-
lu. V ²tvrtej kapitole v²eobecne de�nujeme model projektu. Tento model v piatej
kapitole roz²írime predpokladom vstupu regulátora na trh a numericky vyrie²ime
pre konkrétne parametre. �iesta kapitola sa zaoberá moºnos´ami roz²írenia modelu.
Koncipovanie textu predpokladá dobrú matematická zru£nos´ £itate©a a jeho skúse-
nos´ s oce¬ovaním �nan£ných opcií.
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Kapitola 1

Metódy investi£ného rozhodovania

Investícia je v ekonómii £asto de�novaná ako akt obetovania sú£asných ná-
kladov v prospech o£akávaných budúcich ziskov. Vä£²ina investi£ných rozhodnutí
má tri základné charakteristiky:

• Nenávratnos´ � ak bola investícia úplne alebo £iasto£ne realizovaná, nie je
moºné vrátenie nákladov v prípade odstúpenia od zámeru.

• Neistota � príjmy (prípadne aj náklady) sú stochastické veli£iny a ich budúci
£asový vývoj nie je známy v £ase rozhodnutia.

• Na£asovanie � rozhodnutie je moºné oddiali´ za ú£elom získania nových in-
formácií.

Klasická teória zjednodu²uje problematiku investi£ného rozhodovania na ur£enie
znamienka £istej sú£asnej hodnoty budúcich pe¬aºných tokov (NPV = net present
value): investova´, ak do sú£asnosti diskontované budúce príjmy prevy²ujú diskon-
tované budúce náklady, v opa£nom prípade neinvestova´. V procese výpo£tu £istej
sú£asnej hodnoty budúcich pe¬aºných tokov sa v²ak vynárajú mnohé problémy,
ako napríklad odhad o£akávaného toku budúcich príjmov, in�ácie alebo diskont-
ných faktorov. Veli£iny stochastického charakteru sú v tomto prístupe nahrádzané
ich strednými hodnotami. Táto metóda taktieº predpokladá iba jednu z dvoch
moºností: úplnú návratnos´ nákladov v prípade odstúpenia od projektu alebo moºnos´
investova´ �teraz alebo nikdy�. Túto podmienku v²ak nesp¨¬a vä£²ina reálnych
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investícií.
Profesor Myers ako prvý vo svojom £lánku s názvom �Determinants of Corpo-
rate Borrowing�1 pouºil pojem reálna opcia a poukázal na vz´ah medzi �nan£nými
opciami a moºnos´ami objavujúcimi sa v procese investi£ného rozhodovania. Prá-
vo odloºi´ rozhodnutie o nenávratnej investícii na neskôr za ú£elom získania novej
informácie má na investorove správanie zásadný vplyv, a preto klasická teória vyuºí-
vajúca analýzu pomocou NPV nevedie vºdy k optimálnej rozhodovacej stratégii.
V nasledujúcej £asti 1.1 porovnáme investi£né rozhodnutia analyzované na základe
prístupu NPV a reálnej opcie.

1.1 Porovnanie prístupu NPV a reálnej opcie

Pre názornej²ie pochopenie rôzneho prístupu rozhodovania na základe £istej
sú£asnej hodnoty (NPV) a tzv. reálnej opcie uvedieme jednoduchý príklad.
Predstavme si, ºe pri kopaní studne v záhrade sme narazili na zlatú ºilu o objeme
1000 trójskych uncí (1 trójska unca = 31.10348 gramu). Predpokladáme, ºe cena
zlata je výsledkom náhodného procesu: dnes je jeho hodnota 500$ za uncu, budú-
ci rok vzrastie na hodnotu 600$/unca s pravdepodobnos´ou 0.6 respektíve klesne
na hodnotu 350 $/unca s pravdepodobnos´ou 0.4 (v prípade, ºe pokusné vrty v zá-
padnej Ázii objavia nové zdroje zlata). Náklady na ´aºbu predstavujú 450 $/unca.

Stojíme pred rozhodnutím, £i zlato vytaºi´ dnes (stratégia I ) alebo ´aºbu odloºi´
o rok (stratégia II ), pri£om predpokladáme, ºe v²etko zlato bude predané ihne¤
za aktuálnu cenu. �alej uvaºujeme, ºe cenové riziko je perfektne diferzi�kované,
a teda budúce pe¬aºné toky diskontujeme bezrizikovou úrokovou mierou 5% per
annum.

Rozhodovanie na základe NPV

Ako uº bolo spomenuté v úvode tejto kapitoly, £istá sú£asná hodnota investí-
cie je de�novaná ako rozdiel sú£asnej hodnoty príjmov a sú£asnej hodnoty nákladov,

1Uverejnený v Journal of Finance v roku 1977 [9].
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ktoré sú s touto investíciou spojené. V prípade, ºe hodnota NPV>0 (diskontované
príjmy prevy²ujú diskontované náklady), manaºér odporu£ní akceptova´ túto in-
vestíciu. Naopak pri zápornom znamienku investi£nú príleºitos´ zamieta.
Aplikujme teda túto metódu na uvedený príklad:
Analyzovaním stratégie I dostávame

NPV n,I = 1000× (−450 + 500) = 50000$ > 0

Uvaºujme teraz stratégiu II :

• Ak cena zlata v budúcom roku zaznamená pozitívny trend

NPV n,II
up =

1000× (−450 + 600)

1.05
.
= 142860$

• Ak cena zlata v budúcom roku klesne

NPV n,II
down =

1000× (−450 + 350)

1.05
.
= −95240$

A teda
NPV n,II = 0.6×NPV n,II

up + 0.4×NPV n,II
down = 47620$

Ke¤ºe £istá sú£asná hodnota stratégie I je vä£²ia ako stratégie II (50000$ > 47620$),
´aºba okamºite sa javí ako výhodnej²ia.

Rozhodovanie na základe prístupu reálnej opcie

V prípade výpo£tu zaloºenom na základe prístupu reálnej opcie sa taktieº
rozhodujeme medzi stratégiou I a stratégiou II, av²ak zoh©adníme fakt, ºe odloºenie
rozhodnutia o rok (stratégia II) poskytne novú informáciu o cene zlata.

�istá sú£asná hodnota investície dnes sa vypo£íta rovnako, ako bolo uvedené v pred-
chádzajúcom prístupe (NPV o,I = NPV n,I = 50000$). Rozdiel nastáva pri stratégii
II, kedy opciu investova´ uplatníme len v prípade, ºe cena zlata vzrastie, kým v prí-
pade jej poklesu ´aºbu neuskuto£níme (NPV o,II

up = 142860, ale NPV o,II
down = 0).

Potom dostávame

NPV o,II = 0.6×NPV o,II
up + 0.4×NPV o,II

down = 85716$
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Ke¤ºe NPV o,II = 85716 > 50000 = NPV o,I , uvedená metóda rozhodovania po-
vaºuje za optimálnu stratégiu po£ka´ jeden rok a potom sa na základe trhovej ceny
zlata prikloni´ k lep²iemu rie²eniu.

Predchádzajúci príklad poukazuje na skuto£nos´, ºe nielenºe kaºdý z prístupov ohod-
nocuje projekt inak (pouºijúc klasický NPV prístup má investícia hodnotu 50000$,
prístup reálnej opcie ohodnocuje túto príleºitos´ na 85716$), ale za optimálne po-
vaºuje diametrálne odli²né stratégie.

Doteraz £asto vyuºívaný prístup NPV teda £elí kritike najmä z dôvodu zanedbania
moºnosti �exibilného rozhodovania na základe novej informácie. �alej si v²imnime,
ºe rozdiel 85716$ − 50000$ = 35716$ predstavuje hodnotu, o ktorú je príleºitos´
investova´ teraz alebo o rok cenne²ia oproti moºnosti investova´ teraz alebo nikdy.
Ke¤ºe vä£²inu reálnych investi£ných príleºitostí je moºné uskuto£ni´ v nejakom
£asovom intervale a rozhodnutia sú prijímané na základe v²etkých v danom okami-
hu dostupných informácií, teória reálnych opcií oproti analýze pomocou NPV lep²ie
popisuje realitu.
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Kapitola 2

Reálna opcia

Analógia medzi �nan£nými a reálnymi opciami je zrejmá z de�nícií oboch
spomenutých nástrojov:

De�nícia 2.1 (Americká call (put) opcia) Predstavuje právo, nie v²ak povin-
nos´, kúpi´ (preda´) podkladové aktívum (naj£astej²ie akciu) za vopred stanovenú
expira£nú cenu kedyko©vek do £asu T (maturity).

De�nícia 2.2 (Reálna opcia) Poskytuje právo, nie v²ak povinnos´, investova´ ur-
£itý �nan£ný obnos (kúpi´ dané podkladové aktívum za vopred stanovenú expira£nú
cenu) do stanoveného £asu (maturity) a získa´ projekt (podkladové aktívum).1

Investi£ná príleºitos´ je teda analogická americkej call opcii, pri£om vz´ahy medzi
vstupnými parametrami pre �nan£nú a reálnu opciu sú uvedené v tabu©ke 2.1.
Investícia sa povaºuje za nenávratnú. Ak �rma investuje, vyuºije danú opciu, av²ak
vzdáva sa moºnosti ¤al²ieho odkladu rozhodnutia (náklady stratenej príleºitosti).
Pripome¬me, ºe v oboch spomenutých de�níciách predpokladáme stochastický vývoj
ceny podkladového aktíva.

1Dixit, Pindyck, 1994, str.30 [1].
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Reálna opcia Premenná Finan£ná opcia

Hodnota projektu S Cena akcie
Náklady na investíciu I Expira£ná cena opcie
�as, dokedy je moºné investíciu uskuto£ni´ T Maturita opcie
Pe¬aºné toky plynúce z investície δ Dividendový výnos
�asová hodnota pe¬azí r Bezrizik. úroková miera
Rizikovos´ projektu σ2 Volatilita akcie

Tabu©ka 2.1: Porovnanie reálnej a �nan£nej americkej call opcie na akciu vyplácajúcu

dividendy.

2.1 Typy reálnych opcií

V predchádzajúcej £asti sme de�novali reálnu opciu popisujúcu jednoduchú
investi£nú príleºitos´. V praxi je takmer kaºdé rozhodovanie moºné popísa´ ur£itým
typom reálnej opcie.
Dixit a Pindyck, 1994 [1] uvádzajú príklad manºelstva, kedy ²´astie páru závisí
od stochastických náhodných udalostí, ktoré sa v kaºdodennom ºivote vyskytnú.
Expira£ná cena tejto opcie rastie s rastúcimi nákladmi na rozvod alebo sociálnym
odsúdením rozluky manºelov (náboºenské prekáºky). �ím vä£²ie sú tieto prekáºky,
tým cennej²ia je moºnos´ so sobá²om po£ka´ a nájs´ £o moºno najvyhovujúcej²ieho
partnera.
Iným príkladom je rozhodovanie o stupni dosiahnutého vzdelania. Reálnu opciu
tu predstavuje moºnos´ ¤al²ieho ²túdia, ktorým sa na nieko©ko rokov vzdávame
moºnosti zárobku (expira£ná cena), av²ak o£akávame vy²²iu mzdu v budúcnosti.
Extrémnym prípadom nenávratného rozhodovania je samovraºda, pretoºe op£ná
hodnota odloºi´ rozhodnutie a po£ka´, £i sa situácia zlep²í je v tomto prípade ve©ká.

Spomenuté príklady predstavujú len nieko©ko názorných ukáºok reálnych opcií.
Napriek ve©kej rôznorodosti investi£ných príleºitostí sa v literatúre uvádza istá ka-
tegorizácia. V nasledujúcom texte spomenieme v²eobecnú terminológiu základných
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typov reálnych opcií zavedenú Copelandom a Antikarovom, 2001.2

• option to wait predstavuje moºnos´ odloºi´ investi£né rozhodnutie. Jej analó-
giou je americká call opcia na akciu vyplácajúcu dividendy, kde expira£ná cena
kore²ponduje s po£iato£nými nákladmi, vlastníctvo akcie s vlastníctvom pro-
jektu a dividendy s kladnými alebo zápornými �nan£nými tokmi plynúcimi
z tejto investície. Moºnos´ oddiali´ rozhodovanie má ur£itú nezápornú hodno-
tu (cenu opcie), pretoºe oproti príleºitosti teraz alebo nikdy umoº¬uje vyuºi´
dynamický systém rozhodovania v rôznych okamihoch na základe v²etkých
vtedy dostupných informácií.

• option to abandon� moºnos´ ukon£i´ projekt pred predpokladaným termínom
v prípade jeho nevýnosnosti a preda´ vybavenie (napríklad stroje alebo patent)
za ur£itú cenu (americká put opcia). Daný typ reálnej opcie chráni investora
pred stratami v prípade, ºe situácia na trhu je hor²ia ako sa o£akávalo. Treba
pripomenú´, ºe tento krok je nezvratný a opätovné spustenie projektu náklad-
né, preto v realite je investor ochotný akceptova´ do£asné straty presved£ený
vierou v potenciálne budúce výnosy.

• option to switch reprezentuje �exibilitu v prechode od jednej alternatívy k inej.
Ide prevaºne o zmenu v technickom alebo softvérovom vybavení, pri£om pôvod-
ný model je optimálny v inej situácii ako model nový. Pre ilustráciu: kúre-
nie uhlím je výhodnej²ie v situácii, ked je jeho cena nízka, ale v prípade, ºe
vzrastie, uprednostníme plynové kúrenie.

• compound option sú reálne opcie umoº¬ujúce viac realizácií (po uplatnení jed-
nej opcie, môºe by´ realizovaná ¤al²ia). Napríklad option to switch môºe by´
povaºovaná za compound option, ak je povolený prechod od jednej alternatívy
k druhej a naopak neobmedzený po£et krát.

• rainbow option � reálne opcie obsahujúce nieko©ko zdrojov náhodnosti. V²etky
z vy²²ie spomínaných druhov opcií sa môºu správa´ ako rainbow v prípade,

2Uvádza tieº Chladná, 2007, str.9 [5]. Vzh©adom na fakt, ºe názvy nemajú slovenský ekvivalent,
uvádzame pôvodné anglické názvy.
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ºe rozhodnutie závisí od viacerých premenných (cien rôznych vstupov resp.
výstupov), z ktorých kaºdá sleduje iný stochastický proces alebo sa tieto pro-
cesy lí²ia parametrami.

V realite vä£²ina investi£ných príleºitostí sp¨¬a de�níciu posledných dvoch uve-
dených typov reálnych opcií. Spomínaný príklad manºelstva sa môºe správa´ ako
compound option vychádzajúcu zo switch option, ke¤ºe vstupova´ do manºelstva
a rozvádza´ sa je moºné neobmedzený po£et krát. Rozhodovanie o samovraºde
(option to abandon) zasa závisí na ve©kom mnoºstve náhodných veli£ín, teda ide
o rainbow option.
Vzh©adom na ve©ký po£et moºných scenárov v mnohých prípadoch dochádza k zjed-
nodu²ovaniu reálnych problémov (napríklad redukcia zdrojov náhodnosti, predpok-
lad jedného moºného vyuºitia opcie). Tieto komplikácie sú dôvodom pre preferenciu
(zo strany manaºérov) síce statického, ale ©ah²ie dosiahnute©ného výsledku vyuºijúc
klasický prístup analýzy pomocou NPV a taktieº výzvou pre vedeckú obec sprístup-
ni´ metódu reálnej opcie vyuºitiu v praxi.
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Kapitola 3

Stochastický kalkulus

Základným predpokladom pre oce¬ovanie opcií je fakt, ºe cena komodity
(a teda aj od nej odvodené �nan£né toky) je riadená stochastickým procesom. Kon-
cept Wienerovho a následne Brownovho pohybu má nieko©ko dôleºitých vlastností,
ktoré sú nevyhnutné pre ¤al²ie matematické úvahy.

3.1 Brownov pohyb

De�nícia 3.1 (Wienerov proces) Wienerov proces je stochastický proces 1 s nasle-
dujúcimi vlastnos´ami:

• W0 = 0

• Wt ∼ N (0, t)

• Wt+s −Ws ∼ N (0, t)

• Wt má nezávislé prírastky t.j. Wt1 ,Wt2−Wt1 , . . . , Wtk−Wtk−1
sú nezávislé pre

v²etky 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk.2

1Stochastický proces je de�novaný ako súbor náhodných premenných X = {Xt; t ∈ T}
na pravdepodobnostnom priestore (Ω,F , P ) s hodnotami v Rd.

2Melicher£ík, 2005, str.129 [3].
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Dôleºité charakteristiky Wienerovho procesu:

• Markovovskos´ procesu � úplná informácia o minulom vývoji danej veli£iny
je obsiahnutá v poslednej hodnote. Teda táto je jediná potrebná na najlep²iu
predpove¤ budúcnosti.3

• Nezávislos´ prírastkov � umoº¬uje limitný prechod od diskrétneho binárneho
rozhodovacieho stromu (random walk) k jeho spojitej verzii.

• Normálne rozdelenie zmien Wienerovho procesu � empirické pozorovania nie-
ktorých reálnych stochastických veli£ín (alebo ich logaritmov) podporujú tento
predpoklad.

Formálny zápis Wienerovho pohybu (dW predstavuje diferenciál Wienerovho pro-
cesu, dt nekone£ne malú £asovú zmenu):

dW = εt

√
dt (3.1)

kde εt ∼ N (0, 1) a E[εtεs] = 0 pre t 6= s.

De�nícia 3.2 (Brownov pohyb) Brownov pohyb je stochastický proces odvodený
od Wienerovho procesu pridaním lineárneho trendu

dx = αdt + σdW (3.2)

kde α nazývame driftom a σ volatilitou daného procesu.

De�nícia 3.3 (Itôv proces) Zov²eobecnenie Brownovho pohybu, ktorého drift a vo-
latilitu predstavujú nenáhodné funkcie £asu a stavu nazývame Itôv proces, a teda:

dx = a(x, t)dt + b(x, t)dW (3.3)

De�nícia 3.4 (Geometrický Brownov pohyb) �peciálnym prípadom Itôvho pro-
cesu je geometrický Brownov pohyb, pre ktorý platí:

dx = µxdt + σxdW (3.4)
3Stochastický proces nazývame Markovovským, ak pre ∀t ∈ T a pre ∀ t-ticu (x1, . . . , xt) ∈ X(Ω)

platí P [Xt = xt | X1 = x1, ..., Xt−1 = xt−1] = P [Xt = xt | Xt−1 = xt−1].

16



resp.
xt = x0e

(µ− 1
2
σ2)t+σWt (3.5)

kde x0 predstavuje hodnotu procesu v £ase 0 a µ resp. σ sú dané kon²tanty.

Geometrický Brownov pohyb sa £asto vyuºíva na modelovanie vývoja cien akcií
(výnosy cien akcií sa modelujú ako nezávislé normálne rozdelené, vtedy µ predstavu-
je o£akávaný výnos a σ neistotu tohto výnosu), úrokov, miezd a iných ekonomických
a �nan£ných veli£ín. Jeho výhody spo£ívajú najmä v tom, ºe generuje iba kladné
hodnoty, £o je vhodné pri modelovaní veli£ín, ktorých záporné hodnoty by nedávali
praktický zmysel (napríklad cena alebo mnoºstvo).4

3.2 Itôva lema

Jedným z pilierov analýz stochastických diferenciálnych rovníc sa stalo odvo-
denie Itôvej lemy (pomocou Taylorovho rozvoja). Táto lema de�nuje pravidlá pre de-
rivovanie funkcií stochastických procesov.

Lema 3.1 (Itôva lema) Nech xt je Itôv proces dx = a(x, t)dt + b(x, t)dW , nech
f(x, t) ∈ C2(R× < 0,∞)). Potom prvý diferenciál funkcie f(xt, t) je daný vz´ahom

df =
∂f

∂t
dt +

∂f

∂x
dx +

1

2

∂2f

∂x2
b2(x, t)dt (3.6)

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici 5

df =

(
∂f

∂t
+ a(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
b2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt + b(x, t)

∂f

∂x
dW (3.7)

4Niektoré ceny (napríklad ceny základných surovín) v²ak nevyhovujú exponenciálnemu trendu
vývoja. Na ich modelovanie je moºné pouºi´ napríklad tzv.mean�reverting proces (detailnej²ie
v £asti 6.1).

5�ev£ovi£, 2001, str.17 [4].
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Kapitola 4

Model

Základom pre na²e úvahy o optimálnom procese rozhodovania je správna for-
mulácia modelu popisujúceho realitu. Uvaºujme v²eobecnú úlohu zameriavajúcu sa
na minimalizáciu nákladov (pre zjednodu²enie abstrahujeme od existencie príjmov),
ktoré sú funkciou stochastickej ceny nejakej komodity. Túto úlohu neskôr bliº²ie
²peci�kujeme (zvolením konkrétnych funkcií) a mierne modi�kujeme.

4.1 Predpoklady investovania

• Nech sa spolo£nos´ rozhoduje optimálne (v zmysle minimalizácie nákladov)
a jej rozhodnutie je riadené cenou St nejakej komodity, ktorá sleduje geome-
trický Brownov pohyb (s parametrami ako v (3.4)).

• Uvaºujme investíciu vý²ky I.

• Náklady za jednotku £asu pred investíciou nech de�nuje funkcia π1(St, t), kým
po nej funkcia π2(St, t), pri£om platí ∀St, t : π1(St, t) ≥ π2(St, t).

• Rozhodnutie investova´ je nenávratné, to znamená, ºe po uskuto£není projektu
sú náklady za jednotku £asu vo v²etkých nasledovných £asových okamihoch
de�nované funkciou π2(St, t).

• Uvaºujme spolo£nos´, ktorej ºivotnos´ je T rokov, po uplynutí ktorých spo-
lo£nos´ úplne zaniká a s jej £innos´ou nie sú spojené ºiadne ¤al²ie výdavky.
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• Predpokladajme kon²tantnú, v £ase nemennú ro£nú úrokovú mieru r.

4.2 Formulácia modelu

V nasledujúcej £asti matematicky popí²eme skuto£nosti uvedené v £asti 4.1.
Ozna£me V2(St, t) o£akávanú £istú sú£asnú hodnotu v²etkých budúcich pe¬aºných
tokov od £asu t do £asu T za predpokladu, ºe spolo£nos´ investovala v minulosti
(do £asu t). Z h©adiska ¤al²ích úvah sa javí výhodné vyjadri´ hodnotu V2(St, t)

pomocou nasledujúcej Bellmanovej rovnice:

V2(St, t) = π2(St, t)∆t + (1 + r∆t)−1E[V2(St+∆t, t + ∆t)|St] (4.1)

Kým prvý argument pravej strany vz´ahu (4.1) predstavuje okamºité náklady v £ase
t, druhý popisuje diskontované budúce náklady, ktoré sú vyjadrené podmienenou
strednou hodnotou na základe informácie o cene známej v £ase t.
Nech V (St, t) predstavuje o£akávanú £istú sú£asnú hodnotu budúcich pe¬aºných
tokov od £asu t do £asu T ak predpokladáme, ºe sa �rma rozhoduje optimálne
vo v²etkých budúcich £asových okamihoch. Úloha sa redukuje na Bellmanovu
rovnicu pre úlohu optimálneho riadenia:

V (St, t) = min(π1(St, t)∆t + (1 + r∆t)−1E[V (St+∆t, t + ∆t)|St], V2(St, t) + I) (4.2)

s koncovou podmienkou
V (ST , T ) = 0 (4.3)

Prvý £len prvého argumentu vz´ahu (4.2) predstavuje pe¬aºný tok nákladov za £as
∆t, druhý £len diskontovanú o£akávanú hodnotu budúcich pe¬aºných tokov za pred-
pokladu, ºe sa v kaºdom £asovom okamihu rozhodujeme optimálne a v £ase roz-
hodnutia je známa cena St. Druhý argument vz´ahu (4.2) interpretuje moºnos´
investície s jednorazovými nákladmi vo vý²ke I v £ase t, ¤al²ie pe¬aºné toky budú
v tomto prípade dané funkciou V2(St, t) (pretoºe investícia je nevratná).
A teda v prípade, ºe sa minimum nadobúda v prvom argumente, investícia v £ase t

a pri danej cene St nie je prijatá a naopak, jeho nadobudnutie v druhom argumente
zodpovedá jej akceptovaniu.
Koncová podmienka (4.3) zodpovedá ukon£eniu prevádzky �rmy v £ase T.
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4.3 Stochastické dynamické programovanie

Úlohu sformulovanú vz´ahom (4.2) je moºné prepísa´ do tvaru úlohy sto-
chastického dynamického programovania s diskrétnym pevným £asom a pevným
koncom.
Ozna£me:

• j � £asový index prislúchajúci £asu tj = j∆t, kde j ∈ {0, 1, ...,m}, m = T
∆t
.

Teda (t0, ..., tm) je delenie £asového intervalu.

• Sj � náhodná premenná prestavujúca cenu aktíva v £ase tj sledujúca geome-
trický Brownov pohyb. Predpokladáme, ºe S(t0) = S0.

• uj � riadiaca premenná, pri£om

uj =





0 neinvestova´
1 investova´

Rovnica stochastického dynamického programovania teda v zmysle zavedeného oz-
na£enia vyzerá nasledovne:

Vj(Sj) = min
uj∈{0,1}

((1− uj)(π1j
(Sj)∆t + (1 + r∆t)−1E[Vj+1(Sj+1|Sj)]) + uj(V2j

(Sj) + I))

s koncovou podmienkou

Vm(Sj) = 0

Táto úloha je zvy£ajne rie²ená metódou programového riadenia alebo metódou op-
timálnej spätnej väzby, av²ak ako problematická sa ukazuje závislos´ náhodných
premenných Sj, Sj+1. Preto zvolíme iný prístup zaloºený na numerickom rie²ení
parciálnych diferenciálnych rovníc.

4.4 Odvodenie parciálnych diferenciálnych rovníc

Ako bolo spomenuté, úloha optimálneho riadenia sa zvy£ajne rie²i odzadu
itera£nou metódou, av²ak v tomto prípade je moºný jej prevod na h©adanie minima
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funkcií, ktoré vyhovujú parciálnym diferenciálnym rovniciam.1

Pouºitím Taylorovho rozvoja, vz´ahov (3.7) a (3.4) a faktu, ºe E[dW ] = 0 dostá-
vame2

E[V (St+∆t, t + ∆t)|St] = V (St, t) +

+ [Vt(St, t) + µStVS(St, t) +
1

2
σ2S2

t VSS(St, t)]∆t +

+ o(∆t) (4.4)

kde o(∆t) sú £leny vy²²ieho rádu.

Ak sa vo vz´ahu (4.2) nadobudne minimum v prvom argumente, potom platí:

V (St, t) = π1(St, t)∆t + (1 + r∆t)−1E[V (St+∆t, t + ∆t)] (4.5)

Prenásobením (1 + r∆t) a preusporiadaním dostávame

r∆tV (St, t) = π1(St, t)∆t(1 + r∆t) + E[V (St+∆t, t + ∆t)− V (St, t)] (4.6)

Predelením ∆t a limitným prechodom ∆t → 0

rV (St, t) = π1(St, t) +
1

dt
E[dV ] (4.7)

Vyuºijúc (4.4) vo vz´ahu (4.7)

rV (St, t) = π1(St, t) + Vt(St, t) + µStVS(St, t) +
1

2
σ2S2

t VSS(St, t) (4.8)

Nakoniec preusporiadaním dostávame parciálnu diferenciálnu rovnicu (PDR)

Vt(S, t) + µSVS(S, t) +
1

2
σ2S2VSS(S, t)− rV (S, t) + π1(S, t) = 0 (4.9)

Analogickým postupom vychádzajúc zo vz´ahu (4.1) dostávame PDR pre V2(S, t)

V2t(S, t) + µSV2S
(S, t) +

1

2
σ2S2V2SS

(S, t)− rV2(S, t) + π2(S, t) = 0 (4.10)

1Detailnej²ie v Dixit, Pindyck, 1994, str.104�109 [1].
2Dolný index ²tandardne ozna£uje parciálnu deriváciu funkcie pod©a indikovanej premennej.
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4.5 Problém vo©nej hranice

Intuícia nám hovorí, ºe je optimálne investova´ pri vy²²ích hodnotách S

a ºe celú oblas´ rozhodovania (rovinu (t, S(t))) môºeme krivkou Sf (t) rozdeli´ na
dva regióny, pri£om v prvom je optimálne investova´ a v druhom naopak zotrva´
v sú£asnom stave. Krivku Sf nazývame vo©nou hranicou. Poznamenajme, ºe táto
krivka je analógiou vo©nej hranice známej z teórie amerických �nan£ných opcií.
Predpokladajme, ºe neinvestova´ je optimálne pre S < Sf a investova´ pre S > Sf .
Detailnej²ie podmienky, za ktorých je tento prepoklad splnený uvádzajú Dixit,
Pindyck, 1994, str.104�108 [1].
Z formulácie vo©nej hranice je zrejmé, ºe na hranici musí plati´

V (Sf (t), t) = V2(Sf (t), t) + I pre ∀t. (4.11)

Táto hranica je v²ak neznáma, preto potrebujeme ¤al²iu podmienku, ktorá zvy£aj-
ne pochádza z ekonomického (fyzikálneho, biologického) pozadia daného problému.
V na²om prípade predstavuje poºiadavku hladkého napojenia V (S, t) a V2(S, t) + I

ako funkcií S v bodoch hranice Sf (t)
3, teda

VS(Sf (t), t) = V2S
(Sf (t), t) pre ∀t (4.12)

4.6 Matematická formulácia modelu

Vyuºijúc v²etky spomenuté fakty môºeme sformulova´ dve ekvivalentné de�ní-
cie uvedeného modelu:

De�nícia 4.1 Rie²ením úlohy (4.2) je dvojica (V (S, t), Sf (t)) sp¨¬ajúca

• Vt(S, t) + µSVS(S, t) + 1
2
σ2S2VSS(S, t)− rV (S, t) + π1(S, t) = 0

pre ∀t ∈ (0, T ), ∀S ∈ (0, Sf (t))

• V (S, T ) = 0

3Podmienka je analogická podmienke vo©nej hranice v teórii amerických opcií a je zaloºená
na rovnakom ekonomickom základe. Pre bliº²ie matematické vysvetlenie pozri Dixit, Pindyck,
1994, str.130�131 [1].
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• V (0, t) = 0

• V (Sf (t), t) = V2(Sf (t), t) + I kde V2(S, t) sp¨¬a rovnicu (4.10)

• VS(Sf (t), t) = V2S
(Sf (t), t) pre ∀t ∈ (0, T ).

De�nícia 4.2 Rie²ením úlohy (4.2) je aspo¬ C1 hladká funkcia V (S, t) sp¨¬ajúca

• V (S, t) ≤ V2(S, t) + I pre ∀t ∈ (0, T ), S > 0

• ak V (S, t) < V2(S, t) + I, potom V (S, t) sp¨¬a parciálnu diferenciálnu rovnicu
Vt(S, t) + µSVS(S, t) + 1

2
σ2S2VSS(S, t)− rV (S, t) + π1(S, t) = 0,

inak V (S, t) = V2(S, t) + I, kde V2(S, t) sp¨¬a rovnicu (4.10)

Prvá uvedená de�nícia je vhodná na analytické úvahy o vlastnostiach rie²enia, kým
druhá má vyuºitie najmä v numerických aproximáciách.
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Kapitola 5

Aplikácia modelu

Cie©om nasledujúcej kapitoly je ukáza´ moºnosti roz²írenia úlohy (4.2) v prí-
pade, ºe umoºníme regulátorovi (vláde, kartelu, inej autorite) ovplyvni´ cenu ko-
modity St zavedením jednorazového skoku d v £ase t∗ (kde t∗ < T ). Tento skok
môºe by´ interpretovaný ako zavedenie dane, cla, alebo akáko©vek zmena pomerov,
ktorá má dopad na cenu komodity.

5.1 Motivácia

Uvaºujme ²tát, ktorý chce zníºi´ výdavky na zdravotníctvo, respektíve dbá
o zdravie obyvate©stva, a preto uvaºuje o zavedení povinnosti preventívnych pre-
hliadok pre svojich ob£anov. Ideou je fakt, ºe náklady spolo£nosti na pacienta,
ktorého zdravie je pod doh©adom lekára sú niº²ie (v dôsledku rýchlej diagnostiky
ochorenia, a teda jeho men²ej závaºnosti).

Pred zavedením tejto povinnosti ob£an nenav²tevujúci lekára platí ur£ité percento
ceny lie£by π1(St) = St

1+d
(kde St je náhodná premenná predstavujúca náklady

na lie£bu danej choroby, d ∈ (0, 1)) a dobrovo©ne nav²tevujúci platí ²tvrtinu ce-
ny lie£by, teda π2(St) = St

4
.

Naopak, ak ²tát túto my²lienku zrealizuje, ob£an, ktorý sa rozhodne povinnos´ igno-
rova´, hradí celú sumu π1(St) = St, kým cena pre ob£ana podstupujúceho prehliadku
sa taktieº mierne zvý²i, povedzme na π2(St) = (1+d)St

4
. Jeho právo rozhodnú´ sa,
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£i podstúpi prehliadky alebo nie predstavuje opciu, ktorej expira£nou cenou je ce-
na stratenej príleºitosti, teda £as strávený kaºdoro£ne na vy²etreniach vyjadrený
v peniazoch, ktoré by bol produktívny £lovek schopný za túto dobu zarobi´. Do ex-
pira£nej ceny môºe by´ prípadne zahrnutý aj stres z £akania na výsledky a podobne.
Predpokladáme, ºe ak sa ob£an rozhodne prehliadky absolvova´, jeho rozhodnutie
je nezvratné.

Cie©om ²tátu je v horizonte T rokov dosiahnu´, aby sa ur£ité stanovené percento
jeho ob£anov prehliadok zú£ast¬ovalo. Z poh©adu tohto regulátora je teda otázkou,
kedy prija´ zákon o povinnosti prehliadok, aby boli naplnené jeho predstavy o ná-
kladoch na lie£bu pacientov.
Vzh©adom na fakt, ºe kvanti�kova´ jednotlivé veli£iny v modeli popisujúcom náklady
na lie£bu a zdravie ako také, by bolo z dôvodu nedostatku dát náro£né, nebudeme
sa touto úlohou zaobera´. Tento názorný príklad v²ak poukazuje na skuto£nos´,
ºe schéma modelu, ktorým sa zaoberáme v tejto diplomovej práci, má opodstatne-
nie v mnoºstve aktuálnych problémov.

5.2 Úloha

V nasledujúcom texte sa zaoberáme úlohou, ktorá je aplikovate©ná na roz-
hodovanie v rôznych priemyselných odvetviach.
Predpokladajme existenciu malých podnikate©ov prevádzkujúcich spolo£nosti, kto-
rých ved©aj²ím produktom výroby sú splodiny vo forme CO2. Reprezentujme v²etky
spolo£nosti jednou agregovanou spolo£nos´ou, ktorá predstavuje priemernú spolo£nos´
(z h©adiska prístupu k realizácii investície). Ke¤ºe ²tát má záujem na plnení kvót
stanovených Kjótskym protokolom, za kaºdú tonu CO2 vypustenú do ovzdu²ia nad
povolené mnoºstvo je jej emitent povinný plati´ náklady, ktoré sa odvýjajú od ak-
tuálnej ceny CO2 a mnoºstva vyprodukovaných splodín. S touto splodinou je moºné
reálne obchodovanie (v zmysle obchodu s emisiami) a jej cena je modelovaná ako
geometrický Brownov pohyb.
�alej uvaºujme, ºe agregovaná spolo£nos´ produkuje splodiny nad povolenú kvótu
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a to v £ase t0 X ton CO2 za £as ∆t. Táto spolo£nos´ má moºnos´ nain²talova´
�lter za cenu I, ktorý zníºi produkciu CO2 nad limit na Y ton za £as ∆t (Y < X).
Spolo£nos´ má ºivotnos´ T rokov a rozhoduje sa optimálne (prioritou je minimali-
zova´ náklady spojené s produkciou CO2). Je dôleºité si uvedomi´, ºe úloha sp¨¬a
predpoklady de�nované v £asti 4.1.

Regulátor uvaºuje o zavedení dane na CO2 vo vý²ke d (detailnej²ie v £asti 5.3)
v £ase t∗, s úmyslom zatraktívni´ zavedenie �ltra, a teda zlep²i´ ºivotné prostredie.
Toto rozhodnutie má moºnos´ urobi´ raz ro£ne.
Úlohou je ur£i´ kedy (prípadne o ko©ko, d ∈< 0, 1 >) má regulátor k tomuto kroku
pristúpi´, aby postavenie �ltra ur£ité percento spolo£ností po£as zvoleného £asového
obdobia realizovalo.

5.3 Modelovanie ceny CO2

Zavedením Kjótskeho protokolu, ktorý udáva jednotlivým krajinám kvóty
na produkciu emisií zne£is´ujúcich ºivotné prostredie, sa vytvoril priestor na ob-
chodovanie s týmito emisiami. Jednoducho povedané: ak ²tát stanovuje jednotlivým
podnikom stropy na produkciu CO2, potom tieto môºu rozdiel medzi stropom a ich
skuto£nou produkciou preda´ podniku, ktorý svoj limit prekra£uje.
Vyuºijúc predpoklad, ºe cena CO2 (uvádzaná v prepo£te na 1 tonu CO2) sledu-
je geometrický Brownov pohyb, z historických dát cien za obdobie 12.12.2003�
15.1.2008 uverejnených na www.chicagoclimatex.com/market/data/summary.jsf od-
hadneme parametre µ1 = 0.198436, σ1 = 0.515207 (pre ∆t = 1/250), S0 = 0.95$.
Vývoj ceny CO2 za toto obdobie je znázornený na obrázku 5.1.
Pod pojmom zavedenie dane v £ase t∗ rozumieme nasledovné:

St =





S0e
(µ1− 1

2
σ2
1)t+σ1Wt pre t < t∗

(1 + d)S0e
(µ1− 1

2
σ2
1)t∗+σ1Wt∗e(µ2− 1

2
σ2
2)(t−t∗)+σ2(Wt−Wt∗ ) pre t ≥ t∗

Treba podotknú´, ºe po zavedení dane cena opä´ sleduje geometrický Brownov
pohyb, av²ak potenciálne s inými parametrami µ2, σ2. Na obrázku 5.2 je zná-
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zornená simulácia ceny za predpokladu zmeny týchto parametrov (0 < µ2 ≤ µ1,
0 < σ2 ≤ σ1� predpoklad niº²ích hodnôt rastu ceny a niº²ej volatility).
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Obrázok 5.1: Vývoj ceny CO2 [$/t] v období od 12.12.2003 do 15.1.2008.
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Obrázok 5.2: Simulácia ceny CO2 pre parametre ∆t = 1/250, S0 = 0.95, µ1 = 0.198436,
σ1 = 0.515207, µ2 = 0.08, σ2 = 0.2, t∗ = 5 rokov, d = 0.5.

�alej je dôleºité si uvedomi´, £o sa deje s hodnotou V (S, t) v £ase tejto interven-
cie. Kvôli jednoduchosti predpokladajme, ºe v £ase uvalenia dane (t∗) nie je moºná
realizácia investície.1 Potom môºe by´ vyuºitý vz´ah:

V (St∗ , t
∗) = lim

t→t∗+
V ((1 + d)St, t) (5.1)

1Uvedený predpoklad je dôleºitý iba z technického h©adiska pri numerickom rie²ení modelu,
bliº²ie v £asti 5.5.
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Vz´ah (5.1) vyjadruje fakt, ºe £istá sú£asná hodnota budúcich nákladov od £asu t∗

do £asu T pri cene St je rovná týmto nákladom od £asu t∗ + dt do £asu T pri cene
(1 + d)St.

5.4 Funkcie nákladov

Pri rie²ení úlohy má na celkový tvar oblasti rozhodovania vplyv mnoºstvo
faktorov. Jedným z nich je vo©ba funkcií π1(St, t), π2(St, t), ktoré predstavujú mieru
okamºitých nákladov �rmy na produkciu splodín.
V ekonomickej teórii sa stretávame s rôznymi typmi nákladových funkcií, vo v²e-
obecnosti v²ak rozli²ujeme:

• Fixné náklady � náklady, ktoré musia by´ nevyhnutne vynaloºené na zabezpe-
£enie produkcie. Ich hodnota je kon²tatná a nezávisí od vyprodukovaného
mnoºstva.

• Variabilné náklady � zah¯¬ajú bezprostredné náklady na produkciu, závisia
od po£tu vyprodukovaných jednotiek.

V kontexte problematiky produkcie CO2 môºe by´ interpretáciou predpoklad, ºe kaº-
dý producent daného odvetvia prekra£uje povolené mnoºstvá emisií. V dôsledku
toho platí pokutu ²tátu alebo mestu za zhor²ené ºivotné prostredie (�xné náklady).
Nech je zavedená povinnos´, ºe kaºdá ¤al²ia tona nad limit, musí by´ odkúpená
od spolo£ností, ktoré limit nenap¨¬ajú. Teda emitent kupuje presne také mnoºstvo,
aké vyprodukuje (variabilné náklady).
Zaoberajme sa najjednoduch²ím typom nákladových funkcií:

π1(St, t) = XSt + A

π2(St, t) = Y St + B

X > Y ≥ 0, A ≥ B ≥ 0

V niektorých prípadoch je moºné parciálne diferneciálne rovnice (4.9) a (4.10) vyrie²i´
analyticky. V ¤al²ej £asti uvedieme koncept rie²enia rovnice (4.9) pre π1(S, t) kde
A = 0.
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Analytické rie²enie PDR

V prípade, ºe budúce pe¬aºné toky (napr. náklady) sú lineárnou funkciou
produkovaného mnoºstva X, teda π(S, t) = XS je rovnicu (4.9):





Vt(S, t) + µSVS(S, t) + 1
2
σ2S2VSS(S, t)− rV (S, t) + XS = 0

V (S, T ) = 0

moºné vyrie²i´ analyticky.
Pouºitím transformácií x = lnS, τ = T − t a vz´ahu V (S, t) = u(x, τ) dostávame





uτ − σ2

2
uxx − (µ− σ2

2
)ux + ru−Xex = 0

u(x, 0) = 0

Transformáciou v(x, τ) = eαx+βτu(x, τ) a vhodným zvolením parametrov α = µ
σ2− 1

2
,

β = µ2

2σ2 − 1
2
µ + σ2

8
+ r sa rovnica redukuje na tvar:





vτ − σ2

2
vxx −Xe(1+α)x+βτ = 0

v(x, 0) = 0

Následne aplikujeme vzorec na výpo£et rie²enia nehomogénnej parabolickej parciál-
nej diferenciálnej rovnice

v(x, τ) =

∞∫

−∞

G(x− s, τ)v(s, 0)ds +

τ∫

0

∞∫

−∞

G(x− s, τ − r)Xe(1+α)s+βrdsdr (5.2)

kde G(ξ, t) = 1√
2σ2πt

e−
ξ2

2σ2t je Greenova funkcia.

v(x, τ) = X

τ∫

0

∞∫

−∞

1√
2πσ2(τ − r)

e
− (x−s)2

2σ2(τ−r)
+(1+α)s+βr

dsdr (5.3)

v(x, τ) = X

τ∫

0

∞∫

−∞

1√
2πσ2(τ − r)

e
− (s−(x+σ2(τ−r)(1+α)))2

2σ2(τ−r) ds

︸ ︷︷ ︸
1

e(1+α)x+σ2

2
(τ−r)(1+α)2+βrdr

(5.4)

Vyrie²ením integrálu dostávame

v(x, τ) = Xex(1+α)

[
e

σ2

2
(τ−r)(1+α)2+βr

β − σ2

2
(1 + α2)

]τ

0

(5.5)
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v(x, τ) = Xex(1+α) e
βτ − e

σ2

2
τ(1+α)2

β − σ2

2
(1 + α)2

(5.6)

Nakoniec spätnými transformáciami dostávame

V (S, t) = 2XSe−β(T−t) e
β(T−t) − e

σ2

2
(T−t)(1+α)2

2β − σ2(1 + α)2
(5.7)

pri£om α,β sú uvedené vy²²ie.

5.5 Numerické rie²enie

V predchádzajúcej £asti 5.4 sme sa zaoberali prípadom, kedy je moºné rovnice
(4.9) a (4.10) pri ²peciálnej vo©be nákladových funkcií vyrie²i´ analyticky. Nako©ko
v²ak existencia explicitného analytického rie²enia nie je vo v²eobecnosti zabezpe£ená,
model budeme rie²i´ numericky. Presnej²ie aplikujeme PSOR metódu2 (s vyuºitím
parametra ω = 1.8 ) postupujúc odzadu.

Numerické rie²enie vyºaduje de�níciu rozmerov siete a kroku. Vo v²etkých nasle-
dujúcich výsledkoch (ak nie je uvedené inak) aplikujeme £asový krok k = 1/250,
priestorový krok (rozmer ceny) h = 0.05 a priestorové ohrani£enie Smax = 60$.

Na v²etky neskôr analyzované úlohy sa ¤alej vz´ahujú nasledovné predpoklady
o parametroch:

• T � £as ukon£enia prevádzky spolo£nosti a sú£asne £as maturity reálnej opcie.
Zvy£ajne volíme obdobie 10 rokov.

• t∗ � £as intervencie regulátora (vlády) vo forme uvalenia dane na podkladové
aktívum. Predpokladáme, ºe da¬ môºe by´ uvalená raz ro£ne vºdy na za£iatku
roka, teda v £asoch rok 1, rok 2, ..., rok T − 1.

• µ1 a σ1 � drift a volatilita stochastického procesu ceny CO2 pred zásahom ²tá-
tu, tieto sú pevne ur£ené � odhadnuté z realizácie ceny CO2 (µ1 = 0.198436,
σ1 = 0.515207).

2Projected super over relaxation method, jej algoritmus uvádza napríklad Seydel, 2002, str.127�
131 [2].
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Na obrázku 5.3 je znázornené numerické rie²enie V (S, t) pre uvedené parametre.
Je zrejmé, ºe s plynúcim £asom hodnota V (S, t) klesá, pretoºe sa skracuje ºivotnos´
spolo£nosti (obdobie od £asu t do £asu T ), a teda klesajú aj diskontované budúce
náklady spojené s produkciou CO2. Zlom je spôsobený zavedením dane v roku 6.
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Obrázok 5.3: Hodnota V (St, t) pre parametre S0 = 0.95, µ1 = 0.198436, σ1 = 0.515207,
µ2 = 0.08, σ2 = 0.3, t∗ = 6 rokov, d = 0.3, r = 0.05, I = 7$, T = 10 rokov, π1(S, t) =
S + 1.2, π2(S, t) = 0.5S + 1.

5.5.1 Oblas´ rozhodovania

Tak ako pravidlo £istej sú£asnej hodnoty hovorí investova´ pre NPV > 0,
aj pri teórii reálnej opcie existuje presná hranica medzi hodnotami St kedy je vý-
hodnej²ie investova´ a naopak, kedy nie. Na rozdiel od hodnoty NPV je táto hra-
nica dynamická (závislá na £ase) a je identická s vo©nou hranicou uvedenou v £asti
4.5. Obrázok 5.4 zobrazuje vo©nú hranicu Sf (t) v prípade zavedenia dane v roku 6.
V²imnime si, ºe zásah ²tátu spôsobí posun vo©nej hranice smerom dolu, £o znamená,
ºe sa investova´ oplatí uº pri niº²ej cene. Dôvod plynie z o£akávaných vy²²ích hod-
nôt cien, a teda narastajúceho rozdielu medzi nákladmi na produkciu CO2 bez �ltra
a po jeho zavedení.
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Obrázok 5.4: Tvar oblasti rozhodovania resp. vo©nej hranice Sf (t) pre parametre S0 =
0.95, µ1 = 0.198436, σ1 = 0.515207, µ2 = 0.08, σ2 = 0.3, t∗ = 6 rokov, d = 0.3, r = 0.05,
I = 7$, T = 10 rokov, π1(S, t) = S + 1.2, π2(S, t) = 0.5S + 1.

5.5.2 Parametre a ich vplyv na oblas´ rozhodovania

V nasledujúcom odseku sa budeme zaobera´ analýzou citlivosti krivky Sf (t)

na zmenu jedného z parametrov. V²etky nasledujúce zmeny parametrov a ich
vplyvy budú aplikované na základnú úlohu de�novanú parametrami S0 = 0.95,
µ1 = 0.198436, σ1 = 0.515207, µ2 = 0.08, σ2 = 0.25, t∗ = 6 rokov, d = 0.35,
r = 0.05, I = 11$, T = 10 rokov, π1(S, t) = S + 1, π2(S, t) = 0.5S + 0.5.
Oblas´ rozhodovania tejto úlohy je na kaºdom z obrázkov 5.5 aº 5.12 znázornená
plnou £iarou. Preru²ovaná £iara predstavuje zmenu tejto krivky pri zmene jedného
z parametrov (²peci�kácia parametera a na akú hodnotu je zmenený je uvedené pod
kaºdým z obrázkov).

• d � vý²ka dane. Uvaºujeme d ∈ (0, 1). Vplyv zvý²enia dane na krivku Sf (t)

je znázornený na obrázku 5.5. Je zrejmé, ºe £ím je hodnota dane vä£²ia, tým
je optimálnej²ie investova´ uº pri niº²ích hodnotách ceny CO2. Dôvodom je
fakt, ºe zavedenie dane má za následok vä£²í nárast nákladov na CO2 pri jeho
produkcii bez �ltra ako s ním.

• I � náklady na zavedenie �ltra. Je zrejmé, ºe £ím je cena in²talácie �ltra
vy²²ia, tým viac sa krivka Sf (t) posúva smerom nahor (obrázok 5.6), pretoºe
sa investova´ oplatí aº pri vy²²ích cenách CO2.
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• r � bezriziková úroková miera (% per annum). V dôsledku faktu, ºe cena reál-
nej opcie s rastúcim úrokom rastie, zvý²enie zvolenej úrokovej miery spôsobí
posun Sf (t) nahor (obrázok 5.7).3

• µ2 � drift stochastického procesu ceny CO2 po zásahu ²tátu (uvaºujeme,
ºe tento parameter sa potenciálne môºe lí²i´ od µ1). Vy²²ie hodnoty µ2 in-
dikujú vy²²í rast ceny, a teda sa optimálnej²ie javí investova´ uº pri niº²ích
hodnotách S (obrázok 5.8).

• σ2 � volatilita stochastického procesu ceny CO2 po zásahu ²tátu (opä´ vo v²e-
obecnosti σ2 6= σ1). Vy²²ia volatilita posúva Sf (t) nahor, pretoºe aj ke¤ sa
cena nachádza na vy²²ích hodnotách, investor v dôsledku vy²²ej volatility (a te-
da neistoty) £aká, £i cena neklesne (obrázok 5.9).

�alej uvaºujme aj o vplyve zmeny parametrov jednoduchých nákladových funkcií
π1(St, t) = XSt + A, π2(St, t) = Y St + B a zmene typu jednej z týchto funkcií
na mocninový.

• X resp. Y � je zrejmé, ºe nárast Y respektíve pokles X spôsobí men²iu
atraktivitu moºnosti vyuºi´ reálnu opciu (obrázok 5.10).

• A resp. B � vy²²ie �xné náklady po realizácii projektu (B) alebo niº²ie �xné
náklady pred ¬ou (A) majú opä´ za následok posun hranice oblasti rozhodova-
nia k vy²²ím hodnotám (obrázok 5.11).

• π1 �mocninová funkcia π1 v závislosti od ceny spôsobuje, ºe náklady pri vy²²ích
cenách CO2 prudko rastú. Z toho dôvodu je optimálnej²ia in²talácia �ltra uº
pri niº²ích hodnotách ceny (obrázok 5.12).

3Výsledok je analogický ako pre americkú call opciu.
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Obrázok 5.5: d = 0.55.
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Obrázok 5.6: I = 16.
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Obrázok 5.7: r = 0.1.
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Obrázok 5.8: µ2 = µ1.
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Obrázok 5.9: σ2 = σ1.
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Obrázok 5.10: π2 = 0.75S + 0.5.
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Obrázok 5.11: π2 = 0.5S + 1.
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Obrázok 5.12: π1 = S1.5 + 1.

5.6 Vplyv regulátora

Ako bolo uvedené v £asti 5.2 záujmom ²tátu je vplyvom zavedenia dane
dosiahnu´, aby £o najviac spolo£ností in²taláciu �ltra realizovalo. Pri rie²ení tohto
problému predpokladajme, ºe spolo£nos´ realizuje investíciu okamºite, ak simulácia
ceny CO2 prekro£í hranicu Sf (t). Ke¤ºe v²etky spolo£nosti na trhu sú reprezen-
tované jednou agregovanou, pravdepodobnos´ prijatia investície touto spolo£nos´ou
môºe by´ interpretovaná ako relatívna po£etnos´ realizácií opcie skuto£nými spo-
lo£nos´ami.
V nasledujúcej analýze vºdy uvaºujme parametre S0 = 0.95, µ1 = 0.198436, σ1 =

0.515207, µ2 = 0.15, σ2 = σ1, r = 0.05, I = 10.2$, T = 10 rokov, π1(S, t) =

0.9S + 1.5, π2(S, t) = 0.5S + 0.76 a po£et simulácií 1000.

Pre vo©bu d = 0.35 je z výsledkov prezentovaných v tabu©ke 5.1 zrejmé, ºe je opti-
málne zavies´ da¬ v roku 3, kedy je pravdepodobnos´ prijatia investície agregovanou
spolo£nos´ou maximálna. Av²ak rozdiely najmä v prvých piatich rokoch sú mini-
málne a ve©mi citlivé najmä na vo©bu parametrov µ2 a σ2. V²imnime si, ºe takýmto
zásahom do vývoja ceny CO2 je moºné zvý²i´ po£et spolo£ností, ktoré investíciu
prijmú o takmer 10% (oproti prípadu, kedy regulátor nezasahuje).

Je dôleºité si uvedomi´, ºe dôvodom pre£o regulátor nezavedie da¬ uº v roku 1 je
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zmena driftu stochastického procesu po zásahu (µ2 < µ1), ktorú je moºné interpre-
tova´ ako penalizáciu za zavedenie dane. Je tu teda riziko, ºe ak sa da¬ zavedie
príli² skoro, v dlhodobom horizonte bude cena niº²ia ako bez intervencie (pri zave-
dení dane totiº dochádza k protichodným javom: £ím skôr sa zavednie da¬, tým sú
v dôsledku skoku v cene pravdepodobnej²ie vy²²ie hodnoty ceny v budúcnosti; £ím
skôr sa zavedie da¬, tým pokles µ2 spôsobí vä£²iu �²kodu� v zmysle niº²ích hodnôt
ceny). V prípade, ºe by sme uvaºovali o úlohe, v ktorej parameter µ2 zostane nezme-
nený (µ2 = µ1), pre regulátora je najoptimálnej²ie zavies´ da¬ okamºite v roku 1.

Rok uvalenia dane Pravdepodobnos´ realizácie

(zásahu ²tátu) investície

1 79.8%

2 80.0%

3 81.3%
4 80.8%

5 80.7%

6 80.9%

7 79.4%

8 78.2%

9 76.2%

bez zásahu 72.5%

Tabu©ka 5.1: Vývoj percentuálneho po£tu spolo£ností, ktoré prijmú investíciu v závislosti

od roku zásahu ²tátu.

Taktieº je zaujímavé rozloºenie uplatnenií opcií na jednotlivé roky. Na obrázku
5.13 môºeme vidie´, ºe v prípade zavedenia dane d = 0.35 v roku 6 sa na takmer
70% realizácia investície uskuto£ní v prvom roku a na 20.2% sa neuskuto£ní vôbec.
Ostatné roky sú zastúpené iba nízkymi pravdepodobnos´ami. Znamená to teda,
ºe vä£²ina zo spolo£ností uplat¬ujúcich opciu ju vyuºije uº v prvom roku. Hlavný
vplyv na rozloºenie uplatnenia opcie na jednotlivé roky má tvar oblasti rozhodova-
nia. Ak zvolíme mocninový typ funkcie nákladov π1(S, t) (tvar Sf (t) je potom
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napríklad uvedený £iarkovanou £iarou v obrázku 5.12) a dostato£ne ve©ké náklady
na investíciu I, vä£²í po£et spolo£ností realizuje investíciu neskôr (obrázok 5.14).

Obrázok 5.13: Rozloºenie precentuálneho po£tu spolo£ností, ktoré uplatnia opciu pod©a
roku uplatnenia pre základnú úlohu s t∗ = 6 rokov.

Obrázok 5.14: Rozloºenie precentuálneho po£tu spolo£ností, ktoré uplatnia opciu pod©a
roku uplatnenia pre úlohu s mocninovým typom nákladovej funkcie π1 = S1.4 + 1.5, σ1 =
σ2 = 0.2, I = 55, t∗ = 6 rokov (ostatné parametre ako v základnej úlohe).

V tabu©ke 5.2 sa zaoberáme rozdielmi v po£te realizácií investície pri rôznej vý²ke
dane uvalenej regulátorom. Z hodnôt vyplýva, ºe £ím vy²²iu da¬ autorita zavedie,
tým vä£²ia je pravdepodobnos´ uplatnenia opcie agregovanou spolo£nos´ou. Taktieº
je zaujímavý fakt, ºe £ím vy²²iu da¬ volíme, tým sa optimálny £as jej zavedenia

37



blíºi k roku 1 (kým pre d = 0.25 je optimálnej²ie da¬ zavies´ v rokoch 6 - 7, pre
d = 0.55 je to rok 1). Tento fakt je moºné vysvetli´ tým, ºe pri vo©be vy²²ích hodnôt
d preváºi jeho pozitívny vplyv nad negatívnym ú£inkom poklesu driftu µ2, a preto
je optimálne intervenova´ uº v roku 1. V²imnime si, ºe ak by pri vo©be d = 0.1

regulátor zaviedol da¬ v rokoch 1 aº 6, spôsobil by dokonca zníºenie po£tu realizícií
investície (negatívny vplyv poklesu µ1 na µ2 by preváºil nad skokom v cene).

Rok zavedenia dane d=0.10 d=0.25 d=0.35 d=0.4 d=0.5 d=0.55

(zásahu ²tátu)

1 63.1% 73.4% 79.8% 82.8% 88.3% 91.9%
2 64.7% 73.9% 80.0% 82.6% 87.7% 90.8%

3 67.2% 75.3% 81.3% 82.8% 87.5% 89.6%

4 68.7% 76.0% 80.8% 82.4% 87.6% 88.3%

5 70.7% 77.3% 80.7% 82.6% 87.2% 87.7%

6 72.1% 77.8% 80.9% 82.0% 85.8% 87.3%

7 73.1% 77.5% 79.4% 81.0% 82.9% 84.5%

8 73.3% 76.5% 78.2% 78.6% 81.0% 82.0%

9 73.2% 75.1% 76.2% 76.7% 78.1% 78.2%

bez zásahu 72.5%

Tabu©ka 5.2: Vývoj precentuálneho po£tu spolo£ností, ktoré prijmú investíciu v závislosti

od roku zásahu ²tátu a hodnoty dane.
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Kapitola 6

Moºnosti roz²írenia modelu

V tejto kapitole uvedieme moºné alternatívy modi�kácie modelu, ktoré
roz²íria aplikáciu modelu aj do iných odvetví.

6.1 Modelovanie ceny

Pri v²etkých doteraj²ích úvahách bol vyuºitý predpoklad modelovania ceny
geometrickým Brownovým pohybom. V tejto £asti sa budeme zaobera´ ¤al²ími
procesmi, ktoré sa v realite vyºívajú na simuláciu cien.

Mean�reverting proces

Ako uº bolo spomenuté, geometrický Brownov pohyb nie je vhodný na mo-
delovanie cien niektorých komodít, pretoºe jeho £asový vývoj sa vo ve©kej miere
vz¤a©uje od svojej po£iato£nej hodnoty. Av²ak najmä ceny základných surovín ako
elektrická energia alebo me¤ sú v dlhodobom horizonte viazané na hrani£né pro-
duk£né náklady. Teda, kým krátkodobo napríklad cena elektrickej energie náhodne
�uktuuje (napríklad ako dôsledok zmien dopytu a ponuky), z dlhodobého h©adiska
sa vracia k hodnote hrani£ných produk£ných nákladov.
Tejto poºiadavke správania sa vyhovuje tzv. mean�reverting proces1 de�novaný

1V slovenskom preklade proces �vracajúci sa k priemeru�.
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nasledovne:

dx = c(x̄− x)dt + σdW (6.1)

V tomto výraze c predstavuje rýchlos´ reverzie (návratu) k priemernej hodnote
x̄. S rastúcou hodnotou c má x vy²²iu tendenciu nevz¤a©ova´ sa od x̄, £o je de-
mon²trované na obrázku 6.1.

V prípade pouºitia mean�reverting procesu sa model modi�kuje iba v parciál-
nych diferenciálnych rovniciach, kde pri ich odvodení pouºijeme vo vz´ahu (4.4)
namiesto vz´ahu (3.4) vz´ah (6.1). Analogickým postupom ako bolo uvedené v £asti
4.4 dostávame výsledok:

Vt(S, t) + c(S̄ − S)VS(S, t) +
1

2
σ2VSS(S, t)− rV (S, t) + π1(S, t) = 0 (6.2)

V2t(S, t) + c(S̄ − S)V2S
(S, t) +

1

2
σ2V2SS

(S, t)− rV2(S, t) + π2(S, t) = 0 (6.3)

Tieto rovnice sú následne pouºité v matematickej de�nícii modelu2, ktorá inak zostá-
va nezmenená.
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c = 0.03

c = 0.5

Obrázok 6.1: Simulácie mean�reverting procesu pre dve rôzne hodnoty c (uvedené
v obrázku) a parametre S0 = 2, dt = 0.01, σ = 0.1, x̄ = 2.

2Uvedené v £asti 4.6.

40



Skokový (jump) proces

V realite sa £asto stretávame s náhodnými skokmi cien napríklad po vstupe
nového konkurenta na trh prípadne koncoch alebo za£iatkoch vojenských kon�iktov.
Uvádzame ²peciálny prípad jump procesu, tzv. Poissonov jump proces3 generujúci
skoky pevnej alebo variabilnej vý²ky, ktorých výskyt je daný Poissonovym rozde-
lením. Nech λ predstavuje priemerný výskyt skokov za jednotku £asu a u vý²ku
skoku (ktorá môºe by´ opä´ náhodnou veli£inou). Poissonov proces q je de�novaný
nasledovne:

dq =





0 s pravdepodobnos´ou 1− λdt

u s pravdepodobnos´ou λdt

Stochastický Poissonov jump proces sp¨¬a diferenciálnu rovnicu:

dx = f(x, t)dt + g(x, t)dq (6.4)

Vo ve©kej miere môºe by´ vyuºite©ný proces, ktorý vznikne kombináciou geome-
trického Brownovho a Poissonovho jump procesu:

dx = µxdt + σxdW + g(x, t)dq (6.5)

Moºný priebeh tohto procesu je znázornený na obrázku 6.2.
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Obrázok 6.2: Simulácie kombinácie geometrického Brownovho a Poissonovho jump pro-
cesu s parametrami g(S, t) = S, S0 = 5, dt = 0.01, µ = 0.2, σ = 0.2, λ = 1, u = 0.3.

3Detailnej²ie v Dixit, Pindyck, 1994, str.85 [1].
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Aplikácia jump procesu v modeli je prirodzeným roz²írením na²ej úlohy, ktorá v²ak
uvaºuje deterministický £as zavedenia skoku. Skúmanie rozhodovacieho procesu
v prípade, kedy komodita sleduje jump proces je v²ak nad rámec tejto diplomovej
práce.

6.2 Optimalizácia zásahu regulátora ako reálna op-
cia

Doteraz sme sa zaoberali numerickým h©adaním optimálneho £asu zavedenia
dane pre konkrétnu úlohu. Teda pri rozhodovacom procese regulátora sme apliko-
vali statický prístup analýzy pomocou NPV. Av²ak optimalizáciu £asu (prípadne
ve©kosti) zásahu regulátora je tieº moºné interpretova´ ako problém investi£ného
rozhodovania a aplikova´ na¬ teóriu reálnej opcie.

Teraz sa zaoberajme opa£nou úlohou, kedy rozhodovanie regulátora analyzujeme
prístupom reálnej opcie a spolo£nosti sa rozhodujú na základe prístupu analýzy po-
mocou NPV.
Opä´ uvaºujme o agregovanej spolo£nosti produkujúcej CO2 a zvaºujúcej zavede-
nie �ltra, ktorá predstavuje priemernú spolo£nos´ na trhu. Cie©om regulátora je
ovplyvnením ceny CO2 dosiahnu´, aby £o najviac zo spolo£ností prijalo investíciu.
Predpokladáme, ºe regulátor pozná hrani£nú hodnotu S∗, pri ktorej agregovaná spo-
lo£nos´ investíciu realizuje.
Rozhodnutie autority je teda riadené stochastickým vývojom ceny CO2 a jeho funkcia
uºito£nosti je klesajúcou funkciou celkového mnoºstva emitovaných ton CO2 (ktoré
závisí od po£tu realizácií ceny CO2, ktoré prekro£ia hodnotu S∗). Penalizáciou ²tátu
za zavedenie dane (expira£ná cena opcie) môºe by´ zníºenie ekonomického rastu kra-
jiny (spôsobené vysokými nákladmi spolo£ností). Cie©om je maximalizova´ funkciu
uºito£nosti.
Rozhodovanie regulátora je teda opä´ reálnou opciou. Po presnom de�novaní mod-
elu je moºné ur£i´ jej vo©nú hranicu Sf (t) a tým aj optimálnu rozhodovaciu stratégiu.
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Na záver treba podotknú´, ºe analýza oboch rozhodovacích procesov (agregovanej
spolo£nosti aj regulátora) sú£asne pomocou prístupu reálnej opcie by vzh©adom
na skúmanie dvoch protichodných vzájomne sa ovplyv¬ujúcich rozhodovaní bola
zloºitým matematickým problémom prekra£ujúcim rozsah tejto diplomovej prácej.
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Záver

Vzh©adom k ve©kému po£tu individuálnych charakteristík reálnych inves-
ti£ných príleºitostí v sú£asnosti neexistuje v²eobecne aplikovate©ná metóda inves-
ti£ného rozhodovania. V dôsledku poºiadavky jednoduchého vyuºitia metódy v praxi
sa £asto stretávame so zjednodu²ovaním reálneho problému. �asto vyuºívaná metó-
da NPV napríklad zanedbáva stochastický vývoj trhových parametrov a taktieº
moºnos´ odloºi´ rozhodnutie na neskôr. Oproti tomu prístup reálnej opcie berie
do úvahy neistotu a taktieº �exibilitu £asu realizácie investície. Av²ak aj tu dochádza
k zjednodu²eniam: aplikácia iba jedného zdroja náhodnosti, predpoklad kon²tant-
nosti úrokovej miery, vo©ba druhu stochastického procesu najlep²ie popisujúceho
realitu.

V tejto diplomovej práci sme sa zaoberali modelovým príkladom investi£nej príleºi-
tosti, ktorej predpoklady, odvodenie a návrh rie²enia pomocou parciálnych dife-
renciálnych rovníc sme uviedli v kapitole 4. Tento model sme aplikovali na reál-
ny problém z oblasti produkcie emisií CO2. Pobrobne sme analyzovali vplyvy
jednotlivých parametrov na investi£ný proces. Následne sme model roz²írili o zásah
regulátora do stochastického vývoja ceny CO2 (zavedenie dane), ktorého cie©om je
zvý²i´ po£et spolo£ností, ktoré uplatnia opciu (kapitola 5).
Numerickým rie²ením sme dospeli k optimálnemu £asu zavedenia dane a vplyvu
ve©kosti tohto zásahu na pravdepodobnos´ realizácie investície.
Na záver v kapitole 6 bola uvedená diskusia o moºnostiach roz²írenia modelu. Zau-
jímavým pozorovaním, ktorým sa otvára priestor pre ¤al²ie skúmanie je napríklad
fakt, ºe samotné rozhodovanie regulátora o £ase zavedenia dane je moºné chápa´
a rie²i´ ako problém reálnej opcie.
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