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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberdme aproximdciami cien opcii v modeloch so stochastick-
ou volatilitou. Pracujeme s dvomi modelmi, ktoré vo svojich ¢lankoch uviedli ELTAS
STEIN, JEREMY STEIN (1991) [8] a neskér CHOI (2005) [6].

V diplomovej praci sa venujeme najskor druhému spominanému modelu, v ktorom
zistujeme, aky vplyv na cenu opcie bude mat vynechanie stochastickej casti v zakladnej
rovnici GARCH modelu. RieSenie odvodzujeme analyticky. Rovnaky postup pouzijeme
aj pre model autorov ELIAS STEIN, JEREMY STEIN (dalej ako Stein-Stein model).
Pre tento model pouzijeme numerické rieSenie. Ziskané vysledky porovnidme s presnymi

cenami, ktoré uvadzaju autori vo svojich ¢lankoch.

kl'acové slova: Wienerov proces, Brownov pohyb, Black - Scholesov model, Ttéova
lema, deterministicka volatilita, stochasticki volatilita, rizikovo neutralna pravdepodob-

nost, diskretizacia, transformaécia
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1 Uvod

Finan¢ny svet v sticasnosti patri k najrychlejsie sa rozvijajucim oblastiam v ekonomike.
Vdaka zvySovaniu sofistikovanosti svojich produktov poskytuje aj viési podnet na vyuzi-
vanie novych matematickych modelov a modernych matematickych metod. Zvysuje sa
tym aj dopyt finanénych ingtitdcii po vysokokvalifikovanych matematikoch, ktori by
boli schopni v praxi aplikovat teoretické vedomosti z oblasti matematiky, ktoré aplikuja
napriklad aj na modelovanie cien finan¢nych derivatov.

Doraz na presnejSie ocefiovanie financénych derivatov sa zvygil v priebehu posled-
nych desatro¢i a najmé koncom minulého storodia, kedy sa na finan¢nych trhoch zacali
vyraznejSie prejavovat rozne nestability. Pri¢inou tychto javov bolo vo vyraznej miere
zvySenie volatility cien akcii, menovych kurzov, komodit a trokovych sadzieb, vdaka
¢omu sa zvysilo aj riziko investovania do jednotlivych aktiv. Prave z dévodu eliminécie
rizika sa zacali vo vysg8ej miere vyuzivat rozne finanéné derivaty.

Cielom tejto diplomovej prace je blizgie skamat jeden z druhov finanénych derivatov,
konkrétne opcii. Zaujimat sa budeme o eurépske call opcie, ktoré na svoje ocefiovanie
vyuzivaju ako jeden z parametrov stochasticki volatilitu.

V prvej Casti préce sa oboznamime s niektorymi zékladnymi pojmami, ktoré sa
vyuzivaju pri priamom ocefiovani opcii. Predstavime si niektoré typy opcii, ako aj
zékladny model na ocefiovanie opcii, Black - Scholesov model. Ealej sa zameriame na
vysvetlenie pojmu volatility, deterministickej volatility zavislej od ¢asu a stochastickej
volatility.

V druhej ¢asti uvedieme konkrétne modely vyuZivajice prave stochasticka volatilitu.
Odvodime priblizné rieSenia tychto modelov, pri¢om sa zameriame aj na presnost tychto
aproximacii a ich nevyhody.

V posledne]j ¢asti sa pozrieme na ceny opcii ako ndhodné premenné a odvodime si

ich limitné rozdelenie.



2 Zakladné pojmy, modely pre ceny opcii

2.1 VsSeobecné finanéné derivaty

Finan¢né derivaty st néastroje, ktoré ako uz z nazvu vyplyva (derive = odvodit) si
uréitdm sposobom odvodené od réznych finanénych aktiv. Pod tymito aktivami mézeme
rozumiet réozne menové kurzy, komodity, rokové miery, ceny akcii alebo burzové indexy.
V sucasnosti uz dokdZzeme vytvorit finan¢ény derivat odvijajtci sa napriklad aj od stavu
pocasia pripadne od stavu hladiny nejakej konkrétnej rieky. Vypisovatel derivatu sa
zavizuje plnit v budicnosti uréité vopred dohodnuté podmienky.

Zo zékladnych typov finanénych derivatov spomeiime op¢né derivaty, forwardy, fu-
turity a swapy. Opcéngm derivdtom sa budeme bliz§ie venovat v nasledujucej ¢asti prace.
Forward je terminovany kontrakt, ktory uzatvéara vypisovatel s kupujicim, kde sa za-
vézuje, 7e vo vopred dohodnutom termine vypisovatel kupujucemu preda pripadne od
neho nakupi vopred dohodnuté mnozstvo aktiva (deviza, komodita etc.) za vopred do-
hodnuti cenu. Ked7Ze sa forwardy neuzatvaraju v ramci burzy, dohodnuté podmienky
zévisia vyluéne od stran, ktoré sa na forwarde podielaju. Na rozdiel od forwardov
sa dalgi finan¢ny derivat, futurita, na burze obchoduje, ktord stanovi tandardné pod-
mienky, za ktorych méze obchod prebehniit, ako je minimélny obchodovany objem alebo
zivotnost kontraktu. Trh s futuritami je kontrolovany Statnou mocou, ktoru predstavu-
ju §tatne organy kontroly na kapitdlovym trhom. Poslednym spomenutym finanénym
néastrojom je swap, ktory mozno definovat aj ako dohodu o ¢asovo obmedzenej vymene
série platieb medzi dvoma alebo viacerymi subjektami. Tieto obchody sa Standardne

realizuju mimo burzy.

2.2 Opcné derivaty - opcie

Histériu opénych derivatov mozno zacat datovat uz okolo roku 1200 pred n.l., kedy
znamy matematik Thales z Milétu vytvoril prvy opény kontrakt. Thales bol vo svojej
dobe odierfiovany pre svoju chudobu, kedZe Tudia boli presvedéeni, Ze filozofia, ktorej
sa venoval, bola zbytotna pre Zivot. Aristoteles predpokladal, Ze Thales na zaklade
svojich vedomosti 7 oblasti astrolégie si vSimol, %e tiroda oliv v dalsom roku by mala

byt pomerne bohata. Preto sa rozhodol si za nizku zélohu prenajat vSetky stroje na



lisovanie v oblasti, a kedZe sa nenaSiel nikto iny, kto by si chcel tieZ prenajat tieto
stroje, majitelia na prendjom za nizku cenu pristupili nevedomi si skuto¢nej ceny. Ked
nastala sezona zberu, mnoho Tudi tieto stroje potrebovalo. Thales ich dalej prenajal,
avSak za podmienky, ktoré si saim stanovil a ktoré mu vyhovovali. Na tejto dohode sa
mu podarilo zarobit velké mnoZstvo pefiazi a dokdzat, ze pre filozofov je jednoduché
zbohatnut vd'aka svojim vedomostiam (blizsie v [1])

Vo v8eobecnosti je opcia finanény derivat, ktory svojmu majitelovi poskytuje pravo
nie v8ak povinnost kuapit alebo predat aktivum na zaklade vopred dohodnutych pod-
mienok. Vo finan¢nom svete rozdelujeme najjednoduchsie typy opcii na dva zédkladné
typy, tzv call opcie a put opcie, podla toho, aky druh prava svojmu majitelovi poskytu-
ju. Vlastnik call opcie ma pravo kipit aktivum vo vopred dohodnutom ¢ase a za vopred
dohodnutu cenu, vlastnik put opcie ma pravo predat aktivum. Cena, ktord vystupuje
v dohode ako cena, za ktoru chce v buddcnosti majitel opcie aktivum kupovat resp.
predavat, sa nazyva expiraénd cena (strike price) a datum, kedy ma opcia nadobudnat
svoju platnost, sa nazyva ddtum ezxpirdcie alebo maturita.

Opcie dokézeme rozdelit aj na zéklade ich "spravania sa"v ¢ase do maturity. Ak
si majitel moze uplatnit opciu iba v ¢ase maturity, hovorime o eurépskej opcii. Ak si
moze majitel opcie uplatnit svoje pravo kedykol'vek v ¢ase od vypisania opcie az do jej
maturity, hovorime o americkej opcii. NajcastejSie obchodovanym typom opcii su sice
americkeé opcie, av8ak z dovodu jednoduchgej analyzovatelnosti sa dalej budeme venovat
eurépskemu typu ocif. Dalej treba pripomenit, 7e aj ked sa eurépske opcie nazyvaju
eurépskymi, ich ndzov sa nevztahuje iba na burzy na eurdépskych finan¢nych trhoch.
Rovnako ako st eurépske opcie obchodovatelné kdekolvek vo svete, si aj americké
opcie neviazané na konkrétne burzy nachadzajice sa na danom tizemi.

Spomenime niektoré hlavné burzy v USA:

e New York Stock Exchange (NYSE)

Philadelphia Stock Exchange (PHSE)

Chicago Board Options Exchange (CBOE)

American Stock Exchange (AMEX)

Pacific Exchange (PCX)



z eur6pskych st to najmaé:
e Amsterdam Exchanges (AEX)
e EUREX
e Swiss Exchange (SWX)

Hodnotu opcie v Case expiricie nazyvame payoff danej opcie. Predpokladajme, Ze
mame call opciu s expirac¢nou cenou F a trhova cena daného aktiva v Case expirécie je
S. Ak plati S > FE, tak sa oplati opciu zrealizovat a okamZite obdrZzani akciu predat
za trhovi cenu so ziskom S — E. Inak je opcia bezcenna. Pre hodnotu call opcie v Case
expiracie teda plati

S—F ak S > FE,
V(S,T) =

0 ak § < E,
t.j.
V(S,T) = max(S — E,0).

Rovnako sa mozno pozriet aj na hodnotu put opcie v ¢ase expiracie. Ak bude trhova
cena S aktiva niZsia ako expiracné cena F, nakupim si na trhu aktivum za trhovii cenu
S a nasledne ho predam za expirac¢ni ceny FE, zisk bude E — S. Inak je hodnota opcie
nulova, ¢ize

E—-S ak S<E,
V(S,T) =
0 ak S > F,
..
V(S,T) = max(0, E — S).

Na obrazku 2 mozeme vidiet konkrétny priklad zverejiiovania, cien opcii konkrétne pre

opcie spootnosti Google Inc. z dha 23. aprila 2008 so spotovou cenou 549.3895.
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Obrézok 1: Payoff put opcie s expira¢nou cenou 150.

Options Expiring Fri, May 16, 2008

Calls
Symbol

GOPELX

GOPEKX
GOPEQ.X
GOPEU.X
GOPEV.X
GOPEW.X
GOPEX.X
GOPEY.X
GOPEZ X
GOPEQ.X
GOOEPRX
GOOERX
GOOET.X

Obrazok 2: Ceny call a put opcii na

Last

72.20
63.10
53.60
45.80
38.50
31.30
25.50
20.30
15.90
12.30

9.00

6.80

5.20

Change Bid

45.20
+6.10
+7.20
+5.70
+ 6.00
4 7.00
4 4.60
4+ 4.60
43.10
+2.60
+2.50
+1.70
41.50

71.40
62.30
53.80
4560
38.30
31.z20
25.30
20.30
15.70
12.10

9.10

6.80

5.10

Ask

71.90
62.80
54.10
46.00
38.40
31.40
25.50
20.40
15.90
12.20
9.30
7.00
5.30

Volume

64
40
327
130
a7
434
632
2,180
1,891
1,005
1,426
611
1,862

2.3 Black-Scholesov model

V oblasti ocehovania opcii nastal najvacsi prelom zaciatkom sedemdesiatych rokov
minulého storocia, kedy sa trojici Fischer Black, Myron Scholes a Robert Merton po-
darilo odvodit model, ktory je v suc¢asnosti znamy ako Black-Scholesov pripadne Black-
Scholes-Mertonov model [2|. Tento objav bol natolko vyznamny, 7e v roku 1997 zan

dostali Robert Merton a Myron Scholes Nobelovu cenu. Fischer Black sa jej bohuzial

uz nedozil.

Open
Int

2,044
2,269
10,659
4,683
4,036
2,834
4,066
9,252
5,966
4,259
3,363
2,666
5,512

| lan 09 | Jan 10

Puts
Symbaol

GOPGILX
GOPQKX
GOPQO.X
GOPQU.X
GOPQV.X
GOPOW X
GOPOX.X
GOPOY X
GOPOZX
GOPQO.X
GOOQPRX
GOOQRX
GOOOT.X

Last

1.60
2.50
3.80
5.60
8.00
11.20
15.20
20.10
25.50
32.90
39.00
45.60
52.90

Change

0.00
+0.14
+0.20
1 0.40
1 0.60
+1.20
+1.60
+2.25
+2.50
+4.30
+4.50
t4.10
+3.30

Bid

1.55
2.40
3.70
5.50
8.00
11.20
1510
20.00
25.50
31.80
39.00
46.60
54.90

Ask

175
255
3.90
5.70
820
11.30
15.20
20.10
2570
32.00
39.20
46.90
55.30

Volume

381
232
484
354
800
1,446
808
1,380
892
354
219
111
119

akcie spolo¢nosti Google Inc.

Pri odvodzovani svojho modelu pouZili niekolko zakladnych predpokladov:

o kritkodob4 trokova miera sa v ¢ase nemenf a je zndma,

11
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Open
Int

2,392
2,484
5,468
4,065
3,641
3134
2,372
1.809
2,208
1,809

393

265

194



rozdelenie cien aktiv je lognormaélne,

aktivum nevyplacajuce dividendy,

e typ opcie je eurdpsky,

transakéné naklady st rovné nule.

Predpokladame, Ze vyvoj cien sa bude spravat na zéklade geometrického Brownovho

procesu:

dS = pSdt + o SdWw, (1)

kde dW je Wienerov proces, t.j. ndhodny proces s nasledujtiicimi vlastnostami:
o Wy = 0,

e dW je ndhodna premennd s normalnym rozdelenim so strednou hodotou rovnou

nule a disperziou dt,

o W, , — Wy, st nezavislé pre vietky 0 <1 <{f2 < ... < iy,

i1
e trajektorie procesu si spojité.
Aby sme ukézali, Ze z uvedeného predpokladu vyplyva lognormalne rozdelenie cien akcii,
budeme potrebovat Itévu lemu.
Itéva lema: Nech f(x,t) je hladka funkcia dvoch premennych, pri¢om premenné
x je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice dx = u(x,t)dt + o(z,t)dW, kde W je

Wienerov proces. Potom prvy diferencial funkcie f je dany vztahom

2
df = f +<a‘:+( )gé)dt

dosledkom ¢oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

0 o 92 0
df:<a];+u( )8—f+%2( t)aJ;)dtJr( )8—£dW.

Dokaz je mozné néjst napriklad v [3].

Pomocou tejto lemy sa dokaze, ze ak

S, = Soe(waz/?)z‘wfwt7 )

12



tak diferencidl dS je dany rovnostou (1). Potom plati
InS; =1InSy+ (1 —c?/2)t + o W5,

¢o méa normdlne rozdelenie z dévodu normélneho rozdelenia Wienerovho procesu W;.
Teraz odvodime Black-Scholes-Mertonovu rovnicu pre cenu derivatu (postup podla
[3])-
Nech Qv je pocet opcii v portfoliu a Qg je pocet akcii v portfoliu, pricom pre obe
plati:
Q>0 v portfoliu sa opcie/akcie nachadzaju,
Q<0 opcie/akcie dlhujem.

Budem predpokladat nulovy rast investicii, potom plati
QvV +QsS+ B =0, (3)

kde B oznacuje celkovy objem finanénych prostriedkov investovanych do dlhopisov.
f)alej budeme predpokladat podmienku samofinancovatelnosti porfolia, teda nakup pri-
padne predaj jednotlivych zloziek portfélia mozno realizovat jedine predajom respektive
nakupom inej zlozky porfélia. Zmenu poctu opcii/akcii si oznaéime ako dQg/dQyv a
zmenu mnozstva prostriedkov naviazanych na dlhopisy oznacime d B, pricom bude platit
d@ >0 pocet opcii/akcii v portfoliu sa zvysil,
dQ <0 pocet opcii/akcii v portfoliu sa znizil.

Vysgie spomenutit podmienku samofinancovatelnosti porfélia potom dokazeme vyjadrit
ako

SdQs + VdQy + 6B = 0. (4)

Celkova zmena hodnoty dlhopisov dB sa sklada z dvoch ¢asti. Prva je zmena na zéklade
nakupu/predaja opcii a akcii v portfoliu dB. Druhé zmena vyjadruje zmenu hodnoty
dlhopisov v ¢ase. Rovna sa rBdt, kde r vyjadruje fixnd trokovia sadzbu. Obe tieto

zmeny teda vieme vyjadrit ako
dB = 0B + rBdt. (5)
Celkova zmena portfélia bude teda
0=d(QsS+ QvV + B) = SdQs + QsdS + VdQv + QvdV + dB. (6)

13



Z rovnosti pre zmenu hodnoty dlhopisov (5) a podmienky samofinancovatelnosti (4)
potom dostavame

0= QsdS + QvdV + rBdt. (7)

Z (3) si vyjadrime B, ktoré potom dosadime do (7), ¢im dostavame

0=QsdS+ QvdV —r(QsS + QvV)dt. (8)
Po prenasobeni tejto rovnice vyrazom Qv a oznaceni A = —8—‘3/ budeme mat
0=dV — AdS —r(V — AS)dt. (9)

Na vypodet derivatu pouzijeme It6ovu lemu. Ak teda cena derivatu V = V(S,¢) je
hladké funkcia, pricom diferencial dS je dany rovnostou (1), tak podla Itovej lemmy

bude dV splhat

v, 1 2@V OV oV

Jednoduchymi tpravami a dosadenim dostaneme

(V100 oV

Na zaklade principu konstrukcie bezrizikového portfélia si A zvolime ako A = 657 ¢im
eliminujeme riziko fluktudcii portfélia. Dosadenim dostaneme vysleduti Black-Scholes-
Mertonovu parcidlnu diferencialnu rovnicu

ov

N - o00).t € I).
" 2 o°S 252 +rS 5 rV =0 pre S € (0,00),t € (0,7) (11)

Tato rovnica je v8eobecne platna pre Iubovolny derivat, preto je nevyhnutné doplnit
podmienku, ktord nam urci, o aky typ derivatu sa jedna. Takito podmienku nazyvame
koncovou alebo terminalovou podmienkou. Pre call opciu bude koncova podmienka v

tvare

V(S,T) = max(S — E,0) pre S € (0,00),
a pre put opciu bude vyzerat
V(S,T) = max(0,E — S) pre S e (0,00).

Princip rieSenia Black - Scholesovej rovnice s danou koncovou podmienkou je zaloZeny na

sérii transformacii nasej povodnej parabolickej rovnice, ktorymi ju prevedieme do tvaru

14



%7; - % =0, kde (z,t) € (—o00,00) x (0,T) s danou za¢iato¢nou podmienkou (riesenie
na zaklade [3]). Tento postup rieSenia uvedieme pre vSeobecny derivat s koncovou

podmienkou V' (S, T).

e Zamena Casu - transformécia plynutia ¢asu od expiracie T k zadiatoénému ¢asu

t = 0. Majme novu premennt 7 = T — ¢, pre ktoré bude platit
W(S,7)=V(S,T —r) teda V(S,t) =W (S, T — ).
Koncovii podmienku V'(S) bude pre pripad eurépskej call opcie. Ak d'alej budeme

uvazovat dt = —dr, potom rovnica (11) bude mat tvar

oW
or

W(S,0) =V(S) pre S e (0,00),7 € (0,T).

1_2q28*°W ow —
—50' S 952 —T‘W—i—T‘W—O,

e Logaritmicka transformacia ceny akcie - zavedieme substitucie S = e* a zavedieme

novi funkciu
Z(z,7)=W(e® 1) teda  W(S,7)=Z(nS,71).

Treba dodat, ze S € (0,00) vtedy, ked x € (—00,00). Rovnica (11) bude mat

teraz tvar
9z _ 1,297 o2 aZ _
o — 30 WJF(?—T)%“"Z—O?
Z(z,0) = V(e*) pre X €(0,00),7 € (0,T).
P . . ou _ 2& o e e . oZ
e Transformacia na rovnicu vedenia tepla g — a“g—z = 0 - eliminaciu Z a 33

dosiahneme exponencialnou transforméaciou
u(z,7) = e Z (2, 1),
Rovnica (11) potom nadobudne tvar
@—‘ﬁaiu—l-A%—FBu:O,
u(x,0) = eV (e?), pre x € (—o0,00),7 € (0,T).

kdeA:onQ—l—%z—raB:(1+a)r—ﬁ—aD—M. Konstanty o a (8

uréime tak, aby sme vyrazy A a B eliminovali. Pre « a 8 bude teda platit

2 T2

202

r 1 r o
27y Pyttt

o = —5

15



Vysledny tvar rovnice pre funkciu u potom bude

du 1 _20%u _
or — 39 522 = 0,

u(z,0) = eV (%), pre 1z € (—o00,00),7 € (0,T).

VyrieSenim tejto rovnice a spitnymi transforméciami dostaneme rieSenie pre eurdpsku
call opciu.
Vcall = SN(dl) — Ee_TTN(dQ),

kde

dy = In(S/E) J;\(/T;r 02/2)7'7 dy — In(S/E) G\(/r;r o2 /2)r )

a N je distribuéné funkcia normalizovaného normélneho rozdelenia. Rovnakym pos-

tupom méZeme vypocitat cenu eurépskej put opcie, alebo na jej urCenie pouzit put-call

paritu. Cena put opcie je dana vztahom:

V})ut = EB_TTN(—dQ) - SN(—dl)

2.4 Volatilita

Pod pojmom volatilita je asi najcastejsie chapana standardna odchylka zmeny ceny
ur¢itého finan¢ného nastroja. Inymi slovami by sa tiez dala nazvat aj ako miera rizika,
7ze nam hodnota daného finan¢ného nastroja klesne pripadne sttpne pod resp. nad
nami zelant Groveni. Pri ocefiovani derivatov je tento ukazovatel velmi dolezity, pretoze
nam ukazuje, ako sa cena aktiva pohybovala v ¢ase, ako velmi sa vychylovala. Ak sa
pozrieme na najzakladnejsi model pre ocefiovanie opcii, Black-Scholesov model, vidime,
ze autori predpokladali konstantnii volatilitu, kvéli ¢omu sa tento model nepovazuje
za najvhodnejsi pre redlne obchodovanie. Déva vSak zaklad pre dalgie sofistikovanesie
modely uvazujuce volatilitu ako zévisla od ¢asu, pripadne zavisla od ¢asu a zéroven

nahodn1, stochasticki.

2.5 Deterministicka volatilita zavisla od ¢asu

Odvodime presné rieSenie pre vypocet ceny opcii, ak volatilita bude deterministicka

funkcia Casu, ¢ize 0 = o(t) (|4]). Zékladna Black-Scholesova rovnica bude platit aj
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nadalej. RieSenie budeme hladat ako rieSenie rovnice

ov

-+1 5 0%V ov
ot 2

2 _— _— =
o“(t)S 557 —i—rSaS rV =0, kde S e (0,00),te€(0,T), (13)

s koncovou podmienkou V(S,T') pre S € (0, 00), ktora zavisi od typu derivatu.

Majme nasledovné substittcie

S = Sex®,
V =Vel®),
t=1(t),

kde a a v zvolime tak, aby vSetky ¢asovo zavislé koeficienty v (13) boli eliminované. Po

dosadeni novych premennych bude rovnica (13) vyzerat nasledovne

OV 1 0%V OV —_
A (¢) 5 + 2a(t) S 532 + (r+a)Sag —(r+p8)V =0, (14)

kde bodka nad parametrom bude oznacovat derivaciu parametra podla ¢asu. V nasle-

dujiucom kroku odstranime koeficienty V a % vhodnym vyberom parametra « a (:
a(t) =r(T —t),

B(t) =r(T —1).

Dostaneme - -
oV 1, 0PV

Vo T30 Wage =0

Ak si zvySny Casovo zévisly parameter zvolime ako

odstranime z rovnice (14) funkciu o(¢). Dostavame parabolicki parcidlnu diferencidlnu
rovnicu

8‘7 o 1 7262‘_/ b I 'R
v §S 357 kde S e (0,00),t€(0,T), (15)

kde T = fg o?(t)dt so zadiatoénou podmienkou V(S,0) pre S € (0,00), ktora uz ob-

sahuje iba koeficienty nezavislé od ¢asu a neobsahuje funkciu o, takze jej rieSenie uz od
tohto parametra nezavisi. Téato funkcia sice vystupuje v T, av8ak T urcuje iba max-

imalny ¢as, pre ktory pocitame riesenie rovnice a predchidzajtice ¢asy neovplyviiuje.
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Ak si vezmeme za V (S, ) riesenie (15), potom zodpovedajiice riefenie (13) po dosadeni

poévodnych premennych bude mat tvar
~ T
V(8,T) =Ty <SeT(T_t),/ 02(7)d7'> . (16)
¢

Ak by sme sa rovnaky pristup pouzili aj na Standardnu Black-Scholesovu rovnicu s
kongtantnou volatilitou o2, potom by sme jej riefenie dokazali vyjadrit nasledujucim
sposobom:

Vis(S,T) = e "DV (Se =1 o2(T —1)). (17)

Porovnanim poslednych dvoch rovnic nakoniec dostavame, Ze jednoduchym pouzitim
substitiicie

51 g 2

o =5 t o*(T)dr, (18)
vieme riefenie rovnice (13) vypocitat pomocou Black - Scholesovho vzorca, ak za volatil-

itu 02 dosadime 52 dané vztahom (18).

2.6 Stochasticka volatilita

Dalej sa zameriame na modely, ktoré vychadzaju z Black-Scholesovho modelu, a
zéroven pracuju so stochastickou volatilitou. Tieto modely st zalozené Orenstein-
Uhlenbeckovom procese, kde volatilitu uvazujeme ako funkciu ¢ = ¢(Y) tohto sto-
chastického procesu:

dY = a(m — Y)dt + f(Y)dW (2).

Uvedené rovnica vyjadruje mean-reverting proces, pre ktory plati, Ze v ¢ase ¢ idicom
do nekonec¢na sa Y; priblizuje strednej hodnote m rychlostou .
Podl'a ¢lanku [5] dokazeme rozlisit styri zédkladné modely stochastickej volatility v

zévislosti od g a f:

1. Ornstein - Uhlenbeckov (OU) model:

Plati, Zze g(y) =Y a f(y) = k, pricom k je kladna konstanta, potom

do = a(m —Y)dt + kdW (t).

2. exponencialny Ornstein - Uhlenbeckov (ExpOU) model:
Pre tento model mozeme povedat, ze g(y) = eV a f(y) = k, kde k je opif kladna
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kongtanta. Potom o vyhovuje rovnici

2
do = « [k; —a(lno — m)] dt + kodW (t).

3. Hestonov model:
Pre Hestonov model plati, Ze g(y) = \/y a f(y) = ky/y, kde k je kladna konstanta.

Potom

1 9 Kk k
do = % [a(m —0°) — 4} dt + §dW(t)'

4. Hull - Whitov model:
O Hull - Whitovom modeli mozno povedat, ze 0 = /y a zarovei f(y) = ky,

pri¢om k mé rovnaké vlastnosti ako v predchadzajicich modeloch, potom

1 5 K20? ko
da—%{a(m—o) 4 dt—l—de()

Derivaty sa aj v modeloch so stochastickou volatilitou ocefiuji pomocou parcidlnych

diferencialnych rovnic. Nech vyvoj ceny akcie je dany rovnicami:
dS; = p(Sy, t)dt + oSy dWr,
so stochastickou volatilitou vyhovujicou
doy, = aoy, t)dt + b(oy, t)dW,,

tak cena derivatu je rieSenim rovnice (?7), pricom korelacia dW je p. Potom cena

derivatu V (¢, S, o) riei parcidlnu diferencialnu rovnicu

W 4 1525200 4 SO vV + 162 (0, 1) Y + poSb(o, 1) Ze¥- + (a(0, ) + Ao, 1)b(0, 1)) 9 =

kde S € (0,00),t € (0,7),0 € (0,00).

Koncova podmienka v(s, 0, T) = g(s) pre vietky s € Ry a o € R4 zavisi od konkrétneho

typu derivatu.
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3 Priblizné rieSenia v modeloch so stochastickou volatilitou

3.1 Priblizné analytické riesenie GARCH modelu (Choi, 2005)

Autor odvodil v [6] priblizné analytické rieSenie na ocefiovanie opcii v modeli, v
ktorom sa volatilita akcie vyvija podla GARCH procesu. Tento vzorec je podobny $tan-
dardnému Black-Scholesovmu vzorcu. Urcuje volatilitu, ktoré dosadzujeme do Black -
Scholesovho modelu.

Nech S; je cena aktiva v ¢ase t a \/h; volatilita. Potom diskrétny GARCH model

budeme uvazovat v tvare:
1
ln(St+A/St> =7r+4 )\\/ ht — iht + V4 thA

hirn = Bo + Bihe + Bohi(viea — 7)?

kde r je bezrizikova trokova miera pre Casovy interval A a vy je ndhodnéa pre-
mennd s normalizovanym normélnym rozdelenim. Jednotka prémie za riziko akcie je A.

Parametre modelu su Gy, 51, B2 a . Rizikovo neutralna formulécia je

In(Sepa/St) =1 — %ht + Vhguesa
hiva = Bo + Bihe + Bohy(uisn — vs)?

kde uirn = Viga a v« = v+ A. Na zaklade vysledkov prace Fostera a Nelsona (1994)

: (19)

mozno ukazat, Ze zmenSovaniu pozorovaného intervalu A bude zodpovedat systém spo-

jity v ¢ase dany rovnicou

In S r—3ih h 0 aw
b _ 2he ) Vhe 1t R
hy Bo — Ohy —20B27v:hy  Bahy dWa 4

kde 6 =1 — 1 — B2(1 +~2) a Wi, Wa, st nezavislé Wienerove procesy.
Autor d'alej tento spojity model diskretizoval a odvodil priblizni hodnotu pre cenu
opcie. Cenu eurdpskej call opcie v Case t s expira¢nou cenou F, ktord expiruje v Case

T, mozno pomocou jeho aproximécie vyjadrit ako
V = S5,N(d)) — Ee " TN (dy),
kde

g — In(S¢/E) + (r+03/2)(T— t)
e (T —t)xo0y

i
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g In(S;/E) + (r — o3 /2)(T —t)
2T (T —1) * o,

Bo Bo\ 1—e 0T
gD+ (ht‘e> — 7

Dalej sme zistovali, ako bude vyzerat aproximaécia rieSenia.

)

pricom

2
g

/(T =1).

V tabulkich vidiet porovnanie presnych cien poéitanych pomocou GARCH mod-
elu a aproximovanych cien vychadzajucich z alternativineho odvodenia. V prvej tabulke
méame porovnanie realizované pre rézne expiraéné ceny, v druhej tabulke st ceny porov-
nané pre rozne ¢asy expirdcie dané v diioch. Uvedené ceny boli poéitané pre hodnoty

parametrov r =0, A =0, By = 6.575% 107¢, 8; = 0.9, B2 = 0.04, v =0 a S = 100.

Expiracna cena | Presné rieSenie | Aproximéacia | Relativna chyba v precentach
95 5,560 5,0823 0,40
97,5 3,712 3,6545 -1,55
100 2,268 2,3812 4,99
102,5 1,263 1,2462 -1,33
105 0,639 0,6853 7,25

Tabulka 1: Presné a aproximativne rieSenie v zavislosti od réznych expira¢nych cien.

Expira¢ny ¢as | Presné riesenie | Aproximacia | Relativna chyba v percentach
5 5,012 5,0117 -0,01
10 5,086 5,0651 -0,41
30 5,560 5,5418 -0,33
50 6,030 6,0776 0,79
100 7,028 7,0398 0,17

Tabulka 2: Presné a aproximativne rieSenie v zéavislosti od roéznych expiraénych ¢asov.
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3.2 Alternativne odvodenia

V kapitole 2.5 sme uviedli ocefiovanie opcii v modeli, kde je volatilita determini-
stickou funkciou ¢asu. V tejto kapitole odvodime aproximaciu rieenia modelu (20) v
pripade, Ze by sme v rovnici pre volatilitu vynechali stochasticku Cast.

Stochasticka diferencialna rovnica popisujaca vyvoj hy je
dht = (60 — th)dt + O'htth.

Uvazovanim iba deterministickej ¢asti procesu dostaneme oby¢ajnu diferencidlnu rovnicu

dhy
== Bo— Ohy. (21)

Je to linearna diferencidlna rovnica prvého radu, ktord sa dé vyriesit pomocou varii-
: v 2 ~ : . A P v N H h . 7z
cie kondtant. Uvazujme najskor homogénnu cast hy = —60h!!, ktorej partikularnym

rieSenim je rovnica hfl = e~%" RieSenie rovnice (21) preto hladame v tvare
ht = cte_et. (22)

Zderivovanim rovnosti (22) dostavame hy = ¢e7% + c,e7%(—0). Z rovnice (21) teda
dostavame, ze funkcia ¢; splha ée™% — 0hy = By — Ohy, teda c'(t)e*(’t = (. VSeobecnym

rieSenfm tejto rovnice je
Bo

J €0t+d,

Ct

kde d je konstanta. RieSenie rovnice (21) potom bude v tvare

_ b
)

—0t

h + de

Kon$tantu d uréime z pociatotnej podmienky. Predpokladajme, ze h(0) = hg je dané.

7 toho vyplyva, Ze
Bo
ho=—+d
0= +

a teda konStanta d sa rovna
Bo

d:h[)*?

Riegenie rovnice (21) splitajice zadiatoént podmienku h(0) = ho teda je

hy = g"+< 0%0) e 0t (23)
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Na obrazku 3 je znazornené rieSenie tejto rovnice pre niekolko zaciatoénych pod-
mienok hg. Parametre (y, 0 st hodnoty pouzité pri vypoctoch v ¢lanku [6], t.j. r =0,
By = 6.575 100 — 6), /1 =0.9, B2 =0.04, A =0 a vy = 0. Jednotkou ¢asu je opét den,
teda na x-ovej osi obrazku 3 je uvedeny ¢as v diloch.

x10”

T

— h0=10(-5)

— h0 =5*10(

— h0=10(-4)

351 —— ho=2+10(-4) [
3+10(
4*10(

ho = 4*

Obrazok 3: Aproximéacia vyvoja volatility deterministickou funkciou

Model s ¢asovo zavislou volatilitou bol formulovany pre diferencial ceny, t.j. dS.
Preto vyjadrime model (20) v tomto tvare. Ak oznadime z = In S, tak Pri¢om vyuzitim

Itovej lemmy dostavame
T 1 T 2 1 2 1
dS = e*dx + 3¢ (dz)* = Sdx + EhS(dw) = Sdx + ihSdt

V maticovom tvare

S Sr Svh 0 dW;
al 7| = dt + ! b (24)
hy Bo — Ohy =282y Bahy dWa

Tieto rovnice su formulované pri rizikovo neutralnej pravdepodobnosti, kym Black -
Schoelsov model je formulovany pre redlnu pravdepodobnost. Pri zmene tejto pravde-
podobnosti sa rovnica pre volatilitu nezmeni, v rovnici pre cenu akcie sa zmeni drift.
Ten v8ak do vzorca pre ocehiovanie opcii nevstupuje, takze mozeme pouzit rovnice (24).

Ziskany vyraz pre h; zo vztahu (23) zintegrujeme v hraniciach od 0 po 7 a predelime
7, aby sme ziskali hodnotu &2 vo vzorci (18), ktort dosadzujeme do Black - Scholesovho

VzOorca.

1 [7 Bo 1 Bo _gr\]™ 1
S N T PR -
T/O t [9 9(0 g ° o7
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Vidime, Ze pre uvedeny model sti aproximécie cien pomocou deterministickej volatility

a vzorca 7 [6] sa zhoduju.

3.3 Pouzitie v Stein-Steinovom modeli so stochastickou volatilitou

V nasledujucej ¢asti sa budeme venovat modelu, ktory uvazuje ceny akcii sledujtce
proces so stochasticky sa meniacou volatilitou. Model navrhli Elias M. Stein a Jeremy
C. Stein vo svojom ¢lanku Stock Price Distributions with Stochastic Volatility: An
Analytic Approach [8]. Tu si za zaklad zobrali proces so stochasticky sa meniacim

parametrom volatility, ktort bliZzsie opisuja rovnice

dS = pSdt + o PAWy,
do = —8(o — 0)dt + kdWa,

(25)

kde podobne ako v predchadzajicej Casti oznacujeme cenu akcie ako S, o je opidt oz-
nacenim pre volatilitu tejto akcie. Parametre k, u, 0 a 6 predstavuju konstanty nemenné
v Case. Nakoniec dW; a dWs st dva nezavislé Wienerove procesy.

Treba tiez dodat, ze v daliej praci nas bude zaujimaf, ako vyzera do?, pricom
ak spétne nase vysledky dosadime do (25), kde pracujeme so o, mdzu nastat mensie
odchylky sposobené tym, e o uvazujeme ako Vo2 = |o| Zaujimat nas bude, ako bude
vyzerat tento model pre pripad, Ze by sme podobne ako v prvej ¢asti uvazovali volatilitu

2

v tvare o2. Snazime sa teda zistif, ¢omu sa bude rovnat do?. Pomocou Itéovej lemy

dostavame

do® = (=206(c — 0) + k*)dt + kdz.

Pre zjednodusenie vypoctov si teraz urobime substiticiu o2 = h a postupujeme ako v
prvej Casti prace, teda sa pozrieme, ako velmi sa zmenia naSe hodnoty cien opcii od

hodnét v praci autorov, ak zanedbame stochasticka ¢ast procesu
dh = (=2Vh(Vh — 0) + k?)dt.

PrepiSeme do tvaru

. dh
hy = - = 206V h — 26h + k2.

Opat pouzijeme metdédu separicie premennych a dostaneme

dh
dt = ,
205v'h — 26h + k2
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2 2z
;= de — dx. 2
/205w—25w2+k2 o /25(56291']5(2;) ) 26)

Menovatel rovnice (26) teraz upravujeme metédou tpravy na aplny Stvorec

1 x

dx.
2
0 (x_ ) _%

Sl

2k24+62%5

V dalSom kroku urobime substituciu = — %9 = w a zéarovell si vyraz =7 oznacime

ako n. Vyraz bude teraz v tvare
1 u+%9
=3 ) 0%

1 0 1

uZ—n —u2+n

1 ) 0 1

t=——]|l — —— [ ——d
25‘ n(u” —n)| 2nd 1 u )2 “
B (ﬁ)
1 0 1+ .
t:——éln‘lﬁ—n‘ — \/?ln \f +c.
Po spétnom dosadeni substituovanych parametrov nakoniec dostaneme
1 45(z— 20
. L, 192 2k% + 625 0 2k% + 625 ) 1+2§§%936) .
=—— |ln|{x— = — — n|————"— c.
26 L2 45 46 | —30)
2k24+6026
(27)

V dalgej praci sme sa zamerali na programovanie daného modelu. Hodnotu kongtanty

c sme si vyjadrili na zéklade vyssie uvedenej rovnice pre t = 0.

9 _1 46(z0—10)

1 1 2k% + 625 2k% + 626\ 2 1+ m

c=—|n{lzp—z0) ————| -0 ——— In|——-"-—
20 2 40 40 1 _ B(@o—30)
2k2+026

Hodnotu integralu sme vyjadrili pomocou numerickej metédy lichobeZnikov. VSeobec-
nym zadanim tlohy, ktora je mozno riesit lichobeznikovou metédou je zistit integral

funkcie f(z), ktora je zadana ako

I= /  f(a)da

. Najskor si interval medzi bodmi a a b rozdelime na n intervalov. Dostavame teda
jednotlivé intervaly ohrani¢ené bodmi a = 29 < ... < x; < ... < z, = b. Teraz si
funkéné hodnoty medzi x(i) a (i + 1), resp. f(x;) a f(x;4+1) nahradime priamkou, &m

dostavame lichobeznik, ktorého obsah uz vieme jednoducho vypocitat.
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Obrazok 4: VTavo ilustrécia lichobeznikovej metody, vpravo ukazka pouZitého delenia.

Vytvorili sme vektor x (na obréazku na vertikdlnej osi) s rovnomernym delenim a zo
vzorca (27) sme dopoditali vektor ¢ (na obrazku na horizontalnej osi). Pomocou tychto

hodno6t sme poéitali integral uvedenou metoédou lichobeznikov.

3.4 Nevyhody aproximéacie tohto typu

Pri pouzivani Black - Scholesovho vzorca je jednoduché zistit hodnoty vstupujtcich
¢lenov ako je cena akcie, expiracné cena a Cas do expiracie. Pomerne taZgie je stanovit
drokova sadzbu bezkupénovych dlhopisov, ktord je vSak ¢asovo takmer stéila, a preto
sa d& viacmenej presne ekonometricky odhadnit z predchadzajacich hodnét. Pri his-
torickej volatilite uz vznika vacsi problém pri urcovan{ jej hodnoty. Pri ekonometrickom
odhade vznikaja otézky, aky ¢asovy horizont zvolit, frekvenciu pouZzitych dat. Imp-
likovanou volatilitou nazyvame jediné hladané ¢islo o > 0 rie§iace implicitna rovnicu
V = V(S,t,0,r), kde S, r a t si dané a tiez je dana hodnota opcie V s expiraénou
cenou F v ¢ase T. Implikovana volatilita sa odliSuje od historickej volatility, pretoze
historicka je pocitand z historickych cien akcie, ktoré st zname.

V nasledujiicej tabul'ke st pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcii poc¢itané pres-

nym rieSenim GARCH modelu s prislusnou volatilitou a ceny opcii poc¢itané pomocou

nami vytvorenej aproximécie pre rozne expiracné ceny.
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Expira¢na cena | Presné riegenie | Implikovana volatilita | Aproximéacia | Impikovana volatilita
z presného rieSenia, z aproximacie
95 5,560 0,1648 5,5823 0,1655
97,5 3,712 0,1645 3,6545 0,1655
100 2,268 0,1641 2,3812 0,1655
102,5 1,263 0,1644 1,2462 0,1655
105 0,639 0,1649 0,6853 0,1655

Tabulka 3: Implikované volatility z presného a priblizného rieSenia GARCH modelu pre

rozne expiracné ceny.

Grafy zavislosti implikovanej volatility pocitanej z presnych rieSeni GARCH modelu

a riefeni poditanych pomocou naSej aproximécie v zavislosti od expira¢nych cien, tzv

volatility smile. VTavo je uvedeny graf zavislosti pre presné rieSenia, vpravo pre rieSenia

dané aproximaciou.

0.1649

0.1648

0.1647

0.1646

0.1645

0.1644

0.1643

0.1642

05

—0s5k

0.1641
95
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9% 97 98 99

L L L
100 101 102 103

Obrézok 5: Volatility smile pre GARCH model

Dalej uviadzame porovnanie hodnot cien opcif pocitanych presnym riesenim GARCH

modelu s prislu§nou volatilitou a ceny opcii poéitané pomocou nami vytvorenej aprox-

imacie pre rozne ¢asy do expiracie.
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Expiraény ¢as | Presné riegenie | Implikovana volatilita | Aproximacia | Impikovana volatilita
z presného riefenia 7z aproximécie
5 5,012 0,1666 5,0117 0,1655
10 5,086 0,1662 5,0651 0,1655
30 5,560 0,1648 5,5418 0,1655
50 6,030 0,1646 6,0776 0,1655
100 7,028 0,1646 7,0398 0,1655

Tabulka 4: Implikované volatility z presného a priblizného rieSenia GARCH modelu pre

rozne ¢asy do expiracie.

Expira¢na cena | Presné rieSenie | Implikovana volatilita | Aproximécia | Impikovana volatilita
z presného rieSenia 7 aproximéacie
90 10,77 0,2070 10,7725 0,2056
95 6,21 0,2029 6,2335 0,2056
100 2,72 0,2011 2,7752 0,2056
105 0,85 0,2020 0,8831 0,2056
110 0,19 0,2048 0,1937 0,2056
115 0,03 0,2088 0,0292 0,2056

Tabulka 5: Implikované volatility z presného a priblizného rieSenia Stein-Steinovho

modelu pre ¢as do expiracie 1 mesiac.

V tabulke 5 sii pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcii poc¢itané presnym rieSenim
Stein-Steinovho modelu s prislugnou volatilitou a ceny opcii pocitané pomocou aprox-

imacie pre rozne expiracné ceny s ¢asom do expiracie 1 mesiac.

Obrazok 6 zobrazuje graf zavislosti implikovanej volatility pocitanej z presnych rieseni

a z rieSen{ naSej aproximacie v zavislosti od expirac¢nych cien, tzv volatility smile

V tabulke 6 st pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcii poéitané presnym rieSenim

garch modelu s prislusnou volatilitou a ceny opcii poéitané pomocou nami vytvorenej
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Obréazok 6: Volatility smile pre Stein-Steinov model

115

Expira¢na cena | Presné rieSenie | Implikovana volatilita | Aproximécia | Impikovana volatilita
z presného rieSenia 7 aproximéicie
90 12,6 0,2060 12,6440 0,2108
95 8,55 0,2037 8,6547 0,2108
100 9,28 0,2025 95,4357 0,2108
105 2,95 0,2025 3,1104 0,2108
110 1,50 0,2035 1,6175 0,2108
115 0,70 0,2054 0,7655 0,2108
120 0,31 0,2077 0,331 0,2077

Tabulka 6: Implikované volatility z presného a priblizného rieSenia Stein-Steinovho

modelu pre ¢as do expirdcie 3 mesiace.

aproximacie pre roézne expiratné ceny s Casom do expirdcie 3 mesiace. Graf zavislosti

implikovanej volatility poéitanej z presnych rieSeni a z rieSeni naSej aproximécie v zavis-

losti od expira¢nych cien, tzv volatility smile

Graf zavislosti implikovanej volatility pocitanej z presnych rieSeni a z rieSeni naSej aprox-

imacie v zéavislosti od expiraénych cien, tzv volatility smile

Z vysledkov vidiet, Ze implikovand volatilita po¢itand pomocou aproximaécie v zavis-

losti od expiracnej ceny je konstantna.
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Obréazok 7: Volatility smile pre druhy model

rieSenia vytvara volatility smile. Zavislost od ¢asu do expiracie nevieme posudit pre

nedostatok pozorovanych hodno6t.

3.5 Presnost aproximacie tohto typu

Presna cena opcie je strednd hodnota Black - Scholesovej ceny, ak do nej dosadime

o2 = ﬁ tT 02(9)dS, kde strednt hodnotu berieme vzhladom na pravdepodobnostné

rozdelenie 2.

V= [ Vas(ahs(ehio’
0
2 1 T 2
g = Ti—t g (S)dS

Pouzijeme Taylorov rozvoj Vps(32) v okoli bodu 0*? = E|[o?]

V= fooo [VBS(U*Q) + legs(U*Q)(U*z _ 52) 4 %Vgs(U*Q)(U*Z ) V/// ( *2)(0*2 _ 52)3 4

f(62)de?
_VBS *2 f f dO' +VB f = f(52)d52—|—
+§Vg5 0'*2 fO ) ( )dU +
+3VH(0*?) [ (0% — 62)3 f(5%)do? + ...

= Vps(0™?) + %V/s’s(<7*2)E[(E[52 P+ VBB - )+ (29)

6
Prvy ¢len rozvoja presnej ceny derivatu je Vgg(o*?), teda o*? dosadena do Black -

Scholesovho vzorca. Mame teda dva pristupy k vypoctu pribliznej ceny:
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e Zoberieme prvy &len rozvoja (28), t.j. do Black - Scholesovho vzorca dosadime
T
ﬁft E[O’Q(S)]ds.

e PouzZijeme postup z predchadzajucich kapitol a do Black - Scholesovho vzorca

dosadime ftTE[&Q(s)]ds, kde 52%(s) je riesenim ODR d&(s) = a(5%(s))ds.

Zistime teraz, kedy st tieto dva postupy ekvivalentné. V tom pripade ocakavame, Ze
nasa aproximécia pomocou deterministického vyvoja volatility bude presnejsia. Uvidime,
ze to plati pre GARCH model, ale nie pre druhy model sostochastickou volatilitou, ktory
sme uvazovali. Tym sa da vysvetlit, pre¢o sme v predchadzajucich castiach dostali pres-
nejsie vysledky pre GARCH model.

Treba teda zistif, kedy funkcia g(s) = E[0?(s)] vyhovuje rovnici dg(s) = a(g(s))ds.

7o stochastickej diferencidlnej rovnice
do® = a(o?)dt 4 B(c?)dW
mozeme vyjadrit o?(s) ako

7(s) = o*0)+ [ alo*@)du+ [ Bla*w)d.

z ¢oho vyplyva, Ze

To znamena, Ze

LB (s)] = Bla(o* ()]

Toto sa ma rovnat a(E[o?(s)]). Ak oznagime pre prehladnost ndhodnt premennt o2 (s)
ako X, m4 platit
Ela(X)] = a(E[X]),

¢o plati pre linearnu funkciu « tvaru a(x) = ¢; + cox. To znamend, ze uvedené dva

pristupy aproximacie rieSenia st ekvivalentné pre linedrny drift.
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4 Ceny opcii ako ndhodné premenné

Volatilita je ndhodné premenné, preto ceny opcii st ndhodné premenné. Buda nés
zaujimat vlastnosti tychto ndhodnych premennych. V tejto Casti odvodime limitné
rozdelenie volatility. Najskoér proces vyjadrujici volatilitu zapiSeme pomocou jedného
Wienerovho procesu. Pre tento proces odvodime limitné rozdelenie. Z rovnice (24) pre
spojity verziu nami skiimaného modelu osamostatnime stochasticka ¢ast dh; a zistime,
aké mé pravdepodobnostné rozdelenie. Stochasticka ¢ast sa sklada z dvoch nezavislych

Wienerovych procesov dWi ¢, dWs s, ktoré vystupuji v tvare
=202 htdW1 1 + BahedWa (29)

Ked7e o diferenciali Wienerovho procesu vieme, ze je z normalneho rozdelenia so stred-

nou hodnotou rovnou nule a disperziou rovnou dt, plati
—2027hedWi g ~ N (0, (—282:he)?dt),

BohidWa . ~ N(0, (B2hy)?).

Procesy Wy, Wa st nezavislé, preto
—2057hudWi g + BohudWay ~ N (0, (45372hF + B3hi)dt) = N(0, B3h7 (47 + 1)dt)
Proces pre volatilitu teda mézeme napisat v tvare

dht = ﬁght\/ 4’)/3 + ].th + (ﬂ(} - Ght)dt,

£,
dh = (By — Ohy)dt + qhydWr, (30)

kde g = B21/472 + 1.

V nasledujicej ¢asti si odvodime presne limitné pravdepodobnostné rozdelenie na-
mi uvazovaného modelu, ktoré vychadza z odvodenia uvedenom v [9]. Generovanim
nadhodnych ¢isel z tohto limitného rozdelenia a ich dosadenim do priblizného rieSenia
mozeme generovat ceny opcii.

Vztah medzi stochastickou diferencidlnou rovnicou a pravdepodobnostnym rozde-

lenim procesu v danom Case sa da odvodit z Feynmann - Kacovho vzorca [7]. Ak
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X (0) = Xo, X vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici
dX(t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t)),dW

potom hustota f(¢, X (X (t) = X(0)) ndhodnej premennej X (s) bude vyhovovat Fokker-

Planckovej parcidlnej diferncialnej rovnici

or o, (01

ot Ooh oh?

(31)

so zadiato¢nou podmienkou f(0, X) = §(X — Xy), kde § je Diracova funkcia.

Dalej hTadame iba limitné rozdelenie procesu (30). To znamena, ze ak bude existovat
limg o f(s,h) =: g(h), tak z rovnosti (31) bude vyplyvat, Ze limitna hustota g bude
spliiat stacionarnu rovnicu

2 /12
88(2(] + 8ah2 <b> =0 pre h >0 (32)

/Ooog(y)zl

Ak si teraz zintegrujeme (32) s dolnou hranicou rovnou nule a hornou rovnou y, dosté-

d (Vg , d (Vg
—ag + an <> — |:}llli%( ag) + %1111 ah ()} =0 (33)

Teraz budeme uvazovat, ze hustota g bude mat nasledujice vlastnosti:

a normovaciu podmienku

vame

o limy_0g(x) =0,
e derivacia ¢'(h) je ohranitena v okoli bodu h = 0.

Pre h — 0 potom dostévame

()()=
)

d (°(h)g(h) db(h 2 bh=
dh<2 = b(h )Wg( )+ 2 W_b hg(h)—i—Tg (h) = 0. (34)
Z rovnice (33) potom zostane
d (b*g(h)
o (22 = aat
Dosadime funkcie a, b z ndgho procesu:

d ¢°h*g(h)
dh~ 2

= (Bo — Oh)g(h),
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zderivujeme su¢in na lavej strane

212
q°h” .
¢*hg + “—g = Pog — Ohg,
a ziskanid rovnicu upravime
272
q"h
95— =9(Bo = 0h — *h).

Vidime, Ze tato rovnica sa da vyriesit separaciou premennych

g 2(Bo—0h—q°h)

9 ¢*h?
Integrovanim dostaneme
26 0
Ing=——-—-2=Inh—-2Inh+c¢,
¢2h e

kde c je konstanta. Vyjadrime funkciu

_200_ 960 |npo ) _200  _o 8 ,(i),%
g:e< e2bimh-2lhte) | 0, a(h4) ) o -2(5)

289

g dhfz(q%ﬂ)e* 1

Konstantu d treba urcit tak, aby integral z funkcie g bol rovny jednej. Nemusime ju
viak pocitat, lebo vieme, Ze tuto hustotu mé inverzné gamma rozdelenie. Inevrzné
gamma rozdelenie s parametrami o a § mé nasledujice vlastnosti:

B

e hustota: f(z,a,3) = Fﬂ(z)xa_le_i

e stredné hodnota: %

2

® Varlancila: W

(a—g) pre a > 2

o ak plati X ~ Inv—Gammal(k,0), potom 1/X ~ Gamma(k, ) Poslednu vlastnost
rozdelenia sme vyuzili pre vytvorenie generdtora ndhodnych éisel so vstupnymi

parametrami « a #. V naSom pripade

20 +1 20 +1
o= — e —
q> Bor/472 + 1
8= 2750 — L
¢ Bo/12+1

Stredna hodnota rozdelenia v naSom pripade je %
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Obrazok 8: Inverzné gamma rozdelenie generované pre 10 000 hodnot

V obrazku 8 sa mozme presnejSie pozriet na histogram inverse gamma rozdelenia

generovaného konkrétne pre 10 000 hodnét.

Dalej uvadzame graf zavislosti disperzie od zmeny expiraénych cien , kde na x-ovi

os sme zobrazili expira¢né ceny a na y-ovi disperzie.

x10~

250 4

1 L L L L L L
95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105

Obrazok 9: Zavislost disperzie od zmeny expira¢nych cien
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5 Zaver

V préci sme sa zaoberali modelovanim cien opcif so stochastickou volatilitou. Tieto
modely nam poskytuju moznost ziskat relativne presné vysledné hodnoty pri ocenovani
opcii.

V prvej Casti sme sa oboznamili s niektorymi zakladnymi pojmami z oblasti ocefio-
vania finan¢nych derivatov, konkrétne opcii. Vysvetlili sme si pojem volatility, deter-
ministickej volatility zavislej od ¢asu a stochastickej volatility a uviedli sme niekolko
konkrétnych prikladov modelov, ktoré st zalozené na poslednom type volatility.

V druhej Casti sme si predstavili dva konkrétne modely, ktoré sme vyuzivali pre
odvodenie aproximécii cien opcii a ich implikovanych volatilit. Aproximaéacie cien opcii
v prvom, GARCH modeli, sme riegili analytickym spdsobom. V druhom modeli, ktory
sme nazvali Stein-Steinov model, sme vzhladom na nemoznost pouZitia analytického
postupu museli riesit aproximaciu numerickym spdsobom, konkrétne lichobeznikovou
metodou.

Tymto postupom sme si pre oba modely vypocitali aproximacie cien opcif, a tie sme
potom porovnali s presnymi rieSeniami, ktoré uvadzali autori ¢lankov. Zaujimalo nas,
ako vel'mi sa odlisuji naSe aproximované hodnoty pri pocitani s vynechanou stochasticou
¢astou modelu od presnych riedni.

Poc¢itanim presnosti odhadov sme zistili, Ze k odchylkam medzi presnym a aprox-
imovanym rieSenim dochadza aj zavislosti od tvaru driftu daného modelu. V prvom
modeli ndm uvazovany drift vychadzal v linedrnom tvare. V druhom modeli vychadzal
drift kongtantny, pricom daldim skimanim sme zistili, Ze presnejdia aproximécia vy-
chadza pre linearny drift.

Zistili sme teda, Ze oba modeli st redlne pouZitelné v praxi, pretoze nam davaja
dostatoCne presnt informaciu o buducej cene opcie, pri¢om prvy model s linedrnym

driftom aproximuje ceny opcii presnejsie ako druhy model s konstantnym driftom.
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