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Abstrakt

V tejto práci sa zaoberáme aproximáciami cien opcií v modeloch so stochastick-

ou volatilitou. Pracujeme s dvomi modelmi, ktoré vo svojich £lánkoch uviedli ELIAS

STEIN, JEREMY STEIN (1991) [8] a neskôr CHOI (2005) [6].

V diplomovej práci sa venujeme najskôr druhému spomínanému modelu, v ktorom

zis´ujeme, aký vplyv na cenu opcie bude ma´ vynechanie stochastickej £asti v základnej

rovnici GARCH modelu. Rie²enie odvodzujeme analyticky. Rovnaký postup pouºijeme

aj pre model autorov ELIAS STEIN, JEREMY STEIN (¤alej ako Stein-Stein model).

Pre tento model pouºijeme numerické rie²enie. Získané výsledky porovnáme s presnými

cenami, ktoré uvádzajú autori vo svojich £lánkoch.

k©ú£ové slová: Wienerov proces, Brownov pohyb, Black - Scholesov model, Itóova

lema, deterministická volatilita, stochastická volatilita, rizikovo neutrálna pravdepodob-

nos´, diskretizácia, transformácia
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1 Úvod

Finan£ný svet v sú£asnosti patrí k najrýchlej²ie sa rozvíjajúcim oblastiam v ekonomike.

V¤aka zvy²ovaniu so�stikovanosti svojich produktov poskytuje aj vä£²í podnet na vyuºí-

vanie nových matematických modelov a moderných matematických metód. Zvy²uje sa

tým aj dopyt �nan£ných in²titúcií po vysokokvali�kovaných matematikoch, ktorí by

boli schopní v praxi aplikova´ teoretické vedomosti z oblasti matematiky, ktoré aplikujú

napríklad aj na modelovanie cien �nan£ných derivátov.

Dôraz na presnej²ie oce¬ovanie �nan£ných derivátov sa zvý²il v priebehu posled-

ných desa´ro£í a najmä koncom minulého storo£ia, kedy sa na �nan£ných trhoch za£ali

výraznej²ie prejavova´ rôzne nestability. Prí£inou týchto javov bolo vo výraznej miere

zvý²enie volatility cien akcií, menových kurzov, komodít a úrokových sadzieb, v¤aka

£omu sa zvý²ilo aj riziko investovania do jednotlivých aktív. Práve z dôvodu eliminácie

rizika sa za£ali vo vy²²ej miere vyuºíva´ rôzne �nan£né deriváty.

Cie©om tejto diplomovej práce je bliº²ie skúma´ jeden z druhov �nan£ných derivátov,

konkrétne opcií. Zaujíma´ sa budeme o európske call opcie, ktoré na svoje oce¬ovanie

vyuºívajú ako jeden z parametrov stochastickú volatilitu.

V prvej £asti práce sa oboznámime s niektorými základnými pojmami, ktoré sa

vyuºívajú pri priamom oce¬ovaní opcií. Predstavíme si niektoré typy opcií, ako aj

základný model na oce¬ovanie opcií, Black - Scholesov model. �alej sa zameriame na

vysvetlenie pojmu volatility, deterministickej volatility závislej od £asu a stochastickej

volatility.

V druhej £asti uvedieme konkrétne modely vyuºívajúce práve stochastickú volatilitu.

Odvodíme pribliºné rie²enia týchto modelov, pri£om sa zameriame aj na presnos´ týchto

aproximácií a ich nevýhody.

V poslednej £asti sa pozrieme na ceny opcií ako náhodné premenné a odvodíme si

ich limitné rozdelenie.
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2 Základné pojmy, modely pre ceny opcií

2.1 V²eobecné �nan£né deriváty

Finan£né deriváty sú nástroje, ktoré ako uº z názvu vyplýva (derive = odvodi´) sú

ur£itám spôsobom odvodené od rôznych �nan£ných aktív. Pod týmito aktívami môºeme

rozumie´ rôzne menové kurzy, komodity, rokové miery, ceny akcií alebo burzové indexy.

V sú£asnosti uº dokáºeme vytvori´ �nan£ný derivát odvíjajúci sa napríklad aj od stavu

po£asia prípadne od stavu hladiny nejakej konkrétnej rieky. Vypisovate© derivátu sa

zaväzuje plni´ v budúcnosti ur£ité vopred dohodnuté podmienky.

Zo základných typov �nan£ných derivátov spome¬me op£né deriváty, forwardy, fu-

turity a swapy. Op£ným derivátom sa budeme bliº²ie venova´ v nasledujúcej £asti práce.

Forward je termínovaný kontrakt, ktorý uzatvára vypisovate© s kupujúcim, kde sa za-

väzuje, ºe vo vopred dohodnutom termíne vypisovate© kupujúcemu predá prípadne od

neho nakúpi vopred dohodnuté mnoºstvo aktíva (devíza, komodita etc.) za vopred do-

hodnutú cenu. Ke¤ºe sa forwardy neuzatvárajú v rámci burzy, dohodnuté podmienky

závisia výlu£ne od strán, ktoré sa na forwarde podie©ajú. Na rozdiel od forwardov

sa ¤al²í �nan£ný derivát, futurita, na burze obchoduje, ktorá stanoví ²tandardné pod-

mienky, za ktorých môºe obchod prebehnú´, ako je minimálny obchodovaný objem alebo

ºivotnos´ kontraktu. Trh s futuritami je kontrolovaný ²tátnou mocou, ktorú predstavu-

jú ²tátne orgány kontroly na kapitálovým trhom. Posledným spomenutým �nan£ným

nástrojom je swap, ktorý moºno de�nova´ aj ako dohodu o £asovo obmedzenej výmene

série platieb medzi dvoma alebo viacerými subjektami. Tieto obchody sa ²tandardne

realizujú mimo burzy.

2.2 Op£né deriváty - opcie

Históriu op£ných derivátov moºno za£a´ datova´ uº okolo roku 1200 pred n.l., kedy

známy matematik Thales z Milétu vytvoril prvý op£ný kontrakt. Thales bol vo svojej

dobe o£ier¬ovaný pre svoju chudobu, ke¤ºe ©udia boli presved£ení, ºe �lozo�a, ktorej

sa venoval, bola zbyto£ná pre ºivot. Aristoteles predpokladal, ºe Thales na základe

svojich vedomostí z oblasti astrológie si v²imol, ºe úroda olív v ¤al²om roku by mala

by´ pomerne bohatá. Preto sa rozhodol si za nízku zálohu prenaja´ v²etky stroje na
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lisovanie v oblasti, a ke¤ºe sa nena²iel nikto iný, kto by si chcel tieº prenaja´ tieto

stroje, majitelia na prenájom za nízku cenu pristúpili nevedomí si skuto£nej ceny. Ke¤

nastala sezóna zberu, mnoho ©udí tieto stroje potrebovalo. Thales ich ¤alej prenajal,

av²ak za podmienky, ktoré si sám stanovil a ktoré mu vyhovovali. Na tejto dohode sa

mu podarilo zarobi´ ve©ké mnoºstvo pe¬azí a dokáza´, ºe pre �lozofov je jednoduché

zbohatnú´ v¤aka svojim vedomostiam (bliº²ie v [1])

Vo v²eobecnosti je opcia �nan£ný derivát, ktorý svojmu majite©ovi poskytuje právo

nie v²ak povinnos´ kúpi´ alebo preda´ aktívum na základe vopred dohodnutých pod-

mienok. Vo �nan£nom svete rozde©ujeme najjednoduch²ie typy opcií na dva základné

typy, tzv call opcie a put opcie, pod©a toho, aký druh práva svojmu majite©ovi poskytu-

jú. Vlastník call opcie má právo kúpi´ aktívum vo vopred dohodnutom £ase a za vopred

dohodnutú cenu, vlastník put opcie má právo preda´ aktívum. Cena, ktorá vystupuje

v dohode ako cena, za ktorú chce v budúcnosti majite© opcie aktívum kupova´ resp.

predáva´, sa nazýva expira£ná cena (strike price) a dátum, kedy má opcia nadobudnú´

svoju platnos´, sa nazýva dátum expirácie alebo maturita.

Opcie dokáºeme rozdeli´ aj na základe ich "správania sa"v £ase do maturity. Ak

si majite© môºe uplatni´ opciu iba v £ase maturity, hovoríme o európskej opcii. Ak si

môºe majite© opcie uplatni´ svoje právo kedyko©vek v £ase od vypísania opcie aº do jej

maturity, hovoríme o americkej opcii. Naj£astej²ie obchodovaným typom opcií sú síce

americké opcie, av²ak z dôvodu jednoduch²ej analyzovate©nosti sa ¤alej budeme venova´

európskemu typu ocií. �alej treba pripomenú´, ºe aj ke¤ sa európske opcie nazývajú

európskymi, ich názov sa nevz´ahuje iba na burzy na európskych �nan£ných trhoch.

Rovnako ako sú európske opcie obchodovate©né kdeko©vek vo svete, sú aj americké

opcie neviazané na konkrétne burzy nachádzajúce sa na danom území.

Spome¬me niektoré hlavné burzy v USA:

• New York Stock Exchange (NYSE)

• Philadelphia Stock Exchange (PHSE)

• Chicago Board Options Exchange (CBOE)

• American Stock Exchange (AMEX)

• Paci�c Exchange (PCX)
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z európskych sú to najmä:

• Amsterdam Exchanges (AEX)

• EUREX

• Swiss Exchange (SWX)

Hodnotu opcie v £ase expirácie nazývame payo� danej opcie. Predpokladajme, ºe

máme call opciu s expira£nou cenou E a trhová cena daného aktíva v £ase expirácie je

S. Ak platí S > E, tak sa oplatí opciu zrealizova´ a okamºite obdrºanú akciu preda´

za trhovú cenu so ziskom S−E. Inak je opcia bezcenná. Pre hodnotu call opcie v £ase

expirácie teda platí

V (S, T ) =





S −E ak S > E,

0 ak S < E,

t.j.

V (S, T ) = max(S −E, 0).

Rovnako sa moºno pozrie´ aj na hodnotu put opcie v £ase expirácie. Ak bude trhová

cena S aktíva niº²ia ako expira£ná cena E, nakúpim si na trhu aktívum za trhovú cenu

S a následne ho predám za expira£nú ceny E, zisk bude E − S. Inak je hodnota opcie

nulová, £iºe

V (S, T ) =





E − S ak S < E,

0 ak S > E,

t.j.

V (S, T ) = max(0, E − S).

Na obrázku 2 môºeme vidie´ konkrétny príklad zverej¬ovania cien opcií konkrétne pre

opcie spoo£nosti Google Inc. z d¬a 23. apríla 2008 so spotovou cenou 549.3895.
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Obrázok 1: Payo� put opcie s expira£nou cenou 150.

Obrázok 2: Ceny call a put opcií na akcie spolo£nosti Google Inc.

2.3 Black-Scholesov model

V oblasti oce¬ovania opcií nastal najvä£²í prelom za£iatkom sedemdesiatych rokov

minulého storo£ia, kedy sa trojici Fischer Black, Myron Scholes a Robert Merton po-

darilo odvodi´ model, ktorý je v sú£asnosti známy ako Black-Scholesov prípadne Black-

Scholes-Mertonov model [2]. Tento objav bol nato©ko významný, ºe v roku 1997 za¬

dostali Robert Merton a Myron Scholes Nobelovu cenu. Fischer Black sa jej bohuºia©

uº nedoºil.

Pri odvodzovaní svojho modelu pouºili nieko©ko základných predpokladov:

• krátkodobá úroková miera sa v £ase nemení a je známa,
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• rozdelenie cien aktív je lognormálne,

• aktívum nevyplácajúce dividendy,

• typ opcie je európsky,

• transak£né náklady sú rovné nule.

Predpokladáme, ºe vývoj cien sa bude správa´ na základe geometrického Brownovho

procesu:

dS = µSdt + σSdW, (1)

kde dW je Wienerov proces, t.j. náhodný proces s nasledujúcimi vlastnos´ami:

• W0 = 0,

• dW je náhodná premenná s normálnym rozdelením so strednou hodotou rovnou

nule a disperziou dt,

• Wti+1 −Wti sú nezávislé pre v²etky 0 < t1 < t2 < ... < tn,

• trajektórie procesu sú spojité.

Aby sme ukázali, ºe z uvedeného predpokladu vyplýva lognormálne rozdelenie cien akcií,

budeme potrebova´ Itóvu lemu.

Itôva lema : Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om premenná

x je rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice dx = µ(x, t)dt + σ(x, t)dW , kde W je

Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx +

(
∂f

∂t
+

1
2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =
(

∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1
2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt + σ(x, t)

∂f

∂x
dW.

Dôkaz je moºné nájs´ napríklad v [3].

Pomocou tejto lemy sa dokáºe, ºe ak

St = S0e
(µ−σ2/2)t+σWt , (2)
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tak diferenciál dS je daný rovnos´ou (1). Potom platí

lnSt = lnS0 + (µ− σ2/2)t + σWt,

£o má normálne rozdelenie z dôvodu normálneho rozdelenia Wienerovho procesu Wt.

Teraz odvodíme Black-Scholes-Mertonovu rovnicu pre cenu derivátu (postup pod©a

[3]).

Nech QV je po£et opcií v portfóliu a QS je po£et akcií v portfóliu, pri£om pre obe

platí:
Q > 0 v portfóliu sa opcie/akcie nachádzajú,

Q < 0 opcie/akcie dlhujem.

Budem predpoklada´ nulový rast investícií, potom platí

QV V + QSS + B = 0, (3)

kde B ozna£uje celkový objem �nan£ných prostriedkov investovaných do dlhopisov.

�alej budeme predpoklada´ podmienku samo�nancovate©nosti porfólia, teda nákup prí-

padne predaj jednotlivých zloºiek portfólia moºno realizova´ jedine predajom respektíve

nákupom inej zloºky porfólia. Zmenu po£tu opcií/akcií si ozna£íme ako dQS/dQV a

zmenu mnoºstva prostriedkov naviazaných na dlhopisy ozna£íme δB, pri£om bude plati´

dQ > 0 po£et opcií/akcií v portfóliu sa zvý²il,

dQ < 0 po£et opcií/akcií v portfóliu sa zníºil.

Vy²²ie spomenutú podmienku samo�nancovate©nosti porfólia potom dokáºeme vyjadri´

ako

SdQS + V dQV + δB = 0. (4)

Celková zmena hodnoty dlhopisov dB sa skladá z dvoch £astí. Prvá je zmena na základe

nákupu/predaja opcií a akcií v portfóliu δB. Druhá zmena vyjadruje zmenu hodnoty

dlhopisov v £ase. Rovná sa rBdt, kde r vyjadruje �xnú úrokovú sadzbu. Obe tieto

zmeny teda vieme vyjadri´ ako

dB = δB + rBdt. (5)

Celková zmena portfólia bude teda

0 = d(QSS + QV V + B) = SdQS + QSdS + V dQV + QV dV + dB. (6)
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Z rovnosti pre zmenu hodnoty dlhopisov (5) a podmienky samo�nancovate©nosti (4)

potom dostávame

0 = QSdS + QV dV + rBdt. (7)

Z (3) si vyjadríme B, ktoré potom dosadíme do (7), £ím dostávame

0 = QSdS + QV dV − r(QSS + QV V )dt. (8)

Po prenásobení tejto rovnice výrazom QV a ozna£ení ∆ = −QS
QV

budeme ma´

0 = dV −∆dS − r(V −∆S)dt. (9)

Na výpo£et derivátu pouºijeme Itóovu lemu. Ak teda cena derivátu V = V (S, t) je

hladká funkcia, pri£om diferenciál dS je daný rovnos´ou (1), tak pod©a Itôvej lemmy

bude dV sp¨¬a´

dV =
(

∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂2V

∂S2
+ µS

∂V

∂S

)
dt + σS

∂V

∂S
dS.

Jednoduchými úpravami a dosadením dostaneme

0 =
(

∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂2V

∂S2
− r(V −∆S)

)
dt +

(
∂V

∂S
−∆

)
dS. (10)

Na základe princípu kon²trukcie bezrizikového portfólia si ∆ zvolíme ako ∆ = ∂V
∂S , £ím

eliminujeme riziko �uktuácií portfólia. Dosadením dostaneme výslednú Black-Scholes-

Mertonovu parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 pre S ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ). (11)

Táto rovnica je v²eobecne platná pre ©ubovolný derivát, preto je nevyhnutné doplni´

podmienku, ktorá nám ur£í, o aký typ derivátu sa jedná. Takúto podmienku nazývame

koncovou alebo terminálovou podmienkou. Pre call opciu bude koncová podmienka v

tvare

V (S, T ) = max(S − E, 0) pre S ∈ (0,∞),

a pre put opciu bude vyzera´

V (S, T ) = max(0, E − S) pre S ∈ (0,∞).

Princíp rie²enia Black - Scholesovej rovnice s danou koncovou podmienkou je zaloºený na

sérii transformácií na²ej pôvodnej parabolickej rovnice, ktorými ju prevedieme do tvaru
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∂u
∂t − ∂2u

∂x2 = 0, kde (x, t) ∈ (−∞,∞)× (0, T ) s danou za£iato£nou podmienkou (rie²enie

na základe [3]). Tento postup rie²enia uvedieme pre v²eobecný derivát s koncovou

podmienkou V̄ (S, T ).

• Zámena £asu - transformácia plynutia £asu od expirácie T k za£iato£nému £asu

t = 0. Majme novú premennú τ = T − t, pre ktoré bude plati´

W (S, τ) = V (S, T − τ) teda V (S, t) = W (S, T − τ).

Koncovú podmienku V̄ (S) bude pre prípad európskej call opcie. Ak ¤alej budeme

uvaºova´ dt = −dτ , potom rovnica (11) bude ma´ tvar




∂W
∂τ − 1

2σ2S2 ∂2W
∂S2 − r ∂W

∂S + rW = 0,

W (S, 0) = V̄ (S) pre S ∈ (0,∞), τ ∈ (0, T ).

• Logaritmická transformácia ceny akcie - zavedieme substitúcie S = ex a zavedieme

novú funkciu

Z(x, τ) = W (ex, τ) teda W (S, τ) = Z(lnS, τ).

Treba doda´, ºe S ∈ (0,∞) vtedy, ke¤ x ∈ (−∞,∞). Rovnica (11) bude ma´

teraz tvar




∂Z
∂τ − 1

2σ2 ∂2Z
∂x2 +

(
σ2

2 − r
)

∂Z
∂x + rZ = 0,

Z(x, 0) = V̄ (ex) pre X ∈ (0,∞), τ ∈ (0, T ).

• Transformácia na rovnicu vedenia tepla ∂u
∂t − a2 ∂2u

∂x2 = 0 - elimináciu Z a ∂Z
∂x

dosiahneme exponenciálnou transformáciou

u(x, τ) = eαx+βτZ(x, τ),

Rovnica (11) potom nadobudne tvar




∂u
∂τ − σ2

2
∂2u
∂x2 + A∂u

∂x + Bu = 0,

u(x, 0) = eαxV̄ (ex), pre x ∈ (−∞,∞), τ ∈ (0, T ).

kde A = ασ2 + σ2

2 − r a B = (1 + α)r − β − αD − α2σ2+ασ2

2 . Kon²tanty α a β

ur£íme tak, aby sme výrazy A a B eliminovali. Pre α a β bude teda plati´

α =
r

σ2
− 1

2
, β =

r

2
+

σ2

8
+

r2

2σ2
.
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Výsledný tvar rovnice pre funkciu u potom bude




∂u
∂τ − 1

2σ2 ∂2u
∂x2 = 0,

u(x, 0) = eαxV̄ (ex), pre x ∈ (−∞,∞), τ ∈ (0, T ).

Vyrie²ením tejto rovnice a spätnými transformáciami dostaneme rie²enie pre európsku

call opciu.

Vcall = SN(d1)−Ee−rτN(d2),

kde

d1 =
ln(S/E) + (r + σ2/2)τ

σ
√

τ
, d2 =

ln(S/E)− (r + σ2/2)τ
σ
√

τ
(12)

a N je distribu£ná funkcia normalizovaného normálneho rozdelenia. Rovnakým pos-

tupom môºeme vypo£íta´ cenu európskej put opcie, alebo na jej ur£enie pouºi´ put-call

paritu. Cena put opcie je daná vz´ahom:

Vput = Ee−rτN(−d2)− SN(−d1).

2.4 Volatilita

Pod pojmom volatilita je asi naj£astej²ie chápaná ²tandardná odchýlka zmeny ceny

ur£itého �nan£ného nástroja. Inými slovami by sa tieº dala nazva´ aj ako miera rizika,

ºe nám hodnota daného �nan£ného nástroja klesne prípadne stúpne pod resp. nad

nami ºelanú úrove¬. Pri oce¬ovaní derivátov je tento ukazovate© ve©mi dôleºitý, pretoºe

nám ukazuje, ako sa cena aktíva pohybovala v £ase, ako ve©mi sa vychy©ovala. Ak sa

pozrieme na najzákladnej²í model pre oce¬ovanie opcií, Black-Scholesov model, vidíme,

ºe autori predpokladali kon²tantnú volatilitu, kvôli £omu sa tento model nepovaºuje

za najvhodnej²í pre reálne obchodovanie. Dáva v²ak základ pre ¤al²ie so�stikovane²ie

modely uvaºujúce volatilitu ako závislú od £asu, prípadne závislú od £asu a zárove¬

náhodnú, stochastickú.

2.5 Deterministická volatilita závislá od £asu

Odvodíme presné rie²enie pre výpo£et ceny opcií, ak volatilita bude deterministická

funkcia £asu, £iºe σ = σ(t) ([4]). Základná Black-Scholesova rovnica bude plati´ aj
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na¤alej. Rie²enie budeme h©ada´ ako rie²enie rovnice

∂V

∂t
+

1
2
σ2(t)S2 ∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, kde S ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ), (13)

s koncovou podmienkou V (S, T ) pre S ∈ (0,∞), ktorá závisí od typu derivátu.

Majme nasledovné substitúcie

S̄ = Seα(t),

V̄ = V eβ(t),

t̄ = γ(t),

kde α a γ zvolíme tak, aby v²etky £asovo závislé koe�cienty v (13) boli eliminované. Po

dosadení nových premenných bude rovnica (13) vyzera´ nasledovne

γ̇(t)
∂V̄

∂t̄
+

1
2
σ(t)2S̄2 ∂2V̄

∂S̄2
+ (r + α̇)S̄

∂V̄

∂S̄
− (r + β̇)V̄ = 0, (14)

kde bodka nad parametrom bude ozna£ova´ deriváciu parametra pod©a £asu. V nasle-

dujúcom kroku odstránime koe�cienty V̄ a ∂V̄
∂S̄

vhodným výberom parametra α a β:

α(t) = r(T − t),

β(t) = r(T − t).

Dostaneme

γ̇
∂V̄

∂t̄
+

1
2
σ2(t)

∂2V̄

∂S̄2
= 0.

Ak si zvy²ný £asovo závislý parameter zvolíme ako

γ(t) =
∫ T

t
σ2(τ)dτ,

odstránime z rovnice (14) funkciu σ(t). Dostávame parabolickú parciálnu diferenciálnu

rovnicu
∂V̄

∂t̄
=

1
2
S̄2 ∂2V̄

∂S̄2
, kde S̄ ∈ (0,∞), t̄ ∈ (0, T̄ ), (15)

kde T̄ =
∫ t
0 σ2(t)dt so za£iato£nou podmienkou V̄ (S̄, 0) pre S̄ ∈ (0,∞), ktorá uº ob-

sahuje iba koe�cienty nezávislé od £asu a neobsahuje funkciu σ, takºe jej rie²enie uº od

tohto parametra nezávisí. Táto funkcia síce vystupuje v T̄ , av²ak T̄ ur£uje iba max-

imálny £as, pre ktorý po£ítame rie²enie rovnice a predchádzajúce £asy neovplyv¬uje.
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Ak si vezmeme za V̄ (S̄, t̄) rie²enie (15), potom zodpovedajúce rie²enie (13) po dosadení

pôvodných premenných bude ma´ tvar

V (S, T ) = er(T−t)V̄

(
Ser(T−t),

∫ T

t
σ2(τ)dτ

)
. (16)

Ak by sme sa rovnaký prístup pouºili aj na ²tandardnú Black-Scholesovu rovnicu s

kon²tantnou volatilitou σ2, potom by sme jej rie²enie dokázali vyjadri´ nasledujúcim

spôsobom:

VBS(S, T ) = e−r(T−t)V̄ (Se−r(T−t), σ2(T − t)). (17)

Porovnaním posledných dvoch rovníc nakoniec dostávame, ºe jednoduchým pouºitím

substitúcie

σ̄2 =
1

T − t

∫ T

t
σ2(τ)dτ, (18)

vieme rie²enie rovnice (13) vypo£íta´ pomocou Black - Scholesovho vzorca, ak za volatil-

itu σ2 dosadíme σ̄2 dané vz´ahom (18).

2.6 Stochastická volatilita

�alej sa zameriame na modely, ktoré vychádzajú z Black-Scholesovho modelu, a

zárove¬ pracujú so stochastickou volatilitou. Tieto modely sú zaloºené Orenstein-

Uhlenbeckovom procese, kde volatilitu uvaºujeme ako funkciu σ = g(Y ) tohto sto-

chastického procesu:

dY = α(m− Y )dt + f(Y )dW (t).

Uvedená rovnica vyjadruje mean-reverting proces, pre ktorý platí, ºe v £ase t idúcom

do nekone£na sa Yt pribliºuje strednej hodnote m rýchlos´ou α.

Pod©a £lánku [5] dokáºeme rozlí²i´ ²tyri základné modely stochastickej volatility v

závislosti od g a f :

1. Ornstein - Uhlenbeckov (OU) model:

Platí, ºe g(y) = Y a f(y) = k, pri£om k je kladná kon²tanta, potom

dσ = α(m− Y )dt + kdW (t).

2. exponenciálny Ornstein - Uhlenbeckov (ExpOU) model:

Pre tento model môºeme poveda´, ºe g(y) = ey a f(y) = k, kde k je opä´ kladná
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kon²tanta. Potom σ vyhovuje rovnici

dσ = α

[
k2

2
− α(lnσ −m)

]
dt + kσdW (t).

3. Hestonov model:

Pre Hestonov model platí, ºe g(y) =
√

y a f(y) = k
√

y, kde k je kladná kon²tanta.

Potom

dσ =
1
2σ

[
α(m− σ2)− k

4

]
dt +

k

2
dW (t).

4. Hull - Whitov model:

O Hull - Whitovom modeli moºno poveda´, ºe σ =
√

y a zárove¬ f(y) = ky,

pri£om k má rovnaké vlastnosti ako v predchádzajúcich modeloch, potom

dσ =
1
2σ

[
α(m− σ2)− k2σ2

4

]
dt +

kσ

2
dW (t).

Deriváty sa aj v modeloch so stochastickou volatilitou oce¬ujú pomocou parciálnych

diferenciálnych rovníc. Nech vývoj ceny akcie je daný rovnicami:

dSt = µ(St, t)dt + σtStdWt,

so stochastickou volatilitou vyhovujúcou

dσt = a(σt, t)dt + b(σt, t)dŴt,

tak cena derivátu je rie²ením rovnice (??), pri£om korelácia dW je ρ. Potom cena

derivátu V (t, S, σ) rie²i parciálnu diferenciálnu rovnicu

∂V
∂t + 1

2σ2S2 ∂2V
∂S2 + rS ∂V

∂S − rV + 1
2b2(σ, t)∂2V

∂σ2 + ρσSb(σ, t) ∂2V
∂S∂σ + (a(σ, t) + λ(σ, t)b(σ, t))∂V

∂σ = 0

kde S ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ), σ ∈ (0,∞).

Koncová podmienka v(s, σ, T ) = g(s) pre v²etky s ∈ R+ a σ ∈ R+ závisí od konkrétneho

typu derivátu.
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3 Pribliºné rie²enia v modeloch so stochastickou volatilitou

3.1 Pribliºné analytické rie²enie GARCH modelu (Choi, 2005)

Autor odvodil v [6] pribliºné analytické rie²enie na oce¬ovanie opcií v modeli, v

ktorom sa volatilita akcie vyvíja pod©a GARCH procesu. Tento vzorec je podobný ²tan-

dardnému Black-Scholesovmu vzorcu. Ur£uje volatilitu, ktoré dosadzujeme do Black -

Scholesovho modelu.

Nech St je cena aktíva v £ase t a
√

ht volatilita. Potom diskrétny GARCH model

budeme uvaºova´ v tvare:

ln(St+∆/St
) = r + λ

√
ht − 1

2
ht +

√
htvt+∆

ht+∆ = β0 + β1ht + β2ht(vt+∆ − γ)2

kde r je bezriziková úroková miera pre £asový interval ∆ a vt+∆ je náhodná pre-

menná s normalizovaným normálnym rozdelením. Jednotka prémie za riziko akcie je λ.

Parametre modelu sú β0, β1, β2 a γ. Rizikovo neutrálna formulácia je

ln(St+∆/St) = r − 1
2ht +

√
htut+∆

ht+∆ = β0 + β1ht + β2ht(ut+∆ − γ∗)2
, (19)

kde ut+∆ = Vt+∆ a γ∗ = γ + λ. Na základe výsledkov práce Fostera a Nelsona (1994)

moºno ukáza´, ºe zmen²ovaniu pozorovaného intervalu ∆ bude zodpoveda´ systém spo-

jitý v £ase daný rovnicou

d


 ln St

ht


 =


 r − 1

2ht

β0 − θht


 dt +




√
ht 0

−2β2γ∗ht β2ht





 dW1,t

dW2,t


 , (20)

kde θ = 1− β1 − β2(1 + γ2∗) a W1,t, W2,t sú nezávislé Wienerove procesy.

Autor ¤alej tento spojitý model diskretizoval a odvodil pribliºnú hodnotu pre cenu

opcie. Cenu európskej call opcie v £ase t s expira£nou cenou E, ktorá expiruje v £ase

T , moºno pomocou jeho aproximácie vyjadri´ ako

V = StN(d1)− Ee−r(T−t)N(d2),

kde

d1 =
ln(St/E) + (r + σ2

g/2)(T − t)√
(T − t) ∗ σg

,
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d2 =
ln(St/E) + (r − σ2

g/2)(T − t)√
(T − t) ∗ σg

,

pri£om

σ2
g =

[
β0

θ
(T − t) +

(
ht − β0

θ

)
1− e−θ(T−t)

θ

]
/(T − t).

�alej sme zis´ovali, ako bude vyzera´ aproximácia rie²enia.

V tabu©kách vidie´ porovnanie presných cien po£ítaných pomocou GARCH mod-

elu a aproximovaných cien vychádzajúcich z alternatívneho odvodenia. V prvej tabu©ke

máme porovnanie realizované pre rôzne expira£né ceny, v druhej tabu©ke sú ceny porov-

nané pre rôzne £asy expirácie dané v d¬och. Uvedené ceny boli po£ítané pre hodnoty

parametrov r = 0, λ = 0, β0 = 6.575 ∗ 10−6, β1 = 0.9, β2 = 0.04, γ = 0 a S = 100.

Expira£ná cena Presné rie²enie Aproximácia Relatívna chyba v precentách

95 5,560 5,5823 0,40

97,5 3,712 3,6545 -1,55

100 2,268 2,3812 4,99

102,5 1,263 1,2462 -1,33

105 0,639 0,6853 7,25

Tabu©ka 1: Presné a aproximatívne rie²enie v závislosti od rôznych expira£ných cien.

Expira£ný £as Presné rie²enie Aproximácia Relatívna chyba v percentách

5 5,012 5,0117 -0,01

10 5,086 5,0651 -0,41

30 5,560 5,5418 -0,33

50 6,030 6,0776 0,79

100 7,028 7,0398 0,17

Tabu©ka 2: Presné a aproximatívne rie²enie v závislosti od rôznych expira£ných £asov.
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3.2 Alternatívne odvodenia

V kapitole 2.5 sme uviedli oce¬ovanie opcií v modeli, kde je volatilita determini-

stickou funkciou £asu. V tejto kapitole odvodíme aproximáciu rie²enia modelu (20) v

prípade, ºe by sme v rovnici pre volatilitu vynechali stochastickú £as´.

Stochastická diferenciálna rovnica popisujúca vývoj ht je

dht = (β0 − θht)dt + σhtdWt.

Uvaºovaním iba deterministickej £asti procesu dostaneme oby£ajnú diferenciálnu rovnicu

dht

dt
= β0 − θht. (21)

Je to lineárna diferenciálna rovnica prvého rádu, ktorá sa dá vyrie²i´ pomocou variá-

cie kon²tánt. Uvaºujme najskôr homogénnu £as´ ḣt
H

= −θhH
t , ktorej partikulárnym

rie²ením je rovnica hH
t = e−θht , Rie²enie rovnice (21) preto h©adáme v tvare

ht = cte
−θt. (22)

Zderivovaním rovnosti (22) dostávame ḣt = ċte
−θt + cte

−θt(−θ). Z rovnice (21) teda

dostávame, ºe funkcia ct sp¨¬a ċte
−θt − θht = β0 − θht, teda ċ(t)e−θt = β. V²eobecným

rie²ením tejto rovnice je

ct =
β0

θ
eθt + d,

kde d je kon²tanta. Rie²enie rovnice (21) potom bude v tvare

ht =
β0

θ
+ de−θt

Kon²tantu d ur£íme z po£iato£nej podmienky. Predpokladajme, ºe h(0) = h0 je dané.

Z toho vyplýva, ºe

h0 =
β0

θ
+ d

a teda kon²tanta d sa rovná

d = h0 − β0

θ
.

Rie²enie rovnice (21) sp¨¬ajúce za£iato£nú podmienku h(0) = h0 teda je

ht =
β0

θ
+

(
h0 − β0

θ

)
e−θt. (23)
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Na obrázku 3 je znázornené rie²enie tejto rovnice pre nieko©ko za£iato£ných pod-

mienok h0. Parametre β0, θ sú hodnoty pouºité pri výpo£toch v £lánku [6], t.j. r = 0,

β0 = 6.575 ∗ 10( − 6), β1 = 0.9, β2 = 0.04, λ = 0 a γ = 0. Jednotkou £asu je opä´ de¬,

teda na x-ovej osi obrázku 3 je uvedený £as v d¬och.
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−4

h0 = 10(−5)
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Obrázok 3: Aproximácia vývoja volatility deterministickou funkciou

Model s £asovo závislou volatilitou bol formulovaný pre diferenciál ceny, t.j. dS.

Preto vyjadríme model (20) v tomto tvare. Ak ozna£íme x = ln S, tak Pri£om vyuºitím

Itôvej lemmy dostávame

dS = exdx +
1
2
ex(dx)2 = Sdx +

1
2
hS(dw)2 = Sdx +

1
2
hSdt

V maticovom tvare

d


 St

ht


 =


 Sr

β0 − θht


 dt +


 S

√
ht 0

−2β2γ∗ht β2ht





 dW1,t

dW2,t


 (24)

Tieto rovnice sú formulované pri rizikovo neutrálnej pravdepodobnosti, kým Black -

Schoelsov model je formulovaný pre reálnu pravdepodobnos´. Pri zmene tejto pravde-

podobnosti sa rovnica pre volatilitu nezmení, v rovnici pre cenu akcie sa zmení drift.

Ten v²ak do vzorca pre oce¬ovanie opcií nevstupuje, takºe môºeme pouºi´ rovnice (24).

Získaný výraz pre ht zo vz´ahu (23) zintegrujeme v hraniciach od 0 po τ a predelíme

τ , aby sme získali hodnotu σ̄2 vo vzorci (18), ktorú dosadzujeme do Black - Scholesovho

vzorca.

1
τ

∫ τ

0
htdt =

[
β0

θ
t− 1

θ

(
h0 − β0

θ
e−θt

)]τ

0

1
τ

=

[
β0

θ
(T − t) +

(
ht − β0

θ

)
1− e−θ(T−t)

θ

]
/(T−t) = σ2

23



Vidíme, ºe pre uvedený model sú aproximácie cien pomocou deterministickej volatility

a vzorca z [6] sa zhodujú.

3.3 Pouºitie v Stein-Steinovom modeli so stochastickou volatilitou

V nasledujúcej £asti sa budeme venova´ modelu, ktorý uvaºuje ceny akcií sledujúce

proces so stochasticky sa meniacou volatilitou. Model navrhli Elias M. Stein a Jeremy

C. Stein vo svojom £lánku Stock Price Distributions with Stochastic Volatility: An

Analytic Approach [8]. Tu si za základ zobrali proces so stochasticky sa meniacim

parametrom volatility, ktorú bliº²ie opisujú rovnice

dS = µSdt + σPdW1,

dσ = −δ(σ − θ)dt + kdW2,
(25)

kde podobne ako v predchádzajúcej £asti ozna£ujeme cenu akcie ako S, σ je opä´ oz-

na£ením pre volatilitu tejto akcie. Parametre k, µ, δ a θ predstavujú kon²tanty nemenné

v £ase. Nakoniec dW1 a dW2 sú dva nezávislé Wienerove procesy.

Treba tieº doda´, ºe v ¤al²ej práci nás bude zaujíma´, ako vyzerá dσ2, pri£om

ak spätne na²e výsledky dosadíme do (25), kde pracujeme so σ, môºu nasta´ men²ie

odchýlky spôsobené tým, ºe σ uvaºujeme ako
√

σ2 = |σ| Zaujíma´ nás bude, ako bude

vyzera´ tento model pre prípad, ºe by sme podobne ako v prvej £asti uvaºovali volatilitu

v tvare σ2. Snaºíme sa teda zisti´, £omu sa bude rovna´ dσ2. Pomocou Itóovej lemy

dostávame

dσ2 = (−2σδ(σ − θ) + k2)dt + kdzt.

Pre zjednodu²enie výpo£tov si teraz urobíme substitúciu σ2 = h a postupujeme ako v

prvej £asti práce, teda sa pozrieme, ako ve©mi sa zmenia na²e hodnoty cien opcií od

hodnôt v práci autorov, ak zanedbáme stochastickú £as´ procesu

dh = (−2
√

hδ(
√

h− θ) + k2)dt.

Prepí²eme do tvaru

ḣt =
dh

dt
= 2θδ

√
h− 2δh + k2.

Opa´ pouºijeme metódu separácie premenných a dostaneme

dt =
dh

2θδ
√

h− 2δh + k2
,
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t =
∫

2x

2θδx− 2δx2 + k2
dx =

∫
2x

−2δ(x2 − θx− k2

2δ )
dx. (26)

Menovate© rovnice (26) teraz upravujeme metódou úpravy na úplný ²tvorec

= −1
δ

∫
x(

x− 1
2

)2 − 2k2+θ2δ
4δ

dx.

V dal²om kroku urobíme substitúciu x − 1
2θ = u a zárove¬ si výraz 2k2+θ2δ

4θ ozna£íme

ako n. Výraz bude teraz v tvare

t = −1
δ

∫ u+ 1
2
θ

u2−n
du,

t = 1
δ

∫
u

u2−n
du− θ

δ2

∫
1

−u2+n
du,

t = − 1
2δ
|ln(u2 − n)| − θ

2nδ

∫
1

1−
(

u√
n

)2 du,

t = − 1
2δ

ln
∣∣u2 − n

∣∣− θ
√

n

2nδ
ln

∣∣∣∣∣
1 + u√

n

1− u√
n

∣∣∣∣∣ + c.

Po spätnom dosadení substituovaných parametrov nakoniec dostaneme

t = − 1
2δ


ln

∣∣∣∣∣
(

xt − 1
2
θ

)2

− 2k2 + θ2δ

4δ

∣∣∣∣∣− θ

(
2k2 + θ2δ

4δ

)− 1
2

ln

∣∣∣∣∣∣
1 +

4δ(xt− 1
2
θ)

2k2+θ2δ

1− 4δ(xt− 1
2
θ)

2k2+θ2δ

∣∣∣∣∣∣


 + c.

(27)

V ¤al²ej práci sme sa zamerali na programovanie daného modelu. Hodnotu kon²tanty

c sme si vyjadrili na základe vy²²ie uvedenej rovnice pre t = 0.

c =
1
2δ


ln

∣∣∣∣∣
(

x0 − 1
2
θ

)2

− 2k2 + θ2δ

4δ

∣∣∣∣∣− θ

(
2k2 + θ2δ

4δ

)− 1
2

ln

∣∣∣∣∣∣
1 +

4δ(x0− 1
2
θ)

2k2+θ2δ

1− 4δ(x0− 1
2
θ)

2k2+θ2δ

∣∣∣∣∣∣




Hodnotu integrálu sme vyjadrili pomocou numerickej metódy lichobeºníkov. V²eobec-

ným zadaním úlohy, ktorú je moºno rie²i´ lichobeºníkovou metódou je zisti´ integrál

funkcie f(x), ktorá je zadaná ako

I =
∫ b

a
f(x)dx

. Najskôr si interval medzi bodmi a a b rozdelíme na n intervalov. Dostávame teda

jednotlivé intervaly ohrani£ené bodmi a = x0 < ... < xi < ... < xn = b. Teraz si

funk£né hodnoty medzi x(i) a x(i + 1), resp. f(xi) a f(xi+1) nahradíme priamkou, £ím

dostávame lichobeºník, ktorého obsah uº vieme jednoducho vypo£íta´.
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Obrázok 4: V©avo ilustrácia lichobeºníkovej metódy, vpravo ukáºka pouºitého delenia.

Vytvorili sme vektor x (na obrázku na vertikálnej osi) s rovnomerným delením a zo

vzorca (27) sme dopo£ítali vektor t (na obrázku na horizontálnej osi). Pomocou týchto

hodnôt sme po£ítali integrál uvedenou metódou lichobeºníkov.

3.4 Nevýhody aproximácie tohto typu

Pri pouºívaní Black - Scholesovho vzorca je jednoduché zisti´ hodnoty vstupujúcich

£lenov ako je cena akcie, expira£ná cena a £as do expirácie. Pomerne ´aº²ie je stanovi´

úrokovú sadzbu bezkupónových dlhopisov, ktorá je v²ak £asovo takmer stála, a preto

sa dá viacmenej presne ekonometricky odhadnú´ z predchádzajúcich hodnôt. Pri his-

torickej volatilite uº vzniká vä£²í problém pri ur£ovaní jej hodnoty. Pri ekonometrickom

odhade vznikajú otázky, aký £asový horizont zvoli´, frekvenciu pouºitých dát. Imp-

likovanou volatilitou nazývame jediné h©adané £íslo σ > 0 rie²iace implicitnú rovnicu

V̄ = V (S, t, σ, r), kde S, r a t sú dané a tieº je daná hodnota opcie V̄ s expira£nou

cenou E v £ase T . Implikovaná volatilita sa odli²uje od historickej volatility, pretoºe

historická je po£ítaná z historických cien akcie, ktoré sú známe.

V nasledujúcej tabu©ke sú pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcií po£ítané pres-

ným rie²ením GARCH modelu s príslu²nou volatilitou a ceny opcií po£ítané pomocou

nami vytvorenej aproximácie pre rôzne expira£né ceny.
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Expira£ná cena Presné rie²enie Implikovaná volatilita Aproximácia Impikovaná volatilita

z presného rie²enia z aproximácie

95 5,560 0,1648 5,5823 0,1655

97,5 3,712 0,1645 3,6545 0,1655

100 2,268 0,1641 2,3812 0,1655

102,5 1,263 0,1644 1,2462 0,1655

105 0,639 0,1649 0,6853 0,1655

Tabu©ka 3: Implikované volatility z presného a pribliºného rie²enia GARCH modelu pre

rôzne expira£né ceny.

Grafy závislosti implikovanej volatility po£ítanej z presných rie²ení GARCH modelu

a rie²ení po£ítaných pomocou na²ej aproximácie v závislosti od expira£ných cien, tzv

volatility smile. V©avo je uvedený graf závislosti pre presné rie²enia, vpravo pre rie²enia

dané aproximáciou.
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Obrázok 5: Volatility smile pre GARCH model

�alej uvádzame porovnanie hodnôt cien opcií po£ítaných presným rie²ením GARCH

modelu s príslu²nou volatilitou a ceny opcií po£ítané pomocou nami vytvorenej aprox-

imácie pre rôzne £asy do expirácie.
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Expira£ný £as Presné rie²enie Implikovaná volatilita Aproximácia Impikovaná volatilita

z presného rie²enia z aproximácie

5 5,012 0,1666 5,0117 0,1655

10 5,086 0,1662 5,0651 0,1655

30 5,560 0,1648 5,5418 0,1655

50 6,030 0,1646 6,0776 0,1655

100 7,028 0,1646 7,0398 0,1655

Tabu©ka 4: Implikované volatility z presného a pribliºného rie²enia GARCH modelu pre

rôzne £asy do expirácie.

Expira£ná cena Presné rie²enie Implikovaná volatilita Aproximácia Impikovaná volatilita

z presného rie²enia z aproximácie

90 10,77 0,2070 10,7725 0,2056

95 6,21 0,2029 6,2335 0,2056

100 2,72 0,2011 2,7752 0,2056

105 0,85 0,2020 0,8831 0,2056

110 0,19 0,2048 0,1937 0,2056

115 0,03 0,2088 0,0292 0,2056

Tabu©ka 5: Implikované volatility z presného a pribliºného rie²enia Stein-Steinovho

modelu pre £as do expirácie 1 mesiac.

V tabu©ke 5 sú pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcií po£ítané presným rie²ením

Stein-Steinovho modelu s príslu²nou volatilitou a ceny opcií po£ítané pomocou aprox-

imácie pre rôzne expira£né ceny s £asom do expirácie 1 mesiac.

Obrázok 6 zobrazuje graf závislosti implikovanej volatility po£ítanej z presných rie²ení

a z rie²ení na²ej aproximácie v závislosti od expira£ných cien, tzv volatility smile

V tabu©ke 6 sú pre porovnanie uvedené hodnoty cien opcií po£ítané presným rie²ením

garch modelu s príslu²nou volatilitou a ceny opcií po£ítané pomocou nami vytvorenej
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Obrázok 6: Volatility smile pre Stein-Steinov model

Expira£ná cena Presné rie²enie Implikovaná volatilita Aproximácia Impikovaná volatilita

z presného rie²enia z aproximácie

90 12,6 0,2060 12,6440 0,2108

95 8,55 0,2037 8,6547 0,2108

100 5,28 0,2025 5,4357 0,2108

105 2,95 0,2025 3,1104 0,2108

110 1,50 0,2035 1,6175 0,2108

115 0,70 0,2054 0,7655 0,2108

120 0,31 0,2077 0,331 0,2077

Tabu©ka 6: Implikované volatility z presného a pribliºného rie²enia Stein-Steinovho

modelu pre £as do expirácie 3 mesiace.

aproximácie pre rôzne expira£né ceny s £asom do expirácie 3 mesiace. Graf závislosti

implikovanej volatility po£ítanej z presných rie²ení a z rie²ení na²ej aproximácie v závis-

losti od expira£ných cien, tzv volatility smile

Graf závislosti implikovanej volatility po£ítanej z presných rie²ení a z rie²ení na²ej aprox-

imácie v závislosti od expira£ných cien, tzv volatility smile

Z výsledkov vidie´, ºe implikovaná volatilita po£ítaná pomocou aproximácie v závis-

losti od expira£nej ceny je kon²tantná. Implikovaná volatilita odvodená z presného
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Obrázok 7: Volatility smile pre druhy model

rie²enia vytvára volatility smile. Závislos´ od £asu do expirácie nevieme posúdi´ pre

nedostatok pozorovaných hodnôt.

3.5 Presnos´ aproximácie tohto typu

Presná cena opcie je stredná hodnota Black - Scholesovej ceny, ak do nej dosadíme

σ̄2 = 1
T−t

∫ T
t σ2(S)dS, kde strednú hodnotu berieme vzh©adom na pravdepodobnostné

rozdelenie σ̄2.

V =
∫ ∞

0
VBS(σ̄2)f(σ̄2)dσ̄2

σ̄2 =
1

T − t

∫ T

t
σ2(S)dS

Pouºijeme Taylorov rozvoj VBS(σ̄2) v okolí bodu σ∗2 = E[σ2]

V =
∫∞
0

[
VBS(σ∗2) + V ′

BS(σ∗2)(σ∗2 − σ̄2) + 1
2V ′′

BS(σ∗2)(σ∗2 − σ̄2)2 + 1
6V ′′′

BS(σ∗2)(σ∗2 − σ̄2)3 + ...
]

f(σ̄2)dσ̄2

= VBS(σ∗2)
∫∞
0 f(σ̄2)dσ̄2 + V ′

BS(σ∗2)
∫∞
0 (σ∗2 − σ̄2)f(σ̄2)dσ̄2+

+1
2V ′′

BS(σ∗2)
∫∞
0 (σ∗2 − σ̄2)2f(σ̄2)dσ̄2+

+1
6V ′′′

BS(σ∗2)
∫∞
0 (σ∗2 − σ̄2)3f(σ̄2)dσ̄2 + ...

= VBS(σ∗2) +
1
2
V ′′

BS(σ∗2)E[(E[σ̄2 − σ̄2])2] +
1
6
V ′′′

BS(σ∗2)E[(E[σ̄2 − σ̄2])3] + ... (28)

Prvý £len rozvoja presnej ceny derivátu je VBS(σ∗2), teda σ∗2 dosadená do Black -

Scholesovho vzorca. Máme teda dva prístupy k výpo£tu pribliºnej ceny:
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• Zoberieme prvý £len rozvoja (28), t.j. do Black - Scholesovho vzorca dosadíme
1

T−t

∫ T
t E[σ2(s)]ds.

• Pouºijeme postup z predchádzajúcich kapitol a do Black - Scholesovho vzorca

dosadíme 1
T−t

∫ T
t E[σ̃2(s)]ds, kde σ̃2(s) je rie²ením ODR dσ̃(s) = α(σ̃2(s))ds.

Zistíme teraz, kedy sú tieto dva postupy ekvivalentné. V tom prípade o£akávame, ºe

na²a aproximácia pomocou deterministického vývoja volatility bude presnej²ia. Uvidíme,

ºe to platí pre GARCH model, ale nie pre druhý model sostochastickou volatilitou, ktorý

sme uvaºovali. Tým sa dá vysvetli´, pre£o sme v predchádzajúcich £astiach dostali pres-

nej²ie výsledky pre GARCH model.

Treba teda zisti´, kedy funkcia g(s) = E[σ2(s)] vyhovuje rovnici dg(s) = α(g(s))ds.

Zo stochastickej diferenciálnej rovnice

dσ2 = α(σ2)dt + β(σ2)dW

môºeme vyjadri´ σ2(s) ako

σ2(s) = σ2(t) +
∫ s

t
α(σ2(d))du +

∫ s

t
β(σ2(u))dW,

z £oho vyplýva, ºe

E[σ2(s)] = σ2(t) + E[
∫ s

t
α(σ2(u))du].

To znamená, ºe
d

ds
E[σ2(s)] = E[α(σ2(s))].

Toto sa má rovna´ α(E[σ2(s)]). Ak ozna£íme pre preh©adnos´ náhodnú premennú σ2(s)

ako X, má plati´

E[α(X)] = α(E[X]),

£o platí pre lineárnu funkciu α tvaru α(x) = c1 + c2x. To znamená, ºe uvedené dva

prístupy aproximácie rie²enia sú ekvivalentné pre lineárny drift.
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4 Ceny opcií ako náhodné premenné

Volatilita je náhodná premenná, preto ceny opcií sú náhodné premenné. Budú nás

zaujíma´ vlastnosti týchto náhodných premenných. V tejto £asti odvodíme limitné

rozdelenie volatility. Najskôr proces vyjadrujúci volatilitu zapí²eme pomocou jedného

Wienerovho procesu. Pre tento proces odvodíme limitné rozdelenie. Z rovnice (24) pre

spojitý verziu nami skúmaného modelu osamostatníme stochastickú £as´ dht a zistíme,

aké má pravdepodobnostné rozdelenie. Stochastická £as´ sa skladá z dvoch nezávislých

Wienerových procesov dW1,t, dW2,t, ktoré vystupujú v tvare

−2β2γ∗htdW1,t + β2htdW2,t (29)

Ke¤ºe o diferenciáli Wienerovho procesu vieme, ºe je z normálneho rozdelenia so stred-

nou hodnotou rovnou nule a disperziou rovnou dt, platí

−2β2γ∗htdW1,t ∼ N(0, (−2β2γ∗ht)2dt),

β2htdW2,t ∼ N(0, (β2ht)2).

Procesy W1,t, W2,t sú nezávislé, preto

−2β2γ∗htdW1,t + β2htdW2,t ∼ N(0, (4β2
2γ2
∗h

2
t + β2

2h2
t )dt) = N(0, β2

2h2
t (4γ

2
∗ + 1)dt)

Proces pre volatilitu teda môºeme napísa´ v tvare

dht = β2ht

√
4γ2∗ + 1dWt + (β0 − θht)dt,

t.j.

dh = (β0 − θht)dt + qhtdWt, (30)

kde q = β2

√
4γ2∗ + 1.

V nasledujúcej £asti si odvodíme presne limitné pravdepodobnostné rozdelenie na-

mi uvaºovaného modelu, ktoré vychádza z odvodenia uvedenom v [9]. Generovaním

náhodných £ísel z tohto limitného rozdelenia a ich dosadením do pribliºného rie²enia

môºeme generova´ ceny opcií.

Vz´ah medzi stochastickou diferenciálnou rovnicou a pravdepodobnostným rozde-

lením procesu v danom £ase sa dá odvodi´ z Feynmann - Kacovho vzorca [7]. Ak
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X(0) = X0, X vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

dX(t) = a(t,X(t))dt + b(t,X(t)), dW

potom hustota f(t, X(X(t) = X(0)) náhodnej premennej X(s) bude vyhovova´ Fokker-

Planckovej parciálnej difernciálnej rovnici

−∂f

∂t
− ∂(af)

∂h
+

∂2

∂h2

(
b2f

2

)
= 0, (31)

so za£iato£nou podmienkou f(0, X) = δ(X −X0), kde δ je Diracova funkcia.

�alej h©adáme iba limitné rozdelenie procesu (30). To znamená, ºe ak bude existova´

lims→∞ f(s, h) =: g(h), tak z rovnosti (31) bude vyplýva´, ºe limitná hustota g bude

sp¨¬a´ stacionárnu rovnicu

∂ag

∂h
+

∂2

∂h2

(
b2g

2

)
= 0 pre h > 0 (32)

a normovaciu podmienku ∫ ∞

0
g(y) = 1

Ak si teraz zintegrujeme (32) s dolnou hranicou rovnou nule a hornou rovnou y, dostá-

vame

−ag +
d

dh

(
b2g

g

)
−

[
lim
h→0

(−ag) + lim
h→0

d

dh

(
b2g

2

)]
= 0 (33)

Teraz budeme uvaºova´, ºe hustota g bude ma´ nasledujúce vlastnosti:

• limx→0g(x) = 0,

• derivácia g′(h) je ohrani£ená v okolí bodu h = 0.

Pre h → 0 potom dostávame

−a(h)g(h) = K(θ h)g(h) → 0,

d

dh

(
b2(h)g(h)

2

)
= b(h)

db(h)
dh

g(h) +
b2(h)

2
dg(h)
dh

= b2hg(h) +
b2h2

2
g′(h) → 0. (34)

Z rovnice (33) potom zostane

d

dh

(
b2g(h)

2

)
= ag(h).

Dosadíme funkcie a, b z ná²ho procesu:

d

dh

q2h2g(h)
2

= (β0 − θh)g(h),
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zderivujeme sú£in na ©avej strane

q2hg +
q2h2

2
ġ = β0g − θhg,

a získanú rovnicu upravíme

ġ
q2h2

2
= g(β0 − θh− q2h).

Vidíme, ºe táto rovnica sa dá vyrie²i´ separáciou premenných

ġ

g
=

2
(
β0 − θh− q2h

)

q2h2
.

Integrovaním dostaneme

ln g = −2β0

q2h
− 2

θ

q2
ln h− 2 ln h + c,

kde c je kon²tanta. Vyjadríme funkciu

g = e

�
− 2β0

q2h
−2 θ

q2 ln h−2 ln h+c
�

= e
− 2β0

q2h h
−2( θ

q2 +1)
d = dh

−2
�

θ
q2 +1

�
e
− 2β0

q2h

g = dh
−2
�

θ
q2 +1

�
e
− 2β0

q2h

Kon²tantu d treba ur£i´ tak, aby integrál z funkcie g bol rovný jednej. Nemusíme ju

v²ak po£íta´, lebo vieme, ºe túto hustotu má inverzné gamma rozdelenie. Inevrzné

gamma rozdelenie s parametrami α a β má nasledujúce vlastnosti:

• hustota: f(x, α, β) = βα

Γ(α)x
α−1e−

β
x

• stredná hodnota: β
α−1

• variancia: β2

(α−1)2(α−2)
pre α > 2

• ak platí X ∼ Inv−Gamma(k, θ), potom 1/X ∼ Gamma(k, θ) Poslednú vlastnos´

rozdelenia sme vyuºili pre vytvorenie generátora náhodných £ísel so vstupnými

parametrami α a β. V na²om prípade

α =
2θ

q2
+ 1 =

2θ

β2

√
4γ2∗ + 1

+ 1

β =
2β0

q2
=

2β0

β2

√
4γ2∗ + 1

Stredná hodnota rozdelenia v na²om prípade je β0

θ
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Obrázok 8: Inverzné gamma rozdelenie generované pre 10 000 hodnôt

V obrázku 8 sa môºme presnej²ie pozrie´ na histogram inverse gamma rozdelenia

generovaného konkrétne pre 10 000 hodnôt.

�alej uvádzame graf závislosti disperzie od zmeny expira£ných cien , kde na x-ovú

os sme zobrazili expira£né ceny a na y-ovú disperzie.
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Obrázok 9: Závislos´ disperzie od zmeny expira£ných cien
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5 Záver

V práci sme sa zaoberali modelovaním cien opcií so stochastickou volatilitou. Tieto

modely nám poskytujú moºnos´ získa´ relatívne presné výsledné hodnoty pri oce¬ovaní

opcií.

V prvej £asti sme sa oboznámili s niektorými základnými pojmami z oblasti oce¬o-

vania �nan£ných derivátov, konkrétne opcií. Vysvetlili sme si pojem volatility, deter-

ministickej volatility závislej od £asu a stochastickej volatility a uviedli sme nieko©ko

konkrétnych príkladov modelov, ktoré sú zaloºené na poslednom type volatility.

V druhej £asti sme si predstavili dva konkrétne modely, ktoré sme vyuºívali pre

odvodenie aproximácií cien opcií a ich implikovaných volatilít. Aproximácie cien opcií

v prvom, GARCH modeli, sme rie²ili analytickým spôsobom. V druhom modeli, ktorý

sme nazvali Stein-Steinov model, sme vzh©adom na nemoºnos´ pouºitia analytického

postupu museli rie²i´ aproximáciu numerickým spôsobom, konkrétne lichobeºníkovou

metódou.

Týmto postupom sme si pre oba modely vypo£ítali aproximácie cien opcií, a tie sme

potom porovnali s presnými rie²eniami, ktoré uvádzali autori £lánkov. Zaujímalo nás,

ako ve©mi sa odli²ujú na²e aproximované hodnoty pri po£ítaní s vynechanou stochasticou

£as´ou modelu od presných rie²ní.

Po£ítaním presnosti odhadov sme zistili, ºe k odchýlkam medzi presným a aprox-

imovaným rie²ením dochádza aj závislosti od tvaru driftu daného modelu. V prvom

modeli nám uvaºovaný drift vychádzal v lineárnom tvare. V druhom modeli vychádzal

drift kon²tantný, pri£om ¤al²ím skúmaním sme zistili, ºe presnej²ia aproximácia vy-

chádza pre lineárny drift.

Zistili sme teda, ºe oba modeli sú reálne pouºite©né v praxi, pretoºe nám dávajú

dostato£ne presnú informáciu o budúcej cene opcie, pri£om prvý model s lineárnym

driftom aproximuje ceny opcií presnej²ie ako druhý model s kon²tantným driftom.
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